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Forord

lisare radio och TV i tankarna.! Andra viktiga omraden dir elektromag-
netisk vagutbredning spelar en stor roll finner vi inom radar,? och under
senare ar har flera nya intressanta tillimpningsomraden tillkommit.

Vart samhélle priglas av ett intensivt informationsutbyte, som till stor del sker
med elektromagnetiska vagor. Satellit- och mobilradio-kommunikation, traditionella
radio- och TV-lankar, transmissionsledningar och vagledare &r exempel med stora
tillampningsomraden. Men det &r inte endast som informationséverforare som elek-
tromagnetisk vagutbredning har stor betydelse, utan mikrovagor anvénds pa flera
andra satt i industri och samhille, t.ex. till uppvarmning.

Under senare ar har alltfler nya komplexa material, t.ex. anisotropa och bi-
isotropa material, borjat anvéindas i elektrotekniska sammanhang. En forstaelse av
och kunskap om grundléggande elektromagnetiska vagutbredningsfenomen ar natur-
ligtvis vésentlig for en utveckling av de nya potentiella teknologier, som &r knutna
till dessa nya komplexa material.

Denna bok ger en introduktion till nagra av de viktigaste egenskaperna hos
elektromagnetiska vagor och elektromagnetiska vagutbredningsfenomen i komplexa
material. Betoningen ligger pa grundldggande, centrala begrepp och en analys av
det elektromagnetiska faltet och dess uppforande inuti homogena och inhomoge-
na material av olika slag, t.ex. dielektriska material och anisotropa material sasom
plasmor. De s.k. konstitutiva relationerna, som som utgér en modell av materialets
elektromagnetiska egenskaper, &r hér visentliga, och relativt stort utrymme &dgnas
at olika anvandbara modeller.

For att tillgodogora sig materialet i boken kvavs kunskaper i grundlidggande
elektromagnetisk féltteori, t.ex. grundkursen i elektromagnetisk féaltteori vid vara
tekniska hogskolor. Maxwells féltekvationer forutsétts vara bekanta, liksom grund-
laggande vektoranalys och rédkningar med nabla-operatorn V.

I de tva forsta kapitlen beskrivs allménna tidsberoende elektromagnetiska félt
och allménna linjdra modeller av material. Nar det géller de Maxwellska féltekva-
tionerna ar betoningen lagd pa en repetition av tidigare kurser i elektromagnetisk
faltteori. Modellbeskrivningen av olika material, som genomfors i kapitel 2, ar vésent-
ligt mer omfattande &n i de elementéira kurserna. Linjdra material klassificeras sys-
tematiskt.

T\ r ar man namner ordet elektromagnetisk vagutbredning, far sdkert manga

1Ordet radio kommer ursprungligen av latinets radius, vilket betyder strale.
2Radar kommer av engelskans Radio detection and ranging.

vil



viii Férord

I kapitel 3 analyseras det specialfall av tidsberoende félt som tidsharmoniska
falt utgor. Delar av detta material 4r en repetition av grundlidggande analys av
tidsharmoniska falt. En rad viktiga begrepp som aktiva, passiva och forlustfria ma-
terial samt reciprocitet hos material definieras, liksom det elektromagnetiska féltets
polarisationstillstand.

Vagutbredning i homogena material ldngs en fix riktning behandlas i kapitel 4
och en mer allmén analys av flerdimensionell vagutbredning i homogena material ges
i kapitel 5. Reflektion och transmission behandlas utforligt i dessa kapitel. I kapitel 4
behandlar vi dven olika vagutbredningsfenomen i t.ex. uniaxiala, gyrotropa och bi-
isotropa material. Boken avslutas med ett kapitel om reflektion och transmission i
inhomogena material.

Ovningar pa de olika teoriavsnitten finns samlade i slutet av varje kapitel. Mer
krivande dvningar &r markerade med en stjirna (*). Svar till 6vningarna finns sam-
lade i ett facit i bokens slut. Varje kapitel avslutas med en sammanfattning av
kapitlets viktigaste resultat.

Jag vill passa pa att tacka mina medarbetare vid institutionen for teoretisk
elektroteknik vid Lunds tekniska hogskola for manga konstruktiva forslag och upp-
muntran. Min familj har ocksa pa ett visentligt sétt stott tillkomsten av denna bok.
Tack Mona-Lisa, Ester och Elias!

Dalby, december 2008

Gerhard Kristensson



Kapitel 1

Maxwells faltekvationer

magnetiska falt, samt de viktigaste konsekvenserna av dessa ekvationer. I

ett forsta avsnitt repeteras Maxwells faltekvationer. Senare avsnitt behandlar
randvillkor vid skiljeytor mellan tva material samt energikonservering. Framstall-
ningen i detta kapitel géller tidsberoende falt och &r oberoende av materialens egen-
skaper. Lampliga modeller som beskriver elektromagnetiska effekter i material pre-
senteras i kapitel 2. Specialfallet tidsharmoniska falt kommer att behandlas senare i
kapitel 3.

D etta kapitel behandlar kortfattat de grundldggande ekvationerna for elektro-

1.1 Grundliggande ekvationer

Maxwells fialtekvationer utgor den grundliggande matematiska modellen for prak-
tiskt taget all teoretisk behandling av makroskopiska elektromagnetiska fenomen.
James Clerk Maxwell! publicerade sina berémda ekvationer 1864, och de tester som
utforts sedan dess har givit god experimentell 6verensstammelse med denna modell.
Forst nar mikroskopiska fenomen skall forklaras maste en mer noggrann teori inforas,
dér dven kvantmekaniska effekter tas med. Det har saledes genom aren byggts upp
ett overvildigande bevismaterial for ekvationernas giltighet i skilda tillimpningar.

Maxwells faltekvationer utgor en av grundstenarna vid behandlingen av makro-
skopiska elektromagnetiska vagutbredningsfenomen.? Ekvationerna lyder?

0B
oD

Ekvation (1.1) (eller motsvarande integralformulering) brukar bendmnas Faradays

1 James Clerk Maxwell (1831-1879), skotsk fysiker och matematiker.

2En utforlig hirledning av dessa makroskopiska ekvationer utgaende fran en mikroskopisk for-
mulering finns att hdmta i G. Russakoff, “A Derivation of the Macroscopic Maxwell Equations,”
Am. J. Phys., 38(10), 1188-1195 (1970).

3Vi kommer genomgaende att anvinda oss av Sl-enheterna (MKSA) for de elektromagnetiska
storheterna.



2 Maxwells faltekvationer Kapitel 1

induktionslag,* medan ekvation (1.2) ofta bir namnet Ampéres (generaliserade) lag.”
De olika ingaende vektorfilten i Maxwells filtekvationer #r:

Elektrisk filtstyrka [V /m]
Magnetisk filtstyrka [A/m]
Elektrisk flodestithet [As/m?]
Magnetisk flsdestéthet [Vs/m?]
Stromtéithet [A/m?|

SO

Dessa filt &r funktioner av rums- och tidskoordinaterna (r,t). Ofta skriver vi
inte explicit ut dessa variabler for att beteckningarna skall bli enkla. Endast i de
fall ddar missforstand kan uppsta eller dér vi sarskilt vill papeka funktionsberoendet
skrivs variablerna ut.

Den elektriska féltstyrkan E och den magnetiska flodestdtheten B definieras
genom kraftverkan pa en laddad partikel genom Lorentz-kraften

F=q{E+vx B} (1.3)

dér g ar partikelns laddning och v dess hastighet.

De fria laddningarna i materialet, t.ex. ledningselektroner, beskrivs av stromtét-
heten J. De bundna laddningarnas bidrag, t.ex. fran elektroner bundna till atom-
kédrnan, ar innefattade i den elektriska flodestdtheten D. Vi kommer senare i detta
avsnitt och i kapitel 2 att aterkomma till skillnaderna mellan elektrisk flodestéathet
D och elektrisk faltstyrka E, liksom till skillnaderna mellan magnetisk féaltstyrka H
och magnetisk flodestéithet B.

Ett annat fundamentalt antagande i elldran &r lagen om laddningens oforstor-
barhet. Aven denna naturlag ér experimentellt mycket noggrant uttestad. Ett sitt
att uttrycka laddningskonserveringen matematiskt ar genom laddningens kontinui-
tetsekvation

dp

VoJ 4+ =0 (1.4)

Hér &r p den till stromtétheten J horande laddningstitheten (laddning/volyms-
enhet). p beskriver saledes de fria laddningarnas laddningstéthet.
Vanligen associeras ytterligare tva ekvationer till Maxwells fialtekvationer.

V-B=0 (1.5)
V-D=p

Ekvation (1.5) implicerar avsaknaden av magnetiska punktladdningar och innebér
att det magnetiska flodet dr bevarat. Ekvation (1.6) bér namnet Gauss lag. Dessa

“Michael Faraday (1791-1867), engelsk kemist och fysiker.

®André Marie Ampere (1775-1836), fransk fysiker.

6Dessa bendmningar verensstimmer med Svensk standard [30]. Andra férekommande beném-
ningar pa H-filtet och D-fiiltet &r amperevarvstéthet, respektive, elektriskt forskjutningsfilt [14].
Man ser dven ibland att B-filtet kallas magnetiskt fdlt. Vi kommer dock att anvinda de namn
som foreslas av Svensk standard eller rétt och sliatt skriva E-falt, D-filt, B-fialt och H-filt.



Avsnitt 1.1 Grundliaggande ekvationer 3

bada ekvationer kan under lampliga antaganden ses som en konsekvens av ekvation-
erna (1.1), (1.2) och (1.4). Tag namligen divergensen av (1.1) och (1.2). Detta leder
till

B
0_0

=
oD
VIV =0

eftersom V - (V x A) = 0. En vixling av deriveringsordningen och anvéndning av
(1.4) ger

\%

oV -B) 0
ot
(V- -D —p) _0
ot
Fran dessa ekvationer foljer att

V-B=fi
V-D-p=f
dér f; och fy &r tva funktioner som ej explicit beror pa tiden ¢ (kan ddremot bero

pa rumskoordinaterna 7). Om filten B, D och p antas vara identiskt noll fore en
fix dndlig tid, dvs

B(r,t)=0
D(r,t)=0
p(’l’,t) =0

for t < 7 for nagot dndligt 7, sa foljer av detta antagande ekvationerna (1.5) och
(1.6). Rent statiska félt eller tidsharmoniska falt uppfyller naturligtvis inte detta
antagande, eftersom det inte gar att finna nagon éndlig tid 7, fore vilken alla falt ar
noll.” For tidsberoende filt déremot ser vi att, under rimliga antaganden (att filt och
laddningar i en punkt inte existerat i evighet), det récker att anvénda ekvationerna
(1.1), (1.2) och (1.4).

Maxwells fialtekvationer (1.1) och (1.2) &r tillsammans 6 stycken ekvationer—en
for varje vektorkomponent. Om stromtétheten J &r given, sa innehaller Maxwells
faltekvationer totalt 12 stycken obekanta (4 stycken vektorfalt E, B, D och H). Det
"fattas” saledes 6 stycken ekvationer for att fa lika manga ekvationer som obekanta.
Dessa aterstaende 6 ekvationer kallas de konstitutiva relationerna och kommer att
behandlas utforligare i kapitel 2.

I vakuum &r den elektriska féltstyrkan E och den elektriska flodestatheten D
parallella. Detsamma géller for den magnetiska flodestatheten B och den magnetiska
faltstyrkan H. Det géller att

"Vi aterkommer till hiirledningen av ekvationerna (1.5) och (1.6) for tidsharmoniska filt i kapi-
tel 3 pa sidan 38.
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DZEOE
B:/LQH

dér €y och pg dr vakuums dielektricitets- respektive permeabilitetskonstant. Nu-
meriska viirden pa dessa konstanter dr ey ~ 8.854 - 10712 As/Vm och py = 47 -
1077 Vs/Am =~ 1.257 - 107¢ Vs/Am.

Inuti ett material &r skillnaden mellan den elektriska féaltstyrkan E och den elekt-
riska flodestédtheten D och mellan den magnetiska flodestdtheten B och den mag-
netiska féltstyrkan H ett matt pa vixelverkan mellan laddningsbararna i materialet
och filten. Ofta infors tva nya vektorfilt, polarisationen P och magnetiseringen M,
for att beskriva dessa skillnader mellan féalten. De definieras genom

P—D-cFE (1.7)
M-‘B_H (1.8)
Ho

Vektorfiltet P kan grovt sdgas utgora ett matt pa hur mycket de bundna ladd-
ningarna ar forskjutna i forhallande till sina neutrala opaverkade positioner. Detta
inkluderar bade permanent och inducerad polarisation. Det storsta bidraget till detta
falt harror fran tyngdpunktsforskjutningar hos de positiva och negativa laddnings-
bérarna i materialet, men &ven andra, hogre ordningens effekter bidrar. Pa liknande
satt utgor magnetiseringen M ett matt pa de resulterande (bundna) strommarna i
materialet. Aven detta filt kan vara av bade permanent eller inducerad natur.

Att ange ett materials polarisation och magnetisering ar ekvivalent med att
ange de konstitutiva relationerna for materialet och innebér att ytterligare 6 ek-
vationer som karakteriserar materialet specificeras. I kapitel 2 kommer vi att anal-
ysera olika modeller for ett materials polarisation och magnetisering mera i detalj.
I de aterstaende avsnitten i detta kapitel undersoker vi ytterligare konsekvenser av
Maxwells faltekvationer, ndmligen randvillkor och energikonservering.

1.2 Randyvillkor vid gréansytor

I gransskiktet mellan tva material varierar de elektromagnetiska falten diskontinuer-
ligt pa ett foreskrivet sétt, som &r relaterat till materialens elektriska och magnetiska
egenskaper pa omse sidor om griansytan. Det séatt pa vilket de varierar dr en kon-
sekvens av Maxwells faltekvationer och detta avsnitt innehaller en enkel hérledning
av dessa (rand-)villkor, som filten maste uppfylla vid griansytan. Endast ytor som
ar fixa i tiden (ej i rorelse) behandlas hér.

Maxwells faltekvationer, sasom de presenterades i avsnitt 1.1, forutsidtter att de
elektromagnetiska falten &r differentierbara som funktion av rums- och tidsvariab-
lerna. Vid en gransyta mellan tva material dr, som redan papekats, falten i allméan-
het diskontinuerliga som funktion av rumskoordinaterna. Darfér behover vi omfor-
mulera dessa ekvationer till en form med mer generell giltighet. Syftet med denna



Avsnitt 1.2 Randvillkor vid gréansytor 5

Figur 1.1: Geometri for integration.

omskrivning ar att fa ekvationer som géller dven da falten inte ar differentierbara i
alla punkter.

Lat V' vara en godtycklig (enkelt sammanhéngande) volym med randyta S och
utatriktad normal n i det omrade som vi behandlar, se figur 1.1.

Integrera Maxwells faltekvationer, (1.1)—(1.2) och (1.5)—(1.6), dver volymen V.

fffz -z fff
Jff o [ 2
/V//V.dezo

J[fs-pir= f[f o

dér dv ar volymsmattet (dv = dx dy dz).
Foljande tva integrationssatser for vektorfalt d&r nu lampliga att anvéanda:

// v. Adv_/ A-7dS
// VxAdv—//nxAdS

dér A dr ett godtyckligt (kontinuerligt deriverbart) vektorfélt och dS ytan S:s ytele-
ment. Det férsta sambandet brukar benimnas divergenssatsen eller Gauss sats® och
det andra en till divergenssatsen analog sats (se 6vning 1.1).

8Skilj pa Gauss lag, (1.6), och Gauss sats.
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T s

1 — I

Figur 1.2: Grénsyta mellan tva olika material 1 och 2.

Resultatet blir efter en skiftning av derivering m.a.p. tiden ¢ och integration
(volymen V' ér fix i tiden och vi antar att filten &ar tillrackligt reguljara).

//andS———///de (1.9)
//andS ///Jdv+—///de (1.10)

/ B-ndS=0 (1.11)

/ p-ads— [[[pa (1.12)
S v

For ett omrade V dar filten E, B, D och H &r kontinuerligt differentier-
bara #r dessa integralformler helt ekvivalenta med differentialformuleringen i av-
snitt 1.1. Denna ekvivalens har vi hér visat at ena hallet. At det andra hallet gor
man riakningarna bakldnges och utnyttjar att volymen V' kan viljas godtycklig.

Integralformuleringen, (1.9)—(1.12), har emellertid den fordelen att de ingaende
félten inte behover vara differentierbara i rumsvariablerna fér att ha en mening.
I detta avseende ar integralformuleringen mer allmén én differentialformuleringen
i avsnitt 1.1. Falten E, B, D och H, som satisfierar ekvationerna (1.9)-(1.12)
siags vara svaga losningar till Maxwells ekvationer, i de fall de inte &r kontinuerligt
differentierbara och differentialekvationerna i avsnitt 1.1 saknar mening.

Dessa integralformler tillampas nu pa en speciell volym V', som skér grinsytan
mellan tva olika material, se figur 1.2. Normalriktningen n &ar riktad fran mate-
rial 2 in i material 1. Vi antar att de elektromagnetiska félten E, B, D och H
och deras tidsderivator har dndliga virden intill grinsytan fran bada hall. Dessa
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gransvéirden betecknas E respektive E5 pa 6mse sidor om gransytan. Griansviardena
pa de Ovriga tre falten betecknas pa liknande séatt med index 1 eller 2. Stromtétheten
J och laddningstéatheten p kan dédremot tillatas anta odndliga vérden, som fallet &r
vid metalliska ytor.? Det visar sig lampligt att infora en ytstrémtithet Jg och en
ytladdningstithet pg enligt féljande gransforfarande

Jg=hd
ps = hp

dér h ar en tjocklek inom vilken laddningarna finns koncentrerade. Denna tjocklek,
antar vi, gar mot noll samtidigt som J och p blir odndligt stora pa ett sadant sétt
att Jg och pg har véldefinierade dndliga véirden i denna griansprocess. Vid detta
gransforfarande antags ytstromtiatheten Jg endast ha komponenter parallellt med
gransytan. Hojden pa volymen V later vi vara denna tjocklek h och arean pa bas-
respektive toppytan antas vara a, som &r liten jamfort med féltens variation ldngs
skiljeytan och ytans krokning.

Termerna < [[f,, Bdv och & [[f,, D dv gér bada mot noll d& h — 0, eftersom
falten B och D och deras tidsderivator antas vara &ndliga vid gransytan. Vidare
giller att alla bidrag fran sidoytorna (area ~ h) i ytintegralerna i (1.9)—(1.12) gar
mot noll da h — 0. Bidragen fran toppytan (normal n) och basytan (normal —n) &r
proportionella mot arean a, om arean véljs tillrackligt liten och medelvardessatsen
for integraler anvénds. Foljande bidrag fran topp- respektive basytan i ytintegralerna
aterstar efter gransovergang h — 0.

[ X (B, — E3)] =0

[ (Hl—Hg)]:ahJ:aJs
n- (B — B3)] =0

n - (D, — D3)| = ahp = apg
Forenkla genom att dividera med arean a. Resultatet blir
nx(E,—E;)=0

n X (Hl—Hg):JS

’fl . (B1 - B2> = O

n- (D1 —D3) =ps

(1.13)

Dessa randvillkor féreskriver hur de elektromagnetiska falten &r relaterade till
varandra pa omse sidor om griansytan (normalen n ar riktad fran material 2 in i
material 1). Vi kan formulera dessa randvillkor i text.

e Elektriska féltstyrkans tangentialkomponent ar kontinuerlig 6ver gransytan.

9Detta #r naturligtvis en idealisering av en verklighet diir titheten antar mycket stora viirden
inom ett makroskopiskt tunt gransskikt.
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A Falt

Ps
{ Dn

B
\‘//\/
Avstand L

mot skiljeytan
i >

Material 2 Material 1

Figur 1.3: Variation av B - nn och D - n vid skiljeytan.

e Magnetiska féltstyrkans tangentialkomponent ar diskontinuerlig 6ver grans-
ytan. Diskontinuitetens storlek ar Jg. I det fall ytstromtéatheten ar noll, t.ex.
om materialet har fndlig ledningsformaga,'® #r tangentialkomponenten konti-
nuerlig 6ver gransytan.

e Magnetiska flédestiathetens normalkomponent &ar kontinuerlig 6ver gransytan.

e Elektriska flodestédthetens normalkomponent ar diskontinuerlig 6ver gransytan.
Diskontinuitetens storlek ar pg. I det fall ytladdningstétheten &r noll adr nor-
malkomponenten kontinuerlig éver gransytan.

I figur 1.3 exemplifieras hur normalkomponenterna hos de magnetiska och elekt-
riska flodestatheterna kan variera vid skiljeytan mellan tva material.

Ett viktigt specialfall, som ofta forekommer, dr det fall da material 2 &r en
perfekt ledare, som &r en modell av ett material som har ldttrorliga laddningsbérare,
t.ex. flera metaller. I material 2 &r filten noll och vi far fran (1.13)

'ﬁxE1:0
’fI,XHl:JS (114>
'fLB1:0
n-D; = ps

déar Jg och pg ar metallytans ytstromtéathet respektive ytladdningstéthet.

0Detta foljer av antagandet att det elektriska filtet E #r andligt nira grinsytan, vilket medfor
att Jg¢ = hJ = hoE — 0,da h — 0.
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1.3 Energikonservering och Poyntings sats

Energikonservering visas genom att utga fran Maxwells ekvationer (1.1) och (1.2).

0B

E=-2

V x oy
oD
H=J+2
V X J + 5

Multiplicera den forsta ekvationen skaldrt med H och den andra med E samt
subtrahera. Resultatet blir

B D

Dérefter anvénder vi rikneregeln V- (@ x b) =b-(V x a) —a - (V x b) for att
skriva om detta uttryck.

0B oD
(E x H H —+E-—4+E.-J=
V-(ExH)+ 8t+ at+ J=0

Vi infér Poyntings vektor'! § = E x H vilket resulterar i Poyntings sats.

0B oD
V'S—FH-E—FE-W—FE-J—O (1.15)
Poyntings vektor S anger det elektromagnetiska filtets effektflodestéthet eller
effekttransport per ytenhet i vektorn S:s riktning. Detta ses klarare om vi integre-
rar (1.15) 6ver en volym V| randyta S och utatriktad normal n, se figur 1.1, och

anvinder divergenssatsen.

é/s.ﬁ,dS:/V//VuS'dv
:_/J/[H.%_?+E.%_ﬂ dv_/V/ E-Jdv

Termerna tolkas pa foljande sétt:

(1.16)

e Vinstra ledet:
/ / S -ndS
s

ger den totalt utstralade effekten, dvs. energi per tidsenhet, genom ytan S,
buren av det elektromagnetiska féltet.

1 John Henry Poynting (1852-1914), engelsk fysiker.
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e Hogra ledet: Effektflodet ut genom ytan S kompenseras av tva bidrag. Den
forsta volymsintegralen i hogra ledet

0 0
///[H-aBJrE-ED dv
Vv

anger den till det elektromagnetiska filtet i V' bundna effekten.'? Den andra
volymsintegralen
/ / E-Jdv
7

anger arbetet per tidsenhet, dvs. effekten, som det elektriska filtet utriattar pa
de fria laddningsbérarna.

Ekvation (1.16) uttrycker dirfor energibalans.'®

Genom S utstralad effekt + effektforbrukning i V'
= — effekt bunden till det elektromagnetiska faltet
I hérledningen ovan antog vi att volymen V' inte skar nagon yta dar filten vari-
erade diskontinuerligt, t.ex. en gransyta mellan tva material. Om skiljeytan S &r en
gransyta mellan tva olika material, se figur 1.2, géller att Poyntings vektor i material
1 néra gransytan ar

Sle1XH1

medan Poyntings vektor nédra grénsytan i material 2 ar
SQ = Eg X Hg
Randvillkoren vid gransytan ges av (1.13).

’fLXEl:'fLXEQ
’fLXHl:’fLXHQ—i—JS

Vi skall nu visa att effekten som det elektromagnetiska faltet transporterar genom
skiljeytan &r kontinuerlig. Med andra ord att

//51~ﬁd5://52~ﬁd5—//E2~Jst (1.17)

S

dér ytan S ar en godtycklig del av griansytan. Notera att enhetsvektorn n ar riktad
fran material 2 in i material 1. Den sista ytintegralen anger effektutvecklingen, som
det elektriska féltet utrattar pa de fria laddningsbérarna i skiljeytan. Finns det inga
ytstrommar i gransytan dr normalkomponenten av Poyntings vektor kontinuerlig
over gransytan och vi far effektkonservering over griansytan. Det dr egalt vilket
elektriskt falt som ingar i den sista ytintegralen i (1.17), eftersom ytstrommen J g

12Effektforbrukningen for att polarisera och magnetisera materialet innefattas i denna term.
BEgentligen effektbalans.
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ar parallell med ytan S och det elektriska filtets tangentialkomponent ar kontinuerlig

vid gransytan, dvs.
//EI-JSdS://Eg-JSdS
s

5
Vi visar (1.17) lattast genom cyklisk permutation av de ingaende vektorerna och
genom att anvénda randvillkoren.
'fl‘Slz'fl‘(ElXH1>:H1'<ﬁXE1):H1'(ﬁXE2)
:—EQ'(’fLXHl):—EQ'(’fLXHQ—f—Js)
:’ﬁ(EQ XH2>—E2'JS:ﬁ'SQ—E2'JS

Integrerar vi detta uttryck over skiljeytan S far vi ekvation (1.17).

Ovningar till kapitel 1

1.1 Visa den till divergenssatsen analoga satsen
// VxAdv://ﬁxAdS
\% S

Ledning: Tillimpa divergenssatsen pa B = A X a diir a ér en godtycklig konstant vektor.

1.2 Inuti en dndlig volym finns ett magnetiskt material med magnetisering M. Visa att
for statiska filt utan fria strommar, J = 0, géller

// B -Hdv=0

dar integrationen sker 6ver hela rummet.

Ledning: Amperes lag V x H = 0 medfor att det existerar en potential ® sa att
H=-Vo
Anviand sedan divergenssatsen for att visa pastaendet.

1.3 En oéndligt lang, rak, cirkulir ledare (radie a) bestar av ett material med #ndlig
ledningsformaga o. I ledaren flyter en konstant (statisk) strom I. Stromtétheten
J kan anses vara homogen i ledarens tvarsnitt. Visa att Poyntings sats géller for
en volym V' som bestar en lingd [ av ledaren begrinsad av dess mantelyta och de
tva dndytorna, se figur 1.4. Varifran kommer energin som omvandlas till virme i
ledaren?
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Figur 1.4: Geometri for 6vning 1.3. Figuren visar ett dndligt stycke (lingd 1) av
ledaren (radie a). Ledaren bestar av ett material med &ndlig ledningsformaga o.

z

/

d

/

Figur 1.5: Geometri for 6vning 1.4.

*1.4 En ideal, cirkuldr, plattkondensator (radie a, plattavstand d), se figur 1.5, drivs med
en tidsharmoniskt varierande strém. Mellan plattorna rader vakuum och vi antar
att alla kanteffekter kan forsummas. Bestdm genom anséttningen

E(r,t) = ZE(p,w) cos (wt + «)

H(r,t) = &H(pﬂ‘)) cos (wt + f3)
det elektriska respektive magnetiska filtet mellan kondensatorplattorna, dvs. be-
stdm E(p,w) och H(p,w) samt fasen [ (uttryckt i ). Visa att Poyntings sats géller

for omradet V' mellan plattorna. Varifran kommer energin som laddar upp konden-
satorn?

Ledning: Visa forst att det elektriska filtet E(p,w) satisfierar

10 [ 0E(p,w) w? B
pOp (p dp ) " C%E(p’w)io

dér ¢o ar ljushastigheten i vakuum.

*1.5 Visa med hjilp av resultaten fran évning 1.4 att kondensatorns induktans L och
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kapacitans C kan skrivas som

L:d”0<1+§2+0(§4)>

8 12
7TCL26
C = y 0 (1+0(Y)

dér den enhetslosa parametern £ = wa/cy. Finn dven ett explicit uttryck pa ”kret-
sens” resonansfrekvens w,. Vad blir resonansfrekvensen for ¢ = 1 cm?
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Sammanfattning av kapitel 1

Maxwells ekvationer

0B
E=-——
V x Y

VXH:J—i—a—D

ot
V-B=0
V-D=p

Laddningskonservering

dp
V- J+2L
o

Lorentz-kraften

F =q¢{E+v x B}

Randyvillkor, allmint och ledare

nx (E,—Ey)=0 nxE =0
nx (H,—H,)=Jg nxH,=Jg
n-(B;—By)=0 n-B; =0

n- (D) — Ds) = pg n- D= pg

Poyntings sats

OB oD
V- S+HZ +E - +E-J=0

S=FEFxH




Kapitel 2

Konstitutiva relationer

letta. Ekvationerna innehaller tolv obekanta féltstorheter (E, B, D och H)
medan det endast finns sex ekvationer. De aterstaende sex ekvationerna, de
s.k. konstitutiva relationerna kommer att behandlas i detta kapitel.

Aven i detta kapitel kommer behandlingen att gélla allmént tidsberoende filt
och de speciella forhallanden som géller vid tidsharmoniska falt aterkommer vi till
senare 1 kapitel 3.

I Maxwells féltekvationer upptrader endast félten E, B, D och H och deras
kéallor. Dessa ekvationer beskriver féiltens dynamik, men hur filten &r relaterade
till varandra &r helt fristaende information. Denna information kan grovt sdgas
aterspegla laddningsbararnas dynamik i materialet. Helt allmént kan de konstitutiva
relationerna ségas vara ett samband mellan tva féltpar, t.ex. {D, B} och {E, H}.

ts ) r(ta)) &

Denna uppséttning konstitutiva relationer betonar fialten E och H, da transforma-
tionen (2.1) kan anvéndas for att eliminera de elektriska och magnetiska flodestét-
heterna, D och B, ur Maxwells faltekvationer. De elektriska och magnetiska félten,
FE och H, som t.ex. ingar i Poyntings vektor, intar dérfor en sérstéllning. Vid vag-
utbredning visar sig denna transformation lampligt, bl.a. darfér att effektransport
ar en viktig storhet i dessa problem.

Aven andra kombinationer av konstitutiva relationer forekommer flitigt i littera-
turen. En vanligt forekommande uppséttning konstitutiva relationer ar en relation
mellan faltparen {D, H} och {E, B}. Denna uppséttning av konstitutiva relationer
betonar istéllet falten E och B, vilka ingar i Lorentzkraften, (1.3). Det finns &ven
skél, baserade pa den speciella relativitetsteorin, for att transformationen skall vara
mellan just faltparen {D, H} och {E, B}. Vi kommer dock att vilja formen pa
transformationen enligt (2.1) pga. att den betonar filten E och H, som ingar i
Poyntings vektor.

Avbildningen F' maste uppfylla vissa allménna fysikaliska krav for att vi skall
erhalla realistiska fysikaliska modeller. Dessa antaganden kommer att diskuteras i
detta kapitel. De speciella forenklingar som intréffar for tidsharmoniska félt kommer

S om redan ndmnts i kapitel 1 ar Maxwells faltekvationer (1.1)—(1.2) inte komp-

15
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att analyseras senare i kapitel 3. I ett forsta avsnitt behandlas isotropa material som
uppvisar dispersion. I ett senare avsnitt kommer dessa konstitutiva relationer att
generaliseras.

2.1 Isotropa material med dispersion

Som en inledning till de mer generella konstitutiva relationer som behandlas i av-
snitt 2.3 kommer vi forst att behandla ett enklare fall med ett isotropt material.

Ett isotropt dispersivt material utgér det enklaste exemplet pa ett konstitu-
tivt samband mellan félten. Isotropin innebér att materialet har identiska egen-
skaper i alla riktningar, vilket medfoér att ingen koppling sker mellan féltens olika
(vektor-)komponenter.! Vidare antas det inte finnas nagon koppling mellan de elekt-
riska fialten D, E och de magnetiska fialten B och H. Avbildningen (2.1) kommer
i detta fall att bli tva fran varandra frikopplade avbildningar. For enkelhets skull
antar vi att de magnetiska félten satisfierar det forhallande som rader mellan filten
i vakuum (omagnetiskt material). Ekvation (2.1) kommer darfor att bli

D = F (E)
B:,uoH

En rad antaganden angaende avbildningen F':s tidsberoende kommer nu att
krévas i varje punkt r. Allt funktionsberoende av andra makroskopiska variabler,
som t.ex. temperatur eller tryck, skrivs inte ut har for att inte fa klumpiga beteck-
ningar. Vi kommer inte heller att skriva ut rumsberoendet hos filt eller andra
storheter i detta avsnitt om det inte krévs for forstaelsen. Falt och andra storheter
beror saledes ocksa pa variabeln r dven om detta inte skrivs ut.

Foljande antaganden pa avbildningen F' ar aktuella:

1. Avbildningen F' skall vara linjar i faltet E, dvs. for alla reella tal o och 3 och
for alla filt E och E’ giller att

F(a«E + (E')=aF (E)+ OF (E')

2. Avbildningen F' skall vara kausal, dvs. for varje 7 och varje filt E sadant att
E(t) =0, for t < 7 géller att

F(E)(t)=0 fort<rT

3. Avbildningen F' skall vara invariant under tidstranslation, dvs. fér varje falt-
par { D, E'}, som &r relaterade genom D(t) = F (E) (t), och varje 7 och filtpar
{D', E'}, definierade genom E'(t) = E(t — 7) och D'(t) = F (E') (t) giller
att

D'(t)=D(t—7)

LAtt ett material ar isotropt medfér inte att materialet méaste vara homogent, dvs. att dess
materialegenskaper dr oberoende av rumskoordinaterna. Materialets isotropa egenskaper &r en
mikroskopisk egenskap, medan materialets inhomogena variation kan ske 6ver en makroskopisk
lingdskala.
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Egenskapen 1) undantar naturligtvis alla icke-linjara fenomen som uppkommer
i elektromagnetiska sammanhang, men den utgor ingen allvarlig inskrankning da de
flesta material uppvisar linjaritet i falten forutsatt att faltstyrkan ar tillrdckligt svag.
Kausalitet, som uttrycks matematiskt i 2), innebér att ingen verkan (den elektriska
flodestatheten D eller polarisationen P) uppstar fore orsaken (det elektriska féltet
E). Egenskapen 3) innebér att materialet inte forédndras (aldras) och att samma
resultat erhalls vid ett senare upprepat forsok. Dessa antaganden &r grunden for var
behandling och skall vara uppfyllda fér varje konstitutiv relation som behandlas i
denna bok.

Utgangspunkten till avbildningen F' blir féljande ansats pa sambandet mellan
materialets polarisation P och det elektriska féltet E:

P@%:@K%X@wEWﬁM

Funktionen x(¢,#') har enheten frekvens. Den elektriska flodestéthet D blir da,
se (1.7),

[e.9]

D(t) = ¢ {E(t) +/

(&t E(t) dt'}
—00
Denna transformation &r naturligtvis linjar, och ar vidare férenlig med antagandet
att materialet &r isotropt (ingen koppling mellan olika vektorkomponenter). Det
elektriska filtet antas vara noll fore en given tid 7, dvs. E(t) = 0, t < 7. Vi skall nu
se vad villkoren 2) och 3) innebér.

Kausalitet, egenskap 2), ger omedelbart att funktionen x(¢,¢') maste vara noll

da t’ > t. Integrationen dr dérfor inskrankt till intervallet (—oo, ¢]. Darfor blir

D(t) :eo{E(t)+/ x(t, Y E(t) dt’}

—00
Detta samband mellan den elektriska flodestédtheten D och det elektriska faltet E
innebéar att D beror pa hela det elektriska féltets tidigare historia, m.a.o. materialet
har minne eller uppvisar dispersion. Materialets minne karakteriseras av funktionen

x(t,t).
For att undersoka vilka villkor tidsinvariansen ger, bildar vi tva faltpar {D, E'}
och {D', E'}, som #r definierade genom

D@:@{mo+/

—0o0

D'(t) = ¢ {E’(t) +/t

—00

t

t

X@wmwﬁ}

x(t,t)E'(t') dt’}
déir E'(t) = E(t—7). Genom tidsinvarians, egenskap 3), giiller att D'(t) = D(t—7).
Om den forsta ekvationen evalueras vid tiden ¢ — 7 blir de bada ekvationerna

Du—T):m{E@—Ty+/ ;ﬁﬁ~nﬂE@Uﬁ}

—00

D(t—T):GO{E(t—T)+/t

— 00

t—1

X@ﬂEW—ﬂﬁ}
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dvs.

/ - )W) df = / OB — 1) di = / Lt B e

—0o0 —0o0 —00

dér vi i den sista integralen gjort ett variabelbyte. Detta medfor att

/M (x(t —7,t") — x(t,t' + 7)) E(t")dt' =0

—0o0

Féltet E ar hir ett godtyckligt falt vilket ger
Xt —7,t)=x(tt' +71)
for alla ¢, 7 och t’ eller ekvivalent

X(t’ t/> = X(t - t/’ O)

Vi ser att funktionen x(¢,t') endast dr en funktion av tidsskillnaden ¢t — ¢'. Det dr
dérfor ingen inskrénkning att skriva materialets konstitutiva relationer som

D(t) = ¢ {E(t) + /t X(t —t)E(#) dt’}

N (2.2)
B(t) = moH (1)

x(t) ar inte definierad for negativa tider ¢, men det dr naturligt att utvidga
definitionsomradet till hela reella axeln genom att definiera x(¢) = 0 for ¢ < 0.
Detta Overensstammer da med villkoret pa kausalitet.

Funktionen y(¢) kallas materialets susceptibilitetsfunktion (enhet frekvens) och
den ger materialets polarisation for en palagd deltafunktionsexcitation. Tag ndmlig-

en E(t) = Ey6(t). Da blir

D(t) = Eod(t)Eo + EoX(t)Eo

Momentan respons  Efterklingande transient

Susceptibilitetsfunktionen x(¢) utgér en matematisk modell av materialets minnes-
egenskaper eller dispersiva egenskaper.

2.1.1 Optisk respons

Hos material dér flera fysikaliska processer bidrar till materialets elektriska egen-
skaper ar det inte ovanligt att flera olika tidsskalor &r inblandade. Det kan t.ex. rora
sig om det elektriska filtets vixelverkan med de latta elektronerna i materialet
jamfort med de mer langsamma processer som upptriader da flera atomer eller
molekyler deltar kollektivt. Speciellt vanligt ar att materialets polarisation innehaller
ett bidrag som héarror fran mycket snabba férlopp 1 materialet. Detta férlopp brukar
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x(t)

0|

107 1074 1073 1072 10! 100
t

Figur 2.1: Susceptibilitetsfunktionen y(¢) uppdelad i tva termer som exemplifierar
materialets optiska respons. Tidsskalan &r angiven i en godtycklig enhet.

kallas for den optiska responsen och kan beskrivas genom att vi delar upp x(¢) i en
summa av tva termer x;(t) och xa(t)

x(t) = x1(t) + x2(t)

dér y;(t) varierar med en snabbare tidsskala &n y»(t), som anger materialets mer
langsamma respons. Detta askadliggors i figur 2.1. Om den elektriska excitationen E
endast varierar langsamt jamfort med xi(¢) ar det lampligt att inkludera effekterna
av x1(t) i en momentan term, liknande den forsta utanfor integrationen i (2.2).
Det elektriska faltet E &r da, i jamforelse med variationerna i x1(t), approximativt
konstant. Vi kan darfor flytta E-faltet utanfor integrationen och foéljande uttryck
erhalls:

D(t) =€ {E(t) +/

—00

ZGO{E(t)Jr/t xi(t—1t) dt’E(t)+/

—0o0 —00

— e {E(t) - /OOO xi(t) dt'E(t) +/

—00

t Da(t =) + xo(t = )] E() dt/}
t xa2(t — ) E(t) dt’}

t

xo(t —tE(t) dt’}
Det &r ldmpligt att infora beteckningen

€:1+/ X1(t)dt
0

vilket ger
t

D(t) = ¢ {eE(t) +/

xt—tE{) dt’}
B(t) = poH (1)
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dér vi tagit bort index 2 pa susceptibilitetsfunktionen.

Det gar att uttrycka denna effekt med optisk respons enklare med hjalp av ett
deltafunktionsbidrag hos susceptibilitetsfunktionen. Om susceptibilitetsfunktionen
skrivs

e —1]0(2) + x(t)
och sétts in 1 (2.2) far vi pa ett enklare sétt (2.3). Den forsta termen utgor hér

en modell av materialets momentana respons pa det elektromagnetiska filtet. I de
flesta fall kommer detta bidrag fran laddningsbérare med liten tréghet.

2.1.2 Ledningsférmaga

For statiska (tidsoberoende) filt &r det stor skillnad mellan bundna och fria ladd-
ningar. Bundna laddningar ger upphov till polarisation av materialet, medan de fria
laddningarna orsakar strommar i materialet. Denna skillnad suddas ut for generella
tidsberoende filt, vilket analysen i detta avsnitt illustrerar.

Flera material, speciellt manga metaller, har ldttrorliga laddningsbéarare. Ohms

lag med ledningsformaga o
J=0F (2.4)

anviands ofta som modell for laddningstransport i dessa material. En uppséttning
konstitutiva relationer som dr nagot mer generella dn (2.3) och (2.4) &r

(D) =« {eE(t) + /t X(t — YE(#) dt’}

J(t) = oE(t) + ¢ /t S(t—t)E(t') dt’ (2:5)
( B(t) = popH (1)

Ohms lag innehaller férutom den momentana kopplingen o mellan stromtatheten J
och det elektriska filtet E, en faltningsterm som beskriver minneseffekter. Modellen
inkluderar saledes, forutom de dispersiva effekter som beskrivs av susceptibilitets-
funktionen x(¢) (bundna laddningar), dven dispersiva effekter fran de fria ladd-
ningarna genom funktionen ¥(¢). Kopplingen mellan B- och H-filten &r dessutom
nagot mer generell &n i (2.3). Storheten p utgor ett matt pa materialets momentana
magnetiska egenskaper.

Vi skall i detta avsnitt visa att effekten av de lidttrorliga laddningarna, som vi
modellerar med ledningsférmagan o och funktionen X(t), pa ett enkelt sétt kan
inkluderas i susceptibilitetsfunktionen x(t). Fysikaliskt sett kan vi uttrycka detta
som att vi bokfor de lattrorliga laddningarna som bundna laddningar. Detta star
oss naturligtvis fritt att gora, bara alla fysikaliskt uppmétbara storheter, sasom
elektriska och magnetiska falt forblir opaverkade av denna omgruppering. Omvént
kommer vi ocksa att visa att alla dispersiva effekter som modelleras med suscep-
tibilitetskdrnan x(t) kan overforas till en effektiv ledningsformaga och en, till de
fria laddningarna, dispersiv term. Detta fall utgér en bokféring av de bundna ladd-
ningarna, beskrivna av susceptibilitetskdrnan x(t), som ldttrorliga laddningar med
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Ohms lag. Aven detta skall naturligtvis vara mojligt, bara de fysikaliskt uppméitbara
storheterna forblir oférandrade. For att klargora detta, visar vi att det finns en
mangtydighet i de konstitutiva relationerna sasom de ér formulerade i ekvation (2.5).

De konstitutiva relationerna i ekvation (2.5) ar inte entydigt bestdmda utan varje
val av konstitutiva relationer pa formen

4 t

D(t) = e {EE@) +/

—0o0

(x(t—t)+ ft—1)) E{) dt’}

(Z(t — ) — W) E)dt

t

J(t) = (0 — eof (0%)) E(t) + 60/_
| B(t) = pouH(1)

dér f(t) ar en godtycklig (deriverbar) funktion (f(t) = 0, t < 0 och f(0%) =
im0 f(%)), ger samma hogerled 1 Amperes lag. Vi ser detta omedelbart genom
insédttning i Amperes lag.

dD(t)
ot
= (0 —ef(0%)) E(t) + eo/

— 00

+eo{eag§t) +%/ (x(t =t + ft—=t)) E{) dt’}

—0o0

VxH(t)=J+
(Z(t —t) — %{t/)) E(t)dt

Differentieringen av tidsintegralen leder till

t

V x H(t) = (0 — cof (01)) E(t) + 60/ <E(t iy W) E(t') dt

+ 6o {ealgt(t) + % /t x(t—t)E(t) dt’}

Feof (0 E() + e / t WE@') dt’

t

—GE(t) + ¢ / S(t— ¢)E() dt’

—00

+ €9 {ealg—it) + % /t x(t—t)E(t) dt’}

— 00

Funktionen f(t) paverkar saledes ej utseendet av Amperes lag. Varje val av f(t) ger
samma hogerled i Amperes lag.

Varje val av f () innebér en omorganisation av vad som rubriceras som bundna
laddningar (innefattade i den elektriska flodestathet D) och vad som kan kallas fria
laddningar (innefattade i stromtéatheten J). For att illustruera denna omorganisa-
tion och mangtydighet i de konstitutiva relationerna, véljer vi att i tva exempel
studera tva ytterlighetsfall.
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Exempel 2.1

Dispersionsmodellen: I detta exempel visar vi att de konstitutiva relationer som ges av
(2.5) kan transformeras sa att J = 0, dvs. hela bidraget fran stromtétheten J innefattas
i den elektriska flodestidthet D. Vilj funktionen f(t) som

t
F(t) = H(t) [U +/ Z(t’)dt’]
€0 0
dar H(t) ar Heavisides stegfunktion. Detta ger
o
F(07) =—
€0

') =3(), t>0

Notera att tidsderivatan endast behover beridknas for positiva tider ¢ > 0.
Vi far da foljande konstitutiva relationer

D(t) = ¢ {eE(t) +/

—00

t

(x(t =) + f(t— 1) E(t) dt’}

J(t)=0

B(t) = popH(t)
Denna uppséttning av konstitutiva relationer kallas dispersionsmodellen, eftersom bidraget
fran stromtédtheten J &r noll. Dessa konstitutiva relationer &r ekvivalenta med de som ges
i(2.5), satillvida att de inte ger nagon skillnad i uttrycket i hogerledet av Amperes lag.

Det ar dérfor inte nagon inskrankning att lata bidraget fran Ohms lag, (2.4), inkluderas
i susceptibilitetsfunktionen x(t). Infér en ny susceptibilitetsfunktion xny(t)
o
Xny(t) = H(t)% + x(t)

och effekterna av de lattrorliga laddningsbérarna har absorberats i susceptibilitetsfunktio-
nen. Denna nya susceptibilitetsfunktion innebér en omférdelning av de fria laddningsb#-
rarnas bidrag sa att de nu innefattas i de bundna laddningarnas bidrag. B

Exempel 2.2
Konduktivitetsmodellen: Vi kan ocksa vélja funktionen f(t) sa att en annan ytterlighet
uppnas, den s.k. konduktivitetsmodellen. V&lj funktionen f(t) som

f(t) = —x(t)
Vi far da foljande konstitutiva relationer

D(t) =¢peE(t)

T() = (0 + cox(01)) E(t) + co /
B(t) =popH(t)

I denna uppséttning av de konstitutiva relationerna har vi ett material dér susceptibilitets-
funktionen x(¢) &r noll. Alla effekter av dispersion dr nu samlade i stromtétheten J. Dessa
konstitutiva relationer dr ekvivalenta med de som ges i (2.5). il

Fler val av funktionen f(t) &r naturligtvis méjliga. De utgér en blandning av
dessa tva ytterlighetsfall. Vi kommer vanligen att anvénda dispersionsmodellen i
denna bok.

t

(Z(t — )+ W) Et')dt (2.6)
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2.2 Exempel

Vi 6vergar nu till att exemplifiera dispersionsmodellen med tva exempel. I ett forsta
exempel beskrivs den s.k. Lorentzmodellen eller resonansmodellen. Den ar mycket
anvand som modell for fasta d&mnen. I ett andra exempel beskrivs Debyemodellen
eller relaxationsmodellen, som ofta anvinds pa material vars mikroskopiska kompo-
nenter har permanent elektriskt dipolmoment.

2.2.1 Lorentzmodellen

Vi antar att materialet bestar av bundna laddningsbérare (vanligtvis elektroner),
som véxelverkar med sina atomkédrnor. Atomerna kan vara ordnade i en gitter-
struktur, men behover inte nodvéndigtvis vara det. Amorfa &mnen &r saledes dven
tankbara.

Laddningsbararna, med laddning ¢ och massa m, antas paverkas av tre olika
krafter:

1. En elektrisk kraft F'; = ¢E fran ett yttre elektriskt filt E.2

2. En aterforande harmonisk kraft proportionell mot laddningens forskjutning
fran jimviktsliget, Fo = —mwar, dir wy > 0 dr den s k harmoniska frekvensen
och r laddningens forskjutning fran jamviktslaget.

3. En friktionskraft proportionell mot laddningens hastighet %’r, F; = —mu%’r‘,
dar v > 0 ar kollisionsfrekvensen.

Vi antar att rorelsen kan beskrivas helt klasissiskt med den klassiska mekanikens
rorelselagar. Newtons andra lag for laddningsbararna ger

d? d
m@r:F1+F2+F3:qE—mw§r—muﬁr

eller P
a a 2. _ 4
dt2r+udtr+wor mE

Infor polarisationen P hos materialet definierad genom
P = Ngr

dér N &r antalet laddningsbérare per volymsenhet.? Rérelseekvationen kan nu skri-

vas 011 som d2 d N 9
q

—P+v—P+wP=—"FE 2.7

at Vgt T m (2.7)

2Det elektriska faltet E som verkar pa laddningsbdrarna #r inte identiskt med det yttre palagda
elektriska faltet, utan modifieras pga. nirvaron av de 6vriga laddningsbérarna i materialet. Man
talar i dessa sammanhang om ett lokalt falt. Vi forsummar hér skillnaden mellan det yttre palagda
elektriska filtet och detta lokala falt. Skillnaden &r liten om laddningsbérarna inte ligger tétt.
3Vi antar att denna storhet #r konstant i tiden, vilket &r en approximation.
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Fran tidigare avsnitt vet vi att materialets dispersiva egenskaper kan beskrivas
som, se ekvation (2.3) och (1.7) (notera att vi anvénder dispersionsmodellen)

t

P(t) = D(t) — eE(t) = € {[e 1 E(t) + /

—0o0

X(t —tYE(#) dt’}

Forsta och andra derivatan av detta uttryck ar

LLPWM) = - 1) 2B0 +x01B0 + [ - EE)a
L P = e 1] B0+ X(0°) S B(0) + X (0)E()

+/t X't —t)E{")dt

o0

déar x'(t) och x”(t) &ar forsta, respektive andra tidsderivatan av y(t) samt x(07) =
limy—0,¢~0 X(t) och x'(0%) = lim; g +~0 X' (f). Sétt in 1 (2.7) och samla ihop termerna.

e~ 1] S5 B(0) + [x(07) + v (e — 1)) 5B
; {x'm*) Fx(07) 4= 1) - 2 L] B()

- /t ('E=t)+vX(t—t)+wix(t—t)) B{t')dt' =0

—00

Faltet E &r helt godtyckligt, sa uttrycken framfor varje term maste var och en
vara noll, dvs.

e—1=0

x(0F)+v(e—=1)=0

X'(07) +vx(07) +wi(e—1) —wl =0
X'(t) +vx'(t) + wix(t) = 0

dar w, = ”% ar materialets plasmafrekvens. Forenklat far vi

e=1
x(07) =0
X' (0%) = w?

X' () +vx'(t) + wix(t) =0

Det forsta sambandet, e = 1, innebér att den optiska responsen saknas. De Gvriga
villkoren pa x () utgor en ordinér differentialekvation i tiden med entydig 16sning

(.U2

()= ZLe Tsinvgt t>0
Vo

dar 12 = w2 — v?/4.
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x(t)

Figur 2.2: Exempel pa susceptibilitetsfunktionen x(t) for Lorentzmodellen.
Tidsskalan &r angiven i en godtycklig enhet.

Den slutliga konstitutiva relationen for Lorentzmodellen blir

D(t) = ¢ {E(t) + /; xt—tE(t) dt’}

(2.8)

w2
x(t) = H(t)-Le 2 sinyyt
]
dér vi betonat att x(¢) = 0, ¢ < 0 genom att inféra Heaviside funktionen H (). Ett
exempel pa en susceptibilitetsfunktion fér Lorentzmodellen ges i figur 2.2.

I allménhet bidrar flera olika processer till susceptibilitetsfunktionen dér vart
och ett av bidragen kan beskrivas med en resonansmodell enligt ovan. Processerna
har olika frekvenser w,;, wo; och v;. Susceptibilitetsfunktionen fér den allménna
resonansmodellen blir summan av de enskilda bidragen.

x(t) = H(t Z\/T iny/wo? — v?/4t

Ett exempel pa en susceptibilitetsfunktion for Lorentzmodellen med flera frekvenser
ges i figur 2.3.
Om friktionen hos laddningsbérarna kan forsummas, dvs. v — 0, blir vy = wy
och (2.8) kan forenklas
2
x(t) = H(t)ﬁ sin wyt
wo

Vi ser att i detta fall blir x(¢) en ren oddmpad sinusfunktion.
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x(1)
10 —
5 —
O_
_5_
| | | |
0 9 4 6

Figur 2.3: Exempel pa susceptibilitetsfunktionen y(¢) for Lorentzmodellen med
tre resonansfrekvenser. Tidsskalan dr angiven i en godtycklig enhet.

Om déremot den aterférande kraften kan forsummas,* dvs. wy — 0, blir vy =
iv/2 och (2.8) blir

x(t) = H(H2 {1 - 1)

Utan aterférande kraft blir elektronen® en fri ledningselektron, som inte ir bunden
till sin atomkérna. Det &r i detta specialfall mojligt att gora en jamforelse med en
ledningsférmaga o i Ohms lag, se (2.4) eller mer generellt (2.6). Vi startar med
o = 3(t) = 0 i var konduktivitetsmodell, dvs.

D(t) =¢pcE(t)

J(#) =cox (0 E(t) + /

—00

! 8X(t B t/) / !
g Bt ) dt

och 6nskar i denna ekvation identifiera en med susceptibilitetsfunktionen x(t) as-
socierad ledningsformaga. I vart fall &r e = 1, x(07) = 0 och 2x(t) = H(t)w2e ™"
och vi far .
J(t) = eowf,/ e VOB dtf

Om féltet E(t') varierar langsamt under en tidsskala 1/v, kan vi approximera inte-
gralen genom att evaluera féltet E(t') vid tiden ¢ och flytta féltet utanfor integralen.
Vi far .

J(1) = cowy B(1) / et =

— 00

2
Eowp

E(t)

14

4Denna modell gar under namnet Drudes modell for ledningselektroner.
5Vi antar nu att laddningsbirarna #r elektronerna i materialet.
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En direkt jamforelse ger i detta specialfall materialets ledningsformaga

2
€0u}p

v

Vi ser att en 6kning av friktionen hos elektronerna (v okar) leder till en minskad
ledningsformaga (resistiviteten = 1/0 okar), och tvartom. Detta &r fysikaliskt vél
motiverat.

2.2.2 Debyemodellen

Det andra exemplet d&r Debyemodellen for ett dispersivt material. Modellen anvénds
bl.a. pa véatskor vars molekyler har permanent elektriskt dipolmoment.

Vi antar hér att materialets molekyler (eller atomer) har permanent elektriskt
dipolmoment p, som i normalt tillstand &r godtyckligt orienterade, t.ex. oordnade
pga. varmerorelse. Materialets polarisation P definieras som totalt elektriskt dipol-
moment per volymsenhet, dvs.

DD
P=1 L
AVE0 AV
dédr summan Over ¢ sker 6ver alla molekyler inuti volymen AV'. I normalt opaverkat

tillstand a&r P = 0. Polarisationen P fordndras pga. tva sinsemellan tdvlande pro-
cesser.

1. En process som stréavar efter att linjera upp polarisationen P lings ett palagt
yttre elektriskt falt E. Vi antar att tidsfordndringarna i P &r proportionella
mot egaE. Frekvensen o > 0 &r ett matt pa denna forandring.

2. En process som striavar efter en slumpartad orientering av polarisationen. Om
7 > 0 ar relazationstiden for denna process antas tidsférandringarna i P pro-
portionella mot —%P.

Debyes modell for molekyler med permanent elektriskt dipolmoment askadliggors i

figur 2.4.
Totalt blir tidsfordndringarna i P
d 1
—P =¢aFE - —-P (2.9)
dt T

Infor pa samma sétt som i Lorentzmodellen, materialets dispersiva egenskaper som
kan beskrivas med (2.3) och (1.7).

t

P(t) = D(t) — eE(t) = ¢ {[e 1 E(t) + /

—0o0

X(t —tYE(#) dt’}

Tidsderivatan av detta uttryck ar

L) =~ 4B +x01B0 + [ - OB at

—00
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E=0 E
>
/ ’
p
/ \
T \
_ e
T
\\ R
\ 7 -
Utan yttre elektiskt falt Med yttre elektiskt falt

Figur 2.4: Permanent polariserade molekyler med eller utan yttre elektriskt falt.

dér x/(t) ar tidsderivatan av x(t) samt x(0%) = lim;_o4=0 x(£). Sétt in i (2.9) och
samla ihop termerna.

[e — 1] %E(t) + {X((ﬁ) — o+ % (e — 1)} E(t)

+ [ (Va4 ta—)) B~ o

Faltet E ar helt godtyckligt, varfor uttrycken framfor varje term maste vara noll,

dvs.
e—1=0

x(0) —a+2(e—1)=0
X'(t) + 2x(t) =0

Forenklat far vi

e=1
x(07) =a
X'(t) + 2x(t) =0
Det forsta sambandet, ¢ = 1, innebéar att den optiska responsen saknas och ur

villkoren pa x(t) far vi latt
X(t) = e t>0

Den slutliga konstitutiva relationen fér Debyemodellen blir

D{t) = {E(t) + / - B dt’}

—00

(2.10)
X(t) = H(t)ae

Susceptibilitetsfunktionen x(¢) ér for denna modell en exponentiellt avtagande funk-
tion.
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Exempel 2.3
De konstitutiva relationerna i ekvation (2.10) &r uttryckta i dispersionsmodellen, se exem-

pel 2.1, dvs.

t
t—t'

D) :eo{E(t)+a/ = E(t’)dt’}

— 00

J(t) =0

I exempel 2.2 visade vi hur man genom ett lampligt val av funktionen f(¢) kunde fa
alla effekter av materialets laddningbérare till att innefattas i Ohms lag. For att skriva om
de konstitutiva relationerna (2.10) till konduktivitetsmodellen vélj f(t) = —x(¢). I detta
fall far vi

och
f(0F) = —a
0 a _t
af(t)—;e T, t>0

Notera att tidsderivatan pa funktionen f(¢) endast behéver berdknas for positiva tider
t > 0. Exempel 2.2 ger nu att de konstitutiva relationerna fér ett Debyematerial i konduk-
tivitetsmodellen &r, se (2.6)

D(t) =« E(t)

t /
J(t) =coaE(t) — e0 " / e E()dl
T

—0o0

2.3 Allminna linjira material med dispersion

En generell uppséttning linjara konstitutiva relationer, som &ven tillater koppling
mellan de elektriska och magnetiska falten, &r foljande ansats:

t t

(

D) = { B0+ [ xalt— ) BOW 4 [

—00 —00

Xt — 1) - H(1") dt'}

N\

B -1 [ Xt — ) E(t) d

—00
t

+770M'H(t)+770/

\ —00

X (t — ") - H(t") dt’}
(2.11)
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Typ € Xees By Xmm | Xem> Xime
Isotropt Alla ~ 1 Bada 0
An-isotropt Nagon ej ~1 | Bada 0
Bi-isotropt Alla ~ 1 Bada ~ I
Bi-an-isotropt Alla ovriga fall

Tabell 2.1: Tabell 6ver klassificering av elektromagnetiska material m.a.p. dess
konstitutiva relationer.

eller omskrivet i komponentform (i = 1,2, 3):

Di(t) = € zi;{ez‘jEj(t) + /

( t

Xeeij (t - t/)Ej (t/) dt’

t
o [ Xt = )1 dt’}

—0o0

3 t
1
B =+ { | Xweslt = OB
Co j=1 —00
t
+ nopti; H;() + 1o / Xmmg; (t — ) H;(t) dt’}
\ —0o0

Hér har vi infort vagimpedansen och ljushastigheten for vakuum ng = /puo/€o,
respektive cog = \/1/egpo for att fa samma enheter pa alla falt.

Denna ansats ar vil motiverad av analysen i isotropa material tidigare i det-
ta kapitel. Vi kommer att referera till denna allménna ansats som de dispersiva
bi-an-isotropa konstitutiva relationerna. Materialets dispersion beskrivs av de fyra
(generaliserade) dyadviirda® susceptibilitetsfunktionerna, x,(t), k.k’=e,m, vilkas
komponentrepresentation i allminhet bestar av nio oberoende komponenter vardera.
Susceptibilitetsfunktionerna har alla enheten frekvens. Materialets optiska respons
beskrivs av € och u, som bada ar enhetslosa dyader. Lagg mérke till att kopplings-
termerna mellan D och H och mellan B och E saknar momentan respons.

Ett material klassificeras m.a.p. dess konstitutiva relationer enligt tabell 2.1, se
dven figur 2.5. De material for vilka x..(t) = Xn.(t) = 0 kallas dispersiva an-
1sotropa material, medan de dér alla storheter dr proportionella mot enhetsdyaden
I kallas dispersiva isotropa eller dispersiva bi-isotropa material. Vi kommer senare
att visa att speciella antaganden hos materialet leder till att dessa funktioner och
matriser har speciella symmetrier.

I ett material som &r bi-anisotropt, (2.11), kopplas magnetiska och elektriska
effekter ihop pa ett séitt som inte sker i ett anisotropt material. Kopplingen mellan
elektriska och magnetiska effekter sker via funktionerna x.,, (f) och x,,.(t). Salunda
kan en palagd magnetisk fialt H ge upphov till en elektrisk flodestathet D eller
ekvivalent en elektrisk polarisation P i materialet. Omvént kan ett elektriskt filt E

5Dyadbegreppet ar forklarat i appendix B.
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Generella material (inkl. icke-linjara)

Linjara material (bi-an-isotropa)

Bi-isotropa An-isotropa

material material
Isotropa
material

Figur 2.5: Klassificering av material i schematisk méangdfigur. Arean pa varje
materialklass dr inte proportionell mot materialklassens storlek.

ge upphov till en magnetisering M i materialet. Detta &dr ej mojligt i ett anisotropt
material.

Redan under forra seklet kinde man till material, som i det optiska vaglangds-
omradet var s.k. optiskt aktiva. Dessa egenskaper kan forklaras med bi-anisotropa
eller bi-isotropa konstitutiva relationer.” Exempel pa optiskt aktiva material &r kri-
stallin kvarts och olika sockerlosningar. Omkring 1960 upptéckte ryska forskare att
flera magnetiska kristaller, t.ex. CroO3, har liknande egenskaper. Dessa material re-
fererades till som magneto-elektriska material. Nu pagar forskning for att utveckla
material med liknande egenskaper i mikrovagsomradet. Intressanta tillimpningar
finns bl a inom komponent- och antennomradena. Optiskt aktiva material kommer
att behandlas i detalj senare i denna bok.

Ovningar till kapitel 2

2.1 Ett Debyematerial med susceptibilitetsfunktion x(t) = aexp{—t/7} paverkas av ett
elektriskt filt E = Eg[H(t) — H(t — T)] (abrupt till- och franslag), dir Ey ar en

"Material vars spegelbild inte sammanfaller med det ursprungliga materialet uppvisar bi-
anisotropa effekter. I naturen féorekommer material som inte &r invarianta under spegling i rum-
met pa bade mikroskopisk (atom eller molekylniva) och pa makroskopisk niva. Man observerar
dessutom att det finns en dominans av hogerorienterade material. Pa mikroskopisk niva finner
vi sadana exempel hos t.ex. kromosoner, och i den makrosopiska véirlden hos t.ex. snickor och
slingervéxter. Orsaken till denna asymmetri mellan hdger- och véinsterorienterade material gar att
spara i atomkérnorna och den svaga vixelverkans symmetribrott vid spegling i rummet.
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2.2

2.3

24

2.5

i tiden konstant vektor och T' > 0. Bestdm polarisationen P(t¢) i materialet som
funktion av tiden t. Materialets optiska respons ir € = 1.

I ett isotropt, svagt magnetiskt, material utbreder sig en elektromagnetisk chockvag.
Det magnetiska filtet for vagen ar

H(z,t)=xHyH(t — z/cp)

dar H(t) ar Heavisides stegfunktion och Hy en reell konstant. Materialets magnetiska
susceptibilitetsfunktion ar Xumm(t) = H(t)ae =P och dess magnetiska optiska respons
ar u = 1. Bestdm magnetiseringen M (z,t) i materialet.

En plan grinsyta skiljer ett homogent Lorentz-material med férsumbara forluster
fran vakuum. Materialets susceptibilitetsfunktion &r x(¢) = asingt. I grinsytan
finns inga ytladdningar. Materialets optiska respons ér € = 1. Det elektriska filtet i
Lorentz-materialet nira grinsytan #r (E konstant)

Bs(t) = nkE 0<t<T
70 for ovrigt

Hur varierar det elektriska filtet ovanfor gransytan i vakuum, dvs. bestam E1(t)?
Forklara varfor E1(t) och Eo(t) skiljer sig at.

En plan grénsyta (z = 0) skiljer ett homogent Lorentz-material med férsumbara
forluster fran vakuum. Materialets susceptibilitetsfunktion dr x(¢) = asin 5t och
optiska responsen € = 1. Ytladdningstétheten antas vara noll i griansytan. Parallellt
med griansytan utbreder sig en transient vag vars elektriska filt i vakuum néra
gransytan dr (F reell konstant och wy > 0)

E(y,t) =xEH(t —y/co) coswy(t —y/co)

dér H(t) &r Heavisides stegfunktion. Bestdm polarisationen P(y,t) vid griansytan i
Lorentz-materialet.

Beteckna elektronens laddning och massa med ¢(= —e), respektive m. Elektronen
ror sig i ett statiskt B-filt, som &r riktat ldngs z-axeln, dvs. B = ByZz. Ansitt
foljande konstitutiva relationer:

t
J(t)=0cE(t)+ 60/ S(t—t') - E(t')dt

—00

eller i komponentform
3 t
Ji(t) = oEi(t) + €o Z/ ¥t —tE;(t')dt' i=1,2,3
j=177%

Bestam plasmats konstitutiva relationer.

Ledning: Visa att stromtétheten J satisfierar rorelseekvationen (Lorentz kraftekvation).

dJ
o twyzxJ = eosz
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2.6

dér wg, den gyrotropa frekvensen, och w,,, materialets plasmafrekvens, &r definierade av

o — qBo
g m
Nqg?
Wy = 4| ——
P meg

och N &r antalet elektroner per volymsenhet i plasmat. Visa sedan att o och X(t) satisfierar
foljande system av differentialekvationer.

oc=0
2(0) = wI
dX(t)

Anvind resultatet fran 6vning 2.5 for att skriva om de konstitutiva relationerna for
ett plasma pa formen

t

D(t) = ¢ {E(t) +/

— 00

x(t—t)-E({) dt’}

Detta svarar mot att transformera om resultatet i 6vning 2.5, dédr de konstitutiva
relationerna &r givna i konduktivitetsmodellen, till dispersionsmodellen.
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Sammanfattning av kapitel 2

Dispersiva isotropa material

x(t—tE(t) dt’}

D(#) = ¢ {EE@) +/

Exempel
w? vt | .

e=1 x(t)=H(t)Lexp {——} sinvgt  (Lorentz)
IZ0) 2

e=1 x(t)=H()ae ~ (Debye)

Dispersiva bi-anisotropa material

t

D(t) = 60{6 E() + /_oo Xt — ) - E() dt’
fm [ Xl =) H q
5o -+ [ Xpelt =) B

Co
t
+ nope - H (1) +no/ X (t — 1) - H(t') dt’}




Kapitel 3

Tidsharmoniska falt

harmoniska vagor. Detta astadkommer vi genom att forst utféra en fourier-

transformering i tiden av alla ingaende féltstorheter, savil skaldra som vek-
torvarda falt. I detta kapitel undersoker vi fouriertransformeringens konsekvenser for
de konstitutiva relationerna och definierar dessutom aktiva, passiva och forlustfria
material. Kapitlet avslutas med att vi infér reciprocitetsbegreppet och analyserar
tidsharmoniska falts polarisationstillstand.

V ar analys av vagutbredning i de kommande kapitlen kommer att ske med tids-

3.1 Tidsharmoniska filt och Fouriertransform

Fouriertransformen (i tiden) av ett vektorfiilt, t.ex. det elektriska filtet E(r,t), de-

finieras som -
E(r,w):/ E(r,t)e™" dt

1 [~ -
E(r,t)= ﬁ/ E(r,w)e ™ dw

Pa liknande sétt definieras Fouriertransformen av alla de 6vriga tidsberoende vektor-
och skalarfalten. For att undvika klumpiga beteckningar anvénds samma symboler
for det fysikaliska filtet E(r,t), som for det fouriertransformerade filtet E(r,w). I
de allra flesta fall framgar det av sammanhanget om det fysikaliska faltet eller det
fouriertransformerade avses. I tveksamma fall skrivs tidsargumentet ¢ eller (vinkel)-
frekvensen w ut, och pa sa sétt anges vilket filt som asyftas.

De fysikaliska félten ar alltid reella storheter, vilket innebér att Fouriertransfor-
men for negativa w &r relaterad till Fouriertransformen for positiva w. Att E-féltet
ar reellvart innebar att

/Oo E(r,w)e ™ dw = {/OO E(r,w)e ™! dw}*

dér * innebér komplexkonjugering. For reella w géller saledes

/E'rw Z‘”talw—/ E*(r,w) “"tdw—/ E*(r ’i‘“tdw

35

med invers transform
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dér vi i den sista integralen gjort en variabeltransformation w — —w. For reella w
géller darfor att
E(r,w) = E*(r,—w)

Néar det tidsberoende filtet skall konstrueras fran Fouriertransformen ricker det
saledes att endast integrera 6ver de icke-negativa frekvenserna. Genom variabelbytet,
w — —w, och utnyttjande av villkoret ovan far vi namligen

1 & ,
E(r.t) = %/ E(r,w)e—" du

1 0 ) 1 0o )
_ % N E('ryw)e_“"t dw + % ; E(T, u})e—lwt dw
1 > . .
= — [E(r,w)e™™" + E(r,—w)e™'] dw
2m J,
1 > —iwt * iwt 1 = —wt
= — [E(r,w)e™™" + E*(r,w)e™'] dw = —Re E(r,w)e ™" dw
21 Jo n 0

dér Re anger realdelen av det efterkommande komplexa uttrycket, som i detta fall
ar hela integralen. Det ricker saledes att integrera Over de positiva frekvenserna
och sedan att ta realdelen av integralen. Motsvarande villkor géller givetvis for alla
ovriga fouriertransformerade félt som vi anvénder.

Féalt med ett rent harmoniskt tidsberoende &r i manga tillampningar speciellt
intressanta, se tabell 3.1. Tidsharmoniska fédlt har komponenter vars tidsberoende
kan skrivas pa formen

cos(wot — )

Sadana falt far vi latt med Fouriertransformen. Tag ndmligen
E(r,w) = W{é(w —wy) [TEL(r) +yE,(r) + 2E,(r)]
+ 6(w + wo) [EL(T) + YL, (r) + 2E; (r)] }

= {000 = wn) [BIEI 4 GBI + 2B ()]

dér a(r), 5(r) och y(r) dr komponenternas komplexa argument (fas), wy > 0 och dér
d(w) ar deltafunktionen. Notera att denna transform uppfyller E(r,w) = E*(r, —w),
som ar kravet pa ett reellt filt. Efter invers Fouriertransform far vi det fysikaliska
faltet

1 [~ ,
E(r,t) = %/ E(r,w)e ™" dw

= {zi']Ex(r)| cos(wot — (1)) + y|Ey ()| cos(wot — B(r))
+ z|E.(r)| cos(wot — ’y(r))}
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Band Frekvens Vaglingd TillAmpning
ELF < 3 KHz > 100 km
VLF 3-30 KHz 100-10 km  Navigation
Lv 30-300 KHz 10-1 km Navigation
MV 300-3000 KHz 1000-100 m  Radio
KV (HF) 3-30 MHz 100-10 m Radio
VHF 30-300 MHz 10-1m FM, TV
UHF 300-3000 MHz 100-10 cm Radar, TV, navigation, mobilradio
SHF 3-30 GHz 10-1 cm Radar, satellitkommunikation
EHF 30-300 GHz 10-1 mm Radar
> 300 GHz < 1mm

4.2-79-10 Hz 0.38-0.72 um  Synligt ljus

Tabell 3.1: Tabell 6ver elektromagnetiska vagors spektrum.

Rent tidsharmoniska filt far vi ocksa enklare genom att utnyttja endast de posi-
tiva frekvenserna och sedan ta realdelen

E(r,t) = Re {E(’r,w)e%“’t} (3.1)
Om E(r,w) skrivs som
E(r,w) = 2E,(r,w) + §E,(r,w) + 2E,(r,w)
= BB (1, )| £ G, (r, ) + 2| (1) )

far vi samma uttryck som ovan (nu utan index pa w). Vi kommer oftast att utnyttja
detta andra sitt att bilda tidsharmoniska falt i de foljande kapitlen.

3.2 Maxwells faltekvationer

Ett forsta steg i var analys med tidsharmoniska félt blir att fouriertransformera
Maxwells ekvationer (1.1) och (1.2) (& — —iw)
V x E(r,w) =iwB(r,w) (3.2)
VxH(rw) =J(rw) —iwD(r,w) (3.3)

Det implicita harmoniska tidsberoendet exp{—iwt} &r underforstatt i dessa ekva-
tioner, dvs. de fysikaliska falten &r

E(r,t) = Re {E(r,w)e ™"}

Samma konvention tillampas alltid fér tidsharmoniska félt. Notera att de elektro-
magnetiska filten E(r,w), B(r,w), D(r,w) och H(r,w), jimte stromtéitheten
J(r,w) i allménhet ar komplexa storheter.

Kontinuitetsekvationen (1.4) blir pa liknande sétt

V- -J(r,w) —iwp(r,w) =0 (3.4)
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De tva aterstaende ekvationerna fran kapitel 1, (1.5) och (1.6), transformeras till

V-B(r,w)=0 (3.5)
V:-D(r,w) = p(r,w) (3.6)

Dessa ekvationer en konsekvens av (3.2) och (3.3) och kontinuitetsekvationen (3.4)
(jamfor kapitel 1, sidan 3). Tag ndmligen divergensen pa Maxwells faltekvationer

(3.2) och (3.3) vilket ger (V- (V x A) =0)

iwV - B(r,w)=0
iwV - D(r,w) =V J(rw)=iwp(r,w)

Division med iw (férutsatt att w # 0) ger sedan (3.5) och (3.6).

3.3 Konstitutiva relationer

De konstitutiva relationerna som introducerades i kapitel 2 for allménna tidsbe-
roende filt inneholl faltningar i tiden. I detta avsnitt behandlar vi de speciella
forenklingar som en fouriertransformering i tiden leder till.

I avsnitt 2.3 anvéndes en allmén ansats, (2.11), pa de konstitutiva relationerna
for bianisotropa material.

4 t

D(t) = eo{e -E(t) +/ Xoo(t —t') - E(¢) dt’

—00

o [ et 1) ) 4

B() = i{ / Xl =) B(t)dt
+nope - H(t) + o /_t Yo (t — 1) - H() dt’}

Eftersom Fouriertransformen av en faltningsintegral mellan tva falt dr en produkt
av filtens Fouriertransformer far vi

D) =aof |e [Txalte ] Bl tm [ xenle - Ho)}

B) = o [ X0t B i it [ Xm0 ] - H ()

Co

Det &r lampligt att infora foljande symboler:
cw) et [ xalea [ g -
0

p(w) = pt / et | ¢w) =
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med inverser

Xeol) = % / Z [e(w) — el e™* dw Xom (1) = % / Z E(w)e ™ dw
X () = % / " () — p e d Xne () = % / T C(w)e

Notera skillnaden mellan de optiska responserna € och p, som &r reella dyader och
skrivs utan argument, och de generaliserade, dyad-varda susceptibilitetsfunktioner-
nas Fouriertransformer €(w) och p(w), som skrivs med argument w. Det framgar
normalt av sammanhanget vilka av storheter som avses. I tveksamma fall anger vi
explicit vilka storheter som avses.

For att de generaliserade susceptibilitetsfunktionerna x,4.(t), k.k’=e,m, skall
vara reella storheter maste dyaderna €(w), £(w), {(w) och p(w) satisfiera

{ ew) = € (~w) {em =& (—w)

Beteckningarna i (3.7) forenklar de konstitutiva relationerna for tidsharmoniska
falt (eller fouriertransformerade filt) till f6ljande samband:

D:eo{e-E+nos-H}

B—{¢C-Etnu H) o

eller i komponentform

.

D;(w) =€ i{eij(u))E]’(w) + Uofz‘j(w>Hj(W)}

Bij(w) = %Z{Cij(w)Ej(w> + Uoﬂij(W)Hj(W)}

dér alla komponenter dr funktioner av (vinkel-)frekvensen w (och rumskoordinaterna
r). Dyaderna (eller motsvarande matriser) €, €, ¢ och p ar alla enhetslosa dyader,
med den normering vi valt i (3.8). Dyaderna € och p anvinds sa ofta att de har
egna namn; de brukar kallas dielektricitetsdyaden, respektive permeabilitetsdyaden.

3.3.1 Kilassificering

En indelning av olika material med avseende pa de konstitutiva relationerna gors
enligt tabell 3.2. Denna indelning &r helt analog till den indelning som inférdes for
tidsberoende filt, se tabell 2.1.

Det mest komplicerade materialen beskrivs av (3.8), medan det enklaste material
enligt denna klassificering ar de isotropa materialen, som vi redan stiftat bekantskap
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Typ €, p £,¢
[sotropt Bada ~ 1 Bada 0
An-isotropt Nagon ej ~1 | Bada 0
Bi-isotropt Bada ~ 1 Bada ~ 1
Bi-an-isotropt Alla ovriga fall

Tabell 3.2: Tabell 6ver klassificering av elektromagnetiska material m.a.p. dess
konstitutiva relationer for tidsharmoniska filt. Dyaden I betecknar enhetsdyaden.

Uniaxialt | €; = €3 # €3
Biaxialt | €] # €3 # €3

Tabell 3.3: Tabell 6ver klassificering av anisotropa material.

med i avsnitt 2.1, men da i en tidsberoende formulering. For tidsharmoniska falt ges
de konstitutiva relationerna i ett isotropt material av

D = EOEE (3 9)
B = popnH '

e och p kallas materialets (relativa) dielektricitets- respektive permeabilitetsfunk-
tion.! Den isotropa modellen anviinds flitigt och utgér ocksa en god modell for
manga isolatormaterial, t.ex. glas, porslin och flera plaster.

Vi noterar ocksa att material med ledningsformaga som uppfyller Ohms lag, (2.4)
pa sidan 20, alltid kan inkluderas i de konstitutiva relationerna genom att definiera
en ny dielektricitetsdyad?® i (3.8).

. 0
€ny = €gammal + ZEI
0

dér I &r enhetsdyaden. Hogerledet i Amperes lag (3.3) dr ndmligen
J—iwD =cFE — iweo{egammal - E 4o - H} = —iweo{eny - E 4ok - H}

De anisotropa materialen kan ytterligare klassificeras. Den elektriska dielek-
tricitetsdyaden € &r oftast, som vi senare kommer att se, Hermitesk, dvs.

GIGT

vilket for dyadens komponenter betyder att e;rj = €;- Om vidare dielektricitets-
dyaden € ar reell kan vi vélja kartesiska koordinataxlar sa att dielektricitetsdyadens

1Aven uttrycket dielektricitets- respektive permeabilitetskonstant forekommer, #ven om de i
allménhet inte &r konstanter utan funktioner av r och w. Enligt Svensk standard [30] skall e
bendmnas kapacitivitet.

2Detta #r analogt till det forfarande som presenterades i kapitel 2 dér ledningsformigan o
inkluderas i en ny susceptibilitetsfunktion xny (%), se sidan 22.
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Typ Diagonalelement | Kristallsymmetri

Isotropt €1 = €3 = €3 Kubisk

Uniaxialt €1 = €3 # €3 Tetragonal, Hexagonal
Trigonal

Biaxialt €1 # €3 # €3 Ortorombisk, Hexagonal
Monoklin, Triklin

Tabell 3.4: Tabell 6ver olika kristallsymmetrier och ¢;:s vérden.

koordinatrepresentation [€] i detta nya koordinatsystem &r diagonal.

€1 0 0
e]=10 e 0 (3.10)
0 0 €3

Anisotropa material med diagonal dielektricitetsmatris [€] kan indelas i tva hu-
vudfall enligt tabell 3.3. For uniaxiala material utgor z-axeln en symmetriaxel och
bendmnes ofta optisk axel efter tillampningar inom optiken. Vidare kallas uniaxiala
material positivt (negativt) uniaziala om €3 > €1 = €3 (€3 < €1 = €3).

I ett material som uppvisar kristallstruktur avgor kristallens symmetri €;, €5 och
e3:s virden. De viktigaste exemplen ges i tabell 3.4.

Aven bi-isotropa material klassificeras med avseende pa dess symmetriegen-
skaper. Vi aterkommer till detta i avsnitt 4.5, se speciellt tabell 4.3.

3.3.2 Exempel

I kapitel 2 analyserade vi i detalj tva viktiga exempel pa konstitutiva relationer som
vi nu kan transformera med hjilp av (3.7).

Lorentzmodellen: For Lorentzmodellen , som ges av en susceptibilitetsfunktion,

se (2.8)

w2

x(t) = H(t)—pe_% sin vyt e=1
o
far vi motsvarande storhet for tidsharmoniska filt efter fouriertransformering, se
(3.7). Resultatet blir att dielektricitetsdyaden, €(w) = e(w)I, kan skrivas

%) ) w2 w2 w2 i wg . 7;(,02(,()1/
c(w)=c¢ +/ xtetdt =1 ——r—— =1- o 03 .
0 w* —wj +wv (w? — wd)” + w2

Den skaldra funktionen e(w):s typiska funktionsberoende for ett Lorentzmaterial
exemplifieras i figur 3.1. En anpassning till experimentella reflektionsdata med en
Lorentzmodell ges i exempel 4.4 pa sidan 97.
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— 1.0
1.5
—— Realdel e(w)

,,,,,,,, Imaginérdel e(w)

Realdel €(w)
5
|
|
o
Ot
Imaginérdel e(w)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Frekvens

Figur 3.1: Dielektricitetsfunktionen e(w) som funktion av frekvensen w for ett
Lorentzmaterial. Frekvensskalan &r i enheter av wy (w, = v/0.1wg och v = 0.1wy).

Debyemodellen: Debyemodellen, vars susceptibilitetsfunktion, se (2.10), ges av
x(t) = H(t)ae ™~ e=1
transformeras pa motsvarande sétt till frekvensplanet. Resultatet blir

o0 - aT at + iwar?
= t)etdt =1 =1+ —
fw)=e+ /0 x(te + 1 —wr + 1+ w22

och vars typiska funktionsberoende ges i figur 3.2.

I figur 3.3 visas experimentella data pa dielektricitetsfunktionen for vatten och
en anpassning till en Debyemodell. Vi har i anpassningen anvént oss av en Debye-
modell med en extra term for optisk respons, som i detta fall utgérs av snabba
elektronrorelser i materialet.

€s — €0

€W =€t 75,0

dér e, dr dielektricitetsfunktionens virde for hoga frekvenser medan e, ér virdet
for w = 0 (statiska vérdet). Explicita virden som anvénts i figur 3.3 &r

7=10-10""s
€oo = D.27
es = 80.0
Motsvarande varden for etanol som ocksa ér en poléar vitska &r:
T=12-10""s
€oo = 4.4
€s = 25.1
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—— Realdel ¢(w)

,,,,,,,, Imaginérdel e(w) — 0.2
1.4—

Realdel €(w)

—_

[\)

|
Imaginérdel e(w)

Frekvens

Figur 3.2: Dielektricitetsfunktionen e(w) som funktion av frekvensen w for ett
Debyematerial. Frekvensskalan &r i enheter av 1/7 (a = 0.5/7).

Om vattnet dven har ett saltinnehall kan vi modifiera modellen genom att lagga till

en ledningsférmaga o.

€s — €00 . O
R

1 —wr weg

€(w) = €00 +

Explicit virde pa o for saltvatten &r o = 3-5 S/m, medan for sott vatten géller
oc=10"*S/m.

For hogre frekvenser har dielektricitetsfunktionen for vatten ett mer komplicerat
utseende och Debyemodellen stammer inte léingre beroende pa att andra processer
blir dominerande. Dielektricitetsfunktionens utseende for hogre frekvenser visas i
figur 3.4.

3.4 Poyntings sats, aktiva, passiva och forlustfria
material

I kapitel 1 hérledde vi Poyntings sats, se (1.15) pa sidan 9.

0B(t) 0D(t) B
= +E)- e +E(t)-J(t)=0

Ekvationen beskriver effektkonservering och innehaller produkter av falt. Vi ar hér
intresserade av att studera tidsharmoniska félt, och den storhet som da ar av storst

V- S(t)+ H(t) -
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o 80
8 —— Realdel (Debye modell)
= | . Imaginérdel (Debye modell)
£ 60
n
E 9 2 ﬁ Experimentella data
= 40—
= 1 N
< ¥ 2
) e
A 20— /“,./
.
0-L*
| | | | | |
0 10 20 30 40 50

Frekvens (GHz)

Figur 3.3: Experimentella data pa dielektricitetsfunktionen €(w) som funktion av
frekvensen w for vatten vid 20° C i frekvensomradet upp till 50 GHz. (Data é&r
hamtade fran Cock et al., Br. J. Appl. Phys. 3, 249 (1952), Grant et al., J. Chem.
Phys. 26, 156 (1957), Lane et al., Proc. R. Soc. Lond. A213, 400 (1952).)

intresse #ir tidsmedelviirdet 6ver en period.®> Tidsmedelvirdet betecknas med <->
och for Poyntings sats far vi

<V-S(t)>+ <H(t) - 8g—t(t)> + <E(t) - 818)_t(t)> +<Et)-Jt)>=0

De olika produkttermerna blir efter medelvardesbildning

<S(t)>= ; Re {B(w) x H'(w)} (3.11)
och oB(1) 1
<H(t)- 8t< )>: 5 Re{iwH (w) - B*(w)}
<E(t)- al;ft) > %Re (iWE(w) - D" (W)}

<E(t)- J(t)>= %Re (E(w) - J* (@)}

3Tidsmedelvirdet av produkten av tva tidsharmoniska filt fi(¢) och fa(t) fas litt genom att
bilda medelvirdet éver en period T = 27 /w.

<fi(t) / f1(t) fa(t) */ Re {fi(w)e ™"} Re { fa(w)e ™"} dt
o | BB 4GB+ RS + )
= L A@EE) + F@)L@) = 3 Re (7))
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Ree(w) Im e(w)
)
4 0.1
3 0.001
2 0.00001
-7
1 1. 10
0.01 0.1 1 5 0.01 0.1 1 5
eV eV

Figur 3.4: Real- och imaginérdel av dielektricitetsfunktionen for (rent) vatten som
funktion av frekvensen (elektronvolt). 1 eV motsvarar en frekvens pa 2.42 - 1014 Hz
eller en vaglingd pa 1.24 pum. Uppforandet hos dielectricitetsfunktionen for lagre
frekvenser visas i figur 3.3. Det optiska fonstret svarar mot ca. 1.7-3.3 eV och &r
skuggat i den hogra figuren. (Data &r hdmtade fran Hale och Querry, Appl. Optics
12(3), 555 (1973) och Irvine och Pollack, Icarus 8, 324 (1968).)

Poyntings sats (effektbalans) for tidsharmoniska filt, medelvérdesbildat 6ver en
period, far foljande utseende (<V - S(t)>= V- <S8(t)>):

V. <8(1)> + 5 Re{iw[H(w) - B'(w) + E(w) - D*(w)]} -
+ 5 Re{Blw) - J*(@)} =0

Av speciellt intresse #r fallet utan strommar* J = 0. Poyntings sats forenklas
da till |
V- <8(t)> = —5 Re{iw[H(w) - B*(w) + E(w) - D*(w)]}
~—{H@) B'() - H' @) B(v)

+E@ypwgfm@ﬂp@&
dér vi anvéint Rez = 1(z + z%).

Sétt in de konstitutiva relationerna fran ekvation (3.8). Divergensen av Poyntings
vektor <V - S(t)>= V- <S(t)> blir da uttryckt i filten E och H.

V- <8(t)>= _%{UOH' (C*'E*+770M*'H*) —noH" - (C'E+770N'H)
+ FE- (6*'E*—|—7]0€*-H*) — E*. (€-E+770€'H)}
’iu)Eo

:—{E*-(e—eT)-E—i—ngH*-(u—uT)-H

4
+B (€~ C) - H+nwH - (¢~ €) - E}

4Ledningsstrommar kan, som vi sett, inkluderas i dielektricitetsdyaden e.
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dir dolktecknet T betecknar dyadens Hermitekonjugat. Vi har hir anvint att
a- A" b =b"-Al-a

Ibland &r det praktiskt att anvéinda kombinerade matris- och dyad-beteckningar. Vi
skriver divergensen av Poyntings vektor pa foljande kompakta sétt:

) €0 E f — €l _¢f E
V. <S(t)>= % (noH) . (2 B 2* 5_ fﬂ) . (noH) (3.13)

Kvantiteten —V- < S(t) > anger medelvirdet pa den effekt som det elektro-
magnetiska filtet avger till materialet per volymsenhet. Vi anvénder denna storhet
for att klassificera material sasom aktiva, passiva och forlustfria material. Féljande
definitioner infors for given fix frekvens w # 0:

Passivt material om V-<S{t)> <0
Aktivt material om V- <S(t)>>0
Forlustfritt material om V- <S(t)>=0

for alla (icke-statiska) falt {E, H} # {0,0}.

Denna definition har féljande fysikaliska implikationer. En volymsintegrering av
V- <S(t)> over en volym V med randyta S (utatriktad normal n) ger med diver-
genssatsen.

Passivt material // <S(t)>ndS <0
S

Aktivt material // <S(t)>ndS >0
S

Forlustfritt material // <S(t)>ndS =0
S

Dessa definitioner innebér att for ett passivt material i V' &r alltid den utstralade
medeleffekten negativ, [[; <S(t)> -ndS < 0, medan i ett aktivt &r den positiv
genom att elektromagnetisk energi skapas (genom icke-elektromagnetiska kallor i
V). I ett forlustfritt material forblir den utstralade effekten 6ver en period noll, lika
mycket stralar in som ut under en period. Notera att denna klassificering géller
for en specifik frekvens. Ett &mne kan vara passivt for en viss frekvens, forlustfritt
for annan, medan det kan vara aktivt for en tredje frekvens. Man kan visa att ett
material (undantag vakuum) inte kan vara forlustfritt for alla frekvenser.

For forlustfria material maste dyaderna €, &, ¢ och p i de konstitutiva relation-
erna i (3.8) uppfylla vissa villkor. Fran (3.13) ser vi att

e=¢
p=p'  forlustfria material (3.14)
£=¢
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eftersom filten E och H kan viljas godtyckligt. For ett isotropt material far vi
direkt att € och u i (3.9) maste vara reella tal for ett forlustfritt material.® Vidare
galler for forlustfria anisotropa material med reell dielektricitetsmatris att

€ij = €ji

dvs. [€] 4r en symmetrisk matris, vilket var en forutsittning for diagonaliseringen
(med reella koordinataxlar) och klassificeringen enligt tabell 3.3.

Vi kan ocksa finna villkor pa materialparametrarna i ett passivt material. Vi
behandlar inte det mest generella fallet hdr utan vi néjer oss med att behandla
ett anisotropt material. For att ett anisotropt material skall vara passivt kravs att,
se (3.13)

passiva anisotropa material

in*-(e—eT)-E<O
z'wH*'(p,—y,T)~H<0

for alla filt EZ och H. Detta pastaende ar ekvivalent med att de Hermiteska dyaderna
iw- (€' — €) och iw - (u' — p) &r positivt definita dyader.S Fér ett isotropt material
forenklas detta till att

Ime>0 L .

passiva isotropa material (w > 0)
Imp >0

Villkor pa materialparametrarna for att ett bi-isotropt material skall vara passivt

ges 1 ovning 3.8.

3.5 Reciprocitet

I avsnitt 3.4 studerade vi effektforbrukningen i ett material. Speciellt fann vi att
storheten V- < S(7,t) > kunde anvdndas for att klassificera olika material. Vi
inférde begreppen aktiva, passiva och forlustfria material beroende pa om denna
storhet var positiv, negativ eller om den var noll. Dessa begrepp var lokala i rum-
met, dvs. de géller fér en viss rumspunkt.

I detta avsnitt infor vi en ny egenskap eller klassificering av material, ndmligen
reciprocitet. Reciprocitet innebéar att vi jamfor effekterna pa ett material fran tva
olika kallférdelningar. En uppséattning kéllor, som ges av J“, ger upphov till ett
elektromagnetiskt filt, som vi indicerar med a, dvs. falten ar E*, H*, D" och B*.

5Ett isotropt material med dispersion kan inte vara forlustfritt for alla frekvenser, eftersom da
ar enligt (3.7)

0o 1 oo ) 0 )
0= / x(t) sinwt dt = —{/ x(t)e™t dt — / x(—t)e™! dt} for alla w
0 22 0 — 0

vilket medfér att funktionen H(t)x(¢t) — H(—t)x(—t) = 0. Detta implicerar att x(¢) dr identiskt
noll och vi far en motségelse.
5En Hermitesk dyad &r positivt definit om alla dess egenvérden #r positiva reella tal.
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Figur 3.5: Materialet i volymen V' exciteras av tva olika kallférdelningar J* och
J°.

En annan uppséttning kéllor och filt indicerar vi med b, dvs. kéllor och filt J°, E°,
H?’, D’ och B®. Kéllorna antas ligga inom en #ndlig volym i rummet och materialet
ligger i volymen V. Utanfor killférdelningarna och volymen V' antar vi vakuum.
Figur 3.5 illustrerar detta schematiskt.

Materialets reciprocitetsegenskaper vill vi gora som en lokal definition och vi
infor darfor foljande definition: Ett material ségs vara reciprokt i en punkt r om

E*.D'-E' D*'=H" B"-H" - B° (3.15)

for alla filt i denna punkt. Kvantiteten E®- D® + B®. H® ar for reciproka material
invariant under bytet a < b.

Innan vi undersoker vad denna definition har for effekt pa de konstitutiva rela-
tionerna, skall vi se vilken fysikalisk bakgrund den har. Om vi antar att materialet
liksom omgivningen &r reciproka material, och integrerar 6ver en volym Vg som
innehaller materialet och kéllférdelningar J* och J° far vi, se figur 3.5

// {E* D'-E"-D*-H"-B'+H"-B"} dv=0
Vr

Med hjéalp av Maxwells faltekvationer iwD = J —V x H och iwB = V x E samt
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rikneregeln V-(a x b) = (V x a)-b—a-(V x b) kan vi skriva om volymsintegralen.

O:iw// {E*-D'-E'"-D“—-H"-B"+ H"-B"} dv

/V7 {E*- (J'—V x H") — E"- (J* -V x H")
Vr

—H* (VxE")+H" (VxE")}dv
:// {E“-Jb—Eb-J“}dv+///V-(E“be—beH“) dv
Vr Vr

Den forsta volymsintegralen i sista likheten har en integration som endast sker 6ver
kéllornas utstrickningar (tva dndliga volymer). Denna integral &r darfor oberoende
av vilken radie volymen Vg har. Med hjilp av divergenssatsen skriver vi om den sista
volymsintegralen som en normalytintegral 6ver volymen Vjz:s randyta Sg. Eftersom
den forsta volymsintegralen &r oberoende av volymen Vg:s radie ér d&ven normalyt-
integralen oberoende av denna radie. Later vi radien ga mot oéndligheten, dvs. Vz
blir hela rummet, kan man visa att normalytintegralen har virdet noll.” For ett
reciprokt material har vi visat att

// E“~dev:// Eb. J%dv

Ar denna likhet inte uppfylld for nagon uppséttning av kéllor och f&lt har vi en icke-
reciprok situation och avvikelsen ér ett matt pa skillnaden mellan kéllor i ”a” (J%)
och métning i ”b” (Eb) och tvartom. Mycket forenklat innebér reciprocitetsbegrep-
pet att man later kidllor och mottagare byta plats i problemet. Om métresultatet
forblir detsamma &r materialet reciprokt.

Vi fortsétter nu med att undersoka vilka effekter reciprocitetsbegreppet far pa
de konstitutiva relationerna. Infér de konstitutiva relationerna (3.8) i definitionen
pa reciprocitet, (3.15). Vi far

E* (e-E"+n&-H") —E"- (e- B* + no& - H*)
—770Ha'(C'Eb+770H'Hb)+7]0Hb'(C'Ea‘i‘ﬁoM'Ha) =0

Med anvindning av
a-A-b=b-A'-a

"Déa vi antagit att det dr vakuum utanfor materialet i volymen V kan man visa att filten pa
stort avstand uppfyller s.k. utstralningsvillkor (7 = »/|7|, no = \/p0/€0)

{ (# x E(r)) —nonH (r) = o((wr/co) ")
non (# x H(r)) + E(r) = o((wr/co) ™)

dar — oo

Fran dessa villkor dr det sedan mdgjligt att visa pastaendet.
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dir ¢ anger att dyaden dr transponerad, kan vi férenkla reciprocitetsvillkoret.
Ea' (G—Gt) -Eb—n§Ha~ (“_“t) 'Hb
+mE" - (€+¢) - H —noH* (¢C+¢&")-E"=0

Eftersom filten kan viljas godtyckligt far vi foljande villkor pa de konstitutiva re-
lationerna for ett reciprokt material:

e=¢€
p=p (3.16)
£= ¢

En omedelbar konsekvens av detta resultat dr att alla isotropa material &r reciproka.
Ar dielektricitetsdyaden dessutom reell sa kan vi diagonalisera dess matrisrepresen-
tation (med reella koordinataxlar) och klassificera enligt tabell 3.3. Detta ar uppfyllt
for reciproka forlustfria material.

3.6 Polarisationsellipsen

Ett tidsharmoniskt félts polarisation kan beskrivas geometriskt. Vi kommer i detta
avsnitt att visa att alla tidsharmoniska filt svinger i ett plan och att filtvektorn
foljer kurvan av en ellips. Framstéllningen i detta avsnitt &r koordinatoberoende,
vilket ar en styrka, eftersom vi da kan analysera ett filts polarisation utan att
referera till nagot specifikt koordinatsystem.

Om vi betraktar det tidsharmoniska féltet E(t) (rumsberoendet av koordina-
terna r skrivs inte ut i detta avsnitt) i en fix punkt i rummet sa géller att filtets
funktionsberoende av tiden &r

E(t) =Re{Ep ™'} (3.17)
E, ér en konstant komplex vektor (kan bero pa w) vars kartesiska komponenter ar
Ey = 2Ey, + §Eo, + 2Ey. = | Eo,|e" + 9| Eo,le” + 2| Ep.|e"

och «, B och ~ &r komponenternas komplexa argument (fas).

Det forsta vi observerar ar att vektorn E(t) i (3.17) ligger hela tiden i ett fixt
plan i rummet. Vi inser 1att detta om vi uttrycker den komplexa vektorn Ej i tva
reella vektorer, E, och Ey;.

Ey = Ey, +1iEy;
De reella vektorerna Eg, och E,; ar fixa i tiden, och deras explicita form &ar

Ey, = x|Ey,|cosa + y|Ey,| cos § + 2| Ey,| cosy
Eo; = @|Eo,|sina + y|Eo,|sin 5 + 2| Ep.|siny
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Vektorn E(t) i (3.17) kan nu skrivas
E(t) =Re{(Eo, +iEy) e "} = Ey, coswt + Eq; sinwt (3.18)

vilket medfor att vektorn E(t) ligger i det plan som spénns upp av de reella vektor-
erna F,, och E, for alla tider ¢. Normalen till detta plan &ar

EOT X EOi
|Ey, x Ey,|

forutsatt att Eq, x Ey; # 0. 1 det fall E,, x Ey; = 0, dvs. de tva reella vektorerna
E\, och E, ar parallella, sa svinger E-filtet langs en linje och nagot plan kan inte
definieras.

De reella vektorerna FE,, och E\;, som spdnner upp det plan i vilket vektorn
E(t) svénger, &ar i allménhet inte ortogonala mot varann. Det #r dock i manga
sammanhang praktiskt att arbeta med ortogonala vektorer. Vi forsoker darfor ur
vektorerna E, och Eq; konstruera tva nya reella vektorer, a och b, som &ar vinkelrita
mot varann och som spanner upp samma plan som vektorerna FE, och Eg;. Infor
en linjar transformation

n==+

a = Eg,cosx + Ey;sin
b= —FE,,siny + Ej,cosy
dar vinkeln x € [—7n/4,7/4] + nn/2, n =0,+1,42, ..., definieras av

2E0r ) EOi
[ Eor|* = | Eoil®

tan 2y =

Genom denna konstruktion &r a och b ortogonala ty

a-b=(Ej.cosx+ Egysiny) - (—Ey,sinx + Eg; cos x)
= — (B0 — | EoiP?) sin x cos x + Bo, - Eo; (cos> y — sin’ x)

1
~ 5 (|EOr|2 - |E02"2> sin2x + Ey, - Eg;cos2x =0

enligt definitionen pa vinkeln y.
Vi kan 16sa ut Ey, och E,; ur transformationen ovan. Resultatet blir

Ey, = acosy —bsinx
Ey =asiny +bcosy

dvs.
Ey = Ey, +iEq = (acosx — bsiny) +i(asiny + bcosy) = eX(a +ib) (3.19)
Insatt i (3.18) far vi

E(t) = Ey, coswt + Eg;sinwt
= (acosy — bsin x) coswt + (asin x + bcos x) sinwt (3.20)
= acos(wt — x) + bsin(wt — x)
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Figur 3.6: Polarisationsellipsen och dess halvaxlar a och b.

Vektorerna a och b kan saledes anvéndas som ett rétvinkligt koordinatsystem i
det plan i vilket E-féltet svinger. Vidare ger en jamforelse med ellipsens ekvation i
xy-planet (halvaxlar a och b ldngs x-, respektive y-axeln)

T = acoso

y =bsing
och (3.20) att E-filtet foljer en ellips i det plan som spénns upp av vektorerna a
och b och att dessa vektorer &r ellipsens halvaxlar (bade till riktning och lingd),
se figur 3.6. Fran (3.20) ser vi dessutom att E-filtet &r riktat lings halvaxeln a
da wt = x + 2nm, och att E-filtet ar riktat lings den andra halvaxeln b da wt =
X + 7/2 + 2nm. Vinkeln y anger var pa ellipsen E-filtet &r riktat vid tiden ¢ = 0,

dvs.
E(t=0) =acosx — bsinx

och E-vektorn ror sig langs ellipsen i riktning fran a till b (kortaste vigen). Vek-
torerna a och b beskriver E-vektorns polarisationstillstand fullstdndigt, sa nér som
pa fasfaktorn y.

Vi kommer nu att klassificera det tidsharmoniska filtets polarisationstillstand.
Vektorn E(t), som svénger i ett plan ldngs en elliptisk bana, kan antingen rotera
med- eller moturs. Utan en prefererad riktning i rymden blir omloppsriktningen
ett relativt begrepp, beroende pa vilken sida om svéingningsplanet vi betraktar
forloppet. Vi kommer att ur det elektromagnetiska féltets effekttransportriktning
definiera en prefererad riktning. Hittills har faltet E(¢) varit symbol for vilket god-
tyckligt tidsharmoniskt vektorfialt som helst. Betraktar vi speciellt de elektriska
och magnetiska filten, E(t) och H(t), som bada roterar i elliptiska banor i tva,



Avsnitt 3.6 Polarisationsellipsen 53

o>

ie- (Eo x E}) =2é-(a x b) | Polarisation

ANV
o o o

Linjar

Hoger elliptisk

Vianster elliptisk

Tabell 3.5: Tabell 6ver ett tidsharmoniskt félts olika polarisationstillstand.

i allménhet skilda, plan. Motsvarande komplexa faltvektorer betecknar vi

Eq, = Ey, +iEy;
H,=H,, +iH,,

Medelvirdet av Poyntings vektor, (3.11) pa sidan 44, ger oss foljande uttryck:

EO'r X HOT+E0i X HOi
2

Definiera nu en enhetsvektor €, med vilken vi kan klassificera rotationsriktningen
hos polarisationsellipsen.®

1
<S(t)>: §Re {Eo X HS} =

EOT X HOT+E0i X HOi
|Eo, x Hy, + Eo; x Hy,|

e =

Faltets polarisationstillstand klassificeras nu enligt véirdet pa e-komponenten pa
iEy x E; = 2E,, x Ey; = 2a x b, se tabell 3.5. Féltvektorn roterar antingen
moturs (hogerpolarisation) eller medurs (vénsterpolarisation) i a-b-planet om vi
antar att & pekar mot observatoren.? Det degenererade fallet d& vektorerna Ej, och
E,,; ér parallella innebar att faltvektorn ror sig ldngs en linje genom origo, dérav
namnet linjdr polarisation eller plan polarisation. Den linjdra polarisationen kan vi
se som ett specialfall av elliptisk polarisation, dir en av ellipsens halvaxlar ar noll
och karakteriseras av att Eg x Ej = 0. For hoger (vénster) elliptisk polarisation
roterar filtet moturs (medurs) runt i a-b-planet om é-axeln pekar mot betraktaren,
se figur 3.7.

Ett specialfall av elliptisk polarisation ar sarskilt viktigt. Detta intréffar da ellip-
sen ar en cirkel och vi har i sa fall cirkuldr polarisation. Om polarisationen &r cirkulér
kan kvantitativt avgoras genom att testa om Eq - Eg = 0. Med hjélp av (3.19) och
ortogonaliteten mellan a och b far vi

Ey - Ey=¢**(a+1b)- (a+ib) = * (la|* - |b]%)

Polarisationsellipsen &r saledes en cirkel, |a| = |b|, om och endast om E - Ey = 0.
Rotationsriktningen avgérs genom att tecknet pa ié - (Eo x Ej). Hoger (vénster)

8Vi undantar hir det rent patologiska fallet di Eg, och Hy,, respektive Eq; och Hy; #r
parallella.

9T den tekniska litteraturen férekommer #ven omvind definition pd hoger-, respektive vinster-
polarisation. Exempel pa omvénd definition &r: Jackson [16], Stratton [31] och Van Bladel [33].
Vi anviinder samma definition pa hoger-, respektive vinster-polarisation som t.ex. Cheng [8], El-
liott [11], Kong [18] och Kraus [19]. Var definition 6verensstimmer med IEEE-standard.
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Hoger
~ _—\ Vinster
E(t)
® €L
L

Figur 3.7: Polarisationsellipsen och definition av hoger- och vénsterpolarisation.
Vektorn e, &r enhetsvektorn é:s komponent vinkelrdtt mot planet i vilket E(t)
svanger.

cirkuldr polarisation forkortas ofta RCP (LCP) efter engelskans Right (Left) Circular
Polarization.

I ett koordinatsystem orienterat sa att det elektriska filtet sviinger i €;-és-planet
(é1, €2, € antas bilda ett hogersystem) kommer en RCP-vag att vara

EO - EO (él + ZéQ)

och en LCP-vag
EO = E() (él — Zég)

I senare kapitel kommer oftast koordinatsystemet att orienteras sa att det elektriska
faltet svianger i x-y-planet. Typfallet for en RCP-vag kommer da att vara

B Eq(x+iy) om <S(t)>-2>0
T\ Ey(@—ig) om <S(t)>-2<0
och for en LCP-vag
B — Ey(x—iy) om <S(t)>-2>0
T\ Ey (& +ig) om <S(t)>-2<0
Notera skillnaden i tecken framfoér y-komponenterna beroende pa vagens utbred-

ningsriktning.

Exempel 3.1
Analysera polarisationstillstandet hos f6ljande tidsharmoniska filt (a > 0):

1 1 3
E(t) =a <\Q§A + \/§@+ 22) coswt + a <2:ﬁ + 1y — {2) sin wt
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Pontings vektor antas vara riktad lings & = (2& — ) /V/5.
Losning: Vi identifierar férst den komplexa vektorn Ey som hor till det tidsharmoniska
faltet, se (3.17) eller (3.18). Vi far

3 1 1 3
Eoz@({i:+\/§@+22> +ia <2ﬁ:+@—\2[2>

eller

Vi berdknar forst vinkeln y fran

2E, - Ey;
|Eop|? — [Eo;|?

=3

tan2y =

vilket medfor att x = 7/6 + nw/2. Vi viljer x = 7/6. Fran detta kan vi l4tt konstruera
halvaxlarna a och b i polarisationsellipsen. Vi far

1 3
z) +ag 2@+@—‘2[2>

(a =E,, cos x + Eo; sin x

:aﬁ (égi: +V3g +

N
—_

2
b=— Ey,sinx + Eg;cosx

1 (V3 1
=-ay <\2[£+\/§@+22>+a

| S
/N
| =
&
_|_
Nog3
|
o[
0>

vilket forenklas till

b= —az

Polarisationsellipsen ligger med ena halvaxeln i z-y-planet (lingd v/5a) och den andra
lings negativa z-axeln (lingd a).

Vi underscker nu om polarisationen ar hoger eller vanster elliptiskt polariserad. For
att undersoka detta bildar vi

a2

e-(axb)=——02&—9) (&+29) x 2) = —V/5d>

V5

och filtet &r vinster elliptiskt polariserat. Filtets virde vid ¢ = 0 &r
3 1
E(t=0)=a <\2[§3+\/§@+22>
||

Exempel 3.2
Konstruera det tidsharmoniska filt, som svénger i €1-éo-planet, och som uppfyller féljande
specifikationer (se ocksa figur 3.8):
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Figur 3.8: Polarisationsellipsen for exempel 3.2.

o Filtet &r vid tiden ¢ = 0 polariserat lings é;-axeln och har styrkan F, som &r en
given reell konstant, dvs. E(t =0) = e E.

e Polarisationsellipsen lutar 45° mot e;-axeln.

e Forhallandet mellan halv-axlarna i ellipsen ar 2:1. Storsta axeln ligger i forsta kvad-
ranten.

e Filtet ar hoger elliptiskt polariserat (< S(t) > antas vara riktad lings 3 = &1 x é2).
Bestédm saledes de reella konstanterna E1, Eo, o och [ i uttrycket
E(t) = é1F; cos(wt — ) + éaF5 cos(wt — 3)
dvs. bestdm é1- och és-komponenternas amplitud och fasléagen.

Losning: Infor halvaxlarna péa ellipsen.

a . A
a=—(é1+é)

V2
NG

Detta val ger att filtet ar hoger elliptiskt polariserat, pga. (a x b)-é3 = a?/2 > 0. Bestdm
nu a och x i uttrycket Eq = eX(a + ib).

(—e1+ é2)

E(t) = Ey, coswt + Ey; sinwt = a cos(wt — x) + bsin(wt — x)
For t = 0 &r enligt uppgift filtet
E(0)=Ey =acosy —bsiny = Eeé;
eller

~ ~ a ~ o . N
(é1+ é3)cosy — —=(—é1 + é2)siny = Fé;

22

Sl
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dvs. komponenterna satisfierar

1
(Cosx+§sinx) =F

Sle Sls

1
(cosx — §sinx) =0

med l6sning

1
acosy = —=F
V2
asiny = V2E
sa att )
ae™X = acosx +iasiny = —= (1+2i) F
V2
Vi far

Eo = ¢X (a + ib) = %eix {él e+ % (&1 + é2)}

B , .
= 5(14—2@') {é1 <1—;> + e <1+;>}
Vi forsoker nu skriva om uttrycket pa Ey pa formen
Eo = él ’E() . é1| Cia + éz |E0 . ég‘ 6Zﬂ

for att kunna identifiera faserna o och 8. Vi far

. B , i . B _ 7
Ey=e1—(1+20)(1—2)+eéa—(1+2i)(1 + 5)

2 2 2
FE 3 5
=3 e(2+ 52) + é2§i
Vi anviander nu
24 3= 2o
—i = —¢
2 2

dar 5
tana = 1 = a=36.9°
Slutresultatet blir
SE (. a4 in/2
Bo= - (e +eae™?)
Svaret pa uppgiften blir darfor

E(t) = Re {E¢e ™'}

dar .
Ey= T (éleia + ’Lég)

och a bestdms av tan a = %. Sammanfattningsvis skall alltsa komponenterna matas sa att
amplituderna &r

5E
El:T
oF
By="

4
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och vinklarna ar

a = arctan 3/4
B=m/2

Ovningar till kapitel 3

3.1 Ett antal exempel pa konstitutiva relationer for skilda tillimpningar ges nedan.
Klassificera dem m.a.p.

Linjaritet /Icke-linjaritet

Isotropi/Anisotropi/Bianisotropi
e Homogenitet/Icke homogenitet

e Dispersion/Saknar dispersion

Ett material kallas homogent om materialparametrarna &r lika i alla punkter i ma-
terialet, annars kallas det inhomogent.

1. Vissa flytande kristaller kan beskrivas av
e(1+ dcoskz) edsinkz 0

[D] = edsinkz €(l—4dcoskz) 0 |-[E]
0 0 €,

2. Optisk aktivitet i kvarts (i = 1,2, 3)
3 3
OB,
E; = Z ki Dj + g Z Xijiatj
j=1 j=1
1 . oD,
2
H; = %Bi — ¢ ZXU at]
7j=1
3. Optisk aktivitet (i = 1,2,3)

3 3 OE.
Di=) e;Ej+ Y ’Yijkiaxz
=1

J,k=1

dér €;; och ;1 dr funktioner av w.

4. Pyroelektriska material (polarisation vid upphettning)
D=Dy+e¢-E

dar Dg ar ett konstant falt.
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5. Piezoelektricitet (polarisation vid mekaniska belastning) (i = 1,2, 3)
3 3
D; = Do; + ZﬁijEj + Z VijkSjk
=1 jih=1

dér [D], ér ett konstant falt och s; beror kvadratiskt pa det elektriska filtet.
6. Kerr effekt (isotropa material blir anisotropa pga. yttre elektriskt filt)

€ij = 66@' + O'EZ‘E]'

7. Supraledare

A R
‘ w2 w2241 +Zw(w272+1)
n n
dar
5
ws = supraledande plasmafrekvens
meo
Nng?
Wy, = normal plasmafrekvens
meo

3.2 Visa att dielektricitetsfunktionen e(w) for ett Debyematerial, dvs.

aT ar + iwat?

-1 -1
é(w) + 1 —dwr + 14+ w272

i det komplexa e-planet beskriver en cirkel med radie 5 och medelpunkt i 1 + -
da frekvensen varierar fran w = 0 till odndligheten. Denna representation kallas en

Cole-Cole representation. For vilken frekvens &r imaginédrdelen av € maximal?
Ledning: Visa att dielektricitetsfunktionen e(w) uppfyller

om') ’2 o?7?

2 4

‘e(w) - (1 +
for alla w.

3.3 I vissa tillimpningar anvéinds en susceptibilitetsfunktion (generalisering av Debye-
modellen)

X(t) = (1+ pt)e

Den reella konstanten « antas vara positiv. Vilket villkor maste den reella konstanten
B uppfylla for att x(t) skall vara en modell for ett passivt material?

3.4 En kandidat pa en susceptibilitetsfunktion for ett passivt material ar
x(t) = e * cos Bt

Den reella konstanten a antas vara positiv. Ar x(t) en modell for ett passivt material
for nagot val av den reella konstanten (37

3.5 Bestiam de konstitutiva relationerna i frekvensplanet for ett plasma. Anvind resul-
tatet fran 6vning 2.6 for att berdkna dielektricitetsmatrisen.



60 Tidsharmoniska filt Kapitel 3

3.6

3.7

3.8

I ferritmaterial bestdms magnetiseringen M av

d
—M =gugM x H

dt
dir g ar den gyromagnetiska kvoten, som for elektroner ar g = —e/m ~ —1.7588 -
10! C/kg. Lat
H=2zHy+ H;
M = zMy+ M,
B =zBy+ B,

diar B = puo(H + M) och By = po(Ho + M) samt dér

|H1| < Hop
’Ml‘ < My
’Bﬂ<<Bo

Visa att for tidsharmoniska falt leder de linjariserade ekvationerna i Hy, M och
B, till att de konstitutiva relationerna kan skrivas

By = pop - H,
Bestam .

En enkel modell for supraledande material &dr ”tva-vitske-modellen”. I denna modell
antas en del av ledningselektronerna befinna sig i ett supraledande tillstand dér
de ror sig fritt utan friktion, medan den resterande delen &r ”"normala” lednings-
elektroner som paverkas av friktion. Laddningstidtheterna for respektive tillstand
betecknas Ng och N,,. Rorelselagarna for laddningarnas hastigheter, v och wv,, for
supraledande respektive "normalt” tillstand, antas vara

dvg

= —eF
m 7 e
d
m% + mrvv, = —ek

dér m och —e &r elektronens massa respektive laddning och v kollisionsfrekvensen i
"normal”-tillstandet. Bestdm materialets dielektricitetsfunktion e(w).

De konstitutiva relationerna for ett bi-isotropt material &r
D =¢{eE+néH}

1
B = ACE+muH}

dér €, &, ¢ och u dr komplexvirda funktioner av w. Visa att om materialet &r passivt
sa giller (w > 0)
Ime >0

Imp >0

och att kopplingstermerna & och ¢ inte kan vara godtyckliga utan satisfierar

€ — PP < 4TmeImp
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Speciellt géller om materialet dr reciprokt (£ = —() att
|Re&| = |Re(] < v/ImeImp

Ledning: Kvadratkomplettera uttrycket i ekvation (3.13) pa sidan 46.
3.9 Avgor polarisationstillstandet hos foljande fall (a,b > 0):
1. For reella konstanter a, b och «
E(t) = éjacos(wt + a) + ézbcos(wt + )
2. For reella konstanter a och «
E(t) = a(é cos(wt + ) + égsin(wt + a))
3. For reella konstanter a och «
E(t) = a(é cos(wt + a) — égsin(wt + «))
< S(t)> antas vara riktad ldngs é3 = é; x & och vidare antas &; 1 és.

3.10 Analysera polarisationstillstandet hos foljande tidsharmoniska filt (a > 0)

E(t) =a (\/ﬁm + <\/§+ ;) ¥+ <\/§ -~ ;) 2) coswt

+a<ﬁ3+ (1—?)@4—(1—1—?) 2>Sinwt

Pontings vektor antas vara riktad lings e = 1/2/3 (€ —y/2 — 2/2).

*3.11 Generalisera resultatet i exempel 3.2 till godtycklig lutning och godtyckligt axelfor-
hallande, dvs. konstruera det tidsharmoniska falt, som svénger i €;-és-planet, och
som uppfyller féljande specifikationer:

o Filtet dr vid tiden t = 0 polariserat langs é;-axeln och har styrkan E, som ar
en given reell konstant, dvs. E(t =0) = é; E.

e De bada halv-axlarna i ellipsen ir a, respektive b. Forhallandet mellan axlarna
betecknas € = b/a. Axeln med lingden a ligger i forsta kvadranten och bildar
vinkeln ¢ mot éj-axeln.

e Filtet &r hoger elliptiskt polariserat (< .S(t) > antas vara riktad lings e; =
él X ég)

Bestdm saledes de reella konstanterna E4, Ea, o och 3 i uttrycket

E(t) = é1E; cos(wt — ) + eaE5 cos(wt — 3)

3.12 a) Visa att en godtycklig elliptiskt polariserad vag kan delas upp i en linjarkom-
bination av en LCP och en RCP-vag.
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3.13

3.14

b) Lat Eg vara en linjirkombination av en LCP och en RCP-vag, dvs.
Ey=aE, +bE_

dir E4 = é; £ iés. Vilka villkor maste de komplexa talen a och b uppfylla
for att vagen skall vara linjart polariserad (< S(t) > antas vara riktad lings
ég = él X éz)

Visa att for en cirkuldrt polariserad vag sa géller
Eo = *+ie x EO
dér 6vre (nedre) tecknet giller for RCP (LCP).

En plan griansyta (z = 0) skiljer ett homogent ferritmaterial fran vakuum. I skilje-
ytan finns inga ytstrommar och ferritmaterialet antas vara statiskt magnetiserat
M = zMjy. Den magnetiska flodestdtheten i vakuum néra gransytan &r linjirt po-
lariserad (By reell konstant, B komplex konstant)

B (t) = 2By + By(t) = 2By + Re {#Be™ ™"}

och filten néra grinsytan i ferritmaterialet ar

De tidsharmoniska félten B,(t), B¢(t) och H f(t) antas sma jamfort med respektive
statiska falt. Konstanterna Hy och My antas vara positiva storheter relaterade till
By genom

Bo = po(Ho + Mo)

sa att

wo = —guoHo
Wm = —gpoMy

ir positiva frekvenser for elektroner (g ~ —1.7588 - 1011 C/kg). Anvind de kon-
stitutiva relationerna i 6vning 3.6 for att berdkna vid vilken frekvens w > 0 som
den magnetiska flodestiatheten By (t) nira grénsytan i ferritmaterialet &r vénster
cirkulért polariserad (<.S(t)> antas vara riktad i 2-riktningen), dvs.

Bj(w) = Bf(& — i§)/V2
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Sammanfattning av kapitel 3

Tidsharmoniska falt exp {—iwt}

Maxwells fialtekvationer

VxFE=iwB
VxH=J—iwD

Laddningskonservering

V~J:iwp.

Konstitutiva relationer

D:eo{e-E+n05-H}

1
B:C—{C'E‘i‘ﬁoﬂ'ﬂ}
0

Exempel

2
=1- L Lorent
() w? — wg + iwv ( 2)
aT

e(w)=1+

(Debye)

1 —wr
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Forlustfria material

EZET
po=pl
E=¢"

Polarisationstillstand

E(t) =Re{Ep e ™'}
Ey = ¢*(a + ib)
=0 linjar polarisation
ie- (Eyx Ej) =< >0 hoger elliptisk polarisation
< 0 véanster elliptisk polarisation

E, - Ey = 0 cirkular polarisation




Kapitel 4

Vagutbredning lings fix riktning

m alla falt endast varierar langs en riktning, talar vi om vagutbredning langs

en fix riktning eller vagutbredning i en dimension. I detta kapitel analyserar

vi detta enkla vagutbredningsproblem i detalj. I senare kapitel kommer vi

att underscka mer komplicerad vagutbredning, dér faltstorheterna kan variera som

funktion av alla tre rumsvariablerna. Vidare antar vi i detta kapitel att materialet
ar homogent, dvs. de konstitutiva relationerna beror ej pa rumskoordinaterna.

Reflektion och transmission av elektromagnetiska vagor férekommer i manga vik-

tiga tillimpningar. Vid reflektion och transmission dndras bl.a. vagens polarisations-

tillstand. Detta intréiffar t.ex. i anisotropa och bi-isotropa material och fenomenet

kan anvéndas for att forandra polarisationstillstandet pa ett specificerat sétt. I detta

kapitel kommer vi att analysera nagra typfall, som ofta forekommer i tillimpningar.

4.1 Fundamentalekvationen

Maxwells faltekvationer for tidsharmoniska filt gavs i kapitel 3, se (3.2) och (3.3)
pa sidan 37.

V x E(r,w) =iwB(r,w)

V x H(r,w) =—iwD(r,w)

Ledningsstrommarna antar vi dr inkluderade i de konstitutiva relationerna, se av-
snitt 2.1.2 och 3.3.1. Ovriga strommar av icke-elektriskt ursprung antar vi saknas i
materialet. Med andra ord analyserar vi vagutbredning i kéllfria material.

Vid vagutbredning ldngs en fix riktning beror alla filt endast pa en rumskoordi-
nat. Vi kan alltid vélja koordinatsystem sa att denna variation sker ldngs z-axeln i
detta koordinatsystem. Detta antagande innebér ingen inskrdnkning, utan innebér
endast att vi orienterar vart koordinatsystem sa att z-axeln pekar i faltens variation-
sriktning. Alla filt storheter beror da endast pa z och w, t.ex. E(r,w) = E(z,w),
och nagon variation i x- eller y-koordinaterna férekommer ej.

Vi skriver ut Maxwells faltekvationer i de rétvinkliga komponenterna, och vek-
torernas komponenterna betecknar vi med index z, y och z. Rotationen av filten E

65
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och H i de vanstra leden bidrar med endast en z-derivata. Resultatet blir:

d d

E,(z) =iwB,(2) H,(z) = —iwD,(2)

- .
d%Ex(z) —iwB,(z) %Hx(z’) = —iwD,(z) (4.1)
0 =wB,(z) 0= —wh.(2)

De konstitutiva relationerna for ett allmént bi-anisotropt material ges av sam-
banden (3.8), se sidan 39. Dessa &r

D:eo{e-E+nos-H}

1
B:C—{C'E+U0M'H}
0

dér impedansen for vakuum 7y = +/po/€o. De fyra dyaderna €, €, ¢ och p dr kon-
stanta funktioner i rummet pga. att vi antagit att materialet &r homogent. Dyaderna
kan daremot bero pa vinkelfrekvensen w.

Maxwells faltekvationer &r totalt 6 stycken ekvationer och sammanlagt 12 falt-
storheter. Med hjélp av de konstitutiva relationerna kan vi eliminera de elektriska
och magnetiska flédestétheterna, D och B. Aterstar efter denna elimination 6 filt
och lika manga ekvationer. Vi observerar dessutom att de tva sista likheterna i (4.1),
D, =0 och B, =0 (w # 0), innebér ytterligare villkor, som kan utnyttjas for att
reducera antal ekvationer och falt ytterligare. Vi kan t.ex. vilja att ur falten, E och
H , eliminera z-komponenterna, F, och H,. Detta ger oss totalt fyra obekanta, som
vi skriver

Eoy(2) = 85, (2) + 95,(2)
H,,(z) =2H,(2) + yH,(2)

eller uttryckt som kolonnvektorer

_ (Ea(2) _ (Ha(?)
[E]a:y (2) - (Ey(2>) [H]my (Z> - (Hy(Z)
Liknande beteckningar infors for de elektriska och magnetiska flodestiatheterna,
dvs. D,,, respektive B,,,.

Det &r lampligt att skriva de tva forsta ekvationsparen i Maxwells faltekvationer,
(4.1), 1 dessa nya beteckningar pa foljande sitt:

d [ E.(z) ) : (—J 0) ( B.,(z2) )

— =W . 4.2

7= (e 0 ) \nDuy(2) 42
déar 0 ar nolloperatorn i tva dimensioner och J den tvadimensionella linjara operator,
som verkar pa en vektor i z-y-planet, och som har foljande matrisrepresentation:

=7 )
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Detta svarar mot en rotation i z-y-planet av 90°. Notera att J-J = —I, déar I ar
identitets-operatorn i tva dimensioner. Ett alternativt sitt att representera denna
rotation ges av

J-a=zxa

Ett kompakt sdtt att presentera denna transformation &ar
J=2x1

dar I &r identitets-operatorn i tre dimensioner (eller tva dimensioner eftersom z-
komponenten &ar betydelselos i detta sammanhang).

Dyaderna €, i, & och ¢ kan uppdelas m.a.p. vagutbredningsriktningen z. Vi har,
mha. uppdelningen (B.2) pa sidan 174 i appendix B, féljande representation:

€=€, | +t2€,+€ 2+ 26c,,2
H=H, | 20, + 2+ 202
§=&  +26.+&§, 2+ 262
C:CLL+2CZ+CJ_2+’%CZZ’%

(4.3)

Hér ar €, en dyad med endast z-y-komponenter. Vektorerna €, och €, har ocksa
endast komponenter i z-y-riktningarna. Liknande férhallande géller for de G6vriga
dyaderna och vektorerna i de konstitutiva relationerna. I Maxwells faltekvationer,
(4.2), kan vi nu eliminera de elektriska och magnetiska flédestétheterna D och B.
Vi har att D,, och B,, ér

ny = € {GJ_J_ : Ezy + GJ_EZ + 770€J_J_ : H:ﬂy + 770€J_Hz}

1
B, = co {CLi - Eoy+CLE: +mopey | - Hoy+mopy H.}

Inséttning i (4.2) ger

i Eq,y Y —J 0\ (Cri-Euy+nopy, - Hyy
dz UOHl“y Co 0 J €1 E:vy + nUﬁLL ' Hwy

L@ (T 0 QLB Ao H
Co 0 J eLEz + UofLHz

(4.4)

Med uppdelningen, (4.3), kan vi skriva de tva sista likheterna i Maxwells falt-
ekvationer, (4.1), dvs. D, = 0 och B, = 0, pa foljande sitt:

€ Ezy +e B+ k., - Hafy +no&.-H. =0
Cz : Emy + CZZEZ + oM, - H:py + TIOszHz =0

vilket ocksa kan skrivas i matrisform

(@:z é.zz) ( Ez ) — _ (62 : Emy +770€z : sz)
sz Hzz 770Hz Cz : E;ty + oM, - Ha:y
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Los ut E, och H, ur dessa ekvationer. Resultatet blir

( Ez ) — _ 1 (Mzz _gzz) (ez'Emy+7]0£Z'ny) (45)
770HZ €2zflzz — fzzgzz _CZZ €22 Cz : Eacy + oM, - HIZJ ‘
Vi noterar omedelbart att vektorerna €., §,, ¢, och p, avgor om det elektriska eller
det magnetiska falten har nagon z-komponent, dvs. en komponent i vagutbrednings-
riktningen.

Maxwells faltekvationer, (4.1), reduceras nu till ett 4 x4 system av forsta ordning-
ens ordindra differentialekvationer for E,, och H,, genom att eliminera F, och H,
i (4.4). Detta ér den s.k. fundamentalekvationen for en-dimensionell vagutbredning
i helt allménna bi-anisotropa material. Resultatet blir

dz \NoH 3y (2) co \W3z Wy noH 5y (2) .
diar W;, ¢ = 1,2,3,4, ar fyra enhetslosa tva-dimensionella dyader. Deras explicita
utseende &r

( W1 —_J. CJ_J_ + J- (CL (:U’Zzez _egzljc,z)__g P”CL (szez - €zzcz>>

Wo=-J-pu, | + T (CJ‘ (,Uzzfz - 5eru‘z) — My (szsz - ezzuz))

€zzllzz — €ZZCZZ
< J- (EL (Mzzez - £ZZCz> - €L (CZZEZ - 622Cz>> (47)

Wamdren = eoatioe — £l

J- 2282 = SzzMz) T 228, — €z,
W,=J-¢ | — (€1 (12§, — & H)_ £, (C.:€ €2210,))
\ €zzllzz Szzsz

Observera, att uttrycken i téljaren i dessa definitioner ar dyaduttryck, t.ex. kom-
binationen ¢ | pt..€,.

Flera fall &r av speciellt intresse. For isotropa material, € = €I, u = ul och
£E=(¢=0, far vi

W;=0
W, =—-Ju
W3 = J¢
W,=0
Anisotropa material, £ = { = 0, ger
(W, =0

J- .
W2:_J'MJ_J_+A

zz

J- .
Ws=J-€ | — cLe

zZz

W,;=0

\
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medan biisotropa material, € = €I, p = pl, & = €I och ¢ = (1, ger

W; =-J¢

W, =—-Ju

Wi = Je
= J¢

Ekvation (4.6) ger det allménna uttrycket pa fundamentalekvationen. Vi kommer
nu i de foljande avsnitten att férst undersoka vagutbredning i det enklaste fallet, de
isotropa materialen, darefter vagutbredning i mer och mer komplicerade material,
men forst behover vi definiera nagra fysikaliska storheter.

4.1.1 Plana vagor

Losningen till fundamentalekvationen, (4.6), ett system av homogena, ordinéra dif-
ferentialekvationer med konstanta koefficienter, bestams av egenvérdena till koef-
ficientmatrisen. Om vi betecknar dessa egenvérden med [,,, m = 1,2,3,4 kan vi
teckna den allménna losningen till (4.6) som

4
( E:vy(Z7W> ) — Z ( mey(W) )ellm(w)koz
UOny(Z, w) m—1 UOmey(w)
dér ko = w/co och { Epy (w), noH ey (w) } &r egenvektorn! svarande mot egenviirdet
I De fysikaliska, tidsharmoniska falten blir

Eqpy(z,t) may(W) ) (Lo (w) k02—
R Ty (I (w)koz—wt)
(nOny Z t ) Z ¢ { (nOmey< ) ¢

Varje term i summan kallas en egenmod, egenmodlosning eller enbart mod till
vagutbredningsproblemet.

Denna typ av losningar till Maxwells féltekvationer, som bara beror pa en rums-
koordinat, kallas allmént plana vagor (e.g. homogena plana vagor), eftersom falten
har samma virde pa ett plan z = konstant.?

En rad definitioner visar sig nu lampliga att infora. Produkten av ett egenvirde
lm till koefficientmatrisen i (4.6) och ky kallas den plana vagens wvagtal. Vagtalet,
som betecknas med k, dr ett komplext tal med real- och imaginérdel.?

k(w) = lw)ko = k. (w) + ik;(w)

Losningarna kan vi skriva som

Exy Z, t m;py( ) i(km (w)z—wt)
(WOHa:y (z,t ) Z fe { (770Hmwy(w) ‘

1Vi antar att egenvektorerna spinner upp C*.

2Mer allm#nna plana vagor, som utbreder sig lings en fix godtycklig riktning, gors ofta. Detta
allménna fall kan dock med lampligt val av koordinatsystem alltid aterféras pa var 16sning,.

3Vi undertrycker ofta mod-indexet m for att inte fi klumpiga beteckningar om det inte #r
viktigt fér behandlingen.
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Varje komponent av detta uttryck kan skrivas som
Re {A(w)ei(k(w)z_‘“)} = |A(w)| cos (k(w)z — wt + a(w)) e ki)
= |A(w)| cos B(w)e i)
dér ‘
Aw) = |A(w)[e)
Funktionen #(w) = k,(w)z — wt + a(w) kallas komponentens fas. Den plana vagens
ddmpning bestdms av egenvérdets imaginérdel, dvs. k;(w):s tecken och storlek.

Skall den plana vagen utbreda sig utan ddmpning krivs att vagtalet k(w) &r
reellt vilket kan uttryckas som

k*(w) >0 (4.8)
Lat z vara avstandet fran origo till ett plan med konstant fas vid en viss tid ¢.
Vid en senare tidpunkt ¢ + At dr avstandet till planet z + Az och givet av
krz—wt + a(w) = k(2 + Az) —w(t + At) + a(w)
vilket betyder att vagen utbreder sig langs z-axeln (positiva eller negativa riktningen
beroende pa om k, dr positiv, respektive negativ) med en hastighet v definierad av
18 el
A/ A
Hastigheten v kallas den plana vagens fashastighet. Ofta anvéinds beteckningen bry-
tningsindex n definierat av

_ G _ CO|kr‘

vl
Plan z = konstant som &r separerade med avstandet A\, dar A = 2x/|k.| > 0,
har ocksa samma filt (sanir som pa en dimpfaktor e %i*) vid en given tidpunkt ty

expi [kr (Z + )\) i wt] — eikrz\ei(krszt) — ei(krszt)

Avstandet A\ kallas den plana vagens vagldngd. Vagen utbreder sig saledes i +2:s
riktning med hastigheten v, frekvens w/27r och vaglangd 27 /|k,|.

For modlésningarna géller att E,,,,(w) och H,,,,(w) &r relaterade till varann.
Fran (4.6) far vi att for varje mod géller sambandet

b (parr2 ) = (0 W) (a2

K
UOHm:cy(w) - VV2_1 ’ {k_o:[ - Wl} : Em:cy(w> - Ym . Ema:y(w)

eller

» (4.9)

ko

dér Y,, och Z,, & modens (relativa) admittansdyad, respektive impedansdyad.
Det récker saledes att berdkna E,,,,(w) (eller H,,,,(w)) for varje mod. Vektorn
H,,  (v) (E,,,(w)) bestims sedan av dessa uttryck. Den aterstaende komponenten
av moden, E,,.(z,w) och Hy,,(z,w), ges sedan av (4.5).

mey(w) = ng ' { I- W4} . Uonmy(W) = Zm : 770me3/(°”)
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4.2 Isotropa material

De isotropa materialen uppvisar de enklaste vagutbredningsfenomenen. Ett isotropt
material karakteriseras av de konstitutiva relationerna

e=-¢l ¢=0

po=pl £=0
dédr € och p &r tva komplexa skaldrer, som beror pa vinkelfrekvensen w. De fyra
enhetslosa tva-dimensionella dyaderna W, i = 1,2, 3,4, 1 (4.7) far f6ljande utseende:

W1:0 W3:€J
WQI—,LLJ W4:O

Koefficientmatrisen i (4.6) blir saledes

0 0 0 u
0 0 —u O
0 — 0 O
e 0 0 O

Matrisen har de dubbla egenvirdena

{ =1y = (ep)"?

ls =1y = — (en)'/”

Grenen pa kvadratroten i detta uttryck véljs sa att imaginédrdelen &r icke-negativ.
Denna gren kommer att anvindas genomgaende i denna bok.
De mojliga moderna i ett isotropt material dr saledes

E, (z,w)= Exy(w)eﬂkz
H, (z,w)= ny(w)eiikz

De tvadimensionella vektorerna E,,(w) och H,,(w) &r godtyckliga vektorer som
uppfyller (4.9). Det finns i det isotropa fallet inga restriktioner pa de méjliga polar-
isationstillstanden. Plustecknet i exponenten anger att vagen propagerar i positiva
z-riktningen, medan minus tecknet anger utbredning ldngs negativa z-riktningen,
och materialets vagtal dr (endast ett vagtal for isotropa material)

k‘(w) = ko (G(W>M(w))l/2 _ w <€(W),u(w))1/2

Co
Vidare galler att filten inte har nagon z-komponent, se (4.5).

E.(z,w)=0
H.(z,w)=10
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Vart falt E,, och H,, &r saledes hela filtet och vi kan ta bort indexet xy i var
analys. Vidare géller att sambandet mellan E och H ges av, se (4.9)

DI\ V2
E(z,w) =Fno ('l;((w))) J-H(z,w) = Fnon(w) - H(z,w) = FZ - noH (z,w)

elw 1/2
noH (z,w) = £ (,u((w))) J-E(z,w) = iﬁJ -E(z,w)=1Y - E(z,w)

(4.10)
eftersom J=1 = —J. Ovre (nedre) tecknet viiljs om vagen propagerar i positiva (neg-
ativa) z-riktningen. Materialets (relativa) vagimpedans betecknar vi med n(w) =

(u(w)/e(w))"?. Det isotropa materialets admittans- och impedansdyad ér

1
YW
Z =n(w)J

4.2.1 Reflektion mot plan skiljeyta

Den enklaste tillampningen pa vagutbredning i isotropa material utgor reflektion
av en infallande planvag mot ett isotropt material. Lat z = 0 vara skiljeyta mellan
tva isotropa material, se figur 4.1. Material 1, z < 0, innehaller kéllorna och karak-
teriseras av parametrarna €; och p;. Motsvarande materialparametrar i material 2,
z > 0, betecknas €3 och ps. Material 1 eller 2 behdver inte vara forlustfria, men i
allménhet har material 1 sma forluster sa att inte filten, som genereras av kéllorna,
dédmpas alltfor kraftigt utan kan propagera till skiljeytan.

Kéllorna i material 1 genererar ett infallande félt. De &r lokaliserade i volymen
2 < zg < 0 och antas generera ett filt i omradet zy < z < 0 som varierar endast som
funktion av z. I omradet mellan kéllorna och skiljeytan, 2y < z < 0, antar vi att
det totala elektriska filtet i material 1 bestar av tva termer, en infallande planvag,
E'(z,w), och en reflekterad planvag, E"(z,w).

E\(z,w) = E'(z,w)+ E"(z,w) 2 <2z<0 (4.11)

De bada falten ar

E'(z,w) = E'(w)e™*
i 20 < 2 <0
E"(z,w) = E"(w)e "™*
dér vagtalet i material 1 &r
w
ki(w) = o (e1(w)pa (w)) '

och vektorerna E'(w) och E"(w) #r tva komplexa vektorer som anger respektive
vags polarisationstillstand. Notera tecknen i exponenten, exp(4ik;,z), som anger i
vilken riktning vagen propagerar. Kéllorna till det infallande faltet ligger till vanster
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Isotropt material

[sotropt material

€2, [ -

z=0
Figur 4.1: Geometri for reflektion och transmission mellan tva isotropa material.

om observationspunkten z, medan det reflekterade faltets kéllor ligger till hoger om
observationspunkten.

Den infallande vagens amplitud och polarisation, E*(w), antas kiind, medan den
reflekterade vagens amplitud och polarisation, E"(w), &r okdnd. Det dr denna storhet
vi 6nskar bestdmma uttryckt i den infallande vagens amplitud E’(w).

Motsvarande magnetiska falt i omrade 1, z < 0, betecknar vi

H(z,w)=H'(z,w) + H (z,0)

Genom att utnyttja (4.10) far vi f6ljande uttryck pa de magnetiska filten i mate-
rial 1: 1
noH' (z,w) = ——J - E'(w)e™*
(z,w) ) (w)
1 .
nH" (z,w) = ———J - E"(w)e k17
(z,w) (@) (w)
dér material 1:s (relativa) vagimpedans m (w) = (p1(w)/€e1(w))
Det totala elektriska och det totala magnetiska filtets véirde vid gréansytan z = 0
i material 1 blir darfor

E (z=0,w) = E'(w) + E"(w)
1
m(w)

Zp<z<0

1/2

noH1(z =0,w) = J (E'(w)— E'(w))

I omrade 2, z > 0, ansétter vi pa liknande sétt ett elektriskt och ett magnetisk
falt. Eftersom vi antar att omrade 2 ar kéllfritt, &r endast en planvag, som propagerar
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i +z-riktningen, aktuell.

Ey(z,w) = Ete*2*
{ 2(2,0) z>0

Hy(z,w) = H'e™*

Det magnetiska faltet i material 2 uttrycker vi i motsvarande elektriskt falt, se (4.10).

1 )
noH'(z,w) = ng(w)J - E'(w)e*2* z2>0
dér vagtalet ko for material 2 &r
w
Falw) = = (ea(w)pa(w))'

och dess (relativa) vagimpedans 7o (w) = (s (w)/e2(w))".
Det totala elektriska och det totala magnetiska féltets virde vid gransytan z = 0

i material 2 blir
EQ(Z = 07(")) = Et(w)

1
noHz(z =0,w) = ——
12(w)
Pa skiljeytan z = 0 satisfierar filten randvillkor, se (1.13) pa sidan 7. Dessa &r

kontinuitet av det elektriska och det magnetiska féltets tangentialkomponenter. Vi
far foljande ekvationssystem (vi antar att ytstrommar saknas pa ytan).

J. E'(w)

E'+E =FE'
J- (B -E)="3.E
2

Losningen till detta system &r

vy @ M)
E<w)_7]2(w)+7]1(w>E( ) ( )E( )

2772(UJ) iw — Hw iw

(4.12)
E'(w) =

Vi noterar att den reflekterade, respektive transmitterade vagens polarisationstill-
stand inte har fordndrats. Falten har endast multiplicerats med en komplex konstant.
Dessa komplexa tal definierar skiljeytans reflektionskoefficient* r(w) och transmis-
sionskoefficient ¢(w).
T(Cd) _ UZ(W) _ nl(w)
n(w) + m(w)
_ 2mp(w)
n2(w) +m(w)

(4.13)

4Reflektionskoefficienten 7 kan lika vil uttryckas som koefficienten framfér motsvarande mag-
netiska fialt. Detta ger samma uttryck pa reflektionskoefficienten sa nér som pa tecken. Notera att
detta giller ej for transmissionskoefficienten (en faktor 7, /no skiljer).
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Dessa uttryck anger hur stor del av den infallande vagens amplitud som reflekteras
tillbaka i omrade 1, respektive transmitteras in i omrade 2. Notera att

Effektflodestédtheten hos den infallande vagen och den reflekterade vagen kan
uttryckas i den komplexa amplitudvektorn E'(w), respektive E"(w). Speciellt géller
pa skiljeytan z = 0 att

.

<Si{t)> (2 = 0,0) — %Re (B = 0,w) x H*(= = 0,w))}
_ LRe{ ! gy« Ei*(@}

210 (W)

:L]Ez |Re{ }

<S.(t)> (z=0,w) = —Re {E"(z = X H™(z =0,w)}

_ _2%70 Re {@Er(w) <3 E”(w)}

_ —2%70 B ()" Re {m(lw) } :

Kvoten mellan effektflodestitheten hos den reflekterade och infallande vagen pa
skiljeytan z = 0 &r saledes lika med kvoten mellan motsvarande elektriska félts
absolutbelopp i kvadrat, och ligger till grund for definitionen av reflektans. Reflek-
tansen R definieras som

\

@) =mw) [

n2(w) +m(w)

—<8,t)>(z=0,w) -2 |E"(w)|
z

kW) = <Sit)>(z=0w) 2  |E()

4.2.2 Materialbestdmning med hjilp av reflektion

Det infallande filtet och det reflekterade faltet dr relaterat genom, se (4.11), (4.12)
och (4.13) . ' A '
E\(z,w) = E'(w)e* 4 r(w)E'(w)e /< (4.14)

dar
1— (e2(w))"?

1+ (e2(w))?

Vi har hér explicit antagit att material 1 dr vakuum (¢; = 1 = 1), och material 2
ar omagnetiskt (pg = 1).

Vart mal blir att bestamma material 2, dvs. ez(w), fran reflektionsmétningar.
En uppenbar méjlighet ar naturligtvis att fran reflektionskoefficienten r(w) berdkna
€2(w) som funktion av frekvensen. Det finns emellertid ett elegant sétt att bestimma

r(w) = (4.15)
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materialets susceptibilitetsfunktion, y»(¢), genom att gora analysen i tidsdoménen.
Ekvation (3.7) pa sidan 38 och dess invers

1 [ 4
t) = — ea(w) — 1] e “" dw
) =5 [ )= 1)
ger sambandet mellan dielektricitetsfunktionen es(w) och susceptibilitetsfunktion
X2(t) i material 2.

For att astadkomma denna materialbestdmning transformerar vi falten till tids-
doménen. De tidsharmoniska filten, som vi har analyserat i detta avsnitt, och mot-
svarande félt i tidsdoménen &r relaterade till varann genom en Fouriertransform.
For t.ex. féltet E, géller

E(z,w) :/ E\(z,t)e™ dt
med invers transform
1 [ »
E(zt)= by /OO E (z,w)e ™" dw

Om vi utnyttjar att inversa Fouriertransformen av en produkt &dr en faltning blir
det totala féltet i material 1, (4.14), f6ljande:

E | (z,t) = E'(t —z/co) + E"(t + z/cy)

dér det reflekterade och det infallande féltet &r relaterade till varann genom falt-

ningen
t

E'(t) = / R(t —tE'(t')dt'

—0o0

Har ges reflektionskdrnan R(t) av

R(t) ! /00 r(w)e” ™! dw

:% N

Pa grund av kausalitet &r reflektionskérnan R(t) =0 da ¢t < 0.
Fran ekvation (4.15) kan vi 1osa ut (es(w))"/?. Resultatet blir

vilket vi kvadrerar och skriver som
ez (w) (1 + 7 (w) + QT(w)) =1+7r}(w) —2r(w)

eller
(e2(w) — 1) (1 + 7 (w) + 2T(w)) +4r(w) =0



Avsnitt 4.2 Isotropa material 77

I tidsdomé&nen blir detta samband

x2(t) + /Ot K(t—t)x2(t") dt' = F(t) (4.16)

dar
K(t) = 2R(t) + / R(t —t")R(t") dt’

F(t) = —4R(t)

Om reflektionskdrnan R(t) dr kénd fran experiment, dvs. K (t) och F(t) kinda funk-
tioner, dr (4.16) en Volterras integralekvation av andra slaget. Denna ekvation &r
latt att 16sa numeriskt, se appendix C, och ys kan bestdmmas enkelt.

Exempel 4.1
Flera exakt losbara exempel finns. Vi ger hér utan hiirledning® tva exempel pa reflektion-
skiirna R(t) och tillhérande susceptibilitetsfunktion xa(t).

Debyemodellen ér exakt 1osbar (o > 0 och 5 > 0).

x2(t) = 2aH (t)e Pt
I (at)e= (Bt

R(t) = —H(t) t

dir I #r en modifierad Besselfunktion® av ordning 1, och H(t) Heavisides stegfunktion.
Ett annat exempel pa exakt 16sning &r en modifierad Debyemodell (o > 0 och 5 > 0).

x2(t) = o2H(t)te P!

R(t) = —2H(t)e—ﬁt‘]2(to‘t)

dér Jo #ér Besselfunktionen av ordning 2. il

4.2.3 Reflektion och transmission mot &dndlig platta

I fallet med en platta av dndlig tjocklek d blir analysen mycket analog den i av-
snitt 4.2.1. Geometrin visas i figur 4.2.

I omrade 1 och 3 ansétter vi, som i avsnitt 4.2.1, ett infallande, ett reflekterat
falt och ett transmitterat falt, dvs.

Ei(z,w) = E'(z,w) + E"(2,w) = E'(w)e @) L E"(w)e ™M@= 5 < 2 <0

och '
E5(z,w) = El(w)e*@E=d 5 5 ¢

5Losningen till dessa exempel kan visas med Laplace-transformteknik.

6Modifierad Besselfunktion av ordning n, I,,(z), kan definieras mha. Besselfunktioner av ordning
n, Jn(z), med ett argument som #r roterat 90° i det komplexa talplanet, dvs. multiplicerat med
den imaginédra enheten i.

I,(2) =i " J,(iz)
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[sotropt material

Figur 4.2: Geometri for reflektion och transmission mot en platta.

Vagtalet ki &r végtalet for material 1, ki (w) = w (e1(w)p(w))? Jco och ks dr
vagtalet for material 3, ks(w) = w (e3(w)ps(w))*’* /co. Notera att vi normerat filtet
sa att E3(z = d) = E'. Denna normering ger enklare uttryck i vara berikningar.
Motsvarande magnetiska falt blir (utnyttja (4.10))

nOHl(Z7w) = nOHi(Zaw) + UOHT(Z%W)
1 ) ) 1 .
= J.- E(we**— — J. E(we™* 2, <z2<0
m@)? Bl — ot B ’

och

1 .
noH3(z,w) = WOHt(Z7W) =—J- Et(w)em?’(z_d) z>d
n3(w)

dir materialens (relativa) vagimpedanser ar 1, (w) = (u1(w)/e1(w))"?, och n3(w) =

(13(w) fes(w)) /2.

I omrade 2 maste vi anséitta ett elektriskt filt bestaende av planvagor, som
utbreder sig i bade positiva och negativa z-riktningen eftersom vi har skiljeytor
bade till hoger och vénster om observationspunkten, dvs.

Ey(z,w) = ET(2,0) + E™ (z,w) = E*(w)e™@? 4 B~ (w)e *2@?* (<2 <d

Vagtalet ks dr vagtalet for material 2, ky(w) = w (€2(w)pz(w))"? /co. Det magnetiska
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faltet 1 omrade 2 blir
770H2(27 w) = 770H+(Z>W) + TIOH_(Zv w)
1 1

_ .t W eikzz .
~ ) FWT 0

J-E (we ™* 0<z<d

dér material 2:s relativa vagimpedans ns(w) = (s (w) /€2 (w)) /2.

I dessa uttryck dr amplituden hos det infallande filtet, E'(w), kiind medan de
fyra Gvriga amplituderna, E", E* och E', éir okdnda. I detta avsnitt &r vi frémst
intresserade av att berikna hur mycket som reflekteras mot och hur mycket som
transmitteras genom plattan, dvs. E" och E', utryckt i E’, skall beriknas.

Randvillkoren pa randytorna z = 0 och z = d leder till fyra ekvationer. Vid ytan
z = 0 galler

E'+E =E'+E-
J-(E-E) :%J- (Bt —E")
2
medan vid ytan z = d galler

E+6Zk2d + Efe—lk‘gd — Et

J- (E+6ik2d o Efe—ikzd) — @J . Et
3
Vi kan skriva om dessa ekvationer som ett ekvationssystem i de obekanta amplitud-
erma E"(w), E'(w), ET(w) och E~(w).

-1 1 1 0 E" E'
0 ekt ke 1| |E |7 |0
O e’ikgd _efikgd _n2 Et 0

n3
Vi eliminerar filten ET fran dessa ekvationer. Detta leder till
E'(w) = r(w)E'(w)
E'(w) = t(w)E'(w)

dér reflektionskoefficienten r och transmissionskoefficienten ¢ for hela plattan defi-
nieras pa samma sitt som i avsnitt 4.2.1. Efter lite algebra far vi

= Tl
r(w) = .
1 4 ro(w)rqg(w)e2ik2(@)d

) )
w) = .
1+ ro(w)rg(w)e2ik2(w)d

(4.17)

déar refektions- och transmissions-koefficienterna for de bada skiljeytorna z = 0 och
z = d betecknas ry och 74, respektive ty och t; och ges av (jamfor (4.13))

(N~ e M KR w ey
’l“d(u}) _ 773((,0) — 772((")) td(td) _ 2?73((,())
13(w) + 1 (w) n3(w) + m2(w)
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Notera att
t0:7”0—|-1, td:Td—i-l

Exempel 4.2
Specialfallet da vagimpedansen i material 1 och material 3 &r lika, 171 = n3, ar speciellt
intressant. I detta fall &r ro = —rg4 och vi far

1— e2ik2d

r=T0T"95 9514
1— rgemk:gd

2\ ikad
(1 —rge™
1 — r2e2ikad

m =13 (4.18)
t =

Reflektansen R definieras, som i avsnitt 4.2.1, som kvoten mellan reflekterad och in-
fallande effektflodestéithet pa skiljeytan z = 0. For ett material dér 71 = n3 dr R(w)

<S8 (t)> (2=0,w) - (—2)
RW) = =8> G =0.0) 2

=|r(w)f?

Under antagandet att 11, 12 och ko &r reella tal, far vi

CL2

= e

dar
a = 2rgsin kod

Vi ser att reflektansen beror pa plattans tjocklek d genom parametern a, se dven fig-
ur 4.3. Genom att ligga ett lampligt tjockt skikt av ett material pa ett annat mate-
rial kan saledes reflektionsfria ytor erhallas, se 6vning 4.1. Detta utnyttjas ofta inom
optiken for att astadkomma reflektionsfria glasytor. Andra viktiga tillampningsomraden
inom mikrovagstekniken dr radomer, som anvinds for att skydda antenner for vader och
andra skadliga effekter.

Dessutom kan vi nu definiera transmittansen T'(w) fér plattan som kvoten mellan den
transmitterade och den infallande vagens effektflodestéithet vid respektive skiljeyta. I fallet
m = n3 blir T'(w)

. <St(t)> (Z = d,w) - é3
<S> (2=0,w) - &3

Under antagandet att 11, 72 och ko ar reella tal, far vi

T(w) — Jt(w)]?

(1-13)?

ST e

Notera ocksa att i detta fall géller
Rw)+T(w) =1

vilket uttrycker effektkonservering. I material med forluster giiller inte detta samband. B
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1.0

0.8—

Reflektans
o (@]
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o
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|

o
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|

Figur 4.3: Reflektansen R som funktion av tjockleken d pa plattan.

4.3 Uniaxiala material

Vi kommer nu att analysera vagutbredning i ett nagot mer komplicerat material—
det elektriskt uniaxialt anisotropa materialet. De konstitutiva relationerna for ett
elektriskt uniaxialt material ges i ett kartesiskt koordinatsystem (z’,y/, 2') med 2z’
axeln parallell med den optiska axeln av (se tabell 3.2 och tabell 3.3)7

ew) 0 0
'@ =] 0 ew 0
0 0 e(w)

1] (W) = p(w) 1]

dér dielektricitetsfunktionerna e(w) och €, (w) ar skilda fran varandra och materialets
permeabilitet dr p(w). Materialet &r positivt (negativt) uniaxialt om e, > € (e, <€),
forutsatt att dessa storheter ar reella, sa att en storleksjamforelse kan ske.

Den optiska axelns riktning 2" uttrycker vi nu i ett kartesiskt koordinatsystem
(x,y,z), vars z-axeln &r riktad lings den riktning de plana vagorna utbreder sig.
Vi definierar tva sfiriska vinklar, o och (3, som parametriserar den optiska axelns
riktning, se figur 4.4.

~/ A . A . . ~
z =xsinacosf + ysinasin § + 2 cos

Matrisrepresentationen av dielektricitetsmatrisen, [€], 1 zyz-systemet far vi ge-
nom att similaritetstransformera motsvarande matris i 2'y’z’-systemet ovan. Resul-

"Den koordinatfria framstillningen av dielektricitetsdyaden for ett elektriskt uniaxialt material
med en optisk axel langs enhetsvektorn w &r

€(w) =€e(w) (I—an)+ e, (w)au
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Vagutbredningsriktning * *

Z/

Optisk axel

<

Figur 4.4: Definition av vinklarna « och [ for den optiska axeln.

eeo

tatet blir, se (B.4) och (B.5) i appendix B (notera invers transform)

€11 €12 €13 .

!
€21 €22 €3 | =[] = [R] [€] [R]
€31 €32 €33

sin8 cosacos( sinacosf e 0 0 sin 3 —cos 3 0
= | —cosf cosasinf sinasing 0 ¢ 0 cosacos cosasinfl —sina
0 —sina Cos & 0 0 e, sinacos3 sinasinf cosa

dar
(€11 = e(cos® acos? B +sin? B) + e, sin® a cos® 3

€12 = (e, — €) sin® avcos Bsin 3

€13 = (€, — €) cos asin acos 3
€21 = (e, — €) sin® avcos Bsin 3
€29 = €(cos? asin® B + cos® 3) + e, sin® asin® 3

€
€93 = (€, — €) cos avsin asin 3

€31 €, — €) cos asin acos 3

(
€390 = (€, — €) cosasin asin 3

€33 = €, cos® a + esin® a

Notera att [€] &r en symmetrisk matris.
Vi kan nu extrahera ut de olika komponenterna i dyaduppdelningen, se (4.3).



Avsnitt 4.3 Uniaxiala material 83

Resultatet ar

pyy = pl p, =0 £=0
p, =0 ooz = I ¢=0
Fran dessa samband kan vi identifiera de fyra dyaderna W,, i = 1,2, 3,4, se (4.7).

Resultatet blir
(W, = -0

Wo=—-J-p, =—pJ

1
WgZJ'GLL——J'ELEZ
€33

(W, =0

eller i explicit matrisrepresentation

Wil = <8 8) (W] = (_01 (1))
(W3] = <_€21 +eoest/ezs —eoz  easen/ 633) W, = (O O)

€11 — 613631/633 €12 — €13632/633

Matrisen [W3] kan forenklas.

Wll W12
W.l —
(W3l <W21 W22>

dar
4 ele, —
Wiy =— (e- sin2acosﬁsinﬁ
€33
€ ) ) .
Wiy = —— (ez(cos2 a + sin? o sin® B) + € sin? v cos? ﬂ)
€33
€ )
War = — (€.(cos® o + sin® a cos® B) + e sin® asin® 3)
€33
ele, — ¢
Woe = Q sin? o cos Bsinf = —Wyy
\ €33

Koefficientmatrisen i fundamentalekvationen, (4.6), far féljande utseende:

0 0 0 u
0 0 —u 0
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De fyra egenvirdena till matrisen ar

Grenen pa kvadratroten i dessa uttryck véljs sa att imaginédrdelen &r icke-negativ.
Tva vagtal forekommer i uniaxiala material, och dessa betecknar vi k, och ke,.

ko = jj—0<eu>”2 = o (ep)/?

w (e e\’
() e ()
Co €33 €33
Vi far tva mojliga fashastigheter (v = |w|/|k.|).

1

Re (ep)?
1 1

Veo = Co B /2 Co B 1/2
Re (22£) Re (et )
Fashastigheten v, kallas den ordindra vagens fashastighet, och har, som vi snart skall
se, egenskaper som &r nérbesliktade med vagutbredning i isotropa material. Den an-
dra fashastigheten, ve,, hor till den extra-ordindra vagen. Notera att det ordinédra
vagtalet dr oberoende av den optiska axelns riktning, medan den extraordinéra
vagens vagtal beror pa a—vinkeln mellan den optiska axeln och vagutbredningens
riktning. Daremot ar vagtalet oberoende av vinkel (3 eftersom problemet uppvisar
axiell symmetri kring optiska axeln.

Egenvektorerna till koefficientmatrisen i fundamentalekvationen, (4.6), bestdm-
mer polarisationstillstandet hos modlosningarna. Resultatet blir fyra typer av 16s-
ningar (tva olika 16sningar som propagerar i vardera +z-riktningarna).

o __ 10 L ~ +ikoz
{ E} (z,w) = E°(w) (=2 sin 3 + g cos ) e
eo __ 17eo IS Al +ikeoz
Exy(z, w) = E°(w) (xcosf +ysinf) e

Vo = Co

eller

E° (z,w) = E°(w)e et
{ ) (2w) = B°() o

E2 (z,w) = E*(w)éce™ " *

dar vi infort tva enhetsvektorer, e, och é.,, den forsta ligger vinkelratt mot, och
den andra i, det plan som spénns upp av z-axeln och den optiska axeln, se figur 4.4.

€co = X cos B+ ysinf
€, = —xsinf + ycos

Notera att
€oo X €, = Z
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sa vektorerna {€q,, €, 2} bildar ett orto-normerat hégersystem. Vektorn E7 (z,w)
ar saledes vinkelrit mot och E;‘;(z, w) &r parallell med planet som spanns upp av
z-axeln och den optiska axeln.

Motsvarande magnetiska félt ges av (4.9). For uniaxiala félt géller

1/2
(0] €(w> (0] (0]
WH®, (2,0) = + ( ) JES () = £Y, - B (2,w)

p(w)
T (4.20)
WS () =% ()3 B 0) = 4 Y By ()
€334
eftersom J~' = —J. Ovre (nedre) tecknet viljs om vagen propagerar i +z(—z)-

riktningen, och det uniaxiala materialets admittansdyader &ar
Y, = (GM )1/2.1
pu(w)

e 1/2
Yeo = ( - > J
€33

Den aterstaende komponenten, z-komponenten, av det elektriska och det mag-
netiska filten ges av (4.5), som for uniaxiala material blir

(i) =22 (6 ) (0) == (50
noH. ezzp \0 €33 0 €33 0

vilket visar att det magnetiska filtet alltid saknar z-komponent for elektriskt uni-
axiala material (H;, (2,w) = H°(z,w)). For att avgora storleken av det elektriska
faltet langs utbredningsriktningen berdknar vi foljande skalarprodukt:

€, €, = (e, —€)cosasina (—cosFsinfF + cosFsinF) =0
{ (e: =) (— cos Bsin 3+ cos 3 sin 3) (21)

€co - €, = (€, — €) cosasina (COS2 B + sin? ﬁ) = (e, — €) cosasin
For den ordindra moden med vagtal
ko = ko (ept)*/?

saknar saledes dven det elektriska filtet z-komponent eftersom &, - €, = 0. Samman-
fattningsvis géller for dessa filt (EY, (z,w) = E°(z,w)), se figur 4.5

E°(z,w) = E°(w)éy et

(4.22)
eftersom J - e, = 2 X €, = —€,.
De elektriska och magnetiska flodestétheterna, D(z,w) och B(z,w), far vi sedan
genom de konstitutiva relationerna.

D°(z,w) = e - E°(z,w)
B°(z,w) = popH(z,w)
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Vagutbredningsriktning * z

Z/

Optisk axel

EO’ DO y

\HO,BO

Figur 4.5: Polarisationstillstandet for den ordinéra vagen.

Eftersom E°(z,w) endast har xz-y-komponenter far vi
€ - E°(z,w) =€, E°(z,w)+ 2€.- E°(z,w) =€, | - E°(2,w)
eftersom e, - €, = 0. Da dessutom
€| "€, = €e,

far vi

D°(z,w) = ¢eE°(z,w)
B°(z,w) = popH(z,w)

Detta polarisationstillstand paminner om polarisationstillstandet i ett isotropt ma-
terial, ddrav namnet ordinér vag.
For den extraordinidra moden, som har vagtalet

ce 1/2
keo = kO < ZM)
€33

ar situationen nagot mer komplicerad. For det elektriska och magnetiska falten géller
pa samma sétt som for den ordindra vagen att (se dven figur 4.6)

Eeo(z’w) _ (éeo _ 2(62 - 6) cosasina) Eeo(w)eiikeoz

€33

ce. \ /2 ce. \ 12 "
H*(z,w) =+ ‘ J-EY(z,w) == ‘ E°(w)e e
wH0) = (253 B = £ () pow

(4.23)
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Vagutbredningsriktning * z

Z/

Optisk axel

HGO, BeO

Figur 4.6: Polarisationstillstandet for den extraordinira vagen.

eftersom J - €, = Z X €¢o = €,. Vi har hir anvéint (4.21) for berikning av F.-
komponenten. Det elektriska filtet har en z-komponent utom i specialfallen o =
0,7/2,.

De elektriska och magnetiska flodestatheterna, D(z,w) och B(z,w), far vi sedan
genom de konstitutiva relationerna.

D*°(z,w) = epe - E*°(z,w)
B®(z,w) = puopuH*(z,w)

Foljande operation dr av intresse for att forenkla D(z,w):

€ (éw — 2(62 —€) COSO(SIIIO()
€33

=(eL L +2€ +€ 2+ 26332) (€0 — é(ﬁz —€) COSOzsma)
€33

(€, —€)cosasina .

— 2(€e, — €) cosasin

=€| | "€go T ZE, - €, — €]
€33

= (Ez sin? o + € cos? a) €eo + 2(e, — €) cosasina — (e, — €)? cos? asin® a—&,

€33
N . €€,
— z(e, —€)cosasina = —€,
€33
De elektriska och magnetiska flodestatheterna, D(z,w) och B(z,w), blir dérfor
D*(z,w) = eogEeo (z,w)
) xyY )

€33
B®(z,w) = uopuH®(z,w)
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Vi ser att de elektriska och magnetiska flodestétheterna, D(z,w) och B(z,w), alltid
saknar z-komponent i ett elektriskt uniaxialt material—ett faktum som redan (4.1)
visade.

Fran analysen ovan ser vi att en plan vag som utbreder sig i ett uniaxialt material
med fashastighet v, eller ve, maste vara linjéart polariserad (forutsatt att materialet
ar passivt, och utom i specialfallet da den optiska axeln &r parallell med z-axeln,
da vagen kan vara godtyckligt polariserad). Det allménna fallet &r en superposition
av en ordindr och en extraordindr vag, som utbreder sig med olika fashastighet
i materialet och med olika (linjir) polarisation. Den ordinéra vagen utbreder sig
med fashastigheten v, och E-filtet polariserat vinkelrdtt mot det plan som spédnns
upp av optiska axeln och utbredningsriktningen 4+2. Den extraordinira vagen har
fashastigheten v., och FE-filtet polariserat i det plan som spénns upp av 2z och
€. En vag som triffar ett uniaxialt material delas upp i tva linjarpolariserade
vagor (en i z-éq,-planet och en vinkelrdtt mot detta plan), som fortplantar sig med
olika fashastighet. Detta fenomen kallas dubbelbrytning® (birefringence eller double
refraction 1 anglosaxisk litteratur).

Exempel 4.3

Berékna vinkeln v mellan den ordindra och den extraordinira vagen i ett forlustfritt,
uniaxialt material, som funktion av vinkeln a, som anger vinkeln mellan z-axeln (utbred-
ningsriktningen) och den optiska axeln, se figur 4.4. Bestdm det maximala vérde, Ymax,
vinkeln v kan anta for ett givet material och vid vilken vinkel ag detta intriffar.

Losning: Lat vagorna propagera i +2-riktningen. Materialet antas vara forlustfritt
varfor €, €, och p &r reella storheter. For enkelhets skull antar vi vidare att de &r posi-
tiva storheter. Med hjilp av (4.22) fér den ordinéra vagen kan vi teckna effekttransporten

< S(t) >.
1 1 1
<S(t) >= S Re{Ex H'} = —2\/30 X €eo | E°|* = 2\/E|EO|22

For den extraordindra vagen giller, se (4.23)

1
<S(t)>= §Re{E x H*}
1 (éeo B 2(62 —€) cosasina) X & | €2 o2
2 €33 €3340
1 B .
1 <2 b éu (e, —¢) cosasma) €€, o2
2 €33 €334

vilken har en é..-komponent vinkelrdtt mot utbredningsriktningen, som sker i +2z-rikt-
ningen.

8Den foérste som beskrev detta optiska fenomen var dansken Erasmus Bartholinus (1625-98). En
seglare hade fran Island fort med sig nagra fina kristaller (kalkspat). Bartholinus fann att om ett
litet foremal betraktades genom kristallen uppstod tva bilder av foremalet. Detta finns beskrivet
i Experimenta cristalli Islandici disdiaclastici, 1669.
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| | | |
0 20 40 60 80

Figur 4.7: Vinkeln v mellan ordinér och extraordinér vag i uniaxialt material som
funktion av vinkeln « for olika vérden pa €/e,.

Motsvarande normerade riktningar &r

So=2 (ordinir vag)

. 2 (ez cos? a + esin® a) + €eo(€; — €) cos asin .
Seo = > (extraordinir vag)
V€2 cos? a + €2 sin® o

ty lingden av <S(t)> i kvadrat for den extraordinédra vagen &r proportionell mot

(€5 cos? a + esin? @)? + (e, — €)?sin® arcos® a

2 2 2

= €2 cos? a(cos® a + sin? a) + €2 sin 2

2
z

2

a(sin? o + cos? a) = €2 cos® a + 2 sin a

Vinkeln mellan de bada riktningarna &r -y, dér v bestims av
€, cos? a + esin? a

Ve2cos? a+ e2sin a

COSY = 8¢ * Seo =

Infér § = €/e, # 1, och vi far slututtrycket pa vinkeln v som funktion av vinkeln o.

cos? o + fsin® a
Vcos2 a + 32 sin’ o

cosy =

Vi ser att denna vinkel v &r noll for & = 0 och 7/2. Diaremellan antar vinkeln ~ vérden
mellan 0 och ypax, se figur 4.7.
Bestdm den maximala vinkeln, vax, genom differentiering.

d(cosy) —2cosasina+ 203sinacosa

doc Vcos2 a + 32 sin? o
(—2cos asin a + 23% sin a cos a) (cos? a + Bsin? @)

_ -0
2(cos? a + 32 sin? a)3/2
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Amne € €, €, —¢€ | ez —€|/(€.+€) | Vmax I

Is 1.7137 | 1.7174 | 0.0037 0.0011 0.06° | 45.03°
Kalkspat 2.7503 | 2.2094 | -0.5409 0.1091 6.26° | 41.87°
Natruimnitrat | 2.5135 | 1.7873 | -0.7262 0.1689 9.72° | 40.14°

Tabell 4.1: Exempel pa vinkelskillnad mellan ordinér och extraordinérvag for nagra
material. Frekvensen for dessa data ar A = 589 nm.

Detta medfor
(B-1)(B+1)
(3% — 1) (cos? a + Bsin® o)

|

(68— 1)(0052 o+ (% sin? )=

| =

eller forenklat
2(cos® a4 3*sin? o) = (B + 1)(cos® o + Bsin? @)

vilket ger
6—1 1

P53 B

Vinkeln o dir det maximala virdet antas dr darfor

ta 1 &
nog =4/—= =4/—
0 3 p

Utnyttja cosag = 1/4/1 +tan? ag och sinag = tanag/+/1 + tan? ag for att bestdmma

den maximala vinkeln vy ax.

tan? o =

2B 2\/ee
COSYmax — 7, —
1+8 e +e

eller

2_ ¢y _
Sin’YmaX = /1 — cos2 Vmax = \/(Ez + 6) €,€ _ ‘ez 6‘

€, +¢€ €, + €
Exempel pa denna vinkelskillnad visas i tabell 4.1. i

4.3.1 k-ytor

Det uniaxiala materialet antas vara forlustfritt i detta avsnitt, dvs. €, €, och p,
ar reella. Vi antar vidare att €, €, och p &r positiva storheter. Detta innebér att
egenmodernas tva mojliga vagtal

ko = kO\/a

€€ L
koo = ko D) )
€, COS“ @ + €81n”

ar ocksa reella, positiva storheter. Vinkeln a &r som tidigare vinkeln mellan den
optiska axeln och vagens utbredningsriktning.
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z (optiska axeln)

A

\j

Figur 4.8: De sfiriska vinklarna 6 och ¢ fér utbredningsvektorn k.

I de tidigare avsnitten har vi orienterat vart koordinatsystem i en sadan riktning
att den plana vagen propagerat lings z-riktningen. For att studera skillnader och
likheter mellan olika utbredningsriktningar dr det ibland lampligt att fixera koor-
dinatsystemet, sa att det ligger fixt i materialet, och i stéllet lata utbredningsrikt-
ningen variera. Vi véljer orientering pa koordinataxlarna sa att z-axeln sammanfaller
med den optiska axelns riktning. Detta innebér att egenmodernas rumsberoende inte
langre ar exp {+ik.z} eller exp {£ikeoz}, utan

exp {ik - r}

dar
k =k (xsinfcos¢+ ysinfsing + 2 cosb)

k, = ksinf cos ¢
k, = ksin0sin ¢
k, = kcos6

dér vinklarna € = « och ¢ ar de sfiariska vinklarna for vektorn k, se figur 4.8. Notera
att vinkeln § = a (o = vinkeln mellan optiska axeln och utbredningsriktningen).
I relationen ovan ar k antingen k, eller k.,, beroende pa vilken mod som avses.
Vektorn k &r en reell vektor (lingd k) som anger i vilken riktning den plana vagen
utbreder sig i var fixa koordinatsystem. § = 0 (f = 7) svarar mot vagutbredning i
+2z(-z)-riktningen.

Det ar lampligt att inféra en transversell komponent, k;, av k.

ki =ksint =, /k2 + k2
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{a = wA/ep/co
b=w+/ep/co

Figur 4.9: k-ytor for ett positivt uniaxialt material €, > e.

For den ordindra vagen kan vi skriva om lingden pa vektorn k* = |k|* = kZ + k?

Som
2

w
ki 4 k2 =k = = pe (4.24)
&0
Pa motsvarande sétt far vi for den extraordinira vagen
w? €€l W €€l

2 _
keo_ 2

ct €, cos? a + esin®

a e, cos?f+ esin®f

eller ) )
Co 42 Co ;2

k k=1 4.25

CUQIUEZ t + UJ2ILLE z ( )

Ekvation (4.24) dr ekvationen for en sfir med radie w,/p€/co i ks, ky, ko-rummet,
medan for den extraordinéira vagen ar (4.25) ekvationen for en sfiroid med halv-
axlar wy/Ji€;/co respektive w,/fi€/co. Dessa bada ytor kallas materialets k-ytor, se
figurerna 4.9 och 4.10. Avstandet till respektive k-yta vid en viss vinkel 6 ger de
mojliga vagtalen k, och ke, vid vagutbredning i denna riktning. Vi ser att i ett
positivt uniaxialt material utbreder sig den extraordinidra vagen langsammare &n
den ordinéra, dvs. vagtalet for den extraordinédra vagen ér storre én for den ordinéra.
I ett negativt uniaxialt material rader det motsatta forhallandet.

Planvagen utbreder sig i k-riktningen. Vi skall nu visa att effektflodestatheten
<S(t)> sker i en riktning som &r vinkelrit mot sfirens eller sfiroidens yta.? Malet
dr att visa att <S(t)>= ;Re{E(w) x H*(w)} ér vinkelrdt mot k-ytan.

9Vi kommer att visa att resultatet giller for allménna forlustfria anisotropa material. Se ocksa
ovning 4.6 for allménna férlustfria bianisotropa material.
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{a:w\/eﬁ/co
b=w+/eu/co

e.0. vag

Figur 4.10: k-ytor for ett negativt uniaxialt material €, < e.

Vi later k och k' vara tva vektorer pa k-ytan relaterade genom
kK'=k+ 0k

dar ok &r liten sa att dk &r tangent till k-ytan (detta &r sant i grinsen ok — 0).
Félten svarande mot k och k' ér E, D, B, H respektive E', D', B', H'. Filtens
variation mellan k och k + 0k definieras av

E' =E+J0FE
D' =D+6D
B'=B+6B
H =H +/H

Det fall som #r aktuellt att analysera har dr det forlustfria fallet, se (3.14) pa

sidan 46
e=¢€
p=pl

och dar vagvektorn k ar en reell vektor.

Forédndringarna i falten, t.ex. 0 E, fas ur Maxwells faltekvationer (3.2) och (3.3).
Eftersom faltets variation i rum och tid i detta avsnitt antas vara

E(k,w)expi{k - r — wt}
kommer Maxwells filtekvationer for filten E, D, B, H att fa foljande form:

k x E(k,w) =wB(k,w) (4.26)
k x H(k,w) = —wD(k,w) (4.27)
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ty V x E(r,t) — ik x E(k,w)expi|k-r — wt] och pa liknande sétt for V x H.
Det implicita rums- och tidsberoendet expi [k - 7 — wt]| &r underforstatt i dessa ek-
vationer. For filten E', D', B', H' giller pa samma sitt

(k + 0k) x (E + 6E) = w (B + 6B)
(k+0k) x (H + 6H) = —w (D + 6D)

eller om de kvadratiska termerna, 0k x 6 E och dk x § H, férsummas

0k x E+kx0E =wiB
ok x H*"+k x 0H" = —wiD*

dér vi utnyttjat Maxwells faltekvationer for falten E, D, B, H.
Multiplicera den forsta ekvationen skaldrt med H™ och den andra med E samt
subtrahera. Resultatet blir

H* (5k x E)+ H*- (k x 6E) — E - (6k x H*) — E - (k x 6 H")
—wH"*- 6B +wE - §D*

Vi utfor en cyklisk permutation av termerna i vénstra ledet och utnyttjar sedan ater
Maxwells fialtekvationer (4.26) och (4.27). Resultatet kan skrivas som

20k - (ExH")=w{H"-B+E-0D"—-0E-D"—0H"- B}
Med hjilp av de konstitutiva relationerna for anisotropa material, se (3.8) med
& = ¢ =0, far vi foljande ekvation:
20k - (E x H™)
:w{uQH*-u-5H+eOE-e*-(5E*—eoéE-e*-E*—,uocSH*-p,-H}
:wEO{n§6H~;ﬁ~H*+5E*-(—:T~E—5E-(-:*-E*—ng(SH*~p,~H}

Vi far saledes
20k - (E x H*)
= weo{(OH" ' H) R (SH" - - H) + (5E" - € - ) — (0B" - E)'}

Sitter vi in villkoret for forlustfria material, € = €', u = pf, ser vi att hogra ledet
ar en rent imaginér storhet (jfr z — z* = 2¢Im 2). Tar vi nu realdelen av ekvationen
ovan far vi

Re {0k - (E x H*)} =0

dvs.
dk- <S(t)>=0

och < S(t) > &r vinkelrdit mot k-ytan, se figurer 4.9 och 4.10. For den ordinéra
vagen (k-ytan dr en sfir) sker effekttransport och utbredning ldngs parallella rikt-
ningar. Daremot ar dessa riktningar skilda for den extraordinira vagen (utom i vissa
speciella riktningar, namligen 6 = 0, 7/2, 7).
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Uniaxialt material

Isotropt material

€1, 11 OptlSk axel

z2=0
Figur 4.11: Geometri for reflektion och transmission mot ett uniaxialt material.

4.3.2 Reflektion mot plan skiljeyta

I detta avsnitt behandlas reflektion och transmission mot ett uniaxialt material.
Material 1 antar vi dr isotropt medan material 2 antas ha uniaxiala egenskaper.

Figur 4.11 visar geometrin fér problemet. Vi later planet z = 0 vara skiljeytan
mellan ett isotropt material, z < 0, karakteriserat av materialparametrarna e; och
i1, och ett allmént uniaxialt material, z > 0. Det uniaxiala materialet karakteriseras
av materialparametrarna e, €, och p. Vi antar att det elektromagnetiska féaltet har
kallor i omrade 1 till vinster om planet z = 2y < 0. Dessa kéllor antar vi genererar
ett falt 1 omradet zp < z < 0 som varierar endast som funktion av z.

I material 1 ansiitter vi en infallande vag E’ och en reflekterad vag E".

Ei,,(2,w) = E'(w)e™ + E"(w)e ™ 2 <z2<0

Vagtalet ky dr vagtalet for material 1, k; = w (e;p1)"? Jco. Filten i material 1
har endast komponenter i x-y-planet. Det &dr lampligt att anvénda de vinkelrita
enhetsvektorerna €., och &, som komponentaxlar for vektorerna E' och E". Vi
ansatter

E' =e L. +eE.
E" =eE., + e L]
Enhetsvektorerna e, och é., definieras av
€co = X cos 3+ ysinfJ
€, = —xsinf + ycos
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dér 3 ar vinkeln mellan planet, som spanns upp av utbredningsriktningen z och den
optiska axeln, och z-axeln. Notera att €., x €, = 2.

Motsvarande magnetiska félts komponenter i material 1 pa skiljeytan (z = 0) ér,
se (4.10) (J-E=2x E)

1 . 1 . 1 1
NoH 1,,(z =0) = éq—FE,, — €co—E, — é,—E; + éc— L

o o

m m M m

diir material 1:s relativa vigimpedans ar n; = (u1/e;)".

I material 2 ansétter vi en allmén linjarkombination av de bada modlésningarna
(4.19). ‘ ‘
By, (2,0) = B (w)e™* + e,E°(w)e™* 2 >0 (4.28)

dar

w w €€ 1/2
ko = (Ey’)l/2 keo - — ( Z:U’)

Co Co \ €33
I material 2 &r det magnetiska faltet pa skiljeytan (z = 0), se (4.22) och (4.23)

ce 1/2 E 1/2
nOHQLBy(Z - 0) = é0 < = ) Eeo - éeo (_) EO
€334 o

Randvillkoren pa skiljeytan z = 0 (tangentialfilten for de elektriska och mag-
netiska filten ar kontinuerliga) ger ett ekvationssystem som har stora likheter med
tidigare analys i avsnitt 4.2.1.

(&) (50) - ()
Y] (%((;u))) Y] @%((5))) = [Ys] @ >
dir admittansmatriserna [Y;] och [Y5)] 4r
= (3 9) s ye &

Losningen till detta system ar

dér reflektionsmatrisen [r| (w) och transmissionsmatrisen [t] (w) &r

{ [r] (@) = ([Ya] + [Ya]) 7 ([Ya] = [Y2])
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med explicit koordinatrepresentation

dar ) N

. _1—771<633z#> rt B 2

eo 1/2 eo — 1/2
L+m <633Zu) L+m <$)
| L\ 12 \ 2

G (ﬁ) ° T 172
0 — 172 1+ m (i)

1+m (ﬁ)

och €33 dr relaterad till € och €, genom
_ 2 .2
€33 = €, COS” (x + €8S1n” «v

Reflektionsmatrisen [r] och transmissionsmatrisen [t] relaterar €.,- och é,-kompo-
nenterna i det reflekterade, respektive transmitterade elektriska féltet till motsva-
rande komponenter hos det infallande elektriska féltet. Vi ser att med vart val av
komponentrepresentation, é.,- och e,-komponenter, blir reflektionskoefficientens och
transmissionskoefficientens representation speciellt enkel da den &r diagonal. Andra
val av komponentaxlar, t.ex. - och y-komponenter, ger inte lika enkla och explicita
resultat.

Exempel 4.4
I detta exempel anpassar vi experimentella reflektionsdata for kristallin kvarts vid vinkel-
ratt infall med en Lorentzmodell med flera frekvenser. Kristallin kvarts kan i det infraréda
vaglingdsomradet modelleras med ett omagnetiskt elektriskt uniaxialt material. I vart
speciella exempel giller att den optiska axeln &r vinkelrdt mot utbredningsriktningen,
dvs. den ligger i skiljeytan. Reflektansen varierar som funktion av frekvensen och visas
i figur 4.12 for de tva olika polarisationsriktningarna pa det infallande filtet, dvs. den
ordinéira vagen och den extra-ordinira vagen.

En resonansmodell (Lorentz-modell) med flera frekvenser visar sig vara lamplig att
anvinda vid en anpassning till dessa reflektionsdata. En sadan modell for tidsharmoniska
vagor ar (M stycken resonanser):

En liknande modell anvéinds for €,(w). Materialet antas vara omagnetiskt, dvs. p = 1. 1
tabell 4.2 finns en uppséttning parametrar (resonansfrekvens wy;, kollisionsfrekvens v; och
plasmafrekvens wp,), som anpassar modellen till de uppmétta data. Notera att Lorentz-
modellen kan skrivas

M Lpé
woj
Elw) =€ — E
( ) X )‘012 1 - v Aog
1:1 )\2 - +ILWOZ )\
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20

L
[o] 'm)l
8 8

Figur 4.12: Experimentella data pa reflektansen R for kristallin kvarts vid
vinkelrétt infall. Vertikalaxeln visar reflektansen i % medan horisontalaxeln vis-
ar (vakuum-)vaglingden A i um. Den ovre figuren géller for den ordinédra vagen,
medan den nedre visar den extraordindra vagen. Punkterna anger de experimentellt
uppmaétta viardena och den heldragna linjen &dr en anpassning till resonansmodellen
med data enligt tabell 4.2. Figuren dr himtad ur W.G. Spitzer & D.A. Kleinman,
"Infrared Lattice Bands of Quarts”, Physical Review, 121(5), 1324 (1961).

vilket underléittar implementeringen av data i tabell 4.2. i

4.4 Gyrotropa material

Helt nya vagutbredningsfenomen uppstar i gyrotropa material. Ett viktigt exempel
pa ett gyrotropt material &r ett plasma (en joniserad gas) under inverkan av en
statisk magnetisk flodestdathet. Andra viktiga exempel finns inom vagutbredning i
ferrit-material, se 6vning 3.6.

Viktiga tillimpningar pa vagutbredning i plasma férekommer t.ex. inom radio-
och satellitkommunikation, eftersom jordens ¢vre luftlager ar joniserat. Radiovagor-
nas utbredning beror starkt pa detta joniserade skikt, och den statiska magnetisk
flodestathet fran det jordmagnetiska faltet.
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Ordinir vag Extra-ordinir vag
i | 1/ xo; (em™) | wp?/wo? | vifwo, i | 1/ X0 (em™) | wp?fwo? | vs/wos
1 1227 0.009 0.11 1 1220 0.011 0.15
2 1163 0.010 | 0.006 2 1080 0.67 | 0.0069
3 1072 0.67 | 0.0071 3 778 0.10 | 0.010
4 797 0.11 | 0.009 4 539 0.006 0.04
5 697 0.018 | 0.012 5 509 0.05| 0.014
6 450 0.82 | 0.0090 6 495 0.66 | 0.0090
7 394 0.33 | 0.007 7 364 0.68 | 0.014
€=2.356 €=2.383

Tabell 4.2: Dielektriska data for kvartsmaterialet. Dessa virden har erhallits ur
reflektionsdata i figur 4.12. Beteckningarna &r foljande: wy; &r resonansfrekvensen
(notera att det &r storheten 1/X\g; = wo;/2mcy som ges och inte vinkelfrekvensen), wy,
ar plasma frekvensen och v; dr mediets kollisionsfrekvens. Mediets optiska respons
ges av konstanten e. Virdena ar hamtad ur W.G. Spitzer & D.A. Kleinman, " Infrared
Lattice Bands of Quarts”, Physical Review, 121(5), 1324 (1961).

Typexemplet for ett gyrotropt material ar ett plasma under inverkan av ett
statiskt B-falt. I ett koordinatsystem dér den magnetiska flodestdtheten &r riktat
langs z’-axeln har de konstitutiva relationerna for tidsharmoniska filt foljande ut-
seende, se 6vning 3.5:1°

@)= —iel) o) 0| Wepem @)
0 0 ew)
dar
(0 =1- 5o
| -
-

19Den koordinatfria framstéllningen av dielektricitetsdyaden for ett elektriskt gyrotropt material
med B-filtets axel ldngs enhetsvektorn u &r

€w) =€(w)(I—au)+e.(w)ut — iJey(w)

didr J = @ x I ger en rotation av 7 /2 kring w-axeln.
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Materialets plasmafrekvens w, respektive gyrotropa (vinkel-)frekvens w, definieras av

N¢?
wp =] —
P meg

_ 15

w
g m

Detta ar identiskt samma definition av plasmafrekvens som anvindes i kapitel 2
for Lorentzmodellen. Elektronens laddning och massa ar q respektive m, och N é&r
antalet elektroner per volymsenhet. Notera att for elektroner dr w, < 0, pga. att
g < 0 och att €, ¢, och €, &r reella funktioner av w. I ett plasma, dér €, €, och €, alla
ir reella och p ocksa reell, ir materialet forlustfritt, ty € = €' och pu = pf, se (3.14).

De konstitutiva relationerna for ferritmaterial liknar de for ett plasma (4.29).
Den visentliga skillnaden ar att formen pa g och € byter plats for ferritmaterial,
dvs. p &ar pa den form som e ar for plasmat, se 6vning 3.6.

De konstitutiva relationerna, (4.29), liknar formellt de for det uniaxiala fallet.
Vi ser att z’-riktningen fungerar som en optisk axel for materialet, men nagot byte
av koordinataxlar, si att € blir diagonal, &r ej méjligt i det gyrotropa fallet.!!

De fria elektronerna i plasmat kommer under inverkan av det elektromagne-
tiska féltet att utfora en spiralrorelse utmed z-riktningen—det statiska B-filtets
riktning. Den gyrotropa frekvensen w, utgor ett matt pa spiralrorelsens radie (radi-
en=elektronens hastighet L B/|w,|).

Den magnetiska flodestiithetens riktning 2’ uttrycker vi nu i ett kartesiskt ko-
ordinatsystem (z,v, z), vars z-axeln &r riktad lings den riktning de plana vagorna
utbreder sig. Vi definierar tva sfiriska vinklar, # och ¢, som parametriserar den
magnetiska flodestéthetens riktning, se figur 4.13.

2 = &sinfcos ¢+ ysinfhsing + 2 cosd

Matrisrepresentationen av dielektricitetsmatrisen, [€], i xyz-systemet far vi ge-
nom att similaritetstransformera motsvarande matris i 2'y’z’-systemet ovan. Resul-
tatet blir, se (B.4) och (B.5) i appendix B (notera invers transform)

Y
/

€11 €12 €13
€21 €2 €3 | =[€ = [R]t [‘5]/ [R]
€31 €32 €33

sing cosf@cos¢ sinfcos@ e ieg 0 sin ¢ —Cos ¢ 0
= | —cos¢p cosfsing sinfsing —ieg € 0 cosfcos¢ cosfsing —sind
0 —sinf cos 0 0 e sinfcos¢ sinfsing cosd

HDet dr naturligtvis mojligt att infora komplexa koordinatriktningar sa att € far en diagonal
representation.
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Vagutbredningsriktning * &

Figur 4.13: Definition av vinklarna 6 och ¢ for den magnetiska flodestédthetens
riktning.

dar
(€11 = e(cos® § cos® ¢ + sin® @) + €, sin” § cos® ¢

€12 = (e, — €) sin? f cos ¢ sin ¢ + i€y cos 0
€13 = (€, — €) cos Osin b cos ¢ — i€, sinf sin ¢
€21 = (e, — €) sin® § cos ¢ sin ¢ — ie, cos 6

€20 = €(cos® fsin® ¢ + cos® @) + e, sin® fsin” ¢

€, — €) cos fsin fsin ¢ + i€, sin f cos ¢

= (e, — €) cos fsin O sin ¢ — i€, sin f cos ¢

(
€31 = (€, — €) cos Bsin B cos ¢ + i€, sin 6 sin ¢
(
€, cos’ 0 + esin® 6

\ €33 =

Notera att [€] 4r en Hermitesk matris om €, €, och ¢, &r reella vilket &r fallet for ett
plasma.

Vi kan nu extrahera ut de olika komponenterna i dyaduppdelningen, se (4.3).

Resultatet ar
€11 €12
€ = €
€1 1] <€21 622) €] = < 13)

€
e.] = < 31) €z2 = €33
€32
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Fran dessa samband kan vi identifiera de fyra dyaderna W;, i = 1,2,3,4, se (4.7),
som ingar i (4.6). Resultatet blir

(W, =-0
Wo=-J-p,, =—pJ

1
Ws3=J-€¢,, ——J €€,
€33

(W, =0

eller i explicit matrisrepresentation

W] = (8 8) (W) =u(_01 é)

(W3]

€11 — 613631/633 €12 — 613632/633

Vi forenklar matrisen [W3].

Wll W12
W p—
(Wl (W21 Wm)

dér
( Wiy — i€, cos B + (2 — ee, — e?) sin? @ sin ¢ cos ¢
€, cos2 6 + esin® @
W ee.(cos? 0 + sin® 0 sin® ¢) + €2 sin® 0 cos? ¢ — €2 sin® f cos ¢
e €, o826 + esin® 6
W ee.(cos® 0 + sin® 0 cos® @) + € sin® 0 sin® ¢ — €2 sin” 0 sin” ¢
2 €, cos2 0 + esin® 0
Wiy = i€, cos — (€2 — ee, — 63.) sin? @ sin ¢ cos ¢
L €, cos2 0 + esin? 0

Notera att Wy nu inte ar lika med —Wy; vilket var fallet i det uniaxiala fallet.

4.4.1 Vagutbredning lings speciella riktningar

Vi ngjer oss héir med att underscka specialfallen med vagutbredning parallellt med,

respektive vinkelréitt mot B-filtet. Dessa speciella riktningar svarar mot 6 = 0, 7 /2.
Vi borjar med specialfallet 8§ = 0 vilket svarar mot vagutbredning parallellt med

B-filtet. Koefficientmatrisen i (4.6) far f6ljande explicita utseende, se (4.30):

0 0 0 u
0 0 —u O
g —¢ 0 0
€ 1, 0 0



Avsnitt 4.4 Gyrotropa material 103

De fyra egenvirdena till matrisen ar

{ b=l = (nle + )"
Iy = —ly = (u(e —¢,))"?

Tva vagtal forekommer vid vagutbredning parallellt med den magnetiska flodes-
tatheten i gyrotropa material.

w

ks = 2 (e )% = ko (e £ )" (431

Egenvektorerna till koefficientmatrisen i fundamentalekvationen, (4.6), bestdm-

mer polarisationstillstandet hos vagutbredningens modlosningar. Egenmoderna &r
cirkulért polariserade vagor. Resultatet blir fyra typer av 16sningar.

{ Eiy(z,w) = Ft(w) (& — ig) oLk
E (Z, W) = E_(w) ({B + Z@) pEik—z

xy

(4.32)

Vi ser att planvagen, som propagerar i +z-riktningen, #r en LCP-vag, (& — iy),
om vagtalet dr ky och en RCP-vag, (& + iy), om vagtalet dr k_. Det omvénda
forhallandet rader vid propagation i —z-riktningen,'? dvs. en RCP-vag, (& — i¥),
om vagtalet dr k; och en LCP-vag, (& + iy), om vagtalet ar k_. Vi ser omedelbart
att vagens utbredningsegenskaper i olika riktningar skiljer sig at. Detta fenomen
uppstod inte vid vagutbredning i uniaxiala material.

Motsvarande magnetiska filt ges av (4.9). I detta specialfall med B-filtet riktat
langs z-axeln géller att

(e+ ¢

1/2
wh () = £ () 5 B ) = £V, B

N (e —€g) 12 _ _
nH,,(2,w) =+ (Tg J-E_ (z,w)=xY - E_(z2,w)

eftersom J~! = —J. Det 6vre (nedre) tecknet giller for vagutbredning lings +2z(—2)-
axeln, och det gyrotropa materialets admittansdyader i detta specialfall &r

Den aterstaende komponenten, z-komponenten, av det elektriska och det mag-
netiska falten ges av (4.5), som i vart fall blir speciellt enkel, eftersom

€e.=0 £.=0
p,=0 ¢.=0

12Gvarar mot 6 = 7, men ges ocksa av exp(—k4z)-l6sningen for 6 = 0.
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Vi far darfor att det elektriska och det magnetiska falten saknar z-komponent i detta
fall.

Innan vi analyserar nagra konsekvenser av resultaten ovan, betraktar vi det andra
specialfallet med vagutbredning vinkelrdtt mot B-filtet, § = /2. Koefficientma-
trisen i (4.6) blir i detta fall, se (4.30)

0 0 0

0 0 —u
62762 . 62762 .
( z _ ez) singcos¢ ——=2cos?p—e,sin’¢ 0

€
2

_e2 2_ 2
%sin%zﬂ— €, cos? ¢ (ez — %) singpcosgp 0

o O O

De fyra egenvérdena till matrisen ar

e —e2\'?
ll = —lg =\ U c

Iy = —ly = (pe.)"?

Tva vagtal forekommer ocksa vid vagutbredning vinkelratt med den magnetiska
flodestéitheten i gyrotropa material. Detta specialfall har stora likheter med vagut-
bredning i ett uniaxialt material, vilket motiverar féljande beteckningar:

2 2\ 1/2 2 2\ 1/2
w € —¢€ € —¢
kL (,u g) Ko (’u 9)
Co € €

w
k” = C_o (/LEZ)l/Q = ko (MEZ)l/Q

Egenvektorerna till koefficientmatrisen i fundamentalekvationen, (4.6), bestam-
mer, som vi konstaterat tidigare, polarisationstillstandet hos vagutbredningens mod-
l6sningar. Egenmoderna ér i detta fall linjért polariserade vagor. Resultatet blir

{ Eiy(Z, w) = B (w) (—2 sin ¢ + 9 cos ¢) eF 47

1 i si +ik) 2
E},(z,w) = El(w) (& cos ¢ + g sin ¢) =™
eller

E; (z,w) = B (w)e e*Fe?
{ L) = B w)e a

Elly(z, w) = El (w)éueﬂk”z

dér vi infort tva enhetsvektorer, €, och €, den férsta ligger vinkelrétt mot, och den
andra i, det plan som spanns upp av z-axeln och B-filtets riktning, se figur 4.13.

€, = —xsing+ ycoso
€| = Zcos¢+ Ysing

Som tidigare i det uniaxiala fallet, sa géller att

é||><éL:2
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Vektorerna (e, &, 2) bildar saledes ett orto-normerat hogersystem.
Motsvarande magnetiska filt ges pa samma sétt som tidigare av (4.9). Nar B-
faltet &r riktat vinkelrdtt mot z-axeln géller att

2 2\ 1/2
L _ €74 L _ 1
nDHmy(zuw) == ( €/l > J ’ Emy(z7w) - :l:YL ' Emy(zaw>

€z
UOHly(ZaW) == (_

1/2
M) J- Ely(z,w) =Y ~Ely(z,w)

eftersom J~! = —J. Det 6vre (nedre) tecknet giller for vagutbredning lings +2z(—2)-
axeln, och det gyrotropa materialets admittansdyader i detta specialfall &r

Den aterstaende komponenten, z-komponenten, av det elektriska och det mag-
netiska filten ges av (4.5). Eftersom

—
0
I
o |
~
(@)
Q
o>
'7
—N
Y Iy
NN
I
o o

far vi de elektriska och det magnetiska falten ur

E.\ _i @w 0 €. -FE,
noH.)  eu \0 e 0
Detta samband ger

( Ef ) ey <E¢(w)eﬂ’w) Bl (0)
UOH; € 0 770}[;,| 0

Vagtalet k kan anta rent imaginidra varden for vissa frekvenser. For sadana
frekvenser ddmpas vagen exponentiellt och ingen vagutbredning sker i denna rikt-
ning. Vi underscker nu for vilka frekvenser detta sker i vagutbredning parallellt med
B-filtet, se dven 6vning 4.4.

Exempel 4.5
Bestam for vilka frekvenser w en planvag propagerar i ett plasma, da vagutbredningen ar
parallell med B-féltet. Antag att w, < 0, vilket &r fallet for elektroner, ¢ < 0.

Loésning:  Villkoret for vagutbredning i plasmat iir att vagtalet k &r reellt, dvs. k2 > 0,
se (4.8) pa sidan 70. Fran analysen ovan, se (4.31), himtar vi uttrycket pa vagtalen da
vagen propagerar parallellt med B-filtet.

k3 (w) = Kju(e(w) + e5(w))
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fw/lwgl)

44 — LCP (RCP)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, RCP (LCP)

2

0

-2

-4 -

I I — ! I
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

w/w|

Figur 4.14: Funktionen f(x) = 1—a/(z*+ ) foér a = 0.5. Polarisationen &r angiven
for propagation i +z-riktningen och for —z-riktningen inom parentes. Vagutbredning
sker for de frekvenser dér f(w/|wg|) > 0, a = w2 /|w,|*.

dér plus-tecknet géller for LCP-vagen och minus-tecknet géller for RCP-vagen om vagen
propagerar i +z-riktningen. Vid propagation i —z-riktningen géller det omvénda. Vidare

ar
2

w 2
N
€w)=1- 2_132 wp =/ —L
w? — w2 pyy
2
wiw B
() w(w? —w?) I
Vi berédknar forst
P w2 wiwg _ w2 (w + wy) _, w2
= _w2—w2:Fw(w2—w2)_ S ww?—w?) wwTFw,)
g g 7 9

Vi har vagutbredning om k% > 0, dvs. (om materialet ir omagnetiskt, = 1)

2
w
1-———-2—>0

w(w F wy)
Figur 4.14 visar det kvalitativa utseendet av funktionen i vinstra ledet. Nollgenomgangar-
na sker vid (vinkel-)frekvenserna w4

1 1
wy = iilwgl + /w2 + ng
Notera att bade w4 > 0, wy > w_, samt att wy > |wyl.
Antar vi att laddningen &r negativ — vilken den &r for elektroner — sa &r wy < 0 och
villkoren for propagation kan bestdmmas fran figur 4.14.
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Villkor f6ér propagation (passband):

LCP-vag (plus-tecken): w > w_
RCP-vag (minus-tecken): 0 < w < |wy| och w > w4

4.4.2 Faradayrotation

Vi skall nu specialstudera det fall da vagutbredningen sker lings B-filtets riktning.
Uttryck pa vagtal och polarisation finns analyserade i avsnitt 4.4.1. Forst tar vi
fallet da utbredningen ar riktad ldngs positiva z-axeln. Det andra, motsatta, fallet,
behandlas senare.

Vagtalet da utbredningen &r riktad ldngs positiva z-axeln kan anta tva vérden,
se (4.31)

Fa(w) = c% (e % )2

Vi ser att under vissa omsténdigheter &r vagtalet rent imagindr (t.ex. det undre
alternativet med €, > ¢€). Detta innebdr att denna mod ej kan fortplanta sig i
materialet utan moden dédmpas exponentiellt. Vi analyserade detta problem, och
vid vilka frekvenser vagutbredning sker, i exempel 4.5.

Polarisationen hos félten ges av (4.32).

+ _ [t A N itk z
{ Exy(’z?w) =FE (w) (1} - Zg) et
- - ~ Ly ik
Exy(z7w> - E (w) (1} + Zy) e
Som vi redan noterat flera ganger ér dessa félt cirkulédrt polariserade. Den mod som
svarar mot vagtalet ky (k_) ger félt som dr LCP (RCP). Vi antar att bada moderna
propagerar. Detta &ar t.ex. uppfyllt for tillrdckligt hog frekvens, se exempel 4.5.

En allmén 16sning till Maxwells filtekvationer ges som en linjarkombination av
de bada modlésningarna, dvs.

E(z,w) = ET(w) (& — i) e™* + B~ (w) (& + ig) e (4.34)
LCP RCP

Antag att planvagen i en viss punkt, t.ex. z = 0, &r linjart polariserad; sig lings
x-riktningen
E(z=0,w) = Ey(w)x

dér vagens amplitud antas vara Ey(w). Vi kan nu bestdimma utvecklingskoefficien-
terna E*(w) och E~(w) i (4.34) uttryckta i amplituden Ey(w). Sétt z = 01 (4.34).

E(z=0,w)=FE"(w)(z —iy) + E~ () (& +1i9) = Ey(w)x

Genom att jamfora komponenterna far vi
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Figur 4.15: Utbredning av en linjért polariserad vag i B-filtets riktning.

och den allménna I6sningen, da vagen fortplantar sig lings positiva z-axeln, blir

E . ,
B(zw) = 2 (@ ig) o 1 (@4 ig) )
Efter en stricka z = zy langs den positiva z-axeln blir darfor E-filtet, se dven

figur 4.15 (en faktor exp{—iwt} ar som vanligt underforstadd)

E 4 E ,
E = 70 (& — igy) e+ + 7“ (& + igy) €'~
= 70 (e“b* + ew*) T+ i70 (6“75* — 6“’5*) Y
déar
Wz
o =k_z = C—OO (1(e — €)'
4.35)
Wz (
by =kyzo = C—OO (pu(e + €))"?

Storheterna ¢ &ar reella under antagandet att bada vagtyperna fortplantar sig,
dvs. e £¢, > 0.
Polarisationen hos E-filtet efter en striacka zo ar linjar eftersom (se dven 6v-
ning 3.12)
| Eo|”

iz (BEx E) =i——% {[(e“ﬁ + ) @4 (€9 — ) g

X [(e_w* + e_i‘b*) xr—1 (e_iqj* - e_i‘b*) @] }

2
— —’iﬂ {(ei‘z" + ei(b*) (e_i‘z" — e_i¢+)

+ (€9 =€) (e7 + ei‘z’*)} =0
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Figur 4.16: Rotation av polarisationsplanet vid utbredning lings B-filtets rikt-
ning.

E-filtet forblir saledes linjart polariserat da vagen fortplantar sig langs positiva
z-riktningen, men polarisationsplanet &r inte ldngre orienterat lings a-riktningen. I
stallet har E-faltets polarisationsplan vridit sig en vinkel, som bestdms av kvoten
mellan E-filtets - och y-komponenter.

' ' . e
E, et —eio- gy \6 2 T e 2
—= = —f— — =
E, e+ + eif- 1 (a‘“;‘” 4 e—ﬂ*;d")
_ sin % - Oy — P
coS % 2

E-filtet blir saledes efter en stracka zg lings den positiva z-axeln

Ey ; S s oy — P
E== id— i+ t
5 ("= +€'r) (zc + g tan ——
Vi ser att polarisationsplanet har vridit sig en vinkel (¢, — ¢_)/2 i z-y-planet (i
positiv led ldngs +z-axeln enligt hogerregeln), se figur 4.16. Denna vridning av pola-

risationsplanet kallas fér Faradayrotation'® (Faraday effect i anglosaxisk litteratur).
Fran (4.35) kan skillnaden mellan ¢, och ¢_ skrivas

¢+;¢_ :ZO;UC\O/ﬁ(\/G""Gg_\/E_Eg)

Vi véander nu pa utbredningsriktningen och later vagen fortplanta sig i motsatt
riktning, dvs. mot B-filtet i —z-riktningen. Vagtalet antar tva vérden, (4.31)

w
ki = — (u(e £ ¢5))"?
Co

13Michael Faraday upptickte detta fenomen i september 1845.
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Figur 4.17: Utbredning av en linjért polariserad vag mot B-féltets riktning.

och félten ges av (4.32)

{ Epy(zw) = B (w) (@ —ig)e™™
E;y(z, w)=E" (w) (x+ i) o k=

Den vag som svarar mot vagtalet ky (k_) ger filt som & RCP (LCP).

Vad som héander med FE-filtets polarisationsplan da vagen fortplantar sig en
stricka zy > 0 i z-axelns negativa riktning undersoks i analogi med ovan, se &ven
figur 4.17.

E-filtet antags fran borjan, z = 0, vara linjart polariserat lings a-riktningen,
och som ovan far vi E-filtet i punkten 7 = —zy2 (notera att vagutbredningen sker
i —z-riktningen).

E = % (& — ig) ™ + % (& +ig) e

J/ J/

RCP LCP
E . E .
= 20 (& — i) € + = (& + i) €
2 2
med ¢_ och ¢, definierade enligt (4.35). Skillnaden mot det féregaende fallet (vag-
utbredningen i +z-riktningen) &ar att RCP- och LCP-polarisationen byter plats.
Vagtalen forblir dock desamma. Féltet i punkten r = —zp2 &r aterigen en linjart
polariserad vag (visas pa samma sitt som ovan) och kvoten mellan E-féltets g- och
x-komponenter blir

By _ e et P
E, eiP- 4 eid+ 2

och

By, . | %
FE = 70 (e”’* —l—ezd’*) (§3+@tan—¢+ 5 ¢ )

dvs. en vridning av polarisationsplanet med vinkeln (¢, — ¢_)/2 i z-y-planet (i
positiv led ldngs +z-axeln enligt hogerregeln). Rotationen av polarisationsplanet &r
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Figur 4.18: Reflektion av en linjért polariserad vag i ett metallplan.

saledes motsatt den da vagen utbreder sig i positiva z-riktningen, eftersom vagen
propagerar at motsatt hall.

Denna egenskap, att vagtalet forblir densamma, medan RCP och LCP skiftas da
vagen fortplantar sig i motsatt riktning, &r en manifestation av att materialet inte
dr reciprokt. For de gyrotropa materialen giller att [€] # [€]’, dvs. de uppfyller inte
villkoren for ett reciprokt material som hérleddes i avsnitt 3.5.

Foljande experiment exemplifierar detta ytterligare. Lat en infallande planpolari-
serad vag fortplantas i ett gyrotropt material och reflekteras mot ett perfekt ledande
plan (metallplan), se figur 4.18. Polarisationsplanet hos den infallande vagen kommer
att vrida sig vinkeln (¢, — ¢_)/2 i xy-planet i positiv led kring positiva z-axeln
under en stricka z. Polarisationsplanet hos den reflekterade vagen'# kommer ocksa
att vrida sig vinkeln (¢4 — ¢_)/2 kring positiva z-axeln, eller ekvivalent vinkeln
— (¢4 — ¢_)/2 kring negativa z-axeln, eftersom propagationsriktningarna dr motsatt
riktade for den infallande och den reflekterade vagen. Totalt far vi en rotation av
polarisationsplanet at samma hall. Den totala vridningen av den reflekterade vagen
jamfoért med den inkommande blir darfor ¢, — ¢_ kring positiva z-axeln.

Ett alternativt sédtt att analysera reflektion mot ett metallplan ar att notera
att en infallande cirkulédrpolariserad vag, sig RCP, byter polarisation vid reflektion
mot ett metallplan. Den reflekterade vagen blir LCP. Vagtalet hos den infallande
RCP-vagen éar w (u(e — eg))l/ ? Jco. Vagtalet hos den reflekterade LCP-vagen ér ocksa
w (p(e — eg))l/2 /co. Bytet RCP — LCP ger saledes inget byte av vagtal. Vridningen
av polarisationsplanet adderas dérfor vid reflektionen.

Den reflekterade vagen far motsatt riktat E-filt. Detta paverkar dock ej vagens polarisation;
den reflekterade vagen forblir linjért polariserad.
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x=0 X #0
k=0 Isotropt Kiralt, reciprokt

k # 0 | Icke-kiralt, icke-reciprokt | Kiralt, icke-reciprokt

Tabell 4.3: Tabell 6ver klassificering av bi-isotropa material.

4.5 Bi-isotropa material

Bi-isotropa material kdnnetecknas av att de konstitutiva relationerna har formen,
se (3.8) pa sidan 39 och tabell 3.2

D= eo{eE + noéH}
B=_{(B+uuH)
0

dér de skaldra storheterna €, u, & och ( ar enhetslosa komplexvirda funktioner av
w. Det kommer att visa sig lampligt att istéllet for £ och ¢ anvédnda en annan
linjirkombination, som tydligare aterger materialets egenskaper. Vi infor de komp-
lexa storheterna k och y definierade av & och ( pa foljande satt:

§=r+ix . k= ((+&)/2
) eller omvant )
¢=kK—ix X =1i(¢—¢)/2

Det bi-isotropa materialet dr reciprokt om £ = —(, se (3.16) pa sidan 50. Vi ser
att om parametern k # 0 sa dr materialet icke-reciprokt, och om x = 0 sa adr material-
et reciprokt. Parametern x ar saledes ett matt pa materialets reciprocitet. Den andra
materialparametern y kallas kiralitetsparametern,'® och #r ett matt pa materialets
optiska aktivitet eller kiralitet, se avsnitt 4.5.1. Forlustfria material kdnnetecknas
i alla storheterna €, pu, x och x &r reella, se 6vning 4.8. En sammanstéllning av
materialklassificeringen av bi-isotropa material finns i tabell 4.3.

Pa samma sétt som i tidigare avsnitt extraherar vi ut de olika komponenterna i
dyaduppdelningen, se (4.3). Resultatet &r

€ =€l oy =pl £, =(r+ix)] €= (r—ix)I
€. =0 =0 =0 ¢.=0

€. =0 n, =0 £, =0 ¢.=0

€2z = € Hzz = 4 .o = (K +1ix) Coz = (K —ix)

Fran ekvation (4.5) ser vi att faltkomponenterna E, och H, &r bada noll. Fran
de konstitutiva relationerna ovan far vi att &ven D, och B, &ar noll, dvs. inga z-
komponenter existerar, vilket dven framgar av (4.1) da w # 0. Alla filt ligger déarfor
i x-y-planet, dvs.
E =FE,, osv.

5Den grekiska bokstaven y #r vald speciellt med tanke pa att dess uttal ”shi”, och dess paralleller
med ordet kiral (av grekiskans kiral hand).
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Fran sambanden ovan, kan vi identifiera de fyra dyaderna W;, i = 1,2, 3,4, se
(4.7) pa sidan 68. Resultatet blir

W, =-J-¢,  =—(k—ix)J
Wo=—J-p, =—pJ
Wis=J.€, | =€l
Wy=J-& | =(r+ix)J

Koefficientmatrisen i fundamentalekvationen, (4.6), far foljande utseende:

0 K — 11X 0 I
—K+ 11X 0 — i 0

0 —€ 0 —K — 11X

€ 0 K+ 1x 0

Efter lite algebra finner vi att egenvérdena till koefficientmatrisen kan skrivas pa

foljande form:
{ll =—ly = (eu—&2)1/2+x

I3 =—ly = (GM—FLQ)UQ—X

De tva vagtalen i ett bi-isotropt material betecknar vi k, och k_.

w
ky = — ((eu - /{2)1/2 + X) (4.36)
Co
Egenvektorerna, svarande mot dessa egenvirden, anger vilka polarisationstill-
stand som &r mojliga. Resultatet blir fyra typer av 16sningar.

E*(z,w) = {

E*(w) (& £ i9) exp {ikez}

Et(w) (& F i) exp {—iksz) (4.37)

Dessa villkor innebér att egenvektorerna har cirkulér polarisation, RCP, respektive
LCP, sa att k. (k_) svarar mot RCP(LCP)-vagor. Notera att detta géller oavsett
vilken riktning vagen utbreder sig i, eftersom en RCP-vag har en polarisation pro-
portionell mot & + i1y da den utbreder sig lings den positiva z-axeln, och en polari-
sation proportionell mot & — iy da den utbreder sig langs den negativa z-axeln, se
avsnitt 3.6.

Det magnetiska faltet uppfyller liknande villkor. Sambandet mellan det elektriska
filtet och det magnetiska filtet ges av (4.9) pa sidan 70. Eftersom J~! = —J, samt
att & + 1y ar egenvektorer till J, far vi

File(w)E*(w) (& £ i) exp {ikez}

Fils(w)E* (W) (2 F i) exp {—iksz} (4.38)

nOHi(z, w) = {

dér admittansen I'y(w) definieras genom

Ii(w) = % ((e,u - /12)1/2 F i/{)
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Notera att I'y(w) &r oberoende av kiralitetsparametern y, och att vi kan skriva
(4.38) som
noH*(2,w) = Fil's (W) E*(z,w) = FY+ - E*(z,w)

Admittansdyaderna Y ar
Y:t = ZF:E (w)I

4.5.1 Optisk aktivitet

Den optiska aktiviteten hos materialet beskrivs, som vi kommer att finna i detta av-
snitt, av parametern y, och medfor en vridning av polarisationsplanet hos en linjart
polariserad vag.'® Material som uppvisar denna effekt kallas optiskt aktiva eller ki-
rala material. Vi har redan stott pa ett liknande fenomen, namligen Faradayrotation
i avsnitt 4.4.2. Optisk aktivitet skiljer sig ddremot pa en rad vésentliga punkter fran
Faradayrotation och i detta avsnitt kommer vi att visa pa skillnaderna. Den forsta
skillnad, som man genast observerar, ar att optisk aktivitet ar ett fenomen som
kan finnas hos ett material med isotropi. Faradayrotation daremot uppstar i ett
gyrotropt material, som &r anisotropt, dvs. olika vagutbredningsegenskaper i olika
riktningar.

Vi undersoker, helt i analogi med Faradayrotation, vad som hidnder med en linjért
polariserad vags polarisationsplan da vagen utbreder sig en stricka zg i vagens ut-
bredningsriktning, som vi hér antar ar positiva z-axelns riktning. Planvagen antas
fran borjan vara polariserad lings @-riktningen.

De tva cirkuldrpolariserade moderna, som ges av (4.37), fortplantar sig med
vagtalen ki, se (4.36). RCP-vagen fortplantar sig med vagtalet

ke = 2 (=) 43)

medan LCP-vagen fortplantar sig med vagtalet

=2 ((e,u — 52)1/2 - X)
Co
Vi antar i detta avsnitt att dessa vagtal ar reella, dvs. ingen ddmpning av vagen i
materialet forekommer. Detta &r fallet i ett forlustfritt material da e, p, k och x &r
reella och ey > k2.
En allmén 16sning till Maxwells féltekvationer ges som en linjarkombination av
de bada modlésningarna, dvs.
E(zw)=E' (W) (@ +ig) e+ B (w) (& — i) e~

J/

RCP LCP
Om E-filtets amplitud i z = 0 &r Ey(w), sa far vi, helt i analogi med Faradayrotation,
genom att jamfora komponenterna i ovan uttryck da z = 0 med filtet Fy(w)z.

6Den forste att beskriva detta optiska fenomen var den franske fysikern Dominique F. J. Arago.
Ar 1811 observerade Arago att polarisationsplanet hos ljus vred sig da ljuset passerade lings den
optiska axeln i en kvartsplatta.
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Resultatet blir, se Faradayrotation

Den allménna 16sningen blir saledes

E(z,w) = EOQ((U) {@+iy)e™" + (@ —ig) ™7}

Efter en stricka zg blir E-faltet

E 4 E .
E = 70 (& + i) eth+0 4 70 (& — i%)) eik—20

= T ) @ i (e — eV ) g

dar e
Uy =iz = — (e — K 1/2+X

c

0
Yo =k_zy = ? ((e,u— 52)1/2 — X)

0

Man visar latt, pa samma séatt som for Faradayrotation, att E-filtet fortfarande
ar linjart polariserat i z = zy, samt att
E o
-2 = tan —¢ P
E, 2

Denna vridningsvinkel kan forenklas till

Yo =y (k- —ky)2o - weox

2 2 co

och FE-faltet efter strackan zy blir

E ) )
E = 70 (e +e™t) (:i: — gy tan szX)
Co

Precis som i fallet Faradayrotation far vi en vridning av polarisationsplanet med
vinkeln (¢)_ —,)/2 i x-y-planet (i positiv led lings +z-axeln enligt hogerregeln). Vi
observerar att vridningsvinkeln &r direkt proportionell mot x, som saledes utgor ett
matt pa materialets optiska aktivitet. Vridningsvinkeln dr ocksa proportionell mot
frekvensen w. I allménhet 4r parametern y en mycket liten storhet och det krévs
hoga frekvenser (ofta optiska omradet) for att fa nagon méatbar effekt. Med artificiellt
framstéallda material dr daremot denna effekt fullt métbar i mikrovagsomradet. Den
forste att visa detta i borjan av detta sekel var Karl F. Lindman.'”

"Mer om Karl F. Lindmans experiment och liv finns att himta i: I.V. Lindell, A.H. Sihvola, J.
Kurkijarvi, “Karl F. Lindman: The Last Hertzian, and a Harbinger of Electromagnetic Chirality,”
IEEFE Antenn. Propagat. Magazine, 34(3), 24-30 (1992).
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Figur 4.19: Rotation av E-filtet vid optisk aktivitet.

Sa langt dr de bada fenomenen optisk aktivitet och Faradayrotation lika, men en
vasentlig skillnad avslojar sig om vi later vagen reflekteras mot ett perfekt ledande
plan, dvs. utbreda sig i motsatt riktning. I det bi-isotropa fallet &r vagutbredningens
egenskaper identiska i alla riktningar. Vid vagutbredning i —z-riktningen kommer
dérfor en vridning av polarisationsplanet att ske som é&r identisk med den for +z-
riktningen, dvs. en vinkel (¢)_ — 1),)/2 i positiv led ldngs utbredningsriktningen
enligt hogerregeln. Utbredningsriktningen nu &r ldngs —z-axeln. Vridningen av po-
larisationsplanet kommer déarfor vid reflektion i ett metallplan att ske at motsatt
hall jamfort med den infallande vagens vridning. Nettoeffekten blir att vridningen
ar helt aterstélld hos den reflekterade vagen efter en stricka zg, se figur 4.19. Feno-
menet optisk aktivitet dr saledes helt olikt Faradayrotation, dér istéllet rotationen
dubblerades vid reflektionsexperimentet.

4.5.2 Reflektion mot plan skiljeyta

Vi analyserar nu reflektion och transmission mot ett bi-isotropt material. Vi later
som tidigare z = 0 vara skiljeyta mellan material 1 och 2. Material 1, z < 0, antar
vi dr isotropt karakteriserat av materialparametrarna €; och p;, medan material 2,
z > 0, kan ha bi-isotropa egenskaper, se figur 4.20. Det bi-isotropa materialet karak-
teriseras av materialparametrarna €, p, k£ och y. Vi antar att det elektromagnetiska
faltet har kallor i omrade 1, z < 29 < 0.

Pa samma sétt som i tidigare avsnitt ansdtter vi lampliga falt i de bada omra-
dena 1 och 2. Till vanster om skiljeytan kan det elektriska faltet skrivas som en
summa av en infallande vag E* och en reflekterad vag E".

E\(z,w) = E'(w)e™* 4 E"(w)e ™% 2 <2 <0
Vagtalet ky &r vagtalet for material 1, ki = w (e111)"* /co.
Motsvarande magnetiska filts utvecklingskomponenter &r
1

nH (z,w) = —J - E'(w)e™* — —J . E"(w)e™™* 2 <2<0
n U
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Figur 4.20: Geometri for reflektion och transmission mot ett kiralt material.

dér material 1:s relativa vagimpedans &r 1 = (u1/e1)">.
Det totala elektriska och det totala magnetiska féltets varden vid gréansytan z = 0

blir dérfor ,

E{(2=0)=FE'(w) + E"(w)

wH (2 = 0) = ~J - Bi(w) — ~J - B'(w)

m m
I det bi-isotropa materialet, z > 0, ansétter vi pa liknande sétt ett elektriskt

falt. Detta félt skall utbreda sig i positiva z-riktningen, eftersom vi antar att det
inte finns nagra kéllor i material 2. Har dr det emellertid lampligare att ansétta
det elektriska filtet som en linjdrkombination av modlésningarna (4.37) och att
utnyttja sambandet (4.38). Det elektriska och det magnetiska féltet uttryckta i dessa
amplituder &r (z > 0)

Ey(z,w) = ET(w) (& +i9) exp {ik 2} + B~ (w) (& — i) exp {ik_z}
noHs(z,w) = —il (W) EY () (& + iy) exp {ik, 2} (4.39)
+il_(W)E™ (w) (& — 1g) exp {ik_z}

dér vagtalen ki enligt ovan ar

ki = d ((e,u— /<;2)1/2:|:)<>

Co

och
Ii(w) =
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Lagg marke till att bade LCP- och RCP-vagorna fortplantar sig i +2-riktningen.
Féltens viarden pa griansytan z = 0 i det bi-isotropa materialet blir med dessa
beteckningar

Ey(2=0)=E"(w) (& +1ig) + E(v) (& — i)
nHs(z = 0) = iy (W) E"(w) (& +i§) + T (w)E™ (w) (& — ig)

eller i komponentform
mi=0-(; 1) (50) - (5-0)
wle =0 = (1 H5) (F1) - (49)

Randvillkoren pa skiljeytan z = 0, kontinuitet av det elektriska och det mag-
netiska filtets tangentialkomponenter, ger foljande ekvationssystem:

Lﬂ+Wbm(?>
— 5] - 5= v (5 )

Losningen till detta system &r
{ [E"] (w) = [r] () [E"] (w)
Ef(w)) _ i
(50)) ~ e ] @

dér reflektionsmatrisen [r| (w) och transmissionsmatrisen [t] (w) &r

= (9] +m [Y][A]) (3] - m Y] A
=[4] ()[4 +771 )~ (3] [A] - i [Y]) [A]™
t] () = [A]* (1) + [x))
= ([0 + (] [A] + 0 [Y]) " (1] [A] - mu [Y])] [A]

med explicit koordinatrepresentation
=)
T T’”
[ty —ity
1t} = (t_ it )

2 (1+mly  T4+ml- T 1+l

dar

m| =
(4.40)

. 1 1 L1
Ty =1 — - =T
SRR F I U o 1+ ml_
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Reflektionsmatrisen [r| relaterar z- och y-komponenterna i det reflekterade féltet
till motsvarande komponenter hos det infallande faltet. Notera att transmissions-
matrisen [t] inte har denna egenskap, utan relaterar koefficienterna (E*, E7) till 2-
och y-komponenterna hos det infallande féltet. For att erhalla det transmitterade
faltets - och y-komponenter maste de ritta linjarkombinationerna av fundamen-
talmoderna tas i enlighet med ekvation (4.39).

Effektflodestétheten hos den infallande vagen och den reflekterade vagen berédk-
nas pa samma satt som i det isotropa fallet pa sidan 75.

<Si(B)> (2= 0,0) = 2%70 Ei(@ﬁ%{ﬁ}z

<S8, (t)> (z=0,w) = —2%70 |E"(w)|* Re {mgw) } z

Kvoten mellan effektflodestatheterna ar saledes lika med kvoten mellan motsvarande
elektriska filts absolutbelopp i kvadrat. Reflektanserna R, och R definieras som

2
Ry = |ry|
Ri=lr.|?
Rj och R, anger hur stor del av effekten som reflekteras lings, respektive vinkelrétt
mot den infallande vagens polarisationsriktning.
I ett reciprokt material &r « = 0. En rad forenklingar sker i uttrycken for

reflektions- och transmissionskoefficienterna for ett reciprokt material. Vi observerar
att for ett reciprokt bi-isotropt material géller

1/2
W

Reflektions- och transmissionskoefficienterna i (4.40) forenklas dérfor till

L (/)
T = 1/2
1+ (¢/p)
r. =0 (Reciprokt bi-isotropt material) (4.41)
t t L
+ pu— _ pr—
\ L+ (e/p)'?

Det finns saledes ingen komponent hos den reflekterade vagen vinkelrdtt mot den
infallande vagens polarisation vid reflektion mot ett reciprokt bi-isotropt material.
Omvéndningen géller ocksa; ett bi-isotropt material, som inte ger nagon reflektion
vinkelrdtt mot den infallande vagens polarisation, dr reciprokt, dvs. k = 0, se (4.40)
och definitionen pa I'i. Vi ser ocksa att uttrycket pa reflektionskoefficienten for
ett icke-reciprokt bi-isotropt material ar identiskt med motsvarande uttryck pa ref-
lektionskoefficienten for ett isotropt material med material parametrar € och pu, se
avsnitt 5.2. Ett reciprokt bi-isotropt material kan saledes inte skiljas fran ett isotropt
material i ett reflektionsexperiment.
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4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Ovningar till kapitel 4

Vilket villkor maste gélla mellan materialparametrarna, frekvensen och tjockleken
pa en platta for att en reflektionsfri yta skall erhallas? Ar det mojligt att realisera
detta for varje val av material? Hur ser villkoret ut om plattan omges av vakuum
pa bada sidor? Hur ser det ut om material 3 &r ett metallplan?

En homogen planvag utbreder sig i 2-riktningen i ett anisotropt material, som antas
vara icke-magnetiskt, dvs. karakteriseras av

B:,LL()H

Visa att effektflodestitheten kan skrivas

<S(t)>= 2;0 {3}2|E|2 - %Re (E.3)E"] - %Im (E - z)E*]}

dédr v ar planvagens fashastighet och vagtalet k = k. + ik;.

En plan vag utbreder sig vinkelrétt mot optiska axeln i ett uniaxialt material. Ma-
terialet antas vara forlustfritt, dvs. €, €, och p &r reella. Vilj z-axeln parallell med
planvagens utbredningsriktning. I en visst plan, z = 0, &r det elektriska filtet E
hoger cirkuldrt polariserat (RCP). Bestdm de plan, dvs. de z-virden (bade positiva
och negativa), dir det elektriska filtet E &r linjért polariserat.

Bestédm vilka ”passband” och ”sparrband” som finns vid vagutbredning vinkelrétt
mot det palagda B-filtet i ett plasma, dvs. vilka frekvenser kan, respektive inte
kan, utbreda sig i en riktning # = 7 /2. Vilken polarisation har vagorna? Antag att
wg < 0.

Beréikna hur stor Faradayrotationen blir vid propagation genom jonosfiren om ut-
bredningen sker parallellt med det palagda B-filtet (0 = 0).

Data for jonosfiren:

w=1

f =10 MHz

By =0.62-107* Vs/m?
N =283-10" m3

L =10 km

Anmérkning: Jonosfiren dr betydligt tjockare &n 10 km, men dess elektrontédthet N
varierar kraftigt. Ovanstaende data kan dérfor ses som nagot fiktiva.

Visa att effekttransporten hos en plan vag i ett allmént forlustfritt bianisotropt
material alltid dr vinkelrdt mot vagens k-yta.
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4.7 1 6vning 3.6 visades att de konstitutiva relationerna for ett ferritmaterial i det tids-

4.8

4.9

harmoniska fallet under lampliga antaganden #r
By = pop - H,

dar g har komponentframstéllningen

B tpg 0
)= —ipg w O
0 0 1
[e] = €[1]
och
=1 _WoWm
a w? — w?
Wiy
Ho = w? — w?

De bada frekvenserna wy (gyromagnetiska frekvensen) och w,, (méttnadsfrekvensen)
ges explicit av

wo = —gpoHo
wm = —gpoMo
Den gyromagnetiska kvoten g for elektroner #r g = —e/m ~ —1.76 - 10*! C/kg.

Dessa konstitutiva relationer leder, pa samma sétt som for fallet med ett plasma, till
Faradayrotation vid vagutbredning parallellt med z-axeln. I vilket frekvensintervall
upptrider Faradayrotation om det statiska magnetfiltet Hy = 3.0 - 10° A/m och
mittnadsmagnetiseringen My = 2.0-10% A/m? Hur stor blir vridningsvinkeln /lingd-
enhet om frekvensen ar f = 20.0 GHz och ¢ = 107

Visa att reella €, pu, k och x fran avsnitt 4.5 &r ekvivalent med att det bi-isotropa
materialet dr forlustfritt.

I ett forlustfritt bi-isotropt material &r de elektriska och magnetiska planvagsfilten
E och H relaterade genom (fundamentalmoderna RCP och LCP)

E(w) = E* (& +ig) B |
{ WH() = it @2y TE) = 5 (Ve W Fix)

dér vi antar att ey > k2. Visa forst att de fysikaliska elektriska och magnetiska filten
E(t) och H(t) ar

E(t) =|E*| {& cos(wt — as) + g sin(wt — ax)}
H(t) :i\Ei| { FVeu — k2 sin(wt — ay) — K cos(wt — ai)) x
+ (\/e,u — k2 cos(wt — a4 ) F ksin(wt — ai)) @}

dér

Ei — ‘Ej: ’eiai
Bestédm dérefter vinkeln ¢ mellan félten E(t) och H(t), som dr oberoende av tiden
t. Nar &r E(t) och H(t) vinkelrdta mot varann?
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4.10

4.11

*4.12

Gyrotropt material

Vakuum
z
€,€g, €2, W —
€0, Ho
z=0

Figur 4.21: Reflektion mot ett gyrotropt material fér 6vning 4.10.

Lat planet z = 0 vara skiljeytan mellan ett forlustfritt gyrotropt material, som
karakteriseras av materialparametrarna pu, €, €5 och €., och vakuum, se figur 4.21.
Det elektromagnetiska filtet har kéillor i omradet z < 0, dvs i vakuumet, och den
magnetiska flodestdtheten &r riktad ldngs positiva z-axeln, dvs B = BZz. Berikna
reflektionskoefficienterna r, och r| fér det gyrotropa materialet uttryckt i parame-
trarna p, €, €5 och €.

Ledning: Analysera problemet sa att resultaten fran avsnitt 4.5.2 kan anvindas med
ldmpliga omdefinitioner.

En linjart polariserad planvag infaller i vakuum mot ett halvodndligt gyrotropt
material, som karakteriseras av materialparametrarna e, €4, €, och u = 1. Den mag-
netiska flodestétheten &r riktad ldngs positiva z-axeln, dvs B = Bz. I 6vning 4.10
beréknades reflektionskoeflicienterna r och r| f6r det gyrotropa materialet.

1(1-Ty 1-T-
=g +

2 |1+T0y " 1+T-

r, —T_
(1+T)+T)

Vid vilken vinkelfrekvens w > 0 blir den reflekterade vagen vinkelrétt polariserad
mot den infallande vagens polarisation?

Iy =(eF eg)1/2

ry =1

Bestam reflektions- och transmissionskoefficienterna for en platta (tjocklek d) be-
staende av ett kiralt material (materialparametrar €, u, k, x). De omgivande ma-
terialen pa bada sidor om plattan antas vara vakuum. Bestdm &ven hur mycket
polarisationsplanet f6r en linjért polariserad vag vrider sig vid transmission genom
plattan.
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Sammanfattning av kapitel 4

Vagutbredning lings fix riktning

i) SN (i)

J- (CJ_ (:uzzez - fzzc,z) — MK (gzzez - ezzCz))
€xablzz — E22Ces

I (C) (pazy — Eeapr) — oy (Goo€. — €22p12))

€rabbzz — §22Czz

J- (GJ_ (:uzzez - gzzCz) — €J_ (szez - ezzCz))
€xablzz — E22Caz

J- (EJ_ (Mzzéz — fzzuz) — gL (sz&z B ezz“z))

€zabbzz — §22Caz

Wi=-J-¢,, +

Wo=—-J-p, +

Wi=J-€ | —

Wy=J-€,, -

€E=€, | +2€6,+€ 2+ 26,2
H=p, 20, P 2+ 202
=& +26.+&§,2+26.2
C:C¢L+2CZ+CL2+2sz2

Ez — _ 1 Hzz _fzz €, Ery + 7]052 : Hwy
noH., €azlber — E22Caz (2 € Cz ) Eacy + op - Hﬂ»‘y

Plana vagor

k =k, +ik; vagtal
ol

—— fashastighet
|Fir|

2
A= k—ﬂ vaglangd

r

¢
n=— brytningsindex
v
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Isotropa material

k(w) = ko (e(w)p(w)"?
n(w) = (p(w)/e(w))"?
r(w) N2 (w) — m(w)

ne(w) + 1 (w)

 2mp(w)

)= ) + )

ro(w) + re(w)ekz@)d
r(w) = 1+r0(w);ld(w)e2i’f2(@d platta

to(w)tg(w etka(w)d

=g —i—?“(o(i);i?gd()w)e%b(w)d platta

Uniaxiala material, ordinir vag

Uniaxiala material, extraordinir vag

ce 1/2
keo = kO ( Zlu)
€33

€33 = €, cos> a + esin’ a

E®(z,w) = (éeo -z

(€, — €) cos asin «

) Feo (w)e:l:ikeoz

€33

1/2
T]OHBO(Z7(4)> -4 ( €€, ) Eeo(w)éoeﬂ:ikeoz
€331

€€,
D*(z,w) = eoc—E3 (2,w)

€33
B®(z,w) = puopuH* (z,w)
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Uniaxiala material, reflektion och transmission

1/2
1—m (6332) 2
Teo = 1/2 leo = 1/2
o () 1 ()
1/2 2
I—m <ﬁ) to = 1/2
To = 7 14+m </§)
L+m (ﬁ)
Gyrotropa material, § =0
ki = ko (p(e £ €)'
+ _ et e ik z
E; (z,w)=E"(w) (& —iy) e
_ = ~ s AN ik z
E, (z,w)=E (w) (T +iy)e
1/2
mits () =+ () By )
0
_ 1/2
w0 =+ (22 g B )
W
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Rotationsvinkel, Faradayrotation, 6 = 0

¢y — O

E
E—y:tan

2

PO _ ZO;UC\/ﬁ (Vete—e—e)
0

Bi-isotropa material, moder

ke = =

o)

|

770Hi<27w) = {

E*(z,w)

Fi(LU)

E*(w) (& £ iy) exp {iky2)}

E*(w) (& F i) exp { —ikyz}

T T () () (& + i) exp {iks2)
Fils(w)E*(w) (& F iy) exp {—ikyz}

% ((eu — K2)1/2 F i/ﬁ))

Bi-isotropa material, reflektion och transmission

_ (" e
T 7“||

[t]

_ ([t
o\t

L f1-=—mly
"= 5

1+771F_

L+mIy
{ 1
r. =1 —
. L+mIy
1

b= —
= 14+mly

o)
1+771F,

—it,
it_

Optisk aktivitet

= tan

Ey
Ey
Yo

—ty _

Yo — s
2
wWzoX

2

Co




Kapitel 5

Vagutbredning i flera dimensioner

ningar. Ett viktigt resultat var fundamentalekvationen, vars egenviarden gav den

plana vagens majliga vagtal och polarisationstillstand som funktion av w. I detta
kapitel behandlas mer allménna l6sningar till Maxwells filtekvationer. Vi kan hér
analysera reflektions- och transmissionsproblem med kéllor som inte enbart gener-
erar plana vagor. Flera resultat av denna mer generella analys paminner om eller
har starka paralleller med resultaten fran kapitel 4. Aven i detta kapitel antar vi att
materialet ar homogent, dvs. de konstitutiva relationerna beror ej pa rumskoordi-
naterna.

! kapitel 4 analyserade vi vagutbredning ldngs en fix riktning, s.k. planvagslos-

5.1 Maxwells faltekvationer

Vid reflektion och transmission mot en yta, z = konstant, kommer z-koordinaten att
inta en sdrstillning pga. att kdllorna till faltet antingen ligger till hoger eller véanster
om ett plan, z = konstant. Kéllornas placering leder till att féltet propagerar i
antingen +z-riktningen eller i —z-riktningen. Tills vidare behaller vi darfor faltens
z-beroende, medan vi fouriertransformerar filten i de 6vriga tva rumsvariablerna,
dvs. x- och y-variablerna.

Definiera Fouriertransformen m.a.p. rumsvariablerna = och y

E(z,k;,w) = // E(r,w)e *° dxdy

med invers

1 [ |
E(’I’,W) = m// E(z,kt,w)emt'pdkxdky

dér vi, for att fa mer kompakta beteckningar, definierat en vektor k; och ortsvektorn
i z-y-planet p
k. = @k, + yk, = ke, p=zx+yy

127
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Hér ar det transversella vagtalet, k; > 0, definierat genom
kt = 4/ k:% + ]{?Z
och enhetsvektorn e = k;/k;.

Pa samma sétt definieras Fouriertransformen av ¢vriga filt. Vi anvander samma
beteckningar pa det tidsharmoniska faltet E(7r,w) som pa dess Fouriertransform
E(z, k;,w) for att inte fa klumpiga beteckningar. Argumentet anger om féltet eller
dess Fouriertransform avses. Denna konvention &r helt i analogi med tidigare beteck-
ningar for tidsharmoniska félt. Funktionsberoendet m.a.p. k; och w utelamnas dér
det ej kan missforstas vilket falt som avses, dvs. vi skriver ritt och slitt E(z) for
E(z, ki,w).

Vi kommer nu att studera Fourierkoefficienterna E(z, k;,w) och deras egen-
skaper. Maxwells féiltekvationer utan kéllor (J = 0) for harmoniska vagor, se (3.2)
och (3.3) pa sidan 37, transformeras till féljande ekvationer (anvind V — ik, +z-L):

X dizE(Z) +ik; x E(z) = iwB(z)

X%H@+MXH@:—MM@

z
z
Med en uppdelning av vektorerna i en komponent i z-y-planet och en z-komponent,
tex. E = E;, + E.z, kan vi ur dessa ckvationer projicera ut z-y- respektive z-

komponenterna. Operera med —zx pa bada sidor i ekvationerna samt utnyttja
BAC-CAB-regeln for att fa z-y-komponenterna. Resultatet blir:

d
—FE,,(2) =ik E.(2) — iwz X Byy(2)
Cf;zz (5.1)

y H,, (2) =ikH,(2) + iwz x D, (2)
z

Pa samma sétt, anvand operationen z- for att fa z-komponenterna. Vi far

{zmmew@»:w&@)

z - (ky x Hyy(z)) = —wD,(2) (5:2)

De transversella komponenternas ekvation, (5.1), kan skrivas om som en vektor-
ekvation.
i ( Exy('z) ) _ Z( kth > +iw (_J 0) X ( B:vy(z> )
dz \1oH 1y(2) kinoH. 0 J oDy (2)

dér den tvadimensionella linjéra operatorn J, som verkar pa en vektor i x-y-planet
(se &ven avsnitt 4.1), och som har matrisrepresentationen

=7 )
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har anvénts. Denna operation svarar mot en rotation i z-y-planet av 90°. Notera att
J-J = —1I, dar I &r identitets-operatorn i tva dimensioner. Vi ser genast att analysen
fran kapitel 4 &r ett specialfall av analysen i detta kapitel, ndmligen genom att sétta
k: = 0, jamfor (4.1) med (5.1) och (5.2). De reflektions- och transmissionsresultat
som vi erholl 1 kapitel 4 kallas ocksa, pga. att vagen endast utbreder sig vinkelratt
mot skiljeytan, for reflektion och transmission vid vinkelratt infall.

Strategin for att losa ekvationerna (5.1) ovan &r att anvinda de konstitutiva
relationerna for materialet och (5.2) for att uttrycka E, och H, samt D,,, och B,, i
E,,- och H, filten. Dérefter kan E, och H,, samt D,, och B,, elimineras i (5.1).
Slutresultatet blir ett system av forsta ordningens ordinédra differentialekvationer,
vars form vi skriver

d ( Exy(Z) ) Y (Wl WQ) ( Exy(Z) )

— =i— : (5.3)

dz \noH 2y(2) co \Ws W,y NoH 4y (2)
dir W;, « = 1,2,3,4, ar fyra enhetslosa 2 x 2 dyader. Vi noterar att detta sys-
tem av ekvationer dr en generalisering av fundamentalekvationen, (4.6), i kapi-
tel 4. Egenvérdena till motsvarande koefficientmatris bestammer vagutbrednings-
egenskaperna i materialet precis som vid vagutbredning léngs en fix riktning i kapi-
tel 4.

Hittills i detta avsnitt har analysen géllt generellt for vagutbredning i ett bian-
isotropt material. Det explicita utseendet pa dyaderna W;, i = 1,2, 3, 4 ar naturligt-
vis olika for olika material. Vi kommer i de féljande avsnitten att begrénsa oss till
att analysera vagutbredning i isotropa material. De mer komplicerade materialen
tas inte upp till behandling hér.

5.2 Isotropa material

5.2.1 Faltlosningar

Isotropa material kinnetecknas av att de konstitutiva relationerna har formen

{ D(r,w) = eoe(w)E(r,w)
B(r,w) = pop(w)H (r,w)

dédr € och p ar enhetslosa komplexvirda funktioner av w. Motsvarande samband
galler naturligtvis dven for de fouriertransformerade storheterna D(z, k;, w) osv.

Var forsta uppgift blir att identifiera de fyra dyaderna W, i = 1,2,3,4 i (5.3)
for ett isotropt material. For att astadkomma detta uttrycker vi forst E, och H,
i motsvarande tangentiella filt. Detta sker med de konstitutiva relationernas hjalp
och ekvation (5.2), som i detta specialfall medfor

R H(2) = 2 - (ke X Euy(2)) = —ky - (2 % Eyy(2)) = —ky - J - Eqy(2)

o Bez) = =2 (ke x o Hay (2)) = K (2 X o Hy (2)) = K 3 - 1o H oy (2)
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() = (O W) (B o

I ekvationerna (5.1) kan vi nu eliminera E, och H, samt D,, och B,, mha. de
konstitutiva relationerna. Vi skriver resultatet pa samma form som i (5.3).

di,lz (nﬁiiil)) - Zf_o (gi gj) ' (m%f(%) (5:5)

diar W, @ =1,2,3,4, ar fyra 2 x 2 dyader, vars explicita utseende &r

Vi far

'W1:0

2
C ~ ~
Wy = —uJ + ew_Oth (ki -J)=—pd + Te (6” -J)
2
C ~ ~
u_:))?kt (ki J) =eJ —Teey (e - J)

W3:€J—

(W, =0
dér vi infort den enhetslosa beteckningen 7, definierad genom

2 9
_ kicq

€pw?

och e = k;/k;. En alternativ framstéllning av dessa dyader ar

W;=0 W, = —uJ — urejey
W; =elJ +ereie, W,=0

dér {€), e, 2} ar ett ortonormerat hogersystem genom definitionen
e, =J-ej=¢ T =—¢J

Detta ér en koordinatoberoende framstéllning av dyaderna W;, ¢ = 1,2,3,4. Vi
ser genast att basen {e|, e, 2} har en framtridande roll i denna analys. Denna bas
ar lamplig for analys av de fouriertransformerade filten. Slututtrycken for reflek-
tion och transmission far i denna representation en speciellt enkel form. Basen &r
relaterad till Fouriervariablerna k; uttrycka i de cylindriska koordinaterna (ki, ),
se figur 5.1.

k., = xk, + yk, = Tk, cos + yk; siny

I detta uttryck ar det transversella vagtalet, k; > 0,

k't:\/k%‘i‘k;

och azimutvinkeln ¢ € [0, 27)

Arccos —- ky >0

_ o Ty
¢— ke

k, <0
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Avsnitt 5.2

T + Yy

ke

y

Figur 5.1: Definition av uppdelningen i cylindriska koordinater.

Enhetsvektor € parallell med vektorn k; blir

. k . .
e = k_f = cosY + Ysiny

Normalvektorn till skiljeytan, 2, och den tangentiella vektorn e spénner upp ett
plan, det s.k. utbredningsplanet. Normalen till detta plan ges av, se figur 5.1

€, = —xsiny + ycosy :J-é” = _éH -J
), dvs. faltens x-y-
z,Y)

De tangentiella komponenterna till vektorerna E(z) och H(z
( -basen, dels i

komponenter, kan vi representera pa foljande tva sétt; dels i
(e, L )-basen:
Exy(z) = ﬁ:Ex(z) + @Ey(z) = éHEH(Z’) + éJ_EJ_(Z)
H:,;y(z) = QAZHz(Z) + @Hy(z) = é”HH(Z) + éLHL(Z)

Vilken representation vi véljer beror pa den specifika situation vi vill analysera. Vi

betecknar de tva koordinatrepresentationerna med

och

me= (510) o= ()

Transformationen mellan de bada representationerna ges av 2 x 2 matrisen [P]
E, T-e x-e E
o) =605 30) (2)
(5.6)

B (cosw —sinw) (EII) = [P] [E],

siny  cosy E,
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med invers

me (5) = () - (5 ) (2) e

och pa samma sétt for 6vriga vektorfalt.
Ortsvektorn i horisontalplanet &z + yy representeras lampligen i cylindriska ko-
ordinater (p,¢) (p >0, ¢ € [0,27)), se figur 5.1.

Tx + Yy = Tpcos+ ypsing

Vidare géller
ki-p = ko + kyy = kipcos(v — @)

Det tidsharmoniska filtets z-y-komponent blir uttryckt i cylinderkoordinatsrepre-
sentationen

Euy(r.w) =15 / / E., (2, ki, w)e™= "t qk, dk,

21
47T2 / BH el ] (Z7 kt7 w)elktpcos(lbfqﬁ) ktdktdw

eftersom dk,dk, = k,dk,dv. Liknande uttryck géller for de 6vriga vektorfélten.
Det &r lampligt att representera dyaderna W, ¢ = 1,2, 3,4, i cylinderkoordinat-
systemet {€), e, }. Deras explicita representationer &r

wi=(y o) wi = (%17
w5 ()

Egenvérdena till koefficientmatrisen i (5.5) bestammer vilka vagor som kan ut-
breda sig i det isotropa materialet. Matrisen har dubbla egenvirden.

{ li =1y = (eu(l — 7'))1/2
ls=1,=—(ep(1 — 7'))1/2

Grenen pa kvadratroten viljs hér alltid sa att dess imaginérdel ar icke-negativ. De
mojliga moderna i det isotropa materialet ar

E,, (2 ki,w) = E, (ki w)eiikzz

dir E,,(k;,w) &r en godtycklig vektor i x-y-planet (inga restriktioner pa polar-
isationen) och vagtalet for utbredningen i z-riktningen &r k,—det longitudinella
vagtalet—definierat av

ke = ko (ep(1—7)"% = (K = k)"
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Vi har hir infort vagtalet k och vagtalet for vakuum kg, som &r

k= “ (GN)I/Q ko = —
Co Co

Med dessa beteckningar far vi foljande samband:
K=k +k=k+k+k

Langden av vektorn ky, k;, kallas ocksa det transversella vagtalet. Notera att vektorn
E,,(k;,w) dr oberoende av z, medan E,,(z, k;,w) har z-beroendet exp{+ik,z}.
Har materialet forluster ar k., en komplex storhet. Om materialet déremot &ar
forlustfritt, € och p reella, &r k, reell om k7 = k2 + k < k?, annars rent imaginért.
Notera att k; alltid &ar ett reellt, icke-negativt tal.
Losningen till (5.5) &r

E, (z,ki,w) = E,, (ki w)eﬂkzz
H, (2 k,w) = Hmy(kt,w)eﬂkzz

dér vektorn H ., (k;,w) kan uttryckas i E,,(k;,w) genom (5.5).

w
nOny(kta W) ==

W; - E, (ki,w) = :I:kwc (eJ + ETé”éJ_) By (ki w)

2C0 240
. (5.8)
(K23 + k2eje)) - Epy(ky,w) = £Y - By (ky,w)

=+
k,w

dér admittansdyaden Y ges av

Yy =%

a a c A A A a
e (kQJ + k:thHeL) = ukow (erLe” — kze”el) (5.9)

Vi har har anvént
1= éHé” +e e,
JZ%XI:éJ_é” —é”éJ_

med explicit representation i {€, &, }-systemet

Co 0 —k,
=2 (e, o)
Notera att detta uttryck pa admittansdyaden generaliserar vara resultat i kapitel 4,
se (4.10) pa sidan 72.

Losningen med plus-tecken i exponenten, dvs. exp{ik,z}, anger att kdllorna lig-
ger till vanster om ett plan z = zy och att vagen propagerar i +z-riktningen i
omradet z > zg, medan minus-tecknet, dvs. exp{—ik,z}, anger att kéllorna finns
till hoger och vagen propagerar i —z-riktningen.

Den allménna 16sningen av det elektriska faltet blir

1 o . )
E, (r,w) = ys / / B, (ki w)e®Pe=*== qL. dk, (5.10)



134 Vagutbredning i flera dimensioner Kapitel 5

dér tecknet i exponenten beror pa kéllornas placering i forhallande till planet z =

konstant. Detta &r en allmén utveckling (integralrepresentation) av det elektriska

féaltet for harmoniska vagor, och den &r inte begrénsad till planvagsutbredning.
Det magnetiska féltet H,,(7,w) har en liknande integralrepresentation.

1 - ) )
H,y(r,w) = 4—7r2// H,, (k;,w)e*Pei®== qk dk, (5.11)

dér H,,(k;,w) har komponenter som vi kan uttrycka i E,,(k;,w) genom (5.8).
Utvecklingskoefficienterna for z-komponenterna for falten kan uttryckas i faltens
tangentialkomponenter, se (5.4).

5.2.2 Reflektion mot plan skiljeyta

Lat z = 0 vara skiljeyta mellan tva isotropa material, se figur 4.1 pa sidan 73.
Material 1, z < 0, innehaller kéllorna och karakteriseras av parametrarna €; och p;.
Motsvarande materialparametrar i material 2, z > 0, betecknas €5 och uo. Material 1
eller 2 behover inte vara forlustfria, men i allmédnhet har material 1 sma forluster sa
att falten fran kéallorna kan propagera till skiljeytan.

Kéllorna i material 1 genererar ett infallande félt. De &r lokaliserade i volymen
z < zp < 0. I omradet mellan kéllorna och skiljeytan, zg < z < 0, antar vi att det
infallande filtet kan representeras av

, 1 [ .
E,(rw) =15 // E., (ki w)e™Pe™ % dkydk, 2z <z <0

dar o w
k. = (k= k7) / k1= o (e1p11)"?
0

Notera plustecknet i exponenten av exp(ik;,2), vilket motiveras av att kdllorna ligger
till vénster om observationspunkten z.
Motsvarande magnetiska féalts utvecklingskomponenter ar

nOH;y(kt, w)=Y;- E;y(kt, w)
dér admittansdyaden Y &r

Co
Mlklzw

Co

Y
! ﬂlklzw

(kT + kieje.) =

(kieLe) — kiZeeL)

Nérvaron av skiljeytan ger upphov till ett reflekterat filt E’, , vars kllor ligger
till hoger om z = 0. Vi representerar detta filt med en Fourierutveckling dar vi
pga. killornas placering véljer moden med exp(—ik;,z).

T ]' y T iki-p —1 z
E:py(raw) = p// Exy(kt,W)ek Pe =tk dkwdky 2z <0
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Motsvarande magnetiska filts utvecklingskomponenter ges av
nOH;y =-Y;- E;y
Notera minus-tecknet i detta uttryck pga. att z-beroendet for det reflekterade filtet

ar exp(—iky,z).
I material 1, zp < z < 0, ar det elektriska filtet summan av dessa bada falt.

E . (rw) = E;y(r,w) + E, (r,w) 20<2<0

Det totala faltet pa ytan z = 0 i material 1 blir

(

E, (2= =1 // kt, )+ E" (kt,w)) oikep dkydk,

Hlxy(z =2 // k:t, )+ H, (kt,w)) oikep dkdk,

\

I material 2, z > 0, ansétter vi ett transmitterat filt E".

E. (r.w) = / E. (ki w)e™ Pe*2+> dk, dk,

472

dar
w

1/2
/{Zgz = (l{}; — ]{Z?) / ]{32 = c— (62,&2)1/2
0
Motsvarande magnetiska félts utvecklingskomponenter ér
7]0Htxy = Y2 . Etmy

dér admittansdyaden Y, ar
Co

Y, = (k3J + kjejey) = (k3e e — koejer)

2 k‘zz ks w

Det totala faltet pa ytan z = 0 i material 2 blir

zkst
Eo(:=0)= / / E! P dk,dk,

H2xy(z 47T2 / H kta lkt.p dk’xdk‘y

(

Kontinuitet av det elektriska och magnetiska féaltens tangentialkomponenter 6ver
skiljeytan ger foljande ekvationssystem for Fourierkomponenterna av féltet pa skilje-
ytan z = 0:

E;y(k:ty u)) + E;y(kta (.U) = Eiy(kt, (.U)
Y. E, (kw) - Y E, (k,w) =Y, E, (kw)
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med 16sning '
E;y(k:t, (U) = I'(kt7 W) . Elmy(k:t, (U)
Etzy(kt, Cd) = t(k?h u)) . Eiy(kt, CU)

dér reflektions- och transmissionsdyaderna ges av'

r = (Yl + Yg)_l : (Yl — Yg)
t=r+1

Koordinatrepresentationen i cylinderkoordinater, {&j, &, }, blir

0 ke ke TH 0 _ ke | k2
_ 1 1 1 1
[x] (kt,w) = ( 2 n k2 10 2) ( Kk 10 2)

piki p2ka Hiki, H2ka

(5 7)

och

CICRRR i

dér de explicita uttrycken for ry, ry, ¢ och t; ges av

v ke, w) = ;in—m by (ke w) = % 5.12)
ri(k,w) = ;ii—m bk w) = #(kt,w)
déar ek
pyi(ke, w) = e1ka.
pi(k,w) = Z;Zi

Detta #r Fresnels reflektionskoefficienter.? Notera att matriserna [r] och [t] &r diago-
nala i cylinderkoordinatrepresentationen. Detta &r inte fallet om vi representerar [r]
och [t] i z-y-systemet. Var representation i cylindriska koordinater ger de enklaste
slututtrycken pa reflektions- och transmissionskoefficienterna.

!Formen pa de ingdende dyaderna ér
.. U R ..
r= (aeJ_eH + bEHeJ_) . (CEJ_eH + deHEJ_)
1AA+1AA (AA+dAA)cAA+dAA
=(-ére+—-¢eL ) (ceLe ejel)=—ee +-éLée
p ELEI T L elIeL L€ €L G ClIel T peLlel

dvs. framstéllningen &r diagonal i basen {&, &, }.
2Augustin Jean Fresnel (1788-1827), fransk fysiker.
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Figur 5.2: Vertikal magnetisk dipol placerad pa skiljeytan mellan tva isotropa
material med identiska magnetiska egenskaper py = po. Antennen, vars magnetiska
dipolmoment &r m, har arean A och stromstyrkan 1.

Fresnels reflektionskoefficienter kédnns kanske lattare igen om vi definierar en
”infallsvinkel” 6; och en ”transmissionsvinkel” 8, definierade av

ki

Qi - £
COS ]{31
ko

0, = -2
COS Ut k2

Vinklarna 6; och 6, ar i allménhet komplexa tal och alltsa generaliseringar av begrep-
pen infalls- och transmissionsvinkel. Alternativa uttryck pa reflektionskoefficienterna
i dessa vinklar ar

~ 1macos By —mn; cosO;

r
I 7)o cos By + ny cos 0;

1o cos B; — ny cos 6,

B 7o cos 0; + 1y cos 0,
)Y

rp

diir gy = (pu1/e1)? och ny = (ua/€2)'? ér respektive materials relativa vagimpedans.
Exempel 5.1
I detta exempel illustrerar vi analysen ovan genom att berikna filtet fran en magnetisk
dipol ovan en isotrop halvrymd, se figur 5.2. Tillimpningarna pa detta exempel finner
vi speciellt i geofysiska problemstéllningar. Den magnetiska dipolen antar vi dr placerad i
material 1, och vidare att materialen 1 och 2 har identiska magnetiska egenskaper, 11 = po.
Detta exempel &r en viktig modell for vagutbredning av radiovagor dver en mark- eller
vattenyta.

Det elektriska filtet fran en magnetisk dipol i origo, med magnetiskt dipolmoment m =

—zm (dipolen med styrka m och &r riktad lings negativa z-riktningen), i ett homogent
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material 1 (utan nérvaro av skiljeyta) &r [8, sidan 605-607]

ezklr . ezklr
E\(r,w) = —¢wki popm 14— |sinf = —iwpouimV x | 2
4rr klr 4rr

Vinkeln @ &r vinkeln mellan 2 och observationspunkten . En magnetisk dipol kan realiseras
som en plan, sluten slinga med stromstyrka I. Dipolstyrkan m, stromstyrkan I och arean
A pa antennen &r relaterade till varann.

m=1A

Fouriertransformerar vi det elektriska filtet med avseende pa dess - och y-variabler och
dessutom identifierar filtets 2- och y-komponenter far vi (detaljer 6verlimnas till lisaren®)

2
Ei(r,w) / / E. (ky,w)ekeocosw=o)eikizlzl o, qy do)
" 4n?
dér _ L
i _iwpoprmky
Exy(kt7w) = —lee

Vi later den elektriska dipolen vara placerad i punkten (0,0, —h), dvs. pa hojden h > 0
ovanfor skiljeytan mellan de tva isotropa materialen, se figur 5.2. Det infallande féltet fran
antennen i (0,0, —h) far vi genom att lata z — z + h 1 uttrycket for dipolféltet ovan, dvs.

, 1 2r poo , .
Eyy(rw) =13 /0 /0 E. (ky, w)ekpcosmo)gibrzl=thl o, qy do)
Det infallande faltet pa skiljeytan blir:
. 1 2m A A A
Ey(z=0)= 3 /0 /0 EL (ky,w)eecostmo)eikih by dg, dy)

Med hjélp av analysen i detta avsnitt, blir det totala elektriska faltet i material 1
(endast r; ldmnar bidrag till det reflekterade filtet eftersom E endast har en _L-
komponent?)

1 2w poo ) .
Biyr)= 5 [ [ (B o) theton)
™Jo Jo KIS
x B, (ky,w)e™®0 5W=9) o, dkydap

For specialfallet da antennen befinner sig pa skiljeytan, h = 0, skriver vi ut det elektriska
faltet ovan skiljeytan, z < 0, mer explicit.

2
Z(JU,UIO,Uflrrn k z ikip cos(yp— qb) —ik ZA k
E tpP 1z
lzy(r7w) / < k'lz + k2z> klz dktdw
—& o WUO/-le / ktp —ik1,2 - ktfl;: 2<0
1z 2z

3En representation pa en sfirisk vig som ir anviindbar i detta sammanhang ir (grenen pa
kvadratroten viiljs sa att imaginédrdelen ir icke-negativ)

etk 2 1/2 kidk
k i(k?—k7) 7 e MR
drr / Tolkip)e’ (k2 — k2)1/2

4Notera att det infallande filtet skall evalueras pa skiljeytan for att resultaten i detta avsnitt
skall ge ratt uttryck pa det reflekterade filtet.
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dir vi anvént oss av en integralrepresentation av Besselfunktionen Ji(z), se (A.2) pa
sidan 167 i appendix A.

1 o _g) [cos cos ¢
= iz cos(¢p—¢) —
2ir Jy © (mw) @ = Ji(2) <sin¢>

Detta ar det fullstindiga uttrycket pa det elektriska filtet i material 1 da antennen
befinner sig pa skiljeytan. Den vertikala komponenten av det magnetiska filtet, Hy,, da
antennen befinner sig pa skiljeytan, ges av (det magnetiska féiltet har &ven en p-komponent,
som ej ges hir)

im [ k3 dky

Hy. (r,w)=—— Jo(kpp)e =z L <
1z(7’ W) o7 Jy 0( tp)e k1, + ko, 2>

vilket inses genom att anvénda (5.4) och integralrepresentationen av Jy(z).

T oor

1 o iz cos(Y—ao)
Jo(z) e dip
0

Man kan explicit berikna de aterstaende integralerna da &dven observationspunkten
ligger pa skiljeytan, z = 0. Vi ger hér resultatet fran en sadan berdkning utan nagra
detaljer, se &ven 6vning 5.1.

_ 2iwpopam 0 [1 9 ethrp _ etk2p
k2 —k3 Op |pOp \4mp  4mp

Hi(r )__277”12 0 [10 (ehr eter
TR Tk 00 "0p [pp \dmp ~ Amp

Det dominerande bidraget till faltet pa markytan langt fran antennen, p — oo blir

E1¢(’I", w) =

=0  (5.13)

w1 M ' ,
E1¢(r,w) :m (k%ezlﬂp _ k%elkzp)

Hy,(r,w) :W (k{’e kb _ p3e kzﬂ)

z=0

Termerna inom parentes i dessa uttryck ger upphov till interferensménster (for reella kg
och kg blir perioden for detta interferensméonster 27 /|k; — ko). Il

5.2.3 Brewster vinklar

Vi undersoker nu for vilka viarden pa k; som det infallande féltet ger ett reflekterat
falt som &r noll. For att detta skall intréffa kriavs att

r(ky,w) - E. (ky,w) =0

eller att E;y(kt, w) ér en egenvektor till reflektionsmatrisen med egenvérde noll. Ett
nodvindigt villkor for detta ér, se (5.12)

det [r] (ki,w) =0
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vilket medfor
€1ka, = eaky,  (||-fallet) respektive piko, = uoky, (L-fallet)
Dessa samband kan efter kvadrering skrivas som
S(R-K)=&( k)  repektive @2 (K — k) = @2 (K — &)
Loser vi ut k; far vi

? 2
w* 16 (12 — €241 . w? pipe (€211 — €1p42)
2 2 _ 2 respektive k? = —

2 2
o €] — €& &) 1 — g

K =

For material med identiska magnetiska egenskaper py = o géller

2
Wil €1€2
2 e+ e

K =

for den forsta ekvationen medan den andra saknar l6sning. Vi kan ocksa uttrycka
detta samband 1 ”infallsvinkeln” 6,.

2 2 2
tan2 6 . ]{?1 — 1{312 . kt . €1€2 . 6_2
;= = = =

2 2 2
kl kl - kt €1 (61 + 62) — €1€9 €1

z

5.2.4 Reflektion och transmission mot dndlig platta

I fallet med en platta av &ndlig tjocklek blir analysen mycket analog den i av-
snitt 5.2.2. Geometrin visas i figur 4.2 pa sidan 78.

I material 1, till hoger om kéllorna, zg < z < 0, representerar vi filten som
tidigare med en summa av ett infallande och ett reflekterat filt.

1
Elxy(r, W) :m

/ E;, (ki w)e™ Pe™® dk, dk,

/ E. (ky,w)e™Pe ™% dk,dk, 2 <z<0

47?2

déar o w
b = (K = K7) " k= — (erm)"?
0

Motsvarande magnetiska félts utvecklingskomponenter ér, se (5.8)

nOH;y =Y- Eny
’I']()H;y = —Y1 : E;y
med
Co

(ki3 +Kgey) = (ke.é) — kizée.)

Y
Lo ,ulk:lz
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Det totala filtet pa ytan z = 0 i material 1 blir

1 ,
Elxy(z =0) / / (ki w) + B (K, w)) e®P di,dk,

T A2

1 .
Hy,,(»=0) = o= / / (HL, (ki w) + HL (K, w)) €*° dk,dk,

\
I material 2, 0 < z < d, ansétter vi ett filt som bestar av tva delar; en del som

propagerar i +z-riktningen och en del som propagerar i —z-riktningen, pga. att vi
har ytterligare en skiljeyta, z = d, som ger reflektion, se figur 4.2.

By, (r,w) = / E} (ky,w)e™ Pe*2* dk, dk,

+ / E,, (ki w)e™ P dk,dk,

w

déar o
k. = (K — K7)" ky = — (capta) '
0

Motsvarande magnetiska félts utvecklingskomponenter &r

+ _ =+
T]ony = :l:YQ . Ezy

dar
Co A a A A
Y k2 + k — k3 — k)2
2 = Mzk’zz (kpd + kieges) = - (Ke.8) — hzeye.)
Det totala féltet pa ytan z = 0 i material 2 blir
( 1 .
By, (2 = =13 / / (ke w) + B (ky,w)) e dkydk,
H,,,(z = =13 / / Sk w) + Hy (K, w)) e dk,dk,

\

och pa ytan z = d i material 2 blir filten

zk »d
E2xy 471'2 // 2

+E,, (ky,w)e”"2=1) P dlydk,

I .
HQxy(Z = d) :4—7_‘_2 // (H;_y(kt’w)ellwzd

+H (K, w)e *2=0) e*P dk, dk,

(
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I material 3, z > d, ansétter vi ett transmitterat filt E’, som propagerar i
+z-riktningen.

Efcy(r7w) = 4_7T2// E;y(kt,w)emt Peiks: dkwd/{}y

dar L2 w
ks, = (k3 — k7) ks = @ (e3p3)"?

Motsvarande magnetiska filts utvecklingskomponenter ar
nOHta:y =Ys- Ei‘y

dar
Co

Co
Y3 -
psks.w psks.w

Det totala filtet pa ytan z = d i material 3 blir

(k3T + kieje.) = (kieLe) — kszejel)

/

1 o ) .
ESacy(Z = d) = m // Eiy(kt,w)ezk?’zdemt'p dijdky

1 - ) .
H,y(z = d) = 2 // thy(kt,w)emg’zdelk”’ dk,dk,

\

Kontinuitet av de elektriska och magnetiska féltens tangentialkomponenter pa
skiljeytorna z = 0 och z = d ger foéljande ekvationssystem:

% oo + -

Emy + Exy - Ezy + E:L"y
% T _ + —

Y- (Emy - Eﬂcy) =Y (E:vy o Efcy)

+ iks.d — —iko.d _ pt iks.d
E e+ E e ™ =FE e

Y2 X (E;ryeik’zzd o E;ye—ikgzd) — Y3 X Etxyeikgzd
Vi eliminerar félten Efy fran dessa ekvationer. Detta leder till

E;y(kt,w) = I'(kt7W) . Eiy(k:t,w)
E;y(kt,CU) = t(k:t7u)) . E;y(kt,W)

dér reflektions- och transmissionsdyaderna efter lite algebra ges av

r= {Yl +Y,+ {I —2Y5- (Yz + Yg)_l} . (Yl _ Yg) €2ik22d}—1
: {Yl - Yy + {I —2Y3- (Yo + YS)’l} (Y1 +Y>) eQikzzd}
t=(Yo+Ys) - {Y1+ Yo~ (Y1 —Yy) r}eithehsad
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eller omskrivet
r={I+a'r; a: roe{‘”’“‘é’zd}_1 Aro+a ! 1y ae?td} (5.14)
t - (Yg + Yg)il . {Y]_ + Y2 — (Yl — YQ) . I'} ei(kQZ_k?)z)d ’

dér
a=Y;" (Yi+Yo)
och dar de enskilda skiljeytornas reflektions- och transmissionsdyader fér z = 0 och
z =d ges av
{ o= (Yi+Y2) - (Y1 - Ya)
to=ro+1
respektive
rg= (Y2 + Y3)_1 (Yo = Y3)
{ tg=rg+1
Med de explicita koordinatrepresentationerna av ry och ry fran avsnitt 5.2.2 samt

koordinatrepresentationerna av Y; och Y, far reflektions- och transmissionskoeffi-
cienterna r och t i (5.14) foljande representationer i {€|, &, }-systemet:

=)
0-(3 )

dér de explicita uttrycken for ry, r1, ¢ och ¢, ges av

(5.15)

;

(ke ) = oy (ke w) + 7“d||(kt,w)e2i”f2zd
L+ roj (ke, w)ra) (ke w)ehz=4

oL (ke,w) 4 rar (ke, w)e?ke=4
\ ri(ke,w) = 1+ 7oL (K, w)ray (ky, w)e?ikeazd
) (Lt ro(ke,w)) (14 ray(ke, w)) eithoe—hs=)d

t||(kt, w) = 1+ ol (kt, W>Td||(/€t, w)e%k2zd

t1(kyw) = (14 rou (ke w)) (1 + 7y (he,w)) ?i(k2z—k3z)d
\ ’ 1+ 7oL (kyyw)ray (ky, w)e?ike=d

Reflektionskoefficienterna for de enskilda skiljeytorna z = 0,d ges av, se (5.12)

roy (ke, w) = % ( ra) (ki,w) = %
oL (ki w) = % \ rat (ki w) = %
och €rky ( esko
poy(ke,w) = le; ) pay(ke,w) = 62k3:
poi (ki w) = Z;ij \ pas (ke w) = ,/ZZZ
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5.3 Par-axiala approximationen

Vi skall i detta avsnitt beridkna faltstyrkan och effekttransporten hos en speciell
typ av vagor, s.k. stralknippen. Berdkningarna ar approximativa och utnyttjar den
s.k. par-axiala approximationen.

Vi har i avsnitt 5.2.1 berdknat den allménna losningen av det elektriska filtet i
ett homogent isotropt material, se (5.10).

E,(r.w)=— / E,,(k;,w)e™Petit=)z g dk,
4
déar
. N 2 2\1/2 2 w?
k. = xk, + yk, k(w) = (K*(w) — k7) kE*(w) = C—2€(W)M(W)
0

och dar ortsvektorn och avstandet till z-axeln ar

p=xr+yy p=a*+y?
Det magnetiska féltet far vi fran (5.8) och (5.11). De elektriska och magnetiska falten
blir

E,y(r,w) = / B,y (K, w)e et k== gl dk,

7T2

T]QHmy(T' w 4 2/ Y k;t, . xy(kbw>eikzm+ikyyiikz(w)z dkxdky
T

\

dér Y i cylinderkoordinater har foljande representation, se (5.9):

Co
,uk

(k*eLe) — kZeeL)

De longitudinella komponenterna, z-komponenterna, ges av, se (5.4) och (5.8)

7 S
1 [k Eay(knw) oo o
Ez(r’w) — :{:47-(2 // t y( t w) ezkszrzkyyizkz(w)z dkxdky

C 1 | 2 ikyx+1 1k (w)z
W) = s [ e Buyfhe w0 i,

\

dar vi anvant

(Keye) — Kejer) = ——— (K1 - ke e))

J. Y=
pk,w

uk
kt -J = kt- (eLéH — éHéL) = —ktél
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Forlustfritt, homogent,
isotropt material

z=0
Figur 5.3: Geometri for stralknippen.

samt att k; - e = 0.

Vi skall i detta avsnitt studera hur filten propagerar i en forlustfri halvrymd,
z > 0, se figur 5.3. Bade €(w) och p(w) &r dérfor reella storheter i detta avsnitt
och vi kommer vidare att anta att de bada ar positiva. Detta medfor att vagtalet
k(w) &r en reell storhet. Kéllorna till félten antar vi finns i omradet z < 0, medan
omradet z > 0 ar kéllfritt. Vi véljer av denna anledning plustecknen i exponenten i
faltens z-beroende, dvs.

1 [ o
Eyy(rw) =1 / / E,,(ky, w)etr=rtikvtik)z gp qk, 2 >0
T
Speciellt galler pa ytan z = 0 att
1 o . )
EIZ/(Z = O,Cd) = 4_71_2 // Eggy(kt,W)elkmx+lkyy dkxdky

Fouriertransformen av E,,(z = 0,w) & med andra ord identisk med vektorfaltet
Exy (kt7 W) .
Filten, som specificeras av E,,(k;,w), antar vi &r pa foljande form:

E,, (2 =0,w) = A(w)exp {—p*/2b°(w) }

diar A(w) ar en komplex vektor som ligger i z-y-planet. Detta falt ar lokaliserat till
en omgivning till origo. I z-y-planet &r amplituden Gaussfordelad, se figur 5.4. Den
reella storheten b(w) kommer, som skall se, att vara ett matt pa intensitetens bredd.
Vi kommer nu att studera hur ett sadant filt propagerar i den hogra halvrymden
z > 0.
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s
22
B
e
LLLLELLZZ

e,

Figur 5.4: Stralknippets faltférdelning i planet z = 0.

Fouriertransformen av filtet E,,(z = 0,w) beréknas litt mha. integralen (a och
[ komplexa tal)

o0 1/2
/ e P gy = <z) /e Rea >0 (5.16)
oo oY

Resultatet blir
E,., (k,w) = // A(w)e_pQ/ZbQ(“’)e‘ik”_ik?’y dxdy = 2A(u;)7rb2(u;)e_("“%H“@QJ)I’Q(“’)/2
Det elektriska faltet kan nu tecknas i omradet z > 0

9 oo
Exy(r,w) _ A(w2)b (w) // e*(k§+k§)b2(w)/2€ik1m+ikyy+ikz(w)z d/{:xdky
Y

E.(r,w) = _—bQ(w)A(w) // k. o~ (RHKDV? (W)/2 gikewtikyy+ik:(w)z Jp. Ik
o 27 k. (w) e

(5.17)
Dessa uttryck pa det elektriska féltet ar exakta for denna excitation i planet

z = 0. Inga approximationer har gjorts. Vi antar nu att det vésentliga bidraget
till dessa integraler kommer ifran en omgivning kring k; = 0. Detta &r motiverat
av att for stora viarden pa |k;| dr amplituden pa Fouriertransformen mycket liten
(proportionell mot e~*¥"/2). Féljande approximation gors:

ke = (R = k)% =k (1= K2/ = k (1= k2/2K2 + O((ky/})Y)) ~ k — K22k
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Detta ar den s.k. par-axiala approximationen. Vi har tidigare sett att k; = 0
svarar mot en vagutbredning lings z-axeln. Vi forvéintar oss saledes att denna ap-
proximation dr god om vagutbredningen vésentligen &#r begrédnsad i en riktning,
s.k. stralknippen (pa engelska beams).

Vi kan nu, i den par-axiala approximationen, explicit berdkna de aterstaende
integralerna i (5.17) (k7 = k2 + k7).

E, (rw) = %A(w)bQ(w)eZk(“)z // o~ (K3 +k3) (% (w) /2+i2/2k(w)) +ikez-+ikyy dk,dk,

E.(r,w) =0

Med hjélp av (5.16) far vi

b(w) 2 2 2 .
Ezy(T,W) — A(w> e~ P /2F%(z,w)+ik(w)z
E.(r,w) =0
dér vi infort den komplexa funktionen F'(z,w)

F%(z,w) = b*(w) + l;(jj) = b*(w) (1 + W)

Det ar lampligt att inféra en enhetslos parameter ¢ definierad genom

z

)

Denna parameter ar reell genom antagandena i problemet. Den komplexa funktionen
F(z,w) kan nu skrivas

F%(z,w) = b*(w) (1 +i&(z,w))

For att berdkna det magnetiska filtet i den par-axiala approximationen un-
dersoker vi k% /k. i admittansdyaden Y.

k? 2 /7.2
k_z:k(l_kt/k)

-1/2

k(14K /2K% + O((ke/k)")) =~ k + ki /2K

Dyaden Y far darfor i den par-axiala approximationen foljande utseende:

Y :’u;‘:w (keLe) — Klejey)
= L1+ O(/19) @18y = (1L O((h /1)) &g}
Cok

=" (1+ O((ke/K)?))
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dvs. dyaden Y ér till ledande ordning i den par-axiala approximationen proportionell
mot J—en rotation i z-y-planet av 90°. Vi far
kco € .
nony(kt,w> =Y - E$y<kt7 CU) ~ ,u_wJ . Exy(k:t,w) = ;Z X Ea;y(kt,w)

vilket medfor att

1 2 x A b ? .
MH (7, w) = —— 2 x Epyr,w) = 2 - ( = )> =P /2F2 (2 ) ik(w)z

n(w)
UOHZ(T> w) ~ 0

dér den relativa vagimpedansen for materialet &r n = \/u/e.
Vi overgar nu till att berdkna effekttransporten i omradet z > 0. Poyntings
vektor <S(t)> (z,w) berdknas

<S(t)>(z,w) :% Re{E(r,w) x H*(r,w)}
1
 2non(w)

Effekttransporten hos stralknippet blir proportionell mot

~

z

=—= _|E,(rw)|

Re{E,,(r,w) x (2 x B (r,w)) }

By (r,0)[* = |A(w)]”

4
b(w) e—pQRe(l/F2(27w))
F(z,w)
1 2 /12 2
1Al 2 —p? /0 (@) (1+€2(2,w))
A e

Bredden® pa stralknippet ges av den reella funktionen B(z,w), se figur 5.5

Z,w) = 1 - b*(w) — bl M
Pl \/Re(l/mz,w)) \/Re[l/(1+z’§(z,w))] )V T+ €G)

eftersom b(w) och k(w) &r reella storheter. For stora virden pa z kan vi approximera
funktionen B(z,w).

zZ z

B(Z,LU) — b(w)m + 0(1/2’) ~ W

= b(w)€(z, w)
Effekttransporten hos stralknippet kan till slut skrivas som
A(w)|2 2 /32
E, 2 AW e
| ?J(r?w)l 1+§2(27w)e
Stralknippets 6ppningsvinkel 6, bestdms av

. B(z,w) 1
tan g, = 1 -
wmo = T 2 ke (w)b(w)

5Bredden pa stralknippet definierar vi som det transversella avstind p, dir intensitetens
amplitud avtagit till 1/e av sitt maximala virde.
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Figur 5.5: Stralknippets breddning B(z,w) och 6ppningsvinkel 6,. b(w) &r bredden
i planet z = 0.

Vi noterar att ju smalare stralknippets bredd gors i planet z = 0 ju storre blir
oppningsvinkeln 6. Dessutom kan vi konstatera att stralknippet far smalare 6pp-
ningsvinkeln 6, ju hogre frekvenser &r, pga. att vagtalet i allménhet vixer med

frekvensen (k(w) = w./€i/co).
Ovningar till kapitel 5
*5.1 Visa van der Pols resultat fran 1931.

/OO Totke) kedky i 10 (eikw eik2p>
0\t = ~ . -
0 (k2 - k)" 4 (2 —k2)"? K=k pOp

p P

Grenen pa kvadratroten i detta uttryck viljs sa att imaginérdelen &r icke-negativ.
Visa dérefter resultatet i ekvation (5.13).

Ledning: Anvind Sommerfelds resultat

6ikr : 0o 1/2

_ L i(k2-n?) /2 __Kedke
dr 4w [y Jolkep)e (k2—kf)1/2

2|
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5.2 Med en laser (ljusets vaglingd A = 0.5 pm) vill man fran jorden belysa ett cirkuldrt
omrade pa manen. Omradets diameter (intensitetsbredd) &r 500 m och avstandet
till manen &r 3.844 - 10 m. Hur stor maste stralknippets bredd vara pa jorden for
att astadkomma denna belysning av ménen?
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Sammanfattning av kapitel 5

Integralrepresentation

E(z, k;,w) = //E(r,w)e‘ikt"’ dxdy
1 iki-p
E(r,w)= o) E(z, ki, w)e™ P dk,dk,

1 [ |
E.y(r,w) = 2 // E. (2, ky,w)e™ P dk,dk,

( I )

d
dz

E:vy<z7 ktu w)
UOny(Za kta W)

%

= 11—
Co

W1 (kt, W) Wg(kt, CU)
Wg(kt, W) W4(k§t7 W)

E:vy<z7 ktu w)
UOny(Zy ktu W)

)

Modl6sningar, isotropa material

E,, (2 ki,w) = Exy(k:t,w)eiikzz
ko= (K —k2)"?

_w 1/2

= (ent)

Reflektion & transmission, isotropa material

ry (ke w) = iin—m

ri(ky,w) = iit—m py(ke,w) = ZZ;
by (keyw) = #W (ke w) = Z;%
A i ()
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Reflektion & transmission, isotrop platta

= oLt ra et

1+ 7"0||7“d||e21k22d

roL + rq el

T T o rguePhesd

(1+ 7o) (1+7g)) e'the—he)d
b= 1+ TOHTdHG%k?zd
P (1 + TOJ_) (1 + de_) eilk2z—ksz)d
o 1 —Q—ToJ_T’dJ_e%k?Zd

Stralknippen, intensitetsbredd

B(z,w):b(w)\/u(m) = b(w)/1 + €(z,w)
T

0, — 1
% = o)




Kapitel 6

Vagutbredning i inhomogena
material

tydligt svarare att analysera &n i homogena material. Endast ett fatal my-

cket speciella fall med inhomogena material kan l6sas analytiskt, varféor man
maste anvinda numeriska metoder for att 16sa problemet i det allménna fallet. Vi
kommer i detta kapitel endast att behandla vagutbredning i inhomogena, isotropa
material med infallande félt vars rumsberoende ej beror pa z- eller y-koordinaterna,
dvs. vinkelrétt infall.

‘ Y agutbredning i inhomogena material &ar, som vi skall se i detta kapitel, be-

6.1 Grundekvationer
Vi startar med Maxwells féltekvationer utan kéllterm, se (3.2) och (3.3) pa sidan 37.

V x E(r,w) =iwB(r,w)
V x H(r,w) =—iwD(r,w)

Materialets konstitutiva relationer for ett isotropt material &r

{ D(r,w) = epe(r,w)E(r,w)
B(’I’, w) = Mﬂﬂ(rv w)H(’r,w)

dér e(r,w) och u(r,w) ar enhetslosa komplexvirda funktioner av rumskoordinaterna
r och (vinkel-)frekvensen w.

Med de konstitutiva relationernas hjilp kan vi nu eliminera D- och B-falten fran
Maxwells faltekvationer. Resultatet blir

V x E(r,w) = i u(r, o) H (r, )
Co

0V x H(r,w) = —ie(r,w)E(r,w)
Co

I detta kapitel behandlas material som &r inhomogena endast m.a.p. en rums-
koordinat, som vi véljer till z-koordinaten. Vidare antagas att alla félt &r oberoende

153



154 Vagutbredning i inhomogena material Kapitel 6

av koordinaterna x och y, dvs. vinkelrédtt infall. Faltekvationerna forenklas med
dessa antaganden. Med hjélp av V x E(r,w) = 2 x LE(z,w) far vi

d
2 x T B(z,w) = ic%u(z,W)noH(z,w)

d w
zx —H = —i— E
Mo dz (va) ZCOG(ZJW) (Z,Cd)
Dessa ekvationer ger omedelbart att bade de elektriska och de magnetiska filten
saknar z-komponenter, dvs. de ligger orienterade i x-y-planet. Det &r lampligt att
skriva om ekvationerna ovan mha. dyaden J = 2 x I (vi anvénder hér ocksa J -J =
—1I, dér I &r enhetsdyaden i z-y-planet).

d W

EE('%(")) = _ZC_OM(Zaw)UOJ ’ H(Z7W)
d w

L d - H(zw) = —iZ E
L H(z) =~ ) B,

eller i matrisform

W) (S ) ()

Denna ekvation anger hur filten E(z,w) och H(z,w) &r relaterade till varann i
det inhomogena materialet. Notera att dessa ekvationer formellt &r identiska med
motsvarande ekvationerna i fallet med homogena material.

6.2 Vaguppdelning

I de reflektionsproblem som behandlas senare i detta kapitel genereras alltid félten
i omradet z < 0, som antas vara vakuum.

Den infallande vagen (effekttransport i +z-riktningen) reflekteras mot det inho-
mogena materialet i omradet z > 0 och ger upphov till en reflekterad vag (effek-
ttransport i —z-riktningen). Vi kan systematiskt 16sa dessa reflektionsproblem om
vi delar upp filten m.a.p. vilken riktning effekttransporten sker. Detta leder till en
vaguppdelning av filten. For att astadkomma denna vaguppdelning ar det lampligt
att infora en linjar transformation av féilten E(z,w) och H(z,w).

Vi infér nu vaguppdelningstransformationen. Tva nya filt F* definieras

Fr(z,w) = = (E(z,w) Tnod - H(z,w))

G —II) , (nof% (u;) w)) (6.2)

N | —

eller i matrisform
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Eftersom de elektriska och magnetiska filten, E(z,w) och H(z,w), ir kontinuerliga!
over en eventuell skiljeyta, z = 0, kommer de nya filten Fi(z,w) ocksa att vara
kontinuerliga 6ver eventuella skiljeytor.

Vi kan 16sa ut de ursprungliga filten E(z,w) och noJ- H(z,w) ur de nya F=(z, w)
om vi vill. Resultatet &r

E(z,w) _ (T I\ F'(z,w) (6.3)

nod - H(z,w)) \-1 1 F (z,w) '
Notera att filten F* inte &r rena elektriska eller magnetiska filt utan en bland-
ning av dessa bada félt. Vi kommer rétt och sliatt att kalla dem elektromagnetiska

falt.
Vi analyserar nu effekttransporten lings z-axeln och finner féljande:

<S(t)> 5 = %Re{E(z,w) < H* (s, w)} - % — —% Re {E(s,w) - J - H'(z,w)}

Infér vi nu vaguppdelningen (6.3), finner vi

<S{t)>-z= —2%70 Re {(F*(z,w) + F (z,w)) - (-F"(z,w) + F(z,w))"}

1 { 2 2
= S |F(z,w)| = |F (z,w }
o (PTGl = [P )
eftersom Re {F" - (F~)* — F~ - (F*")*} =0.
I denna nya representation har vi gjort en uppdelning av vagen i en del, F™,
som transporterar effekt i +z-riktningen, och en del, F'~, som transporterar effekt i

—z-riktningen.
Den nya uppséttningen av filt, F~, uppfyller

d (F'(z,w)\ _ (ol BT\ (F*(zw) (6.4)
dz \F~(z,w)) I d1 F (z,w) '
Vi kallar detta ekvationssystem for dynamiken for filten. Vi bestdmmer latt ut-

trycken pa funktionerna «, 3, v och § genom att anvianda definitionen pa vaguppdel-
ningen (6.2), dess invers (6.3) och ekvation (6.1).

FEED 0 E ()
i1 1) (e ") Qﬂ%g”)
e () (8 ) () 1) ()

IFilten E(z,w) och H(z,w) dr tangentiella filt.
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Fran detta uttryck far vi omedelbart

alz,w) = izico(e(z,w) +ou(z,w))

B(z,w) = z’%(e(w) — u(z,w))

V(2,w) = —B(2,w)
| (2, w) = —a(z,w)

Ekvation (6.4) anger hur filten F=(z,w) forindras som funktion av z. Denna ekva-
tion dr ekvivalent med (6.1), som erholls fran Maxwells ekvationer, men den senare
ekvationen dr mer lampad for analys av reflektions- och transmissionsproblem.

I vakuum &r €(z,w) = u(z,w) = 1 och dynamiken, (6.4), forenklas till

756 9 ()

Fi(z,w) — F:I:(w)e:l:iwz/co

vilket &r analogt med det resultat vi erhéll i kapitel 4. Vagorna F*(z,w) frikopplas
dédrmed fran varann i vakuum och gar i 4z-, respektive —z-riktningen. De nya félten
F*(z,w) projicerar ut det infallande filtet E’(z,w) (propagerar i +z-riktningen)
respective det reflekterade filtet E"(z,w) (propagerar i —z-riktningen) i vakuum ur
summan E(z,w) = E'(z,w) + E"(z,w).

med 16sning

6.3 Riccatis ekvation for reflektionskoefficienten

Vi analyserar nu reflektion mot en platta, 0 < z < d, bestaende av ett inhomogent
isotropt material. Omradet z < 0 antas vara vakuum (utom i det omrade dér
kéllorna genereras), se figur 6.1. Omradet bakom plattan, z > d, antas vara ett
homogent isotropt material med materialparametrar €, och p,.

En infallande vag F(z,w) reflekteras mot det inhomogena materialet och ger
upphov till en reflekterad vag F~ (z,w). Det (skaldra) forhallandet mellan dessa filt,
evaluerade pa planet z = 0, &r var sokta reflektionskoefficient r(w), dvs.

F (z=0w)=rwF(z=0,w)

I var analys i detta avsnitt behandlas ett mer generellt problem. Antag att vi
istallet for det fysikaliska materialet i omradet z > 0 har ett material trunkerat vid
planet z = konstant. Detta trunkerade material bestar av det ursprungliga materi-
alet till hoger om z, medan det till vanster om z &r vakuum. I figur 6.2 visas den-
na trunkering av dielektricitetsfunktionen €(z,w). Permeabilitetsfunktionen pu(z,w)
trunkeras pa liknande sétt.

Eftersom F*(z,w) svarar mot det infallande respektive reflekterade filtet mot
det trunkerade materialet finner vi att det trunkerade materialets reflektionskoeffi-
cient r(z,w) &r

F~ (z,w) =7(z,w)F"(2,w) (6.5)
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Isotropt material

Vakuum

€0, Ho
€(z,w), u(z,w) €, b

Figur 6.1: Geometri for reflektion och transmission mellan vakuum och ett inho-
mogent, isotropt material.

Reflektionskoefficienten r(z,w) dr hér en funktion av djupet z. Denna storhet &r
reflektionskoefficient for ett material som blivit trunkerat vid z, se figur 6.2. Reflek-
tionskoefficienten for det ursprungliga, otrunkerade materialet ges av r(w) = r(0,w).
Vart mal dr att berdkna denna storhet.

Vi hérleder nu en ekvation for reflektionskoefficienten r(z,w). Derivera hoger led
i (6.5) m.a.p. z och utnyttja (6.4). Vi far

. oy ) o dF"(z.0)

- (r(zw)F* (2,w)) = TF (z,w) —H"(z,(,u)T
:dr(d:w)'F’L(z,w) +7(z,w) (a(z,w)F(z,w) + B(z,w) F~(z,w))
:dr(z,w)

T Ff(z,w) +r(z,w) (a(z,w)F(z,w) + B(z,w)r(z,w)F*(z,w))

A andra sidan kan vi med hjilp av (6.4) skriva om vinsterledet efter derivering
m.a.p. z.
dF~
WL o) (20) + (2, 0) F (2,)
=y(z,w)F"(z,w) + 6(2,0)r(z,w) F* (2,0)

Dessa bada uttryck, som é#r lika, skall gélla for godtyckliga infallande filt F*(z,w).
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€b

Figur 6.2: Dielektricitetsfunktionen e(z,w) for det trunkerade materialet. Den
streckade linjen anger den del av materialet som har blivit trunkerat.

Ur denna likhet far vi féljande Riccati-ekvation:

dr(z,w)
dz

+r(z,w) [a(z,w) = §(z,w) + B(z,w)r(z,w)] = 7(z,w)

eller explicit

—'%W +7r(z,w) [2(e(z,w) + p(z,w)) + (e(z,w) — p(z,w))r(z,w)] (6.6)
= lzw) — e(2,0)
Till denna Riccati-ekvation hor randvérdet
- mp(w) —1
r(d,w) = —nb(w> 1 (6.7)

Detta ar den homogena bakgrundens reflektionskoefficient da materialet blivit trunk-
erat till z = d, se figur 6.2. Det homogena bakgrundsmaterialets relativa vagimpe-

dans betecknas hir n,(w).
(@) )"
i) = (22

e (w)
dér ey(w) och py(w) dr det homogena bakgrundsmaterialets dielektricitets-, respek-
tive permeabilitetsfunktion.
Den fysikaliska reflektionskoefficienten r(w) till vart ursprungliga problem é&r
16sningen till (6.6) med randvillkoret (6.7) evaluerad i z = 0, dvs. r(w) = (0, w).
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Exempel 6.1
Det homogena fallet—e(z,w) och u(z,w) oberoende av z—ir ett specialfall som &r enkelt
att analysera. Vi antar vidare att materialet &r halvodndligt, och i detta fall &r reflektions-
koefficienten oberoende av z, eftersom alla trunkerade material dr identiska.

For det homogena, halvoindliga fallet, €(z,w) = €(w) och u(z,w) = p(w), giller darfor
att

r(w) [2e(w) + 2p(w) + (e(w) — p(w))r(w)] = p(w) — e(w)

med losningar

(D' £ €@)™)” 1
p(w) — e(w) n(w) F1

r(w) =

dir n(w) = (u(w)/ e(w))l/ 2. Den ena losningen (nedre tecken) dverensstémmer med var
tidigare analys fran kapitel 4, medan den andra roten #r ofysikalisk. il

Exempel 6.2
For flera profiler pa dielektricitetsfunktionen €(z) kan reflektionskoefficienten losas ana-
lytiskt. Ett exempel pa en sadan dr den exponentiellt vixande dielektricitetsfunktionen
€(z). Har antar vi att materialet dr omagnetiskt, pu(z) = 1.

Lat dielektricitetsfunktionen €(z) i omradet 0 < z < d ges av

b2 0<z<d

€(z) = ae
déir @ #ir en komplexvird funktion av w och b > 0 och reell.?
For att 16sa exemplet ar det ldampligt att géra en omskrivning av problemet. Infér en
funktion Y'(z) (admittans), som definieras av
_1-Y(2)

")

Det aktuella randvillkoret for reflektionskoefficienten

my(w) — 1
r(d,w) = ———
() my(w) + 1
transformeras till )
Y(dw)=——
(d,w) @)

Man visar enkelt att Y (z) satisfierar (jamfor &ven 6vning 6.1) ekvationen

dY (z) W9 W
— — Y
7 Zco (z) + z—coe(z)

Denna Riccati-ekvation transformerar vi till en linjér andra ordningens differentialekvation
genom transformationen, se appendix D

Y(s) = — icou'(2)

wu(z)

2Ett komplext b kommer att ge Im e < 0 for nagot z, dvs. materialet #r inte lingre passivt.
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Den nya ekvationen blir

d*u(z)  w?
W + EE(Z)U(Z) =0

Inséttning av var dielektricitetsfunktion ger

du(z)  w?
7.2 + C—%aebzu(z) =0
Lat L
. 2wal/ Gb2/2
beo

Denna variabeltransformation overfor ekvationen ovan till Bessels differentialekvation av
ordning 0, se appendix A.

aPu((@) | du(:(2)

2 —
12 . + z*u(z(z)) =0

De losningar som blir aktuella hér &r Besselfunktionen Jo(z) och Neumannfunktionen
No(x). Vi far 16sningen

. ~ w(zl/2 > wal/Q ~
ico L [Jo(w(2)) + ANo(a(z))]  ia/2e"/? | Ji(P=e/) + ANy (35— e?/2)
w [Jo(x(2)) + ANo(x(2))] JO(%GI)Z/Q) T ANO(Z,,;)%;/?ebz/Q)

Y(2)=

dér konstanten A bestdms av randvillkoret vid z = d, Y (b) = 1/, vilket ger

2wal/? . 2wal/2?

70( ugzo ebd/2) ”7ba1/2€bd/2jl( uécio ebd/2)
2wal/? . 2wal/?

NO( ugzo ebd/2) anal/gebd/le( “;)Cé() ebd/2)

Ett numeriskt exempel visas i figur 6.3. Dielektricitetsfunktionen €(z,w) i detta exempel
ar (d = ¢p/w)
1 z<0
€(z,w) = ¢ exp {bzw/cp} 0<2<d
exp {bdw/co} z>d

plz,w) =1

(6.8)

Exempel 6.3
De flesta profiler pa dielektricitetsfunktionen maste berdknas numeriskt. I figur 6.4 visas
ett numeriskt exempel dér dielektricitetsfunktionen ges av (d = cp/w)

1 z <0
e(z,w) =41+ z2w/cg 0<2<d
1+dw/cy z>d

pw(z,w) =1
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Figur 6.3: Reflektionskoeflicienten r(z,w) som funktion av den enhetslosa variabeln

2w/ cy. Materialparametrarna ges av (6.8). Den heldragna (streckade) linjen visar
realdelen (imaginérdelen) av reflektionskoefficienten.

6.4 Ekvation for transmissionskoefficienten

I avsnitt 6.3 definierade vi reflektionskoefficienten r(z,w) for det trunkerade mate-
rialet. Pa liknande sétt kan vi definiera en transmissionskoefficient t(z,w) for det
trunkerade materialet, se figur 6.2, genom

Ft(d,w) =t(z,w)F"(z,w) (6.10)

Transmissionskoefficienten for det ursprungliga, otrunkerade materialet ges, analogt
med reflektionsfallet, av t(w) = (0, w).

Deriverar vi ekvationen ovan m.a.p. z och utnyttjar (6.4) samt definitionen pa
reflektions- och transmissionskoefficient i (6.5) och (6.10) far vi

_di(z,w) oy dF*(z,w)
O_TF (va)+t(Z,W)T
dt
=- (;;w)p”r(z,w) +t(z,w) (a(z,w)F*(z,w) + B(z,w)r(z,w)F(z,w))
z
vilket géller for godtyckliga infallande filt F'*(z,w). Vi far dirfor
dt(;,w) = —a(z,w)t(z,w) — B(z,w)r(z,w)t(z,w)
z

eller explicit

2¢o dt(z,w)
/[/_
w dz

= (e(z,w) + p(z,w))t(z,w) + (e(z,w) — p(z,w))r(z,w)t(z,w) (6.11)

Till denna ekvation hor randvardet.

2np(w)

)=+

(6.12)
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-0.025 t
-0.05 ¢
-0.075
-0.1¢
-0.125 ¢
-0.15 ¢

-0.175 L - - . P— .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 6.4: Reflektionskoefficienten r(z,w) som funktion av den enhetslosa variabeln
2w/co. Materialparametrarna ges av (6.9). Den heldragna (streckade) linjen visar
realdelen (imaginédrdelen) av reflektionskoefficienten.

som ar den homogena bakgrundens transmissionskoefficient da materialet blivit
trunkerat till z = d.

Den fysikaliska transmissionskoefficienten t(w) till vart ursprungliga problem &r
16sningen till (6.11) med randvillkoret (6.12) evaluerad i z = 0, dvs. t(w) = t(0,w).

6.5 Propagatorer

I detta avsnitt onskar vi relatera falten inuti materialet och excitationen av ma-
terialet, dvs. hur de inre falten Fi(z,w) ar relaterade till excitationen pa randen
F*(0,w). Vi behandlar hiir endast det fall da det homogena materialet bakom plat-
tan dr vakuum, dvs. €(w) = p(w) = 1, z > d. I slutet av avsnittet ges det allménna
resultatet utan hérledning.

Vi definierar tva nya funktioner, g*(z,w), som avbildar excitationen pa viinstra
sidan av materialet, F"(0,w), till filten F*(z,w) inuti materialet. P4 grund av
problemets linjaritet &r dessa avbildningar en multiplikativ faktor mellan félten
F*(z,w) och excitationen F(0,w), dvs.

Fi(z,w) = g5 (z,w)FT(0,w)

Vi kan skriva detta samband i1 matrisform.
Ft(z,w)\ (gt (z,w) n
( . (W) _ (g_ ) R (6.13)

Ingen trunkering av materialet sker i detta avsnitt, utan filten F=(z,w) repre-
senterar de verkliga falten inuti den inhomogena plattan. Alternativt kan vi sdga att
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propagatorerna g+ (z,w) representerar de inre filt som genereras av ett exciterande
enhetsfilt, t.ex. FY(0,w) = Z eller F*(0,w) = 9.
De totala elektriska och magnetiska félten inuti plattan ar, se (6.3)

E(z,w) = F"(z,w) + F(2,w)
nod - H(z,w) = —F"(z,w) + F~ (2,w)

Differentiera (6.13) m.a.p. z. Vi far

i ((00) =& (i) #roo

Det vinstra ledet kan vi skriva om mha. dynamiken (6.4). Vi far

()=o) () = G ) (FEsh) oo

Om likhet skall gélla for alla excitationer F*(0,w) far vi
d (97(zw)\ _ (a B (97(zw)
dz \g (z,w)) \7v 0)\g (zw)

d (g+(27W)) _w (6(%60) +ulzw)  e(zw) = p(z,w) ) <g+(z,w)>

dz \g~(z,w) 2c0 \p(z,w) — €(z,w) —e(z,w) — p(z,w)

eller

N 200

tillsammans med randvéardena

g+(0,w) =1 g+(d7w> = t<w)
9 (0,w) =r(w) ) =

Det forsta randvérdet vid z = 0 dr en ren identitet fran (6.13), medan det andra
utgor definitionen pa reflektionskoefficienten r(w) for det inhomogena materialet.
Vid z = d &r det forsta randvérdet definitionen pa transmissionskoefficienten ¢(w),
medan det andra uttrycker att vi inte har nagra kéllor till hoger om planet z = d
(endast killor i omradet z < 0).

Det sistndmnda villkoret fordndras om materialet till hger om plattan inte ar
vakuum, som vi antagit hir. Detta beror pa att var vaguppdelning ger en koppling
mellan plus- och minusvagor om bakgrundsmaterialet till hger om plattan inte &r
vakuum. Med ett annat homogent bakgrundsmaterial (materialparametrar €,(w) och
tp(w)) kan man visa att randvirdena i z = d &ndras till, se 6vning 6.4

; (n(w) ep()) " ~ 1
d,w)=g¢"(d,w 5 6.14
S = @)1 o1

Exempel 6.4
Det homogena fallet da e(z,w) och u(z,w) dr oberoende av z kan 19sas analytiskt.
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For det homogena fallet, €(z,w) = €(w) och u(z,w) = p(w), giller att

i(?ﬁﬁD=G;C$kiﬁid8>%>DQ;&3)

Fundamentallésningarna till detta system &r

(i) = () =

dar

Egenvektorerna (a®(w) b*(w))’ har formen

<
<é:>B<>>

for egenvérdet —ik, och A(w) och B(w) &r godtyckliga konstanter och reflektionskoeffici-
enten for skiljeytan vid z = 0 &r

ro(w) =

IL
/\
=
O
(_/

for egenvardet +ik, och

(pw)/e@)* =1 _n(w) ~1
(w(w)/e@)?+1 n(w) +1

Den allménna l6sningen till vart problem kan dérfor skrivas som en linjirkombination
av dessa fundamentallésningar.

<g+gz:ﬁ> =AW <7"ozw)> e + B(w) (m(;u)) e 0<z<d

Konstanterna A(w) och B(w) bestdms av randvérdena
g 0w =1
g9 (d,w) =0

() =T mtarem (o) ™

2ikd
_ 7’0(&))6 i TO(W) e—ik’Z 0 < z < d
1 — r}(w)e?ikd -

Fran detta resultat avlidser vi reflektions- och transmissionskoefficienten for hela plattan
genom randvéirdena

Resultatet blir

9 (0,w) =r(w)
9" (d,w) = t(w)
Vi far .
1— eszd

1 — r3(w)e?kd

, 1 —ri(w)
_ _ikd 0
Hw) =€ 1 — 73 (w)e?ikd

vilket &verensstéimmer med resultatet (4.18) pa sidan 80. B
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6.1

6.2

6.3

6.4

Ovningar till kapitel 6

Impedansen Z(z) definieras genom reflektionskoefficienten r(z).

Z(z)—1

'@ =z

Hérled den ekvation som impedansen Z(z) satisfierar.

Berékna genom att anvénda Riccati-ekvationen, (6.6), reflektionskoefficienten for en
homogen platta med dielektricitetsfunktion e¢(w) och permeabilitetsfunktion p(w).
Bakgrundsmaterialets dielektricitetsfunktion och permeabilitetsfunktion antas vara

n(w) och puy(w).

Berékna mha. ekvationen for transmissionskoefficienten, (6.11), transmissionskoeffi-
cienten for en homogen platta med dielektricitetsfunktion e(w) och permeabilitets-
funktion p(w). Bakgrundsmaterialets dielektricitetsfunktion och permeabilitetsfunk-
tion antas vara e,(w) och pp(w).

Ledning: Anvénd resultatet fran 6vning 6.2
Visa randvillkoret i ekvation (6.14)

(1p(w) /en(w)* — 1

“(d,w) =g (d,w
I(dw) =g ) e

om bakgrundsmaterialet inte &r vakuum utan har materialparametrar e,(w) och
pip(w).-
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Sammanfattning av kapitel 6

Riccatis ekvation

+7r(z,w) [2(e(z,w) + p(z,w)) + (e(z,w) — p(z,w))r(z,w)]
= p(z,w) — €(z, w)

dw m(w) — 1
() = m(w) + 1

Transmissionskoefficientens ekvation

ZOMEL) (2 0) 4 e,z 0) + el2,) — ()2 )z )
_ 2np(w)
t(d,w) = (@) + 1

Propagator ekvation




Bilaga A

Besselfunktioner

vi har ett problem med axiell symmetri. [ detta appendix sammanfattas ett antal

viktiga samband som géller for Besselfunktioner. Mer information och bevis av
de olika resultaten ges t.ex. i ref. 1.

Bessels differentialekvation ar

! vagutbredningsproblem dyker ofta Bessels differentialekvation upp, séirskilt nar

d2
P27, (2) + 2

d 2 2 _
T2 ln —Zn(2)+ (2 =n*)Z,(2) =0

dz
dér n antas vara ett heltal.!

Tva linjirt oberoende losningar finns till denna differentialekvation. En &r reg-
uljiar i z = 0 och denna losning kallas en Besselfunktion J,(z) av ordning n. Argu-
mentet z dr ett komplext tal. Ofta podngteras samhorigheten med axiell symmetri
hos det underliggande problem genom att l6sningarna kallas cylindriska Besselfunk-
tioner av ordning n. Besselfunktionerna J,(z) &r definierade sa att de &r reella for
reellt argument z. De kan framstillas i en 6verallt absolutkonvergent potensserie

= (=1)* 2\ nt2k
Jn(z) = Z k:'(n——i—)k:)' <§> (A.1)

k=0

Vi ser omedelbart att J,(z) dr en jaimn funktion for jaimna n och en udda funktion
for udda n, dvs.

Jn(=2) = (=1)"Jp(2)
En vanlig integralframstéllning av Bessel funktionerna &r

1 2w

:% ;

1

Jn(2) = —/ cos (zsint — nt) dt gizeostein(t=37) gt (A.2)
0

™

Fran denna integralframstéllning ser vi att Besselfunktioner fér positiva och negativa
heltalsvérden pa n ar relaterade till varandra.

Jon(2) = (=1)"Jn(2)

IMer generella definitioner med t.ex. n som ett komplext tal kan ocksd goras, men d& ser
resultaten i flera fall annorlunda ut.

167
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Fran potensserieframstéllningen i (A.1) ser vi att for sma argument géller

h) = (2) o)

n! \2

For stora argument géller (—7 < arg z < 7)

1/2 ni . nwom
Jn(2) = (%) {Pn(z) coS (z —5 T —) Qn(2) sin <Z T 9 T Z)}

dér funktionerna P,(z) och @, (z) har féljande asymptotiska utvecklingar (v = 4n?)

=D -9) (-DE -9 -25)(r-49)
v—1 (v=1)(r—9)(r—25) (A.3)
Qn(z) ~ 32 - 3'(82)3

P,(z) ~

Den andra, av Besselfunktionen linjart oberoende l6sningen, som &r reell for
reella argument, ir Neumannfunktionen? N, (z). Dess potensserieutveckling dr

N, (2) = ; (m (5)+n- %i %) ()
)n+2k k

e ()

k=0

:]

- l”_l (n—k—1)! <z>—n+2k
T k! 2
k=0

déar Eulers konstant v = 0.57721566. .., och dar alla summor definieras till noll
om Ovre summationsgréns dr mindre summationsindex. Vi ser att denna losning &r
singulédr i z = 0. For sma argument blir det dominerande bidraget

Ni(2) = = (in(5) +9) + 0=
v )

™

For stora argument kan Neumannfunktionen utvecklas som (—7 < argz < )

No(2) = (i>1/2 (Pn(z) sin (z — TLQ—W — —) + Qn(z) cos (Z - 712_7T - %))

w4

dér funktionerna P,(z) och @Q,(z) ar givna av (A.3).

2Dessa losningar kallas ocksa Besselfunktioner av andra slaget.
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I vagutbredningssammanhang uppkommer behovet av en linjirkombination av
Bessel- och Neumannfuntioner, de s.k. Hankelfunktionerna, H,(f)(z) och H,(lz)(z) av
forsta respektive andra slaget.® Dessa definieras av

HWY(2) = Jo(2) + iNu(2)

HY(2) = J,(2) — iN,(2)

n

En vanlig integralframstéllning av Hankelfunktionerna av forsta och andra slaget &ar

2 . [T
HWY(z) = —e™3 / e°shs coshns ds, O<argz<m
0

i
(2) 2 n% > —izcosh s
H7(z) = —e"2 e coshnsds, —m <argz <0
@ 0

For stora argument kan Hankelfunktionerna utvecklas som

1/2
HWY(z) = (%) cil(x=%-%) (Po(2) +1iQn(2)), -7 <argz < 2m
2\ s
HP(z) = (E) T (P(2) —iQu(2), 2 <agz<n

dér funktionerna P,(z) och @Q,(z) &r givna av (A.3).
Mellan 16sningar till Bessels differentialekvation av olika ordning finns rekur-

sionssamband. Nagra av de viktigaste ar (n =0,1,2,...,m=0,1,2,...)
Zur(2) = Zusa () = 273(2)
2n
Zn-1(2) + Zns1(z) = 7Zn(2)
Zui(2) = ZZal(2) = Z,(2)
n
Z(2) = Zua(2) ~ 22,2
L) 2] = 2 L n(2)
7 2"Z(2)] =2 —m(2

(=)™ 2" 2y (2)

/~
B
~_
3

B

3

N

&

I

Hér &r Z,(z) antingen en Besselfunktion J,(z), en Neumannfunktion N, (z) eller
nagon av Hankelfunktionerna HS)(Z) eller H,SQ)(Z). Vi ser att speciellt géller

() = ~J5(2)

som ofta anvénds i berdkningar.

3Ett ofta anvént alternativt namn pa dessa 16sningar dr Besselfunktioner av tredje slaget.
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Bilaga B

Vektorer och linjiara
transformationer

linjdra transformationer (dyader) av vektorer, samt hur dessa representeras

i komponenter. Transformationer av en vektors komponenter mellan olika
roterade koordinatsystem sammanfattas liksom motsvarande transformationer av
en dyads komponenter.

Detta appendix innehaller en kortfattad Gversikt av begreppen vektorer och

B.1 Vektorer

Vi betecknar genomgaende i denna bok vektorer med lutande fet stil, t.ex. u. Vektor-
erna ar i allménhet funktioner av rums- och tidsvariablerna, dvs. u = w(r,t), men
i detta appendix skrivs dessa variabler inte ut eftersom de inte &r nodvandiga for
analysen. En vektor som beror pa rums- och tids-koordinaterna kallas ett vektorfilt.

En vektor har i ett visst koordinatsystem (&1, €z, €3) en komponentframstéllning?

u = é1u1 + égUQ + é3U3

En "hatt” (7) 6ver en vektor, t.ex. é;, anger vi att vektorn dr en enhetsvektor.
Vektorns komponenter, u;, fas genom skalarprodukten

Ofta skrivs vektorns komponenter som en kolonnvektor.

U
[u] = | ua
us

Hér anvénder vi oss av hakparenteser runt vektorn, [u], for att sirskilja koordinatre-
presentationen av vektorn fran vektorn w. Lagg mérke till att medan vektorn w dr en
geometrisk storhet, som &r oberoende av koordinatsystem, sa ar [u] en komponent-
representation av vektorn, vars viarden varierar beroende pa vilket koordinatsystem
som vektorn representeras i.

'Enhetsvektorerna (&1, &,, &3) antar vi bildar ett orto-normerat hégersystem.

171
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Figur B.1: Projektion av en vektor w i en komponent, u,n, lings riktningen n
och en komponent, u |, vinkelrdtt mot denna riktning.

I manga vagutbredningssammanhang férekommer att vektorerna delas upp i
en komponent ldngs en given riktning n och i en komponent som ligger i planet
vinkelrédtt mot n. Denna uppdelning av en vektor w betecknar vi, se figur B.1

u=u; +u,n

dar

{un—u-n ) A ) ) (Bl)

B.2 Linjira vektortransformationer, matriser och
dyader

Vi har ofta anledning att studera linjara avbildningar fran ett vektorfélt till ett
annat, dvs. en vektor u avbildas till en annan vektor v, som bada varierar med
variablerna r och t.

Den enklaste typen av linjéar transformation ar

v=a(b-u)
——

skalar

Vektorn w har har avbildats pa en ny vektor riktad ldngs vektorn a. Skalningen sker
med vektorn b genom skaldrprodukten b - u. Vi betecknar denna transformation
med en enkel dyad och anvéinder symbolen ab for transformationen, som definieras
genom (skrivs antingen med eller utan parentes kring transformationen ab)

v:(ab)-u:ab-udzefa(b~u)
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Notera att vektorerna i transformationen ab skrivs samman utan tecken mellan
vektorerna. Komponenterna hos vektorn v ar

3
Ui:aiijUj 221,2,3
j=1

Enkla dyader utgor ett kompakt séatt att uttrycka linjdra transformationer av
vektorfilt pa. Summan av tva enkla dyader kallas en dyad,? t.ex. A = a;b; + asbs,
definierad genom operationen pa en vektor u pa foljande sétt:

v=A -u=(a1b +abs) u=ab -u+ab; u

Notera att den linjira transformationen (dyaden) A skrivs med upprétt fet stil for
att sérskilja den fran vektorn A (lutande fet stil).

I ett visst koordinatsystem (é1, €;, €3) kan vi representera en allmén linjar trans-
formation A fran ett vektorfalt w till ett vektorfalt v kan mha. de enkla dyaderna
&, i,j=123

3
A = Z A”ézé]
ij=1
Genom beteckningen u; = Z?Zl Ajje;, 1 =1,2,3, ser vi att den allménna linjéra
transformationen A alltid kan skrivas

A =ejuy + esuy + esus

vilket visar att det riacker med tre enkla dyader for att representera en allmén dyad.
Den linjéra transformationens verkan pa vektorfiltet w blir

3
def ~ ~ ~
vV = A U = E eiAZ-j (ej . U) = E eiAijuj
ij=1 ij=1
eller i komponentform

3
Ui:ZAijuj Z:1,2,3
j=1

Vi ser att komponentframstéllningen av den linjara avbildningen A &r representerad
av en matris

All A12 A13
[A] = A21 A22 A23
A31 A32 A33

Notera att den linjara avbildningen A:s matris, [A], har hakparenteser runt sym-
bolen. Denna koordinatrepresentationen beror pa vilket koordinatsystem som den
linjara transformationen A representeras i. Beteckningsséttet &dr helt analogt med
en vektor uw och dess komponentrepresentation [u].

2En enkel dyad benémns i anglosaxisk litteratur dyad, medan en dyad bensimns dyadic.
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Projektioner av en vektor w pa ett plan med normalriktning 7 kan ses som en
linjér avbildning vars dyad é&r, se (B.1)

A A

u,=u—nn-u) =1, u
dér projektionsdyaden I, &r
I, =T-nn
Aven en godtycklig dyad A kan uppdelas i komponenter parallellt med och vinkelréitt
mot en fix riktning 7. Vi far genom att utnyttja I =1, + nn

v=A-u=(I,+nn)-A-(I, +nn) u

Denna uppdelning leder till att varje linjar transformation A kan skrivas pa féljande
satt:
A=A, | +nA,+A n+nA,n (B.2)

dér vi infort beteckningarna

A =1 -A-1,
I,

n-
I,

A, A
A -A -
App=mn-A-
Notera att A, | dr en tvadimensionell dyad, vektorerna A, och A, &r tvadimen-
sionella vektorer i planet vinkelrdtt mot riktningen n, samt att A, dr en skalér.
Om vi later riktningen 1 sammanfalla med e3 blir en matrisrepresenationen av dessa
storheter (vi anvénder hér index 3 istéllet for n)

A A 0 Ass Asy
[Al ]=|Aa Axn O [AL] = | A [As] = | Ao
0 0O 0 0 0

En sadan uppdelning visar sig lamplig att géra nér vi analyserar vagutbredning
lings en fix riktning, se kapitel 4.

Hittills har vi endast latit en vektor verka pa en dyad fran hoger. Aven multipli-
kation fran vénster kan definieras. Det ger ett nytt vektorfilt definierat av

3
def
v=u-A= (u-e)A;,e = E e;A;ju;

1,j=1 1,j=1

eller i komponentform
3
Ui:ZAjiuj Z:172,3
j=1

Vi ser att transformationen i detta fall sker med transponatet av matrisen [A].
Denna operation definierar den transponerade transformationen A?.

def
v=Alu=u-A
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Motsvarande komponentframstéllning ar

An Ay Az
[At] = [A]t = | A Ay As
Az Agg Asg

Den komplexkonjugerade dyaden, A*, och Hermitekonjugering av en dyad, AT,
som markeras med ”dolktecknet” (1), definieras genom

v:A*-udzef(A)*~u

och et
v=AT - u=u (A

Motsvarande komponentframstéllningarna ar

(A AL Ay (A A A
A= [A] = (A4 Ay Ay (AT=[A) = 45 4, 4
A;l A;Q A§3 ATS A;3 A;?)

Vi ser att AT = A* En linjir transformation kallas symmetrisk (Hermitesk) om
Al=A (AT=A).

Den inversa transformationen, A~!, av en linjir transform A definieras genom
inversen av komponentframstéallningen, dvs.

-1

X An A Agg
AT =[A] = | Aoy Ay Ay
Az Az Asg

om A ges av komponentframstéallningen

A A A
[A] = | An Ay Agg
Asp Azy Asg

Pa liknande sétt definieras den vektoriella produkten av en linjar transformation,
A, och ett vektorfilt u.

3
A x Ud:ef Z ézAU (éj X ’U,)

ij=1
Vektoriell produkt fran vénster definieras av

3
ux A d:ef (U X éz) Aijéj

,j=1



176 Vektorer och linjara transformationer Appendix B

N

\J
N

~t
€2
Figur B.2: De tva roterade koordinatsystemen (&, &, €3) och (€], &), &3).

B.3 Rotation av koordinatsystem

Tva koordinatsystem (e;, &, €3) och (&}, &5, €;), som bada dr orto-normerade karte-
siska hogersystem, har ett gemensamt origo. Ett exempel pa tva sadana system ges
i figur B.2.
Enhetsvektorerna (&}, &5, €;) kan uttryckas i enhetsvektorerna (&, &, &3) pa fol-
jande sétt:
éll = élCLH + é2a12 + é3a13
élg = €1a91 + €2a + €3a23
é; = €1a31 + €3a3y + €3as3

eller
3
A~ ~ .
€, = E €;Q;; ’L:1,2,3
Jj=1

Eftersom vi antagit att enhetsvektorerna (&}, &, &) och (&1, &z, €3) bada &ér hoger-
system sa giller att determinanten av matrisen [A], vars element dr a;;, &r 1,
dvs. det [A] = 1.

Komponenterna a;j, 4,7 = 1,2,3 ar riktningscosinerna® mellan axlarna i och j.

Al A ..
a’ij:ei'ej Z?j:17273

. . » . N N
30fta ser man beteckningen a;; = cos(z;, z;) dér (z;,x;) &r vinkeln mellan €;- och é;-axlarna.
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Notera att 1 allménhet ar
é;éj:a”#aﬂ:égél i,j:1,2,3

De oprimmade enhetsvektorerna kan uttryckas i de primmade eftersom varje en-
hetsvektor &; kan uttryckas i (&, &5, &5).

e, =e (e -¢&)+e,(e-e)+ey(e-e) i=1,23

eller omskrivet i riktningscosinerna a;;

~ N N N

€] = e;a11 + eya91 + ejzas;
N N N

€y = €012 + €5092 + €30a32

A

N N N
€3 = €113 1 €5a23 + €3a33

eller mer kortfattat ,
&=y &a; =123
j=1

Vi ser att om transformationen &; — &, sker med a;; sa sker transformationen
é; — &; med aj;. Matrisen [A] dr dirfor en ortogonal matris, dvs. [A]™" = [A]".

Vi ger nu den formella definitionen pa en vektor. En vektor uw &r en geometrisk
storhet vars komponenter (uq,us,u3) i (€1, s, €3)-systemet &r relaterade till kom-
ponenterna (u},ub, uy) 1 (€}, €5, €3) genom riktningscosinerna, a;j, ,j = 1,2, 3, pa

foljande sétt:
3

up=> ayu; =123 (B.3)

Jj=1

eller uttryckt i kolonnvektorer och matrismultiplikation

Uy 11 aiz2 A3 Uy
/

Uy | = | Q21 QA22 Q23 U2
/

Usg a31 az2 G33 Uus

Definition 1: En fysikalisk storhet w vars komponenter i tva transformerade koor-
dinatsystem transformeras genom (B.3) kallas en vektor.*

4En vektor kallas ocksa polir vektor till skillnad mot en axiell vektor som transformeras genom
(B.3) dér det [A] = —1. Beror vektorn pa rumskoordinaterna, dvs. u &r ett vektorfilt, skall dven
rumskoordinaterna transformeras enligt

3
u;(x’l,zlg,xé) :Za’jju_j(iﬂl,l'g,,fg) 1= 17273

Jj=1

dar x},xh, 25 och x1,xe,x3 fr ortsvektorns komponenter i det primmade, respektive oprimmade
koordinatsystemet.



178 Vektorer och linjara transformationer Appendix B

é” N
3 63 é/// é//

&

Figur B.3: Definition av de tre Eulervinklarna «, 3 och ~.

Denna definition medfor att for varje vektor u géller
3
Al N NV 2N
U =€ U] + ExlUy + E3Uz = E U, €;
=1

3 3
N A~ A~ A~ A
= E a;;u;e; = E u;e; = eju + esus + esus
ij=1 j=1

Vi ser att genom denna definition blir en vektor en storhet som &r oberoende av i
vilket roterat koordinatsystem den representeras i.

Pa samma sétt definieras en dyad (eller tensor av andra slaget).
Definition 2: En fysikalisk storhet D vars komponenter i tva transformerade koor-
dinatsystem transformeras genom

3
D;j; = Z aikaji Dy i, =123
k=1
kallas en dyad. Detta samband kan &ven skrivas som en similaritetstransformation
[D] = [A][D][A’] (B.4)

Koordinatsystemens inbordes forhallande, som vi beskrev med hjilp av rikt-
ningscosinerna, kan alternativt beskrivas med tre rotationsvinklar, de s.k. Euler-
vinklarna «, 3, 7. Dessa vinklar definieras av tre successiva rotationer, se figur B.3.
De tre rotationerna &ar explicit specificerade genom:

1. En rotation med vinkeln « kring es-axeln.
2. En rotation med vinkeln 3 kring &}-axeln.
3. En rotation med vinkeln + kring &5-axeln.

De tre olika rotationerna transformeras med foljande matriser:
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N

\
S

Figur B.4: Rotationsvinklarna 6 och ¢. Enhetsvektorn &) ligger i &;-&;-planet i
denna figur.
1. Den forsta rotationen ges av

cosa sina 0
[Ry] = [ —sina cosa 0
0 0 1

2. Den andra rotationen ges av

1 0 0
Ro]= (0 cosp sing
0 —sinfg cospf

3. Den tredje rotationen ges av
cosy siny 0

R3] = [ —siny cosvy O
0 0 1

Den totala transformationen ges av
[A] = [Rs] [Ro] [Ra]

Pa flera stéllen i denna bok, se t.ex. avsnitt 4.3, similaritetstransformeras linjéra
transformationer. Detta sker med rotationsmatrisen [R] som &r en kombination av
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tva rotationer. De sfiriska vinklarna 6 och ¢ definieras i figur B.4. Relationen mellan
dessa vinklar och Eulervinklarna «a, 3 och v é&r:

04:¢—7T/2, p= -0, 7=0

Vi far
1 0 0 cosa sina 0
R]=[Rs][Ry]=(0 cosf sing —sina cosa 0
0 —sinfg cosp 0 0 1
cos & sin « 0
= | —sinacos cosacosf sinf (B.5)
sinasinf —cosasinf cosf
sin ¢ —cos ¢ 0
= | cosfcosp cosfsing —sinf

sinfcos¢ sinfsing cosd



Bilaga C

LOsning av Volterras
integralekvation av andra slaget

reflektions- och transmissionsproblem analyseras. I detta appendix presen-
teras en enkel numerisk metod for att 16sa dessa ekvationer.
Den typiska formen pa Volterras integralekvation av andra slaget ar

o+ [ K= ) f()dt = gt),  te[0.T]

I denna ekvation antas data g(t), t € [0,7] och kdrnan K (t), t € [0,7T] vara kénda
funktioner. Funktionen f(t), ¢t € [0,7] &r den sokta funktionen.

Volterraekvationer av andra slaget ar ldtta att 16sa stabilt med enkla numeriska
algoritmer. En enkel numerisk algoritm som ger bra resultat ar att gora en indelning
av intervallet [0, T7].

ti=ih, i=0,1,23,....,N, Nh=T

Vi betecknar funktionsvéarden i dessa punkter med index,

‘ Y olterras integralekvation av andra slaget dyker upp i flera sammanhang nér

fi= f(t:)
glzg(tz) ,i:0,1,2,3,...,N

och evaluera Volterrackvationen i indelningspunkterna ¢;. Detta ger

t;
5+ K(t; —tf(t") dt' = g i=1,2,3,...,N
g
0

For i = 0 far vi speciellt

Jo= 4o
Tillampa trapetsregeln pa integralen i Volterraekvationen.
t1 h
| K= 005yt =5 (Fofy + Koo + O0)
0
t: i—1
' ! / / h 2
K(t; =) f(t') dt’ = 5 (Kofi + Kifo) + hZKi—szk +O(h7)
0 k=1

181
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dir i =2,3,4,..., N, och vi far, om termer av ordning h? férsummas,

h
fi+ 5 (Kofi + Kifo) = a1
1—1

h .
fz‘"’§(K0fi+Kif0)+hZKi_kfk:gi’ i=234,... N

k=1

Los ut f; ur denna ekvation. Resultatet blir

( fo=90

1 h
- - - K
fl 1—}—%[(0 {91 B 1fo}

i—1
1 h
P = T i_hg Kipfi — =K, : 1=2,3,4,...,N
\f 1+ 1K, {g - Wk =g fo}

Denna algoritm genererar den okénda funktionen f(¢) genom att forst satta fo = go
och berdkna f;, och dérefter stega sig uppat i algoritmen genom att 16sa ut fo (i = 2)
och sedan f3 (i = 3) osv. upp till fy (i = N). Vid varje nytt hogre viarde pa ¢ ar
alla de tidigare funktionsvéirderna pa f; i hogerledet i algoritmen kénda.
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Riccatis differentialekvation

reflektion av vagor. Detta appendix innehaller nagra anvindbara resultat om
denna ekvation. Ett viktigt resultatet ar att 16sningen till Riccatis ekvation &r
ekvivalent med 16sningen av en andra ordningens linjér differentialekvation.
Vi borjar med Bernoullis differentialekvation, som &r

Y (z) = a(z)y(z) + b(x)y" ()

dér p antas vara ett godtyckligt reellt tal. For p = 0,1 &r ekvationen linjar och
dérmed losbar. For 6vriga véirden pa p gor vi en transformation.

u(x) =y (x)
Den nya differentialekvationen i u(x) blir linjér.
u'(w) = (1= pla(z)u(z) + (1 - p)b(z)

Bernoullis differentialekvation ar darmed alltid losbar.
Riccatis ekvation ar kvadratisk i den beroende variabeln.

Riccatis differentialekvation dyker upp pa flera stéllen vid tilliampningar med

Y'(z) = a(z)y’ () + bz)y(z) + c(2)

Fallen a(z) = 0 (linjér ekvation) och ¢(z) = 0 (Bernoullis ekvation) &r losbara.
Riccatis ekvation kan omtransformeras till en andra ordningens linjir ekvation
genom att definiera u(z).
u' ()
Y= )

Funktionen u(z) bestéams saledes av y(z) genom en forsta ordningens differentialek-
vation. Denna nya transformation leder till att u(x) satisfierar

" — al(m) x U/Z' a\r)clr)ulxr) =
)~ (S 4 00) ) (o) + aloeloute) =0
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Bilaga E

Enheter och konstanter

enhetssystem som anvénds. Det numera standardiserade SI-systemet anvénds
sa gott som alltid i litteraturen, och denna bok utgdr inget undantag. De
konstanter som &ar relevanta for var framstéllning finns angivna i detta appendix.
Ljushastigheten i vakuum ¢q har virdet (exakt)

D e elektromagnetiska grundekvationernas utseende varierar beroende pa vilket

co = 299792458 m/s

1o och €y dr vakuums permeabilitets- respektive dielektricitetskonstant. Deras vér-
den ar (exakt)

o = 4m - 107" N/A?

1
€= ——— F/m
’ C(Q)Mo /

Approximativa virden pa dessa konstanter ar

po ~ 12.566 370614 - 1077 N/A?
€0 ~ 8.854187817- 10" F/m

Vagimpedansen hos vakuum betecknas med
Mo = 4 /@ = copto = 299792458 - 47 - 1077 Q ~ 376.730314
€0

Elektronens laddning —e och massa m har véirdena

e~ 1.60217733-107 C
m ~ 9.1093898 - 103! kg
e/m = 1.758 81963 - 10" C/kg
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Bilaga F

Beteckningar

systematisk. De flesta beteckningar forklaras pa det stéille i texten déar de
introduceras, medan andra som &r mer allméint forekommande finns samlade
i detta appendix.

B ra beteckningar leder till att texten blir mer ldttlast och framstallningen mer

e Vektorfilt betecknas med fet kursiverad stil, t.ex. @ och b, och enhetsvektorer
markeras med "hatt” (") 6ver storheten, t.ex. & och p.

e Vi sarskiljer pa en vektor a och dess komponentframstéllning i ett specifikt ko-
ordinatsystem, och betecknar komponentframstéllningen med en kolonnvektor
eller hakparenteser runt vektorn, t.ex.

dar
a = za, + Yya, + za,

e Linjara vektorvirda transformationer betecknas med fet upprétt stil, t.ex. A.
En linjér transformation A verkande pa ett vektorfalt w blir ett nytt vektorfalt
v och vi anvénder skrivsattet

v=A-u
Den enklaste typen av linjar transformation &r

v=a(b-u)
——

skaldr

Vektorn w har hér avbildats pa en ny vektor riktad lings vektorn a. Skalnin-
gen sker med vektorn b genom skaldrprodukten b - w. Vi betecknar denna
transformation med en enkel dyad och anvinder symbolen ab for transforma-
tionen, som definieras genom (skrivs antingen med eller utan parentes kring
transformationen ab)

v:(ab)-u:ab-ud:efa(hu)

187
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Notera att vektorerna i transformationen ab skrivs samman utan tecken mellan
vektorerna.

I ett specifikt koordinatsystem kan den linjara transformationen A ibland
representeras med en 3 x 3 matris [A], dir vi anvénder hakparenteser runt
om A for att markera att komponentframstéllningen av A avses. Vektorn v:s
komponenter blir da

[v] = [A] - [u]
eller
vy | = | Ay Ay Ay Uy
(o Azz Azy Azz Uz

100 00 0
m=(0 10 [oj=10 0 0
00 1 00 0

eller i1 tva dimensioner

m=(o 1) ©=(; o)

e Matrisen [J] utfor en rotation av en tvadimensionell vektor en vinkel 7/2 i

x-y-planet,
0 —1

e Transponering och Hermitekonjugering av en dyad, A? respektive AT, markeras
med (*) respektive dolktecknet”(T), och definieras genom

def def

v=A"u=u-A v=Al.u=u-(A)

Transponering av en matris markeras med (*) och Hermitekonjugering med

dolktecknet” (), dvs.

AL = A
T qx
Al = A,

e Vi anvinder ibland symbolerna o och O, som definieras

f@) =olg@), z—a g;%—o
flz)=0(g(z)), z—a <<= /@) begrénsad i en omgivning av a

g(z)
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e Symbolen W anger slut pa exempel.

e Realdelen och imagindrdelen av ett komplext tal z = x + iy betecknas med
Re z respektive Im z, dvs.

Rez=2z

Imz=y
En stjarna (*) markerar komplexkonjugering, dvs. z* = x — iy.

e Heavisides stegfunktion betecknas med H(t) och definieras av

H(t):{o, t<0

1, t>0
e Kroneckers deltafunktion betecknas med d;; och definieras av

L
S N
0, 1#7

e Det cylindriska koordinatsystemet (p, ¢, z) definieras

RN

arccos y>0
2+y

21 — arccos y <0
\/_

©
Il

=z
Hir tillhor p € [0,00), ¢ € [0,27) och z € (—o0, 00).

e Det sfiriska koordinatsystemet (r, 6, ¢) definieras

(1= /22 + y2 + 22

z

a2+ y?+ 22
. arccos \/ijy?

2T — arccos ——= <0
\ Vri+y? Y

Hér tillhor » € [0, 00), 6 € [0, 7] och ¢ € [0, 27).

6 = arccos

y=>0
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Facit

1.3 Pa ledarens yta dr S = —f)%aaE2 dér det elektriska filtet pa ledarens yta bestdms
av I = ma?c E. Termerna i Poynting sats #r

//S -fdS = —ma’lo E?
S

// E . -Jdv=nalloE?
1%

1.4 Det elektriska respektive magnetiska filtet mellan kondensatorplattorna ar

E(r,t) = 2EyJy < p) cos (wt + )

Co
wp
H(r,t) = —d) J1 ( )sm(wt—i—a)
dér vagimpedansen hos vakuum betecknas med

0
No = ro
€0

Fasen a och amplituden Fy &r godtyckliga. Termerna i Poynting sats ar

//S ndS = Wad—Jg (wa) J1 ( ) sin(2wt + 2a)
o €o o
0 wa
/// —B +E- —D} dv = —Wad—Jo < > J1 < > sin(2wt + 2a)
ot 70 o Co

1.5 w, = 2v2¢/a fr=13.5 GHz

2.1
0 t<0
P(t) = { eoatEq [1 — e7U/7] 0<t<T
eoaTEoe*t/T [eT/T — 1] t>T
2.2

i,
M (z,t) = &H(r) ;O‘ (1-e#) dirr=t- CZ—O
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2.3

24

2.5

2.6

3.1

NS o W=

3.2

3.3

3.4

3.5

dér

0 t<0
Ei(t) = {nE |1+ 5 (1 - cosft) 0<t<T
nEG[cosfB(t —T) —cosft] t=T
E
P(y,t) = ﬁsH(T)wgeiaﬁi (cos BT — coswor) dirT=1— %
coswglt  sinwgt 0
[X](t) = wg —sinwgt coswgt 0
0 0 1
w2 sinwgt 1 —coswgt O
[x](t) = L | =14 coswyt  sinwgyt 0
g 0 0 wgt

Linjért/Anisotropt /Icke homogent/Icke dispersivt
Linjért/Bianisotropt /Homogent /Dispersivt
Linjért/Bianisotropt /Homogent /Dispersivt

Icke linjért /Anisotropt/Homogent /Icke dispersivt
Icke linjirt /Anisotropt/Homogent /Icke dispersivt
Icke linjért /Anisotropt/Homogent /Icke dispersivt
Linjért /Isotropt /Homogent /Dispersivt

2a0 + a? + w? > 0 vilket medfor 6> —%

a® — 3% 4+ w? > 0 vilket medfor |g]

€] = —ieg € 0
0 0 e,
( w}%
e=1-— T2
9
2
o Wowyg
g w(w? - w2)
2
w
€, — 1— ;g

<a
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3.6 .
B ipg 0
m=|—-tpg p 0
0 0 1
[e] = e [I]
dér
—1— WoWm,
a w? — wi
 Wwy
Ho = o2~ wi
De bada frekvenserna wy (gyromagnetiska frekvensen) och wy, (méttnadsfrekvensen)
ges explicit av
wo = —ghoHo
wm = —ghoMo
3.7 ) -
SRTEI S .
w?  wv—iw)

dar plasmafrekvensen for supraledande respektive "normalt” tillstand &r

2
2_Nse

Ws

meg meg

3.9 1. Linjért polariserat.
2. Hoger cirkulért polariserat.
3. Vinster cirkulédrt polariserat.

3.10 Halvaxlarna i polarisationsellipsen dr a = a (2& + 2y +22) och b = a(—y + 2).
Faltet ar hoger elliptiskt polariserat.

3.11 A
E(t) =Re{Eoe ™"}
dér )
Ey=F {él [1 + % <1 — 6> sin2¢} + ési {1sin2d>+ € cos? qﬁ} }
€ €

3.12 a)
Ey=e1F + éyFy FEq, Ey komplexa tal

kan skrivas som

Ey —iFy . Ei+1Ey o
Ey= %(61 + 262) + %(61 — 162)
RCP LEP

la| = [0]

dvs. '
Eo=a(E, +¢°E_)
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3.14
W =wy + Wm
4.1
G2ikad _ 70 _ (12 =) (3 +1712)
rd (2 +m) (3 — m2)
e?*2d — 1 vakuum pa bada sidor
e2ik2d — 2~ metallplan
n2 +Mm
4.3 .
LT T T
W el — /e

4.4 Frekvenserna for passband ar

wo <w < 4 Jw2 + w?
{ L linjér polarisation

wy <w
w > wp linjir polarisation

diir we = 20 4 /(%)% 4 w2,

4.5 48.6 rad ~ 7.7 varv.

4.7 Faradayrotation kan ske i frekvensintervallet
w < wy R 2m-10.6 - 10° rad/s, eller w > wy + wm ~ 27 - (10.6 + 7.03) - 10 rad /s

Rotationsvinkeln per ldngdenhet blir

\ﬁw{\/l—i- m —\/1+ “m }%400rad/mm230°/cm
2co wo +w wo — w

4.9 .
cos ¢ = —
VER
dvs, vinkeln ¢ &dr rdt om materialet ar reciprokt, annars inte.
4.10
Iy =\/eFe/Vh
1(1-T4 1-T_
=g T
2 11+  14T_
. | R
ry, =1
A+ )(a+T)
; 1
AT A
. 1
N
4.11
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4.12

dér

och

ky =

{ E'(w)=rE W) +r.J E'(w)
Et(w) = tHEl(w) +t,.J- El(w)

1I-T)(1+T)+(1+T )1 -T )] (1—e
T2 (4T (4T (L-Ty) (1 —T_) etk

. (F+ _ F,) (1 ei(k++k )d)
T AT (T — (1 - T (1

- e~ihid (gikid 4 gik-d) (D, —|—F )
I AT (4T = (1= Ty) (1= T elthr k)
)
)

ik +h-)d)

) 6Z(k‘++k )d

e—z‘kld(ez’lmrd_eik d (F++F
T_)eilksth)d

(1+0.)(1+0_)—

“ ((eu — K2

€o

(1-Ty)(a-

)1/2:1:)() Fi(w):;«ey—ﬁ)lm

F in)

Rotationen av polarisationsplanet &r

5.2 b=12 cm.

6.1

6.2

6.3
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Sakregister

Admittans, 159 transponat, 174
Admittansdyad, 70, 133 uppdelning, 174
bi-isotropa material, 114 Dyadic, 173

gyrotropa material, 103, 105

isotropa material, 72 Egenmod, 69
uniaxiala material. 85 Elektrisk ﬂodestathet, 2

Aktiva material, 46 Elektrisk faltstyrka, 2

Amperes (generaliserade) lag, 2 Enkel (‘iyad, 172, 187
Axiell vektor, 177 Eulervinklar, 178

Besselfunktioner, 167169 Faradayrotation, 107-111, 121
vridningsvinkel, 110

Bi-isotropa material, 112-119
Faradays induktionslag, 2

kiralitetsparameter, 112 .
passiva material, 60 Fashastighet, 70
reciprocitetsparameter, 112 Ferritmaterial, 60, 100, 121

reflektionskoefficient, 118 fgradayrotation, 121
transmissionskoefficient, 118 Fouriertransform, 35-37, 127

vagtal, 113 Fresnels reflektionskoefficienter, 136

Fundamentalekvationen, 68, 129

Forlustfria material, 46
konstitutiva relationer, 46

Brewster vinklar, 139
Brytningsindex, 70

Debyemodell
Cole-Cole representation, 59 Gauss lag, 2
frekvensdomén, 42 Gyromagnetiska kvoten, 60
tidsdomén, 27-29 Gyrotrop frekvens, 33, 100
Dielektricitetsdyad, 39 Gyrotropa material, 98-111
Dielektricitetsfunktion, 40 passband, 107

reflektionskoefficient, 122

vakuum, 185
vagtal, 103, 104

Dispersion, 17
Drudes modell, 26

Hankelfunktioner, 167-169
Dubbelbrytning, 88

Dyad, 172-175 Impedansdyad, 70
definition, 178 isotropa material, 72
Hermitekonjugat, 175 Infallsvinkel, 137
Hermitesk, 175 Integralrepresentation, 134
invers, 175 Invarians under tidstranslation, 16
komplexkonjugat, 175 [sotropa material, 16-22, 30, 71-80, 129~
symmetrisk, 175 143

201
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reflektionskoefficient, 74, 79
transmissionskoefficient, 74, 79
vagtal, 71

Jonosfar, 120

k-ytor, 92

Kapacitivitet, 40

Kausalitet, 16

Kirala material, 114

Kiralitetsparameter, 112

Konstitutiva relationer, 3, 16-22, 29—

31

an-isotropa material, 30
bi-an-isotropa material, 30
bi-isotropa material, 30
dielektricitetsdyad, 39
dielektricitetsfunktion, 40
dispersionsmodell, 22
ferritmaterial, 60
forlustfria material, 46
flytande kristaller, 58
gyrotropa material, 32, 59, 99
isotropa material, 30
kapacitivitet, 40
Kerr effekt, 59
klassificering, 29-31, 39
konduktivitetsmodell, 22
kristallstruktur, 41
olika formuleringar, 15
optisk aktivitet, 58
permeabilitetsdyad, 39
permeabilitetsfunktion, 40
piezoelektriska material, 59
pyroelektriska material, 58
reciprocitet, 50
supraledare, 59
tidsharmoniska félt, 3843
uniaxiala material, 41
vatten, 42

Laddningens kontinuitetsekvation, 2
tidsharmoniska félt, 37

Laddningskonservering, 2

Laddningstéthet, 2
ytladdningstithet, 7

Ledningsformaga, 2022, 27, 40
Linjara material, 16

Linjdra transformationer, 172-175
Lorentz-kraft, 2

Lorentzmodell

frekvensdomén, 41
tidsdomén, 23-27

Magnetisering, 4
inducerad, 4
permanent, 4
Magnetisk dipol, 138
Magnetisk flodestéathet, 2
Magnetisk faltstyrka, 2
Magneto-elektriska material, 31
Materialbestdmning, 77
Matriser, 172-175
Maxwells faltekvationer, 1, 2
inhomogena material, 154
svaga losningar, 6
tidsharmoniska félt, 37
Mod, 69

Negativt uniaxiala material, 41, 81
Neumannfunktioner, 167-169

Ohms lag, 20, 40
Optisk aktivitet
vridningsvinkel, 115
Optisk axel, 41
Optisk respons, 19, 42
Optiskt aktiva material, 31, 58, 114—
116
Ortogonal matris, 177

Par-axiala approximationen, 144-149
Passiva material, 46
anisotropa material, 47
bi-isotropa material, 60
Permeabilitetsdyad, 39
Permeabilitetsfunktion, 40
vakuum, 185
Plana vagor, 69-70
egenmod, 69
fas, 70
fashastighet, 70
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vaglangd, 70

vagtal, 69
Plasmafrekvens, 24, 100
Polar vektor, 177
Polarisation, 4

inducerad, 4

permanent, 4
Polarisationsellips, 50-54

cirkulérpolarisation, 53

hogerpolarisation, 53

linjar polarisation, 53

vénsterpolarisation, 53
Positivt uniaxiala material, 41, 81
Poyntings sats, 9, 45

tidsharmoniska félt, 45
Poyntings vektor, 9
Projection

vektorer, 172
Propagatorer, 162

dynamik, 163

randvérden, 163

Radom, 80
Randvillkor, 7
ledare, 8
Reciprocitet, 47-50
konstitutiva relationer, 50
Reflektans, 75, 80, 97, 119
Reflektionskoefficient
bi-isotropa material, 118
Fresnel, 136
gyrotropa material, 122
inhomogena material, 156
isotropa material, 74, 136, 137
uniaxiala material, 97
andlig platta, 79, 143
Relaxationsmodell
frekvensdomén, 42
tidsdomén, 27-29
Relaxationstid, 27
etanol, 42
Resonansmodell
frekvensdomén, 41
tidsdomén, 23-27

Riccatis differentialekvation, 158, 183

Riktningscosiner, 176

Rotation av koordinatsystem, 176180

Rotationsmatris, 179

Sfirisk vag, 138

Similaritetstransformation, 81, 100, 178

Stralknippen, 144
bredd, 148
Stromtathet, 2
ytstromtathet, 7
Susceptibilitetsfunktion, 18
generaliserad, 30

Tidsharmoniska falt, 35-37
aktiva material, 46
forlustfria material, 46
passiva material, 46
villkor for reella falt, 36

Tidsmedelvirde, 44

Transmissionskoefficient
bi-isotropa material, 118
inhomogena material, 161
isotropa material, 74, 136
uniaxiala material, 97
andlig platta, 79, 143

Transmissionsvinkel, 137

Transmittans, 80

Uniaxiala material, 41, 81-98
egenmoder, 84
extraordinér vag, 84, 86
fashastigheter, 84
k-ytor, 90-94
ordinér vag, 84, 85
reflektionskoefficient, 97
transmissionskoefficient, 97
vagtal, 84

Utbredningsplan, 131

Vagimpedans
isotropa material, 72
vakuum, 185

Vaglingd, 70

Vagtal, 69
bi-isotropa material, 113
gyrotropa material, 103, 104
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isotropa material, 71
longitudinellt, 132
transversellt, 128, 130, 133
uniaxiala material, 84
Vaguppdelning, 154-156
van der Pols resultat, 139, 149
Vektor, 171-172
axiell vektor, 177
definition, 177
polér vektor, 177
vektorfilt, 171
Vektorfalt, 171
Villkor for vagutbredning, 70
Vinkelratt infall, 129, 153
Volterras integralekvation, 77, 181-182

Ytladdningstéthet, 7
Ytstromtathet, 7






Viktiga vektoridentiteter

(axe)x (bxe)=c((axb) e

(axb)-(exd)=(a-c)b-d)—(a-d)(b-c)
x (bxe)=bla-c)—c(a-b)

a-(bxe)=b-(cxa)=c-(axb)

—~ o~~~
=~ [N}
DO —

Integrationsformler

Stokes sats och till denna analoga satser

(1) //VXA -ndS = /A dr
(2) //nchpdS /(pdr
(3) é/nxv xAdS:C/drxA

Gauss sats (divergenssatsen) och till denna analoga satser

(1) // VAdv:/ A-7ds
o [ffeen ffoes
3) ///VxAdvf//nxAdS

Greens formler

(1) ///(wvch — V) dv = //(z/}Vw — V) -ndS
\4 S
2) /V//(q/)VQA — AV*))d

:/ (Vi) x (7 x A) — V(i A) — (% (V x A)) + 7 (V - A)) dS
S



Samband mellan basvektorer

Cylindriska koordinater (p, ¢, z) Sfiariska koordinater (7,0, ¢)

e
0= —
arccos 2+y y>0 arccos N
_ arccos ——= >0
2m arccos - +y2 y <0 b= Va2 } Y=
21 — arccos 0
=2z /w2+y2 Y <

%k

(r,0,¢) — (z,y,2)

= Zsinfcos¢ +ysinfsing + 2 cosb
0= xcosfcosp+ycoshsing — zsinb
¢=—xsing + Yy cos ¢

7,y,2) — (1,0,9)

T = bln9005¢+00059005¢ ¢sm¢
Y = 7sinfsin ¢ +000s051n¢+¢cos¢

zZ=1cosf —0sinf

P9, 2) — (r,y,2)

b= dcosorising=( du+iy)/VETP
¢=—Zsing+Ycosp = (—xy +9x)//22 + 92
z

xayaz) - (p7 ¢7Z>

T :f)cosgb—gi)sinqb
9= psing + pcoso
2

(

7/’797¢) - (p7¢7z)

i) sin @ + z cos 6
cost — zsin @

p:¢,2) — (1,0,9)

p= #sin 6 + 6 cos
p=09
z=r

cosf — @sind






