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)
, >'�'?

*���� �� �������7 ���
��� ��� �
����# �
�G������ ��� ��� ������� �-�
����
� �;&
������ η ∈ [0, 1) �� ��3��� �� 	��� 1� 0�����
� >'�'? ���
 �
��� �
� �
�&������
���
�������� �� g �� ����������� �� ��� ������� �����8�� ���� �� �����2��� �
���

��� �������� >'�'? �� 2���� �
� � ����� ����� 
� -�&����
��
��� ��� �����
����
��
�������� �
���� ��������� ����
��� ��������
� *��� 
� *���
�� � �
������2��� �����
F���� ��� �������� 
� ��� ������� �� 5�����3�� �� ����� 
� ��� ����&2����� ���
��������� �
����8�-����� �������� γe ��� γm� ��3��� �� 	��� D -� ������� ������
������
��� ������
������ -
������ 2���� ��
-����� ����� ������� ������ 
� ��� ��
�����

� ��� ������� ��� ��� ������ �������� ����������� ��� ���� ��� ����������� 
�
��� �������� ���*
�7� !� ��� 
���� ����� ��� ��������8�� �-�
����
� �;������ η
������� 
� ��� ������� ��
������� 
� ��� ������� >��������� ��� �������� ���*
�7?�
��� �� �� ��3��� �� ��� ����
 
� ��� ���������� �-�
����
� �
 ��� ���������� �#������
��
��� ��������8�� �-�
����
� �;������ �� � ����&2����� ���-�� �� ��� ���� �����2��

���������# �� ��� '((( �������� �� )��! &
 ��� ������	 #��� G �� � #�*�� ��������� �� ��+��� ��
,���� ���� �� ��� ��������� ��������� ������������# �� � #�*�� ��	��������� ��*���� �� ��� ���������
��������� ���� -��	� �� �������� �� ��� ��-�� �������� �� ��� ������� -��� �������� ����������		�.!
'� ���� -��
 ��� ������	 ���	���� #��� �%!&� �������� ���� ����������� ���� ��� ������� #���


Gmax(k) = max
k̂·ê=0

G(k; k̂, ê),

-���� �� ��������� -��� ������� �� ���� ��� k̂ ��� ê ����������!
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� ê·S(k;−k̂ � −k̂)·
ê∗ 2������� 
� ��� ������2� ���� �#��� �� ����� ��� ��������
� 
� �������2� ���������
�� ������� �
� ����-������� ��� �
�
�
����� ��
������� 
� ê · S(k;−k̂ � −k̂) · ê∗ ����
��� ���� �
 ����2� ��� �������
� ���� >'�'? �� 0��� 9�

:� �������=� �-����� �
 ��������� �� �������� *�2� �� 
���� �������� -� ���
�@����2� ������� �������� σa� �� ����� 
� ��� 
������ ���
��� 
� ��� $%A'( ��
0��� $D� ��� �@����2� ������� �������� �� ��2�� -�

σa(k;−k̂, ê∗) =
4π

k
Im
{

ê · S(k,−k̂ � −k̂) · ê∗
}
− σs(k;−k̂, ê∗),

�������� ���� ��� �����2�� �
*�� �� ��� ������� ������ �� ��� ��
���� 
� σa ��� ���
�������� �
*�� H�#� :� � �
���5����� 
� ������
����� ��� �@����2� ������� ��������
�� ������� �
 ��� ������� �����8�� ���� 2��� ��� ��� $..A$.6 �� 0��� $9�

σa(k;−k̂, ê∗) =
πg(k; k̂, ê)

k2
. >1�$?

�/���
 Es = Etot − e−ikk̂·xê∗
 -���� ��� ����	 �	������ +�	� Etot �����+�� ��� 0��-�		 ���������
�� ��! 123 �� )��! &3!



B

schematic
antenna

matching
network

ê

scattering pattern

*

k̂{

received power

������ �+ ��� ��������� ���������� ������� *��� ��� ��������� ������� �� <��� $ ��
����������� -� � ����� *�2� e−ikk̂·xê∗ 
� ���� ����������

0�����
� >1�$? ����-������ � �
������
� -��*��� �� �������=� �-����� �
 �-�
�- ��
�������� *�2� ��� ��� ��
����� �
 ������ 
� �
��� �������

��� ��������8�� �-�
����
� �;������ η ∈ [0, 1) ����
����� �� 	��� ' �� �� 
2��&
��� ������� 
� ��� ���������� ��� �-�
����
� ��� �
 ��� �������� 
� ��� ��������
�5��2�������� �� �� � 5������ ������� 
� ��� ��
��� 
� �
����
� 
� ��� ������� �
���
��� ��������8�� �-�
����
� �;������ �� ��3��� �� ��� ����
 -��*��� ��� ����������
�-�
����
� ��� ��� ���������� �#������
�� �����

η(−k̂, ê∗) =

∫ ∞

0

σa(k;−k̂, ê∗)
k2

dk

/∫ ∞

0

σext(k;−k̂, ê∗)
k2

dk , >1�'?

*���� σext = σa +σs ���
��� ��� �#������
� ��
�� �����
�� <
� � ����� ����� 
� �����&
���� η �� ��
�� �
 1/2 �� k̂ ��� ê �
������ *��� ��� �������=� ���� -��� ��� ���������
�
����8���
�� ��������2���� ��� ���������� �-�
����
� ������� 
� ��� �������� 
� ���
�������� ���*
�7 �� ��� �������� ��� �� �� ���������� �#������������ -� �
�����
��� ������� *��� ��� ����
������ �������
� ���������� ��� ����������� ��� �-�
�-��
�
*�� *��� ��� ������� �� ��-G��� �
 ��� ����� *�2� �#������
� e−ikk̂·xê∗�

:��
����� �
 0��� $.� ��� ���
�����
� �� >1�'? ��� ���
 -� �
�������� �� �����

� ��� �������� ��� �������� �
����8�-����� �������� γe ��� γm� ��������2���� �����∫ ∞

0

σext(k;−k̂, ê∗)
k2

dk =
π

2

(
ê∗ · γe · ê + (k̂ × ê∗) · γm · (k̂ × ê)

)
. >1�1?

��� ���������� �#������
� >1�1? �� -���� 
� ��� ��
������� 
� ��� �
�*��� ����������
������ S(k;−k̂ � −k̂) *��� 2��*�� �� � �
�
�
����� ������
� �� ��� ����� ���� 
�
��� �
����# k&������ �� ����������� �
�� ���� ��� ����� ���� ���� 
� >1�1? �� ��2������
*��� ê �� �������� *��� ê∗� �������� ���� ��� ���������� �#������
� �� �����������

� ��� ����& ��� ����� ������ ��
������� 
� ��� �������� �
����8���
��

<
��
*��� ��� 
������ �� 0���� 9 ��� $.� �� �� �
�2������ �
 ����
���� ��� �#������
�
2
���� � �� ��� �
����#&2����� �#�����
� 
� ��� �#������
� ��
�� �����
�� �����

�(k;−k̂, ê∗) =
ê · S(k;−k̂ � −k̂) · ê∗

k2
. >1�D?



9

���� 5������� ��3��� � �
�
�
����� ������
� �
� Im k > 0� ��� �� �� ����������
�#������������ -� � �
�*��� ���������� ����������� �� ��������� �� 0��� $6� ���
�#������
� 2
���� �����3�� �(k;−k̂, ê∗) = �(k;−k̂, ê)� ������� ���� ���
 � �������
��2������ *��� ê ��� ê∗ ��� ������������� <
� ����&2����� k� ��� �#������
� ��
��
�����
� �� ������� �
 ��� ��������� ���� 
� �#������
� 2
���� 2�� ��� 
������ ���
���

σext(k;−k̂, ê∗) = 4πk Im �(k;−k̂, ê∗).

:���
�
�� �
 ��� ,������&,�
��� ������
�� 
� ��� $BA$. �� 0��� '(� ��� ���� ���
��������� ����� 
� � ��� �
������� -� ��� F��-��� ������
��� �� ����������� �� �
��
*�
���� � �� ����&2����� �� ��� ������ ����� ��� ����� �����3�� ��� �������� ��������

�(0;−k̂, ê∗) =
2

π

∫ ∞

0

Im �(k;−k̂, ê∗)
k

dk. >1�B?

0�����
� >1�B? �� ������ �
 ����7 �
� �
��������� *��� � �� ������ �������� 
� �����&
����� ��
� � ��������� ���������
��

� �
� �
��� �����
���
�
�� ����
	� γe� γm ��� γ∞
��������� 
� ��� ������ 
� ��� ��
-���� ��� χ� ���
�� ������ ��� �������� >� = e?

� �������� >� = m? ��������-����� ������ �� ��� ������ ������� :����� ���� χ�

�� �
������� ����
���� ��� ��������� �� ��� �
���� x ∈ R
3� �� ��� �-����� 
� �

�
������2��� ����� ��� �������� ��� �������� �
����8�-����� ������� ��� ��3��� -�

γ� =

3∑
i,j=1

(
âi ·

∫∫∫
R3

χ�(x) · (âj −∇ψj(x)) dV

)
âiâj , >D�$?

*���� â1� â2 ��� â3 �
�� �� ��-������ ��� 
� �������� ����������� ���� 2���
��� F����
��� ������ �
������� ψj �� ��� ���5�� �
����
� 
� ��� ������ -
������ 2���� ��
-���{

∇ · ((χ�(x) + I3) · ∇ψj(x)) = ∇ · (χ�(x) · âi)

ψj(x) = O(x−2) �� x→ ∞ x ∈ R
3, >D�'?

*���� I3 ���
��� ��� ���� ������ �� R
3� <�
� >D�$? ��� >D�'? �� �� 
-���2�� ����

γ� ������ �� ��� ������� ���
�� �
���� *��� ��� ������� �� ��-G��� �
 �� �#������
������
������ 
� ������
������ �#������
� 
� ���� ���������� :� � �
���5������ γ� ��
����������� 
� ��� �������
� 
� 
-���2���
� k̂ ��� ��� �������� >� = e? 
� ��������
>� = m? �
����8���
�� ê ��� k̂ × ê� ��������2���� <�������
��� ��
� >D�$? ��� >D�'?
�� �
��
*� ���� γ� �� ����&2����� ��� ��������� ����� χ� �� ������� �
 -� ���������
�� ��� �
���� x ∈ R

3� ��� �
 ��� �-����� 
� ��� ������ ����� �� ��� ������ ������ γ�

�� ��
�
���
��� �
 ��� 2
���� V 
������� -� ��� ����
��

Λ = {x ∈ R
3 : χe(x) �= 0 
� χm(x) �= 0},

�/���
 χe = ε − I3 ��� χm = μ − I3
 -���� ε ��� μ ������ ��� ������ ��������*��� ���
��������	��� ������� ��	���*� �� ���� �����
 ��������*�	�!



.

��� 0��� $.� ��
���&�
�� �#������
�� 
� γ� �#��� �
� 2���
�� �
�
����
�� ���
��
��
��� ��
�������� ��� 0��� $1 ��� ���������� �������� <������ ��������
�� 
�
��� �������� ������ 
� γ� ��� ��2�� 
� ��� DBAD. �� 0��� ' ��� ��� 91A9B �� 0��� '$�

�

<�
� � �
������ �
��� 
� 2��* �� �� ���
 ����������� �
 ������� � ������ �
����&
��2��� �� ��� ��������-����� ������� <
� ���� ����
��� ������ ���� χ� �� ��
��
����
����� χ� = χ�I3� ��� ����
���� ��� �
������2��� ς > 0 ��� ���� ����� ���������
η0 =

√
μ0/ε0� �� ��� �������� 
� �� ��
��
��� �
������2��� ���� iη0ς/k �� χ�� ���

��������� ��3����
� 
� γ� ���� -� ������� ��� �
 ��� ����������� 
� ��� �
������2���
�
��� �� ��� ������ ������ 4���� ���� ��������
�� �� �
��
*� ��
� ��� ��������
�

� ��� D6AB$ �� 0��� $1 ���� γ� ��
��� -� �2������� �� ��� ����&�
������ ����� ��
χ� ����
����� ��3����� <
� ���� ����
��� ����
���� ��� ����&�
������ �
����8�-�����
������ γ∞ 2�� ��� �������� ��
���� >i, j = 1, 2, 3?

âi · γ∞ · âj = lim
χ�→∞

âi · γ� · âj , >D�1?

*���� ��� ���������� 
� χ� ��� -��� 
������ 
� ��� ����� ���� ���� 
� >D�1?�
�5��2�������� ��� ����&�
������ �
����8�-����� ������ �� ��3��� -�

γ∞ =
∑
i,j

(
V + âi ·

∫∫
∂Λ

ψj(x)ν̂(x) − xν̂(x) · (âj + ∇ψj(x)) dS

)
âiâj, >D�D?

*���� ��� ������� �������� �� ��7�� 
2�� ��� ������� -
������ ∂Λ *��� 
��*���&
�������� ���� �
���� 2���
� ν̂� F���� ψj �� ��� �
����
� �
 ��� �#����
� ��
-���{

∇2ψj(x) = 0

ψj(x) = −âj · x + O(x−2) �� x→ ∞ x ∈ R
3 \ Λ, >D�B?

*��� ��� -
������ �
�����
� 
� 2�������� �
��� ������� �����
∫

ν̂(x) ·∇ψj(x) dS = 0�

� ���� �
�&�
������� ��-��� 
� ∂Λ�

� ������ �� �
� 
��������� ����
�� ����
��� ��
�

: ���*-��7 
� >'�'? �� ��� �������� 
� η 
� ��� ����� ���� ���� 
� ��� ���������
:� �����
��� �� 	��� 1� ��� ��������8�� �-�
����
� �;������ �� ���������� ��
�
��� 
2����� ���������� ��� �-�
����
� ��
������� 
� ��� �������� �� �
������ �
 ���
�
����8�-����� �������� η �� �
� ��� �
����
� 
� � ���� ������
������ 
� ������
������
��
-���� �� �� ������
�� ���
����� �
 
-���2� ���� ��� �
��
*��� �������� ��������
��� -� ��2
7�� �� ��� ��-��5���� ��������+

0 ≤ η(−k̂, ê∗) < 1. >B�$?

"� ����
������ >B�$?� ��� �5������ �� >'�'? �� ������ ���
 �� ���5������ *��� �� �����
-
��� *���� �
���� �� ��� �
����
� �� ������
������ ��� ������
������ ��
-����

�4����*� ���� ��� ��+������ �� γ� �� �3!&� ��*����� �� � ������ �� 4π ���� )��! %&!



%

�� ���� ������ �� �� ������-�� �
 -
��� >'�'? ��
� �-
2� ������������� 
� ���
��������� �� ��� �������� ���� �� �����2�� -� ����
������ E
���= 2������
��� ��������
��� 0���� $$ ��� $'� *���� ��� 2���� �
� ������� ��
��
��� ��� �����
����
�� ����&
���� ����������� ����� 2������
��� ������� ����� ���� ��� �����2����� 
� γ� ��������
�
�
�
������� �� χ� ��������� �� ��� �
��� x ∈ R

3� F����� �� �
��
*� ��
� >D�1? ����
-
�� γe ��� γm 
� ��� ����� ���� ���� 
� >'�'? ��� -
����� ��
� �-
2� -� γ∞� �����∫ ∞

0

g(k; k̂, ê)

k4
dk ≤ η(−k̂, ê∗)

2

(
ê∗ · γ∞ · ê + (k̂ × ê∗) · γ∞ · (k̂ × ê)

)
. >B�'?

:� � �
���5������ ��� ����������� 
� ��� ����� ���� ���� 
� >B�'? �
�� �
� 
��� �
��
�
� Λ� -�� ���
 ��� �#������ ����
�� Λ+ ⊃ Λ� ������� ���� γ∞ ��� -� ���������
��
� �-
2� -� ��� �
�����
����� �
����
� 
� >D�D? ��� >D�B? *��� Λ �� �������� -�
Λ+� ���� ��
������ �� ���������� ������ �
� ���������� ��� ����&�
������ �
����8&
�-����� ������ 
� � �
��������� �������� �� ���� ����� ��� ����������� 
� ��� �����
���� ���� 
� >B�'? �� ��������� ��
� �-
2� -�� �
� �#������ �
�2��� >D�D? ��� >D�B?
�
� ��� �������� ����������-��� �������� *��� ��
��
��� ��� �
�
����
�� ��������
���������� �� ��� ����&�
������ ������

��� ����������� 
� ��� ����� ���� ���� 
� >B�'? �� ���
���8�� �� ��� 0�������
5�
������ 
� γ∞� �������� ���� ��� ���������� ������� �����8�� ���� �� ������� -
�����
��
� �-
2� -� ��� �����2����� 
� γ∞� /��� ��-G��� �
 ��� �
�������� ê · k̂ = 0 
�
�����2���� *�2� ��
������
�� >B�'? �������

∫ ∞

0

g(k; k̂, ê)

k4
dk ≤ η(−k̂, ê∗)

2
(γ1 + γ2), >B�1?

*���� γ1 ��� γ2 ���
�� ��� ������� ��� ���
�� ������� �����2���� 
� γ∞� ��������2����
�� ��� �
�&�������� ����� (k̂ × ê∗) · γ∞ · (k̂ × ê) ��� γ2 2����� ��
� ��� ����� ����
����� 
� >B�'? ��� >B�1?� ��������2���� <
� � ��������
� 
� ��� ��
���������� ������ 
�
��� ���5�������� �� >B�'? ��� >B�1?� ��� 0���� 9 ��� $.�

:� �����
��� �-
2�� ��� ����� ���� ���� 
� >'�'? ��� -� ��������� ��
� �-
2�
������������� 
� ��� ��������8�� �-�
����
� �;������� "� ����
������ >B�$? 
� ���
����� ���� ���� 
� >B�'?� ��� ����� -
��� 
� ��� ���������� ������� �����8�� ����
-��
��� ����������� 
� ��� k̂&�������
�� ��������� 
��� 
� ��� ����� 
� �������� �
&
����8���
� ê� :���
�
����� >B�$? �������� ���
 ��� ����� ���� ���� 
� >B�1? ������ ��
����� -
��� *���� �� ����������� 
� -
�� k̂ ��� ê� �� ��� �-����� 
� ��� �
����&
��2��� ���� �� χ�� -
���� ������� �
 >B�1? ��� ���
 -� ����2�� �
� ��� �����2����� 
�
γe ��� γm�

� � ��
��
 ���
 ���� ��� !"�#��������

: ���
�� ��������� �
� �*
 ���������� 
� 4/"&�������� ��� ��������� �� ���� �����
��
����� �������� ����������8�� -� � �
������ ������� �����8�� ���� ��� �������� ����&
������8�� -� � �
������ �@����2� ������� ��������� ��������8���
�� 
� ����� �
����
�
 �
�� �
����# ���5����� ��������������� ��� ���
 ����������
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��� �����	�� 
	���	
 ��	
���� �	�� gp(k̂, ê)

��� �
 ��� �
�&������2� ��������� 
� ��� ������� �����8�� ����� ��� ���� ���� ����

� >'�'? ��� -� ��������� ��
� -��
* -� ����������� 
2�� K = [kp,∞) ������ ����
��� ������ �
����2� ���� �#��� ����� � ���������
�*��� ���������
� ����� ��� ������
��
gp(k̂, ê) = mink∈K g(k; k̂, ê) ������

∫ ∞

0

g(k; k̂, ê)

k4
dk ≥ gp(k̂, ê)

∫
K

dk

k4
=
gp(k̂, ê)

3k3
p

. >9�$?

�
�-����� ���� �������� *��� >'�'? ������� ����

gp(k̂, ê)

3k3
p

≤ η(−k̂, ê∗)
2

(
ê∗ · γe · ê + (k̂ × ê∗) · γm · (k̂ × ê)

)
, >9�'?

*��� �5������ �� ��� 
��� �� g(k; k̂, ê) = gp(k̂, ê) �
� k ∈ [kp,∞)� ��� 8��
 ����*�����
��� ������������
� 
� >9�'? �� ���� �� ������ � �
*�� -
��� 
� ��� ������� 
����
���5����� kp� 
�� �5��2�������� �� ����� -
��� 
� ��� ������
�� gp(k̂, ê)� �� �����

� ��� ��
����� ��� ������ �������� ����������� <�
� � �������� �
��� 
� 2��*� ��
������� *��� � �
������ ������� �����8�� ���� �� ����������8�� -� �����2��� ���� �
*��
�� ���5����� ��������� ����� ��� �@����2� ������� �������� >1�$? ���� 2����� ��2������
*��� ��� �5���� 
� ��� ���5������ C����� ����&�
����������� �������� ���� �� ���
������ ��� �
����� �5��������� ������ �������� ��� 
���� �
����� -� � �
������
������� �����8�� ����� ��� 	��� .�

��� �����	�� �������� 	�����	 	
������ πga(k̂, ê)/k2
a

:��
����� �
 >1�$?� � �
������ �@����2� ������� �������� ������� ���� ��� �������
�����8�� ���� 2����� *��� ��� �5���� 
� ��� ���5������ <
� ���� ����
��� ����
����
��� �
������ �@����2� ������� �������� πga(k̂, ê)/k2

a� �
�����
����� �
 ��� ������
��
ga(k̂, ê) = k2

a mink∈K g(k; k̂, ê)/k2� *���� ��� ���5����� �����2�� �
* �� ��3��� ��
K = [ka,∞)� �����

∫ ∞

0

g(k; k̂, ê)

k4
dk ≥ ga(k̂, ê)

k2
a

∫
K

dk

k2
=
ga(k̂, ê)

k3
a

.

:���
�
�� �
 >9�'?� �� �� �
������� ����

ga(k̂, ê)

k3
a

≤ η(−k̂, ê∗)
2

(
ê∗ · γe · ê + (k̂ × ê∗) · γm · (k̂ × ê)

)
, >9�1?

*��� �5������ �� ��� 
��� �� g(k; k̂, ê) = ga(k̂, ê)k2/k2
a �
� k ∈ [ka,∞)� ��� 8��


����*����� I���
�� �
�� ��� ��H���
� �������� ���� �� F���8=� ����-
��� ��������

� ��� 9A% �� 0��� $B ��� �#������ 
� �������� *��� �� ����
#������� �
������
�@����2� ������� ���������
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k,^ êg(k; )
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������ 	+ : �
������
� -��*��� ��� � ���
�� ��������� �
� � �
������ ������� ����&
�8�� ����� gp(k̂, ê)� ��� � �
������ �@����2� ������� ��������� πga(k̂, ê)/k2

a�

<
� � ��2�� ����� ���� ���� 
� >'�'?� � �
������
� -��*��� >9�'? ��� >9�1? ��
*�
���� ��� 
���� ���5������� kp ��� ka �������

kp

ka
=

(
gp(k̂, ê)

3ga(k̂, ê)

)1/3

,

�������� ���� kp > ka �
� gp(k̂, ê) > 3ga(k̂, ê)� ��� kp < ka �
� gp(k̂, ê) < 3ga(k̂, ê)�
���� �
������
� �� ����������� �� <��� 1 ����� ��� �
��
*��� �
���� *��� ���������
2����� 
� ��� ���������� ������� �����8�� ���� >'�'?+ g(k; k̂, ê) = gp(k̂, ê) �
� k ∈
[kp,∞)� ��� g(k; k̂, ê) = ga(k̂, ê)k2/k2

a �
� k ∈ [ka,∞)� ��� 8��
 ����*����� ��

����������� ��� 
�������� gp(k̂, ê) < 3ga(k̂, ê) ��� gp(k̂, ê) > 3ga(k̂, ê) �� <��� 1 �����
�
 ��� 
���� ���5������� kp < ka ��� kp > ka� ��������2���� !� �
����� �� �� ����������
�
 ������� ��3���� ���� ���5������� �� ��� �
����� -�� �� �� �
� � ��2��� ���������
�
����� ��� ������� ����
� 1/k4 ������� ���� ��� ���������� ������� �����8�� ���� >'�'?
�� �
������� -� ��� �������=� �
*& ��� ������������ ���5����� -���2�
��

��� ���� �����	
 ����
� �� ����	�����	�

:���
��� ���� 4/"&�������� ��� -� ����������8�� �� ��2��� � �
������ �������
�����8�� ���� 
� � �
������ �@����2� ������� ��������� ����� ��� ���
 �������� ����
�
 �
� ���� ���
 ���� ������3����
�� �� ����� ��� 4/"&������� �� 
��� 
�� ���� 
� �
-�
��-��� �
���������
� ������ �������� �
 ���� �� 
2����� �����3����
�� �� ��
������
�� �
��2���� �
 -���H� ������� �
�� ������� �
���� 
� 4/"&�������� -����

� ��� �������� 
� ��� �
��� ����������
� ��
-��� 
� ��� $6$A$61 �� 0��� D� <�
�
���� �������� �� �� ����� ���� ��� �
*&���5����� -���2�
� 
� ��� �@����2� �������
�������� �� �
2����� -� σa(k; k̂, ê) = O(k2) �� k → 0� 
� �5��2��������

g(k; k̂, ê) = O(k4) �� k → 0, >9�D?

*���� >1�$? ��� -��� ����� 0�����
� >9�D? �� � ������� ��
��� 
� �
*&���5����� -�&
��2�
� �
 ��������� ��� �#������� 
� >'�'? �� ��� ��������� ������ ������� 
� ��

����
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� �
������ ������� �����8�� ���� 
� � �
������ �@����2� ������� ��������� *���� 
-&
2�
���� ���7� ��� �
�������� ��
������� �� k = kp ��� k = ka� ���� ������� ��������
��� ��

�� ��� 
*� �
��� �
 ���3�� ��� ������ ��5���������� ����� -���� 
� ����
�
���� ��� ������� 
���� ���5����� �� ���������� -� ������ �
�2��� �� ������
������

� ������
������ ��
-��� �� �������8�� �� 	��� D�

���  �������	
 �!	�

� ��� �"� �����
	� ���#

:� �� �#����� 
� �
* ��� ���
������� 3������ �� 	���� B ��� 9 ��� -� ���� ��
�
���� ������� ������� �
������ �� ��-������ ������ ������� Λ ����������-�� -�
� �������� ���7 Λ+ 
� ������ a� )�� ν̂ ���
�� ��� 
��*���&�������� ���� �
����
2���
� 
� ��� ���7� ��� ��

�� k̂ = ν̂ ��� ê = ρ̂� *���� ρ̂ ���
��� ��� ������ ����
2���
� �� �
��� �

��������� ���� ��
��� 
� k̂ ��� ê �
�����
�� �
 � �������
� 
�

-���2���
� ��� �� �������� �
����8���
� *���� ��� ������������� ��� ��������� �

��� ���7� ��������2���� ����
���� ��� 4/" ���5����� -��� f ∈ [3.1, 10.6] GHz� 
�
�5��2������� k ∈ [0.65, 2.22] cm−1� �� -���H� �����
��� �� 	��� $� :����� ���� Λ ��
�����3�� �
 ��2� � ������� �����8�� ����

g(k; ν̂, ρ̂) ≥

⎧⎪⎨
⎪⎩
glevel(ν̂, ρ̂)k4/k4

1 k ∈ [0, k1]

glevel(ν̂, ρ̂) k ∈ [k1, k2]

0 
����*���

>9�B?

*���� k1 = 0.65 cm−1 ��� k2 = 2.22 cm−1� ����� �
� � ��2�� ������
�� glevel(ν̂, ρ̂)�
�� �� ������-�� �
 ��������� ��� �������� ������ a ���� ���� �� �� �����-�� �
� Λ ⊂ Λ+

�
 ��2� � ������� �����8�� ���� ���������� >9�B?�
"���� 
� ��� �����3����
� �� >9�B?� � ���������
�*��� ���������
� 
� >'�'? ������

∫ ∞

0

g(k; ν̂, ρ̂)

k4
dk ≥ glevel(ν̂, ρ̂)

(
1

k3
1

+

∫ k2

k1

dk

k4

)
=
glevel(ν̂, ρ̂)

3

4k3
2 − k3

1

k3
1k

3
2

. >9�9?

<�
� ��� �������� �� 0��� $.� �� �
��
*� ���� ��� �������� ��� �������� �
����8�-�����
������� 
� ��� ��������� �������� �
�������� �������� ���7 ��� γe = 16a3I⊥/3 ���
γm = 0� *���� I⊥ = I3−ν̂ν̂ �� ��� ��
G����
� ������ �� R

3� F����� -� ��������� >9�9?
���
 >'�'?� 
�� 
-����

glevel(ν̂, ρ̂)

a3
≤ 0.55η(−ν̂, ρ̂), >9�.?

*���� a �
* �������� ��� ������ 
� ��� ���7 �� ����� 
� ��� <
� �#������ -�
��2
7��� ��� ����� -
��� �� >B�$?� �� �� �
������� ���� ��� ������� ������ 
� ���
���7 �� 1.8 cm �
� glevel(ν̂, ρ̂) = 3 ��� 1.9 cm �
� glevel(ν̂, ρ̂) = 4� <
� ���� ���������
η �� ��
�� �
 1/2 ��� � �
�� ��������� -
��� �� ������
�� 2.2 cm ��� 2.4 cm �
�
glevel(ν̂, ρ̂) = 3 ��� glevel(ν̂, ρ̂) = 4� ��������2���� <������� �
�� ���� 2���
�� ������
�������� �������� ��� -� �
������ *��� >9�.? �
 ����-���� �������� 
� �
* �@����2�
���� ��7� ��� 
� ����� ������� ������
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z,̂ êg(k; )R

z,̂ êg(k; )R

k,^ êG(k; )max
k¢e=0^ ^

z,̂ êG(k; )R

������ 
+ )��� 3����+ ��#���� ����� maxk̂·ê=0G(k; k̂, ê) >��� ������ ����?� �������
���� G(k; ẑ, ·) >-��� ������&�
���� ����?� ��� ������� �����8�� ���� g(k; ẑ, ·) >-���7
�
��� ����? �
� -
�� ��� êR& ��� êL&�
����8���
��� 0���� 3����+ � ���
�� ��������� 
�
g(k; ẑ, êR) ����2�� ��
� ������
������ ��
������� 
� ��� ������� ����� ηR = 0.62�

$ �
� �%�
������� ������ ��
��� �������

�� ���� �����
�� ��������� ������� �
� ��� �5��������� ������ ������ ������� �� ���&
������ ��� �
������ *��� ��� ��������� ����
����� �� 	���� B ��� 9�

$�� %����	
 
��
������

���
�=� �5��������� ������ ������ ������� �� <��� D �� �� �#����� 
� � ������ ����&
�
����������� ������� 
���� �
����� -� � �
������ ������� �����8�� ����� �� ��
����������8�� -� ��� �8������� ����� φ �� ����� 
� �
�� ������ ��������� ���
����� �

0��� B� �� ����� 
� ϑ = 5/4 ��� ��� ������ a 
� ��� �������� ����������-��� ���7� ���
����������8���
�� 
� ��� �*
 ������ ���� ��� r1(φ) = aϑφ−4π ��� r2(φ) = aϑφ−9π/2 �
�
φ ∈ [0, 4π]� ��� r3(φ) = aϑφ−5π ��� r4(φ) = aϑφ−11π/2 �
� φ ∈ [π, 5π]� ����
���� ���
�

������� ������ (û, v̂, ẑ) *��� ��� ẑ&�#�� -���� 
��*���&�������� ��
� ��� �����

� ��� �������� ����� ���
����� �
 ��� ����&�������� �� 0��� $� ��� �����������
*�2�� ��
� ��� ������� ������ �� �����&���������� �
����8�� >0� 
� êR&�
����8��?
�������
� �� ��� �
����2� ẑ&�������
�� ��� ���� ����&���������� �
����8�� >)� 
� êL&
�
����8��? �������
� �� ��� ������2� ẑ&�������
�� ��� �������� �
����8���
�� êR ���
êL ��� ������� -� ê∗

R = êL� *����{
êR = 1√

2
(û + iv̂) >0� ?

êL = 1√
2
(û − iv̂) >)� ?

,

{
êR = 1√

2
(û − iv̂) >0� ?

êL = 1√
2
(û + iv̂) >)� ?

,

�
� �������
� �� ��� �
����2� ��� ������2� ẑ&�������
��� ��������2���� F���� ��� �������
�����8�� ���� �����3�� g(k; ẑ, ê) = g(k;−ẑ, ê∗)� *���� ê ���
��� ��� 
� êR ��� êL� :�
� �
���5������ �� �� ��;����� �
 
��� ����� ��� �������
� �� ��� �
����2� ẑ&�������
��
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������ �+ )��� 3����+ ��� ��������� 
� ��� ��H����
� �
�;����� Γ ������� �
 ���
����� ��������� 250 Ω� 0���� 3����+ ��� �#������
� ��
�� �����
�� ���������� ��
��
�����
� ��� �@����2� ������� ��������� σext� σs� ��� σa� ��������2���� �� ����� 
� 2πa

2�

$�� &������	
 ����
��

: ��������� �
����
� 
� ��� 
�#*��� �5����
�� ����� ��� �
������������������
�

� �
����� �
�2��� �� ����
��� �
 ���������� ��� ��������� �� 	���� B ��� 9� <
� ����
����
��� ��� �5��������� ������ ������ ������� �� �
����� -� ��������� �������� �
�&
������� �������� ��� ������� �
 ��� ����� ��������� 250 Ω� �� �� ��������� �����
� ����� ��� ���� �
��� ��� ��� ��������� ��H����
� �
�;����� Γ �� �������� 
� ���
���� ���� ���� 
� <��� B� "���� 
� ��� 2
����� �������� *�2� ����
 VSWR ≤ 2�

� �5��2�������� |Γ | ≤ 1/3� ��� -���*���� 
� ��� �5��������� ������ ������ �������
�� ���������� �
 -� 171% ������2� �
 ��� ������ ���5����� k0a = 10.5� ��� ��#�&
��� ����� Gmax(k) = maxk̂·ê=0G(k; k̂, ê)� ��� ������� ���� G(k; ẑ, ·) �� ��� �
����2�
ẑ&�������
�� ��� ��� ������� �����8�� ���� g(k; ẑ, ·) �� ��� �
����2� ẑ&�������
� ���
�������� 
� ��� ���� ���� ���� 
� <��� D� �� �� 
-���2�� ���� g(k; ẑ, êR) �� ����
#&
������� �
������ 
2�� � ����� ���5����� �����2�� *��� � ���� -��� �� ��� �
����2�
ẑ&�������
�� <
� �
������
�� ��� �
�����
����� ������� �
� ��� )� &�������
� ���
�������� �� <��� D *��� �� 
2����� ������� �����8�� ���� g(k; ẑ, êL) ���� ���� ������

��� �5��������� ������ ������� �� ���
 ��������� �� ����� *�2� ���������� *��� ��
�� �
���� *��� 250 Ω �� �������� *��� ��� ������� �
��� ��� ��������� �#������
� ��
��
�����
�� ���������� ��
�� �����
�� ��� �@����2� ������� ��������� ��� �������� 
� ���
����� ���� ���� 
� <��� B�� �� �� ���� ���� ���� ��� ���������� �@���� ��� �
������
*��� ��� ��������� ����� *�2� �� e−ikẑ·xêR� *���� ��� �-�
����
� ��
������� ��� �
��
�
�����-�� �
� ��� �#������
� e−ikẑ·xêL� ��� ����&���5����� ����� A(−ẑ) = 0.36 
�
��� �#������
� ��
�� �����
� �� ���7�� -� � ���� �� <��� B� �� ����� ���
����� �
 ���

�0��� ����������� ����� ���� ���� �� �*��	��	� �� ����566---!�+�	���	������!���!
�"�� ��������� �)�7� ��� �8�7� �� ��#�! 9 ��� : ����� �� ��� ��	��������� �� ��� ������� ������

���� ��� �������� -�*�
 ����
 �)�7� ��� �8�7� ����	� �� ����������� �� �� �������� �	��� ����#
	��� ��� ��#�� �����	��	� ��	������
 ��������*�	�!
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������ �+ ��� �
���*��� �-�
����
� �;������ σa/σext >���� 3����?� ��� ��� ���� ���
��������� ����� 
� ��� �#������
� 2
���� � �� ����� 
� a3 >����� 3����?�

�#������
� �����
# �� 0��� $.�

lim
k→∞

σext(k;−ẑ, ·) = 2πa2A(−ẑ),

*���� A ���
��� ��� ��
G����� ���� 
� ��� ������� �� ����� 
� πa2� ��� �
�����
�����
���2�� �
� ��� �
���*��� �-�
����
� �;������ σa/σext ��� ��� �#������
� 2
���� � ���
����������� �� <��� 9� 0����� ���� ��� �#������
� 2
���� �� ��������� �
� -
�� ��� êR&
��� êL&�
����8���
��� �� ����������� ��� ���� 
� ��� ����� ���� ���� 
� <��� 9 ��������
��� 2���� 
� ��� �������� 
� ��� ����� ���� ���� 
� >1�B?� 	
� �
� ��� �5���������
������ ������ ������� �� <��� D �� �� �
������� ���� ��� �������� �������� >1�B? �
����

��� ������� �-�
����
� �;������ �� ���������� ��
� ��� ���������� �-�
����
� ���
���������� �#������
� �� >1�'?� ��� ������ �� ηR = 0.62 ��� ηL = 0.40� *���� ηR =
η(−ẑ, ê∗

R) ��� ηL = η(−ẑ, ê∗
L) �
��
*��� ��� �
����
� �� 	��� 1� ���� 
-���2���
�

������� ���� ��� 5�
������ ηR/(ηR + ηL) = 0.61 ��� ηL/(ηR + ηL) = 0.39 ��� -�
����������� �� 5������ ����
�� �
� ��� �������=� 
2����� �-����� �
 ��������� ��� 
� ���
�*
 �
����8���
���

$��  �	
'��� �� �"� �
������ 
�
	���	(�
��' �'	���

��� �������� �
����8�-����� ������ 
� ��� ������� �� ���������� -� ����������� �
�2&
��� >D�'? �� ��� ��������� �������� �
�������� ������ �#������� �� ��� -���� (û, v̂, ẑ)�
��� ������ ������� �
 ��� ��������� �����#

[γe] =

⎛
⎝ 2.82 −0.63 0
−0.63 1.98 0

0 0 0

⎞
⎠ a3. >.�$?

��� �
�����
����� �������� �
����8�-����� �����# 2�������� ����� [γm] = 0� ����� �

������� �������� ���
�� �
���� �� ����
���� -� ��� �������� �� ����������� �
��
���� ��� �������� �� ��� ����� �
* ��� ����� �
���� �� >.�$? ��� ����������� 8��
�
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��H������ ��� 2�������� ����7���� 
� ��� ������� �� ��� ẑ&�������
�� ��� �������
�����2���� γ1 = 3.16a3 ��
��� -� �
������ *��� ��� �
�����
����� ���-�� 16a3/3
�
� ��� �������� ����������-��� ���7 *��� ��
��
��� ��� �
�
����
�� �������� ��&
�������� �� ��� ����&�
������ ������ F�2��� E
���= 2������
��� ������� ��
� 	��� B ��
����� ��� 2���� 16a3/3� 
� ����
#������� 5.33a3� �� � ���
�� 7�
*� �
 -� �� �����
-
��� 
� γ1� :���
��� ��� �5��������� ������ ������ ������� 
��� 
������� 36%

� ��� �������� ����������-��� ���7 >������ ���� A(−ẑ) = 0.36?� ���� ������� ��7��
�@����2� ��� 
� ��� ������� ���� �����

ζ =
γ1

πa2A(−ẑ)
= 2.79a. >.�'?

��� ������� ���� �;������ >.�'? ��
��� -� �
������ *��� ��� �
�����
����� ���-��
1.70a �� ��� ������ �������� ���7 �� ���� �� �� ��������

��� 3��� 0������� 5�
����� 
� ����� ���� ���� 
� >'�'? �� 
-������ ��
� >.�$? -�
� ���������
�*��� �����# ������������
�� �����

ê∗ · [γe] · ê =
1

2

⎛
⎝ 1
±i
0

⎞
⎠

†⎛
⎝ 2.82 −0.63 0
−0.63 1.98 0

0 0 0

⎞
⎠
⎛
⎝ 1
±i
0

⎞
⎠ a3 = 2.40a3, >.�1?

*���� � ������ ���
��� ��� �
����# �
�G����� ������
��� ��� ��� ����� ��� �
*��
����� �� >.�1? ����� �
 ê = êR ��� ê = êL� ��������2����

	 ��� ������ �� >.�1? ��
���
���
 -� �
������ *��� ��� �
�����
����� 2���� 5.33a3 �
� ��� �������� ����������-���
���7� "
�� 3.16a3 ��� 5.33a3 ����� ����� -
���� 
� ��� ���������� ������� �����8��
���� *��� �������� ���
 ��� ����� ���� ���� 
� >B�1?� <
� ���� ����
��� ������ ���� γ2

2������� ��
� ��� ���� ���� ���� 
� >B�1? ����� ��� �������� �
����8�-����� �����# ��
����������� 8��
�

$��  
����� �����	��� �� �"� 
	���	
 ��	
���� �	��

/���
�� �
�� 
� ����������� ��� ê = êR ��� η = ηR ���
���
�� ���� �����
�� <��&
����� ����
���� ��� ������ ������� �����8�� ���� f(κ) = g(k; ẑ, êR)� *���� κ = ka�
����� >'�'? �������∫ ∞

0

g(k)

k4
dk = a3

∫ ∞

0

f(κ)

κ4
dκ =

ηR

2

(
ê∗

R · γe · êR + (ẑ × ê∗
R) · γm · (ẑ × êR)

)
.

�5��2�������� -� ��2
7��� >.�1? ��� η = 0.62� 
�� 
-���� ��� �
��
*��� ��������
����������� 
� ��� ������ a 
� ��� �������� ����������-��� ���7+∫ ∞

0

f(κ)

κ4
dκ = 0.74, >.�D?

:�� ������
� f ���������� >.�D? *��� ��� �
*&���5����� -���2�
� f(κ) = O(κ4) ��
κ → 0 �� � �
���-�� ��������� �
� � ������� �����8�� ���� 
� ��� �5��������� ������

	)���		 ���� �;!1� �� ����������� �� ��� 	��� ��� ��#�� ������ ���������� �� ��� ��	���������
����� [γe] �� ���������!
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�������� :�����
��� 7�
*����� 
� �����3����
� 
� ��� ����
������ 
� ��� �������
���� ���� -� ��2
7�� �
 ������� ����-���� � ���
�� ��������� 
� ��� ������� �����8��
����� <
� �#������ �
������ ��� �
��� f(κ) = 3.3 �
� κ ∈ [κp,∞)� ��� 8��
 ����&
*����� ���� �
��� �� ����������� -� ��� ������
�� ������ ���� �� <��� D� ��� 
����
���5����� κp = kpa 
� ���� -
��� �� ���� ��2�� -� >9�'?� �����

κp ≥
(

3.3

3 · 0.74

)1/3

= 1.14.

: �
�� ��������� �
��� 
� ��� ������� �����8�� ���� �� f(κ) = glevelκ
4/(α+ κ4)� *����

��� �
������ α �����3�� ��� �������� �5����
�∫ ∞

0

f(κ)

κ4
dκ = glevel

∫ ∞

0

dκ

α + κ4
=

2.40 · 0.62

2
= 0.74. >.�B?

: ��������� �
����
� 
� >.�B? ������ α = 8.40� �������� ���� f(κ) = 3.3κ4/(8.40+κ4)
�� � �
������� �������� 
� ��� ������� �����8�� ����� ���� �������� �� ����������� -� ���
�����2����� ������ ���� �� <��� D� <������� � �
��*��� ��@����� -
��� �� 
-������
����� f(κ) = glevelκ

4/(β + κ8/3)3/2� *���� ��� �
������ β �� ��2�� -�∫ ∞

0

f(κ)

κ4
dκ = glevel

∫ ∞

0

dκ

(β + κ8/3)3/2
=

2.40 · 0.62

2
= 0.74. >.�9?

: ��������� �
����
� 
� >.�9? ������ β = 3.58� ��� ���� �������� �� ����������� -�
��� �
*���
�� ������ ���� �� <��� D� C
�� ���� ��� ����� ��������� �-
2� ������� ���
�
����� �
*&���5����� -���2�
� >9�D?�

& '��	���
���

�� ���� ������ � �������
� ���� 2���� �
� � ����� ����� 
� ������ ��� ������
���
�������� �� ���������� �� ����������� � ���
�� ��������� 
� ��� ������� �����8�� ����
��� ������� 
���� ���5����� ��� ����2�� �
� �*
 ���
����� ���������� 
� 4/"&
��������+ ��
�� *��� � �
������ ������� �����8�� ����� ��� ��
�� *��� � �
������
�@����2� ������� ��������� ����� ��������� ��� ����������� �#�����3�� �� 	���� 9
��� . -� ��� �������� ����������-��� ���7 ��� ��� �5��������� ������ ������ ��������
��������2���� :���
��� ��� �������� ��� �������� �
����8�-����� ������� ��� ����������
�
 ��� ������ 
� �
�� *�2������� ������ ��� �-
2�&�����
��� �#������ ������� ����
��� �
����8�-����� ������� ��� ������� �
� ��� ������������� 
� �� �������=� �-����� �

������ 
� �
��� ������ 
2�� � ���5����� �����2��� <
� �#������ ��
� >D�D? ��� >D�B? ��
�� ����� ���� ��� ����&�
������ �
����8�-����� ������ �� ��3��� �� ��� 3��� �
���� 
�
��� ������� ������ �������� :� � �
���5������ ��� ������� ��� ����������� �������
��� ��������� -� �� �#������ ������� 3���� ��� ������ �� ��� �
�����
����� ��������

� ��� �
����8�-����� ������� :�
���� ����7��� �
���5����� 
� >D�D? ��� >D�B? ��
���� ��� ������
� 
� �� ������� ��� ���� ��H����� 
� ��� �
����8�-����� ������ ����
��� �������=� -
������ �������� 0��
2��� ������
� ����� 
� ��� ������� *��� 
���
�������� ������ ��� ���������� ������� �����8�� ���� >'�'?� -�� ������ ��������-���
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