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THEORY OF MICROCAPILLARITY 
I. Equilibrium and stability 
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I . E Q U I L I B R I U M A N D S T A B I L I T Y 
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P R E F A C E 

T h i s s t u d y i s i n t e n d e d t o b e t h e f i r s t p a r t o f a n i n v e s t i 

g a t i o n o f c a p i l l a r y a n d i n p a r t i c u l a r m i c r o c a p i l l a r y p h e n o m e n a 

i n p o r o u s m a t e r i a l s . F u r t h e r s t u d i e s w i l l c o n c e r n , a m o n g o t h e r 
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t h r o u g h t h e p o r e s y s t e m , t h e i n t e r a c t i o n b e t w e e n s o l i d a n d p o r e 

w a t e r i n s w e l l i n g a n d s h r i n k i n g , a n d t h e e x t e n s i o n o f t h e t h e r m o -

d y n a m i c a l a n a l y s i s t o t h e c a s e o f f r e e z i n g . 

M o i s t u r e , s a l t s , a n d f r e e z i n g c a u s e g r e a t d a m a g e t o b u i l d i n g 

m a t e r i a l s . C o m b i n e d a c t i o n s o f t h e s e a g e n t s a r e o f t e n e s p e c i a l l y 

d e t r i m e n t a l . I t h i n k t h a t c a p i 1 l a r y - o s m o t i c e f f e c t s a r e a m a i n 

c a u s e o f t h e s e d a m a g e s . F u r t h e r s t u d i e s w i l l b e d e v o t e d t o 

t h i s t o p i c . 
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1 . C A P I L L A R Y - P O R O U S S Y S T E n S . 

C o n s i d e r a p i e c e o f p o r o u s m a t e r i a l . I t c o n s i s t s o f s o l i d m a t e r i a l 

a n d o f a p o r e s y s t e m , w h i c h p e n e t r a t e s t h e s o l i d . T h e p o r e s p a c e i s f i l l e d 

b y m o i s t u r e o r m o r e g e n e r a l l y b y s o m e s u b s t a n c e i n d i f f e r e n t p h a s e s . A t 

t h e p o r e w a l l s t h e r e may b e a n a d s o r b e d t h i n l a y e r o f t h e s u b s t a n c e . T h r o u g h 

c a p i l l a r y c o n d e n s a t i o n s o m e p a r t s o f t h e p o r e s p a c e may b e o c c u p i e d b y 

l i q u i d p h a s e s o f t h e s u b s t a n c e . T h e r e m a i n i n g p a r t s o f t h e p o r e s p a c e a r e 

f i l l e d w i t h g a s p h a s e s o f t h e s u b s t a n c e . S o m e o f t h e s e m a y b e t o t a l l y 

e n c l o s e d b y t h e p o r e w a l l s a n d l i q u i d p h a s e s . S e e f i g u r e 1 : 1 b e l o w . T h e 

p o r e w a l l w i l l h a v e c o r n e r s a n d e d g e s , w h e n t h e s o l i d c o n t a i n s c r y s t a l s . 

A p a r t f r o m t h e s e c o r n e r s a n d e d g e s t h e p o r e w a l l w i l l b e s m o o t h . 

F i g u r e 1 : 1 . C r o s s - s e c t i o n t h r o u g h a p o r o u s m a t e r i a l s h o w i n g s o l i d 

m a t e r i a l ( > ^ > ^ ) , c a p i l l a r y c o n d e n s e d l i q u i d p h a s e s i^^), g a s p h a s e s (.••••:•''.•), 

a n d a d s o r b e d s u r f a c e l a y e r s ( < ) . 
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We w i l l a l s o c o n s i d e r c a s e s w h e r e t h e r e a r e o n e o r s e v e r a l o t h e r k i n d s 

o f m o l e c u l e s i n t h e p o r e s p a c e . T h e n t h e g a s p h a s e s i n t h e p o r e s y s t e m 

c o n s i s t o f a m i x t u r e o f v a r i o u s k i n d s o f m o l e c u l e s . T h e c o n d e n s e d l i q u i d 

p h a s e s c o n s i s t o f a s o l u t i o n w h e r e t h e p r i m a r y s u b s t a n c e i s t h e s o l v e n t 

a n d o t h e r s u b s t a n c e s a r e s o l u t e s . 

T h e p i e c e o f p o r o u s m a t e r i a l m a y b e i n c o n t a c t w i t h v a r i o u s o t h e r 

t h e r m o d y n a m i c a l s y s t e m s w i t h w h i c h i t m a y b e a b l e t o e x c h a n g e m o l e c u l e s o f 

t h e v a r i o u s s u b s t a n c e s . T h u s i t m a y b e i n c o n t a c t w i t h a g a s p h a s e . I t 

m a y a l s o b e i n c o n t a c t w i t h o t h e r p o r o u s m a t e r i a l s o f t h e s a m e k i n d o r o f 

s o m e o t h e r k i n d . F i n a l l y , i t m a y b e i n c o n t a c t w i t h a l i q u i d p h a s e o f t h e 

c a p i l l a r y c o n d e n s e d s u b s t a n c e . 

F o r e x a m p l e t h e c o n s i d e r e d s y s t e m m a y c o n s i s t o f a c t i v a t e d c a r b o n 

s u r r o u n d e d b y n i t r o g e n g a s a t t h e t e m p e r a t u r e -195° C. A n o t h e r e x a m p l e i s 

a p i e c e o f a p o r o u s b u i l d i n g m a t e r i a l s u r r o u n d e d b y w a t e r v a p o r o r b y h u m i d 

a i r a t a t e m p e r a t u r e a b o v e 0° C. I n t h e l a t t e r c a s e t h e r e a r e i n t h e p o r e s 

e x c e p t w a t e r m o l e c u l e s a l s o t h e v a r i o u s k i n d s o f m o l e c u l e s o f a i r . S t i l l 

a n o t h e r e x a m p l e i s a p i e c e o f b r i c k w h i c h i s d i p p e d i n w a t e r o r b r i n e . 

I n o r d e r t o s i m p l i f y t h e t e r m i n o l o g y i t i s a s s u m e d f r o m n o w o n t h a t 

t h e c a p i l l a r y c o n d e n s i n g s u b s t a n c e i s w a t e r . W i t h t h i s t e r m i n o l o g y t h i s 

s t u d y w i l l c o n c e r n t h e c a s e , w h e n t h e r e a r e o n l y w a t e r m o l e c u l e s i n t h e 

p o r e s , a s w e l l a s t h e m o r e g e n e r a l c a s e , w h e n t h e r e a l s o a r e o t h e r k i n d s 

o f s u b s t a n c e s p r e s e n t i n t h e p o r e s . E x p e c i a l l y t h e c a s e w h e n t h e p o r e s 

c o n t a i n w a t e r a n d a i r w i l l b e s t u d i e d . We w i l l a l s o s t u d y c a s e s w h e r e t h e 

l i q u i d p h a s e s c o n t a i n s a l t s . T h e t e m p e r a t u r e i s a l w a y s a b o v e t h e f r e e z i n g 

p o i n t , BO t h a t t l i i ; r e i s n o t a n y i c e i n t h e p o r e s . 

N a t u r a l a m i m j n u f . j c t u n - i l m a t , e [ i r i l ' . ; t - i n / e r y o f t e n m o r e - u l i " ; : ; i _ i u r t i u ' . . 

L s p e c i a l l y b u i l d i n g m a t e r i a l s , w h i c h L h a v r l i a i l i n m i n t J i n t l i i s w o r - k , a r e 

p r a c t i c a l l y a l l p o r o u s . I h e p o r e s y s t e m s art: v e r y c o r r p I i c a t L ' d . i t 
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d i f f i c u l t t o g i v e p r o p e r c h a r a c t e r i z a t i o n s . C o n s i d e r a s a n i l l u s t r a t i o n 

c o n c r e t e . I n t h e c e m e n t p a s t e t h e r e a r e t w o t y p e s o f f i n e p o r e s . W h e n t h e 

c o n c r e t e h y d r a t e s , c r y s t a l n e e d l e s g r o w o u t f r o m t h e c e m e n t g r a i n s 

T h e g r a i n s , e a c h s u r r o u n d e d b y a f o r e s t o f p r o t r u d i n g n e e d l e s , l o o k l i k e 

a h e a p o f h e d g e h o g s . I n t h e s p a c e b e t w e e n t h e n e e d l e s t h e r e a r e p o r e s w i t h 

l i n e a r d i m e n s i o n s o f t h e o r d e r o f 3D A. I n t h e s p a c e b e t w e e n d i f f e r e n t 

g r a i n s t h e r e a r e p o r e s w i t h l i n e a r d i m e n s i o n s o f t h e o r d e r o f 1 0 0 0 A o r 

m o r e . T h e p o r e v o l u m e , d e f i n e d a s t h e f r e e s p a c e i n t h e m a t e r i a l a c c e s s i b l e 

f r o m t h e o u t s i d e t o t h e w a t e r m o l e c u l e s , o c c u p i e s a b o u t 1 5 % o f t h e t o t a l 

v o l u m e o f c o n c r e t e . F o r b r i c k a n d c e l l u l a r c o n c r e t e c o r r e s p o n d i n g o r d e r 

o f m a g n i t u d e f i g u r e s a r e 4 0 % r e s p e c t i v e l y 7 5 %. 

I n s p i t e o f t h e c o m p l e x i t y o f p o r e s y s t e m s a n d t h e v a r i o u s g a s , l i q u i d , 

a n d a d s o r b e d p h a s e s t h a t f i l l t h e m t h e r e i s a n a s t o n i s h i n g a m o u n t o f c o n 

c l u s i o n s t h a t c a n b e d r a w n f r o m t h e r m o d y n a m i c a l c o n s i d e r a t i o n s . T h e s e 

c o n c l u s i o n s w i l l b e v a l i d i r r e s p e c t i v e o f t h e c h a r a c t e r a n d c o m p l e x i t y o f 

t h e p o r e s y s t e m . 

T h e m o r e p r o n o u n c e d c a p i l l a r y e f f e c t s r e q u i r e p o r e s w i t h v e r y s m a l l 

l i n e a r d i m e n s i o n s . I t i s p o r e s w i t h d i m e n s i o n s b e l o w 1 0 0 0 t o 1 0 0 0 0 A 

t h a t a r e o f p r i m a r y i n t e r e s t . T h u s i t i s n o t v i s i b l e p o r e s b u t f a r s m a l l e r 

o n e s t h a t c a u s e m o r e m a r k e d c a p i l l a r y e f f e c t s . I t i s a p p r o p r i a t e i n t h i s 

c o n t e x t t o t a l k a b o u t m i c r o c a p i l l a r y p h e n o m e n a a n d t o c a l l t h i s s u b j e c t 

m i c r o c a p i l l a r i t y . M a t e r i a l s w h i c h c o n t a i n t h e s e m i n u t e p o r e s , a n d w h i c h 

a r e e x p o s e d t o m o i s t u r e o r s o m e o t h e r c a p i l l a r y c o n d e n s i n g s u b s t a n c e , 

a p p e a r i n m a n y n a t u r a l a n d i n d u s t r i a l p r o c e s s e s o f p h y s i c a l , c h e m i c a l , a n d 

p e r h a p s e v e n b i o l o g i c a l c h a r a c t e r . T h e r e f o r e m i c r o c a p i l l a r i t y h a s a v e r y 

l a r g e a n d d i v e r s e r a n g e o f a p p l i c a t i o n s . 

t a p i l l a r i t y w a s a l i v e l y a n d m u c h s t u d i e d s u b j e c t i n t h e n i n e t e e n t h 

c e n t u r y . B u t t h e e x i s t e n c e a n d i m p o r t a n c e o f m i c r o c a p i l l a r y e f f e c t s w e r e 



m o s t l y o v e r l o o k e d . C o n s i d e r i n g t h e w i d e r a n g e o f a p p l i c a t i o n s , t h e r e i s 

e v e n t o d a y s u r p r i s i n g l y l i t t l e d o n e o n t h e f u n d a m e n t a l s o f m i c r o c a p i l l a r i 

E s p e c i a l l y o n t h e t h e o r e t i c a l s i d e t h e r e i s a g r e a t n e e d o f s y s t e m a t i c , 

f u n d a m e n t a l s t u d i e s o f m i c r o c a p i l l a r i t y . T h i s w o r k i s a n a t t e m p t t o c o n 

t r i b u t e t o t h i s a i m . 
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2 . T H E R n O D Y N A n i C A L E Q U I L I B R I U H . 

T h e c o n d i t i o n s f o r t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m b e t w e e n d i f f e r e n t g a s 

p h a s e s a n d l i q u i d p h a s e s a r e s t u d i e d i n t h i s c h a p t e r . M o r e s p e c i f i c a l l y 

W8 w i l l s t u d y t h e c o n d i t i o n s f o r d i f f u s i o n a l e q u i l i b r i u m , w h e n t h e b o u n d a r y 

b e t w e e n l i q u i d a n d g a s i s f i x e d , a n d w a t e r a n d a i r m o l e c u l e s m a y d i f f u s e 

b e t w e e n t h e p h a s e s . T h e c o n d i t i o n s f o r f o r c e e q u i l i b r i u m a t t h e m o v a b l e 

b o u n d a r y s u r f a c e s b e t w e e n l i q u i d a n d g a s a r e c o n s i d e r e d i n t h e n e x t s e c t i o n 

2 . 2 . T h e e f f e c t s o f g r a v i t y a r e s t u d i e d i n s e c t i o n 2 . 3 . F i n a l l y t h e r e s u l t s 

a r e s u r r m a r i z e d i n s e c t i o n 2 . 4 . 

2 . 1 . T h e r m o d y n a m i c a l c o n d i t i o n s f o r e q u i l i b r i u m . 

S u p p o s e t h a t t h e p i e c e o f p o r o u s m a t e r i a l t o g e t h e r w i t h i t s s u r 

r o u n d i n g s i s i n t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m . T h e n t h e r e i s a c o n s t a n t 

t e m p e r a t u r e T t h r o u g h o u t t h e w h o l e s y s t e m . T h e p o r o u s m a t e r i a l i s a s s u m e d 

r i g i d , s o t h a t t h e s o l i d p a r t s c a n s t a n d a n y f o r c e s w i t h o u t d e f o r m a t i o n . 

T h u s i n t h i s a n a l y s i s t h e r e i s n o n e e d t o c o n s i d e r a n y p r e s s u r e - v o l u m e 

r e l a t i o n s f o r t h e s o l i d m a t e r i a l . 

I f t w o p h a s e s , w h i c h c a n e x h a n g e m o l e c u l e s o f s o m e s u b s t a n c e , a r e i n 

t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m , t h e n t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r t h i s s u b s t a n c e 

m u s t h a v e t h e s a m e v a l u e i n t h e t w o p h a s e s . T h u s t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r 

w a t e r m u s t h a v e a c o n s t a n t v a l u e t h r o u g h o u t t h e v a r i o u s p h a s e s i n t h e 

p o r e s a n d i n t h e s u r r o u n d i n g s . I t i s h e r e a s s u m e d t h a t a n y t w o p h a s e s i n 

t h e p o r e s a n d i n t h e s u r r o u n d i n g s c a n e x c h a n g e w a t e r m o l e c u l e s t h r o u g h 

s o m e c h a i n o f p h a s e s . I f t h e s y s t e m c o n t a i n s s o m e o t h e r v o l a t i l e a n d s o l u b l e 

s u b s t a n c e a ( a i r ) , t h e n t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r t h i s s u b s t a n c e \i m u s t 
a 

a l s o h a v e a c o n s t a n t v a l u e t h r o u g h o u t t h e p h a s e s o f t h e s y s t e m . T h e l i q u i d 

p h a s e s m a y c o n t a i n a s a l t o r o t h e r s o l v e d s u b s t a n c e b. I f t h e s a l t c a n 

m o v e f r o m o n e l i q u i d p h a s e t o a n o t h e r t h r o u g h d i f f u s i o n a l o n g t h e a d s o r b e d 
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w a t e r l a y e r o n t h e p o r e w a l l s , t h e n t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r t h e 

s o l v e d s a l t m u s t h a v e t h e s a m e v a l u e f o r a l l l i q u i d p h a s e s . O t h e r w i s e t h e 

c h e m i c a l p o t e n t i a l P|_̂  w i l l v a r y f r o m o n e l i q u i d p h a s e t o a n o t h e r . I t i s 

i m p o r t a n t t o o b s e r v e t h a t t h e p r e s s u r e s i n a g a s p h a s e a n d i n a n e i g h 

b o u r i n g l i q u i d p h a s e i n t h e p o r e s n e e d n o t b e t h e s a m e . T h e p r e s s u r e e q u i 

l i b r i u m c o n d i t i o n s a r e d i s c u s s e d i n t h e n e x t s e c t i o n . 

L e t u s f i r s t c o n s i d e r t h e c a s e , w h e n t h e r e i s n o t a n y o t h e r s u b s t a n c e 

b u t w a t e r i n t h e p o r e s . D e n o t e b y t h e v a l u e o f t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l 

f o r t h e w a t e r . 

C o n s i d e r a n y g a s p h a s e a i n t h e p o r e s o r i n t h e s u r r o u n d i n g s . T h e 

p h a s e w i l l b e h a v e a s a n u n d i s t u r b e d w a t e r - v a p o r p h a s e , i f i t i s l a r g e 

e n o u g h . D e n o t e b y ' ^ ' P a ^ c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r f r e e w a t e r - v a p o r 

a s a f u n c t i o n o f t h e t e r t p e r a t u r e T a n d t h e v a p o r p r e s s u r e p . T h e n w e 
ct 

m u s t h a v e : 

( T , p ) = u ( 2 . 1 : A ) 
w a w 

T h u s a l l g a s p h a s e s , w h i c h a r e l a r g e e n o u g h t o b e h a v e a s a f r e e w a t e r - v a p o r 

p h a s e , w i l l h a v e t h e s a m e v a p o r p r e s s u r e , w h i c h w i l l b e d e n o t e d p . T h i s i s 

o f c o u r s e a l s o t r u e f o r a l a r g e p h a s e e v e n w h e n a l l n e i g h b o u r i n g w a t e r 

p h a s e s a r e q u i t e s m a l l . A n a t u r a l l i m i t b e t w e e n t h e s e l a r g e g a s p h a s e s a n d 

s m a l l e r o n e s i s t h e m e a n f r e e p a t h o f a g a s m o l e c u l e . T h e s t a t e o f s m a l l e r 

g a s p h a s e s i s n o t c o m p l e t e l y d e t e r m i n e d b y T a n d y . I t w i l l a l s o d e p e n d 
w 

o n t h e s h a p e o f t l i e p o r e a n d o f t h e n e i g h b o u r i n g s o l i d w a l l s a n d l i q u i d 

p h a s e s . 

L e t u ' i n e x t c o n s i d e r a n y c a p i l l a r y c o n d e n s e d l i q u i d p h a s e 6 i n t h e 

p o r e s . I f t h e p h a s t i s l a r g e e n o u g h , i t b e h a v e s a s a f r e e l i q u i d p h a s e 

e x c e p t f o r t l i i n l a y e r s a t t h e b o u n d a r - i e s a g a i n s t t h e s o l i d a n d a g a i n s t 

a 
g a s p h a s e s . D e n o t e b y v ( T , p 1 t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r f r e e l i q u i d 

w a 
w a t e r a s a f u n c t i o n o f t h e t e m p e r a t u r e 1 a n d t h t j p r e s s u r n p . I h e n f o r 
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t h e p h a s e (5: 

, M T , p ^ ) . p ^ ( 2 . 1 : B ) 

T h u s a l l l i q u i d p h a s e s t h a t a r e l a r g e e n o u g h t o b e h a v e a s a n u n d i s t u r b e d 

l i q u i d p h a s e w i l l h a v e t h e s a m e p r e s s u r e , w h i c h i s d e n o t e d p^ . T h e 

c r i t e r i o n f o r a f r e e l i q u i d p h a s e i s t h a t i t s l i n e a r d i m e n s i o n s a r e l a r g e r 

t h a n t h e r a n g e o f t h e f o r c e s b e t w e e n w a t e r m o l e c u l e s a n d b e t w e e n t h e s o l i d 

w a l l a n d w a t e r m o l e c u l e s . I t s e e m s s a f e t o s t a t e t h a t t h i s l i m i t i s w e l l 

b e l o w 1 0 0 A. B e l o w t h e l i m i t t h e s t a t e o f t h e w a t e r p h a s e a l s o d e p e n d s o n 

t h e s h a p e o f t h e s o l i d w a l l s a n d o n t h e f o r c e s b e t w e e n t h e w a l l a n d t h e 

w a t e r m o l e c u l e s . 

T h e a b o v e d i s c u s s i o n s h o w s t h a t i t i s i m p o r t a n t t o d i s t i n g u i s h b e t w e e n 

t h e s e s m a l l e r a n d l a r g e r p h a s e s i n t h e p o r e s . T h e w o r d s m a c r o p h a s e a n d 

m i p r o p h a s e s e e m a p p r o p r i a t e . T h e l i m i t b e t w e e n m l c r o p h a s s s a n d m a c r o p h a s e s 

i s o f c o u r s e n o t v e r y p r e c i s e . A n y h o w a m a c r o p h a s e i n t h e p o r e s i s d e f i n e d 

a s a p h a s e , w h e r e t h e t h e r m o d y n a m i c a l r e l a t i o n s a r e i d e n t i c a l w i t h t h o s e 

o f t h e f r e e b u l k p h a s e . T h e n t h e a n a l y s i s o f t h e m a c r o p h a s e s r e q u i r e s o n l y 

o r d i n a r y t h e r m o d y n a m i c s . T h e s i t u a t i o n i n a m i c r o p h a s e i s m o r e c o m p l i c a t e d . 

I n o r d e r t o c o m p l e t e l y s p e c i f y t h e s t a t e o f a m i c r o p h a s e i t i s n o t s u f f i 

c i e n t t o k n o w t h e v a l u e s o f t h e r m o d y n a m i c a l v a r i a b l e s s u c h a s t e m p e r a t u r e 

a n d c h e m i c a l p o t e n t i a l s . I t i s a l s o n e c e s s a r y t o k n o w t h e p r e c i s e s h a p e o f 

t h e p h a s e a n d t h e n a t u r e o f n e i g h b o u r i n g p h a s e s . I t w o u l d b e n e c e s s a r y t o 

u s e s t a t i s t i c a l m e c h a n i c s . T h e u s e o f a s i n g l e h y d r o s t a t i c p r e s s u r e m a y b e 

i n s u f f i c i e n t . I n s t e a d i t m a y b e n e c e s s a r y t o u s e a p r e s s u r e t e n s o r , w h i c h 

v a r i e s t h r o u g h t h e p h a s e , i n o r d e r t o d e s c r i b e t h e p r e s s u r e s i t u a t i o n . 

A s p e c i f i c c a p i l l a r y p h e n o m e n o n i s t h a t t h e v a l u e o f p̂ ^ m a y be 

n e g a t i v e . T h i s m e a n s t h a t t h e l i q u i d d o e s n o t e x p e r i e n c e a p r e s s u r e b u t 

a t e n s i l e f o r c e . I t w i l l b e d i s c u s s e d i n t h e n e x t s e c t i o n , h o w t h e s e f o r c e s 

a r e b r o u g h t a b o u t b y t h e s u r f a c e t e n s i o n , a n d h o w t h e y a r e b a l a n c e d b y t h e 
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s o l i d . 

T h e p r e s s u r e s p a n d c a n b e c a l c u l a t e d f r o m ( 2 . 1 : A ) a n d ( 2 . 1 : B ] , 

w h e n t h e v a l u e o f t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l \i i s g i v e n . T h e e q u a t i o n s a l s o 
w 

g i v e a w e l l - k n o w n r e l a t i o n b e t w e e n p a n d p^^ . L e t P g ( T } d e n o t e t h e s a t u r a 

t i o n p r e s s u r e o f p u r e w a t e r a t t h e t e n p e r a t u r e T . E q u i l i b r i u m b e t w e e n 

l i q u i d a n d v a p o r a t t h e s a t u r a t i o n p r e s s u r e r e q u i r e s : 

( T , p ^ ( T ) ) = u ^ * ' ( T , p ^ ( T ) ) ( 2 . 1 : C ] 

T h u s f r o m ( 2 . 1 : A - C ) : 

•'w t ^ ' P ^ - '̂ w t ^ ' P s ' = ^w f ^ ' P . ' - ^w ' ^ ' P s ^ t 2 . 1 : D 3 

T h e p a r t i a l d e r i v a t i v e o f t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l w i t h r e s p e c t t o t h e 

p r e s s u r e p ' a t f i x e d t e m p e r a t u r e e q u a l s t h e m o l e v o l u m e v ( T , p ' ) ^ \s 

( 2 . 1 : D ] m a y b e w r i t t e n : 

p P . 
/ V ( T , p ' ) d p ' = / V ( T . p ' l d p ' ( 2 . 1 : E ) 
P ^ P ^ '^s ^ s 

T h e g a s i s a s s u m e d t o b e i d e a l s o t h a t i t o b e y s t h e g a s l a w : 

p " - v ^ = R T ( 2 . 1 : F ) 

- 1 - 1 

H e r e R = 8 . 3 1 4 J m o l K i s t h e g a s c o n s t a n t a n d t h e t e m p e r a t u r e T i s i n K e l v i n . 

T h e m o l e v o l u m e v^^ o f l i q u i d w a t e r i s e q u a l t o M ^ / p ^ . w h e r e = 0 . 0 1 8 

k g m o l ^ i s t h e m o l e w e i g h t o f w a t e r a n d = p^^ ( T , p ' ) i s t h e d e n s i t y . 

T h e d e n s i t y d o e s n o t v a r y m u c h w i t h t e m p e r a t u r e a n d p r e s s u r e . P u t t i n g 

p ^ = 1 0 0 0 k g m w e g e t w i t h r a t h e r g o o d a c c u r a c y : 
V | ^ = v ^ ( T , p ' ) = 1 8 - 1 D " ^ m-̂  m o l ' ' ' C 2 . 1 : G ) 

F o r m u l a s ( 2 . 1 : E - G ) n o w g i v e t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n b e t w e e n p^^ a n d 
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F o r e x a m p l e f o r T = 2 9 0 K we h a v e : 

p = 0 . 0 2 b a r — B . 3 1 4 - 2 9 0 ^ ^ - 2 ^ ^ 3 ^ ^ ( 2 . 1 : 1 ) 

T h u s i s n e g a t i v e a n d n u m e r i c a l l y m u c h l a r g e r t h a n p^ , e x c e p t w h e n p 

i s e x t r e m e l y c l o s e t o p^ . F i g u r e 2 . 1 : 1 b e l o w s h o w s t h e r e l a t i o n b e t w e e n 

p o r e w a t e r p r e s s u r e p^ a n d r e l a t i v e h u m i d i t y p/p^ f o r w a t e r a t t h e 

t e m p e r a t u r e o f 17° C. 

P j ^ ( b a r ) 

E - p ^ ( b a r ] 

D.B - 3 0 0 

0 . 9 - 1 4 0 

0 . 9 9 - 1 3 

0 . 9 9 9 - 1 . 3 

1 + 0 . 0 2 

F i g u r e 2 . 1 : 1 . R e l a t i o n b e t w e e n r e l a t i v e h u m i d i t y p/p^ a n d p o r e w a t e r 

p r e s s u r e p^ a t 17° C. 

T h e e q u i l i b r i u m p o r e w a t e r p r e s s u r e p^ m u s t a c c o r d i n g t o t h e t a b l e 

a b o v e c h a n g e d r a s t i c a l l y , w h e n t h e r e l a t i v e h u m i d i t y p/p^ f a l l s b e l o w 

1 0 0 %. W h e n f o r e x a m p l e t h e r e l a t i v e h u m i d i t y f a l l s f r o m 1 0 0 % t o 9 0 %. 

t h e e q u i l i b r i u m p r e s s u r e p^ m u s t f a l l f r o m + 0 . 0 2 b a r t o - 1 4 0 b a r , t h a t i s 

t o a t e n s i o n o f 1 4 0 b a r . T h e s e c o n s p i c u o u s f a c t s r e q u i r e s o m e c o m m e n t s . 

L i q u i d w a t e r a t n o r m a l p r e s s u r e s c a n n o t b e i n e q u i l i b r i u m w i t h w a t e r 

v a p o r a t a r e l a t i v e h u m i d i t y b e l o w s a t u r a t i o n . T h e w a t e r w o u l d e v e n t u a l l y 

e v a p o r a t e c o m p l e t e l y . T h e e q u i l i b r i u m a t s a y 9 0 % r e l a t i v e h u m i d i t y r e q u i r e s 

t h a t a t e n s i o n o f 1 4 0 b a r i s e s t a b l i s h e d i n t h e w a t e r . T h e r e m u s t e x i s t a 

m e c h a n i s m t h a t i s a b l e t o c r e a t e a n d m a i n t a i n t h e s e h i g h t e n s i o n s . T h i s 

m e c h a n i s m , w h i c h i s p e c u l i a r t o c a p i l l a r y - p o r o u s s y s t e m s , i s d e s c r i b e d i n 
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t h e n e x t s e c t i o n . I t i s i m p o s s i b l e t o m a i n t a i n t h e s e t e n s i o n s i n a n 

o r d i n a r y b u l k o f w a t e r . 

T h e r e i s a l o t o f c o n f u s i o n r e g a r d i n g t h e s e w a t e r t e n s i o n s . I t i s 

s e l d o m r e a l i z e d t h a t t h e y m u s t e x i s t . T h i s i s d u e t o t h e f a c t t h a t t h e y 

l a c k t h e s u p p o r t o f c o r r m o n p l a c e e x p e r i e n c e . B u t t h e y a r e a t h e r m o d y n a m i c a l 

n e c e s s i t y . 

T h e h i g h v a l u e s f o r t h e s e t e n s i o n s a l s o r e q u i r e s o m e c o m m e n t s . A t 

t h e l i q u i d s u r f a c e t h e r e i s a c o n t i n u a l e x c h a n g e o f m o l e c u l e s b e t w e e n t h e 

l i q u i d a n d t h e v a p o r . I n e q u i l i b r i u m t h e t r a n s f e r r a t e s a r e t h e s a m e i n 

b o t h d i r e c t i o n s . T h e t r a n s f e r r a t e f r o m v a p o r t o l i q u i d o u g h t t o b e p r o 

p o r t i o n a l t o t h e n u m b e r o f m o l e c u l e s h i t t i n g t h e s u r f a c e . W h e n t h e r e l a t i v e 

h u m i d i t y i s l o w e r e d f r o m 1 0 0 % t o 9 0 %, t h e n u m b e r o f h i t s a n d t h e t r a n s f e r 

r a t e a r e l o w e r e d b y r o u g h l y 1 0 I . I n o r d e r t o p a s s i n t h e o t h e r d i r e c t i o n 

f r o m l i q u i d t o v a p o r a m o l e c u l e m u s t o v e r c o m e t h e r e s t o r i n g c o e r c i v e 

f o r c e s f r o m t h e s u r r o u n d i n g m o l e c u l e s i n t h e l i q u i d . T h e m o l e c u l e m u s t g e t 

a v i g o r o u s k i c k d u e t o t h e r m a l a g i t a t i o n i n o r d e r t o b e a b l e t o o v e r c o m e 

t h e e n e r g y b a r r i e r a t t h e s u r f a c e . A m o d e r a t e c h a n g e o f t h e p r e s s u r e i n 

t h e l i q u i d w i l l h a v e v e r y l i t t l e e f f e c t o n t h e t r a n s f e r r a t e . T h e p r e s s u r e 

m u s t f a l l 1 4 0 b a r i n o r d e r t o d i m i n i s h t h e t r a n s f e r r a t e w i t h t h e a b o v e 

1 0 %. 

L e t u s n o w c o n s i d e r t h e c a s e w h e n t h e r e a r e w a t e r a n d a i r i n _ t h e 

p o r e s . T h e a i r w i l l b e c o n s i d e r e d a s a p u r e s u b s t a n c e . T h e a n a l y s i s o f t h e 

m o r e t r u e s i t u a t i o n , w h e n t h e a i r i s r e g a r d e d a s a m i x t u r e o f n i t r o g e n , 

o x y g e n , a n d s o o n , w o u l d o f f e r n o a d d i t i o n a l d i f f i c u l t i e s a n d t h e c o n c l u 

s i o n s b e l o w w o u l d h a v e b e e n t h e s a m e . 

I n t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l s f o r w a t e r a n d 

a i r a r e c o n s t a n t t h r o u g h o u t t h e v a r i o u s p h a s e s o f t h e p o r e s a n d o f t h e 

s u r r o u n d i n g s . 
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C o n s i d e r a n y g a s p h a s e i n t h e p o r e s o r i n t h e s u r r o u n d i n g s . T h e s t a t e 

i s d e t e r m i n e d b y t h e t e m p e r a t u r e T , t h e w a t e r - v a p o r p r e s s u r e p, a n d t h e 

t o t a l g a s p r e s s u r e p . N o t e t h a t a n d p w i l l b e t h e s a m e v a l u e s f a r a l l t h e i 

g a s p h a s e s , s i n c e t h e t w o c h e m i c a l p o t e n t i a l s f o r w a t e r a n d a i r h a v e t h e 

s a m e v a l u e s t h r o u g h o u t . 

C o n s i d e r n e x t a n y c a p i l l a r y c o n d e n s e d l i q u i d m a c r o p h a s e i n t h e p o r e s . 

I t c o n s i s t s o f l i q u i d w a t e r w i t h a t e m p e r a t u r e T a n d a p r e s s u r e p^ . I t 

h a s a m o l e f r a c t i o n x ^ o f s o l v e d a i r . S i n c e t h e t e m p e r a t u r e a n d t h e t w o 

c h e m i c a l p o t e n t i a l s h a v e t h e s a m e v a l u e s f o r a l l t h e s e p h a s e s , t h e n t h e 

w a t e r p r e s s u r e p a n d t h e m o l e f r a c t i o n o f a i r x w i l l h a v e t h e s a m e 
Z a 

v a l u e s f o r a l l p h a s e s . 

We h a v e a r r i v e d a t t h e i n p o r t a n t b u t p e r h a p s r a t h e r o b v i o u s c o n c l u 

s i o n , t h a t a l l g a s p h a s e s a r e i n e x a c t l y t h e s a m e s t a t e , w h e n t h e s y s t e m 

i s i n e q u i l i b r i u m . A g a s b u b b l e d e e p i n s i d e t h e p o r e s y s t e m , s h i e l d e d f r o m 

a n o u t s i d e s u r r o u n d i n g g a s p h a s e b y c h a i n s o f l i q u i d p h a s e s i n t h e p o r e s , 

m u s t s t i l l h a v e t h e s a m e p r e s s u r e p ^ a n d v a p o r p r e s s u r e p a s t h e o u t s i d e 

s u r r o u n d i n g p h a s e . I t m a y t a k e v e r y l o n g t i m e t o e s t a b l i s h a i r e q u i l i b r i u m , 

s i n c e , d u e t o t h e m i n u t e a m o u n t s o f d i s s o l v e d a i r i n t h e w a t e r , t h e a i r 

d i f f u s i o n r a t e w i l l b e v e r y s m a l l . S i m i l a r l y a l l l i q u i d p h a s e s m u s t b e i n 

e x a c t l y t h e s a m e s t a t e i n e q u i l i b r i u m . W h e n t h e s y s t e m i s i n c o n t a c t w i t h 

a n o u t s i d e l i q u i d p h a s e w i t h a p r e s s u r e p^ , t h e n t h i s p r e s s u r e m u s t i n 

e q u i l i b r i u m p r e v a i l t h r o u g h o u t a l l l i q u i d p h a s e s . T h e m o d i f i c a t i o n s 

n e c e s s a r y , w h e n e f f e c t s o f s a l t s a r e i n c l u d e d i n t h e a n a l y s i s , a r e d i s 

c u s s e d b e l o w . 

T h e e x a c t r e l a t i o n b e t w e e n p a n d p^ , w h e n a i r i s p r e s e n t , i s m o r e 

c o m p l i c a t e d . T h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r t h e w a t e r i n l i q u i d p h a s e w i l l 

a Si now d e p e n d a l s o o n t h e m o l e f r a c t i o n o f s o l v e d a i r x • \> u ( T , p . , x J . a w w X. a 

T h e s o l u t i o n i s i d e a l , i f i t i s s u f f i c i e n t l y d i l u t e , t h a t i s i f x i s 
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2a) i s u f f i c i e n t l y s m a l l . T h e n f r o m t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l i s g i v e n b y : 

y*' ( T , p , x ) = (J*- (T,p„,D) + R T - l n ( 1 - x ) ( 2 . 1 : J ) 

F o r a i r o f a t m o s p h e r i c p r e s s u r e a n d r o o m t e m p e r a t u r e x i s o f t h e o r d e r 
a 

O . S ' l O ^. T h e s o l u t i o n i s e x t r e m e l y d i l u t e a n d ( 2 . 1 : 3 ) i s a v e r y g o o d 

a p p r o x i m a t i o n . T h e g a s p h a s e s a r e w i t h g o o d a c c u r a c y i d e a l s o t h a t ( 2 . 1 : F ) 

a n d t h e l e f t s i d e s o f ( 2 . 1 :D a n d E ) a r e u n c h a n g e d . T h i s w i l l b e t r u e e v e n 

i n t h e s p e c i a l c a s e o f h i g h g a s p r e s s u r e s w e l l a b o v e a t m o s p h e r i c p r e s s u r e . 

I n f o n n u l a s [ 2 . 1 : 0 a n d E ) we s h a l l o n l y a d d R T - l n ( 1 - x ) o n t h e r i g h t 
a 

s i d e . T h e n we g e t i n s t e a d o f ( 2 . 1 : H ) : 
p - p = — • I n (£-) - 5 1 • I n ( 1 - x ) ( 2 . 1 : K 3 
' ' \s \ 

Now x i s o f t h e o r d e r 0 . 5 - 1 0 ^. T h u s w e s t i l l h a v e w i t h v e r y g o o d a 

a c c u r a c y : 

p - p = 5 1 . I n (£_) ( 2 . 1 : L ) 
' ^ \s 

A t o r d i n a r y t e m p e r a t u r e s p^ i s n e p . l j p i b l e c o m p a r e d t o p^ , e x c e p t w h e n 

•E— i s e x t r e m e l y c l o s e t o u n i t y . 

T h e a s s u m p t i o n s b s f i i n d ( 2 . 1 : L ) w e r e t h e f o l l o w i n g . T h e g a s w a s 

a s s u m e d i d e a l . T h e c o m p r e s s i b i l i t y o f t h e l i q u i d w a s n e g l e c t e d . F i n a l l y 

t h e s o l u t i o n o f a i r i n t h e w a t e r w a s i d e a l a n d t h e m o l e f r a c t i o n x w a s 
a 

n e g l e c t e d c o m p a r e d t o 1 . F o r m u l a ( 2 . 1 : L ) w i l l a l s o b e v a l i d w h e n t h e r e a r e 

o t h e r s u b s t a n c e s w i t h v e r y s m a l l s o l u b i l i t y i n t h e w a t e r . 

M a n y b u i l d i n g m a t e r i a l s c o n t a i n o r a r e e x p o s e d t o s a l t s . T h e s e s a l t s 

m a y d i s s o l v e i n t h e w a t e r i n t h e p o r e s . I t i s t h e r e f o r e i n r p o r t a n t t o c o n 

s i d e r a l s o t h i s c a s e , w l i e n t h e l i g u i d p h a s e s c o n t a i n a s a l t . L e t 

d e n o t e t h e m o l a l i t y ( t h a t i s t h e num|-)er o f n o l e s o f s o l u t e p e r k i l o g r a m 

s o l v e n t ) f o r t h e s a l t i n a l i q u i d p l i a s e a . We a s s u m e t h a t t i i e s a l t c a n n o t 

d i f f u s e f r o m o n e p h a s e t o a n o t h e r . T h e n t h e n d a l i t y m" w i l l i n g e n e r a l 

d i f f e i e n i f r o m p h a s e U) p h a r ^ e . 
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T h e l i q u i d p h a s e s w i l l n o w b e in d i f f e r e n t t h e r m o d y n a m i c a l s t a t e s 

e v e n in p e r f e c t e q u i l i b r i u m . F o r m u l a ( 2 . 1 : L ) i s n o l o n g e r v a l i d . B u t s t i l l 

t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l s f o r w a t e r a n d a i r m u s t b e t h e s a m e t h r o u g h o u t t h e 

w h o l e s y s t e m . T h u s a l l g a s p h a s e s w i l l s t i l l h a v e t h e s a m e t o t a l p r e s s u r e 

a n d v a p o r p r e s s u r e p . 

T h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r t h e w a t e r in a l i q u i d p h a s e o w i l l n o w 

d e p e n d a l s o o n t h e m o l a l i t y m " o f d i s s o l v e d s a l t . T h e i n f l u e n c e o f t h e 

m i n u t e a m o u n t s o f d i s s o l v e d a i r i s o f c o u r s e a g a i n n e g l i g i b l e . C h e m i c a l 

e q u i l i b r i u m f o r w a t e r g i v e s a r e l a t i o n b e t w e e n p , p ^ , a n d m " . I n s t e a d 

o f ( 2 . 1 : 0 ) w e m a y n o w w r i t e : 

T h e p a r t i a l d e r i v a t e o f a c h e m i c a l p o t e n t i a l w i t h r e s p e c t t o t h e 

p r e s s u r e a t f i x e d t e m p e r a t u r e a n d m o l a l i t y e q u a l s t h e c o r r e s p o n d i n g s o 

c a l l e d p a r t i a l m o l a r v o l u m e . T h e p a r t i a l m o l a r v o l u m e f o r w a t e r 

g i v e s t h e i n c r e a s e in v o l u m e , w h e n , a t f i x e d t e m p e r a t u r e a n d p r e s s u r e , o n e 

m o l e o f p u r e w a t e r i s a d d e d t o a v e r y l a r g e w a t e r p h a s e t h a t h a s t h e 

St 

m o l a l i t y in q u e s t i o n . i s t h e n a f u n c t i o n o f T , p^ , a n d m . B u t i t w i l l 

d i f f e r v e r y l i t t l e f r o m t h e m o l e v o l u m e v̂ ^ o f p u r e w a t e r g i v e n b y [2.1 : G ] . 

I n o r d e r t o e v a l u a t e ( 2 . 1 : M ) w e m u s t a l s o k n o w h o w t h e c h e m i c a l p o t e n 

t i a l v a r i e s w i t h t h e m o l a l i t y m . T h e c h e m i c a l p o t e n t i a l o f t h e s o l v e n t in 

s a l t s o l u t i o n s i s o f t e n e x p r e s s e d in t e r m s o f t h e s o - c a l l e d nnolal o s m o t i c 

c o e f f i c i e n t if> T h e q u a n t i t y ( f ) i s d e f i n e d b y t h e e q u a t i o n 

H e r e p (l,p„,n) is t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l f o r p u r e w a t e r a n d v d e n n t p s t h e 
w X 

n u m b e r o f i o n s o f a s a l t m o l e c u l e , (fi i s a f u n c t i o n o f T , p^ , a n d m a n d 

( 2 . 1 : N ) is m e r e l y a n o t h e r w a y t o e x p r e s s t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l . B u t t h e 

P5 ( T , P ) - 5̂ ( T , p ^ ] = ( T , p « , m « ) - p ^ ( T . p ^ , m « ) . 

( 2 . 1 : M ) 

( 2 . 1 : N ) 



I f 

point is that normally ((. is not very for from unity. Reference gives 

measured values of ((i as a function of molality for many salts. 

Take as an example sodium chloride Na CI. There are two ions per 

salt molecule: v = 2. Figure 2.1:11 below shows ()> as a function of the 

molality nj^^ ̂ -̂  at 25° C '̂ '̂̂  . The values refer to normal pressures or 

more precisely to the corresponding vapor pressure. But the pressure depen

dence for 4. is very small. The variation of <t> with the tenperature is 

lather insignificant 

n 1 2 3 4 5 

Figure 2.1:11. Molal osmotic coefficient <f 

molality m for sodium chloride at 25° C. 

Now (2.1:M) may be transfonred to: 

"}jaCl 

as a function of the 

/ V (T,p')dp' = / v'' (T,p',m°)dp' - RT V n 4 . " (2.1:U) 

With formula (2.1:F) and using = v^ we get with good accuracy the 

important foniiula: 

a K i , ,p 1 w , a a 
n - p - — In (—) t — v i m 
' - \s \ 

Usually p^ is n e j i I i j ' , j 11' i compared to p" 

may be termed an osmotic pressure TI : 

RT n 

(2.1:R) 

The second temi on the right 

(?.1:g) 
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F o r m u l a ( 2 . 1 : P ] d i f f e r s f r o m ( 2 . 1 : L ) o n l y b y t h e a d d i t i o n a l o s m o t i c p r e s s u r e 

t e r m d u e t o t h e p r e s e n c e o f a s a l t . F i g u r e 2 . 1 : 1 i s s t i l l a p p l i c a b l e i f 

p^ i s r e p l a c e d b y p^ - •rr'*. 

N u m e r i c a l l y we h a v e f o r T = 2 9 0 K n e g l e c t i n g p^ : 

p " = 1 3 4 0 I n (£-) * 2 4 . 1 V * m" ( b a r ) ( 2 . 1 : R ) 

T h e f o r m u l a g i v e s t h e p r e s s u r e i n b a r . T h e f a c t o r v i s a s m a l l n a t u r a l n u m b e r a n d 

41 i s c l o s e t o 1 . 

F i g u r e 2 . 1 : 1 1 1 b e l o w s h o w s r e l a t i o n ( 2 . 1 : P ) f o r s o d i u m c h l o r i d e a t 

r o o m t e r r p e r a t u r e a n d g i v e s t h e o s m o t i c p r e s s u r e n f o r d i f f e r e n t m o l a l i t i e s 

P j ^ ( b a r ) 

m IT ( b a r ) 

1 4 5 

2 9 5 

3 1 5 0 

4 2 2 0 

5 2 9 0 

6 3 7 0 

0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 1 . 0 
F i g u r e 2 . 1 : 1 1 1 . R e l a t i o n b e t w e e n p o r e w a t e r p r e s s u r e p^ a n d r e l a t i v e 

h u m i d i t y -E- f o r d i f f e r e n t m o l a l i t i e s m o f s o d i u m c h l o r i d e a t r o o m 
^ s 

t e m p e r a t u r e . 

T h e t a b l e s h o w s t h e o s m o t i c p r e s s u r e TI a t d i f f e r e n t m o l a l i t e s m . 
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T h e s e n u m e r i c a l e x a m p l e s s h o w t h a t t h e e f f e c t s o n t h e p o r e w a t e r 

p r e s s u r e f r o m s a l t s m a y b e c o m e v e r y l a r g e . L e t u s c o n s i d e r t w o l i q u i d 

p h a s e s f o r w h i c h t h e m o l a l i t i e s d i f f e r b y 1 . T h e n t h e e q u i l i b r i u m d i f f e r e n c e 

i n p o r e w a t e r p r e s s u r e o r t e n s i o n w i l l b e i n t h e o r d e r o f 5 0 b a r . I s u s 

p e c t t h a t t h e s e o s m o t i c a l l y c a u s e d d i f f e r e n c e s i n p o r e - w a t e r t e n s i o n a r e a 

m a i n c a u s e o f d a m a g e o f b u i l d i n g m a t e r i a l s . T h i s i s d i s c u s s e d i n a s u b 

s e q u e n t c h a p t e r . 

2 . 2 . F o r c e e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s . 

T h e p r e s s u r e i n t h e g a s p h a s e s i s p^ a n d t h e p r e s s u r e i n a l i q u i d 

p h a s e i s p^ . T h e s e t w o p r e s s u r e s w i l l m o s t l y b e d i f f e r e n t . I ^ e t u s c o n s i d e r 

a n y o f t h e b o u n d a r y s u r f a c e s b e t w e e n a l i q u i d p h a s e a n d a g a s p h a s e i n t h e 

p o r e s . S e e f i g u r e 2 . 2 : 1 . D e n o t e t h e s u r f a c e b y S. 

F i g u r e 2 . 2 : 1 . C r o s s - s e c t i o n o f a p o r e s h o w i n g a w a t e r m e n i s c u s S 

b e t w e e n a l i q u i d p h a s e w i t h p r e s s u r e p̂ , a n d a g a s p h a s e w i t h p r e s s u r e p^ . 

G u c l i a s u r f a c e b e t w e e n a g a s p h a s e a n d a l i q u i d p h a s e w i l l b e c a l l e d 

a w a t e r m e n i s c u s . A l i q u i d p h a s e i n t h e p o r e s i s b o u n d e d b y p o r e w a l l s 

a n d b y a w a t e r m e n i s c u s o r b y a n u m l j e r o f w a l R I m e n i s c i . T h e u n i t n o r m a l 

a t a p o i n t o f a w a t e r ' m e n i s c u s p o i n t i n g i n t l i e d i r e c t i o n f r o m l i q u i d t o 

g a s w i l l b e d e n o t e d n . T h e b o u n d a r y c u r v e t o a m e n i s c u s S w i l l b e d e n o t e d f . 
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w h e i E r i s a c l o s e d c u r v s a l o n g t h e w a l l s . L e t m d e n o t e t h e u n i t v e c t o r 

a t t h e b o u n d a r y r , w h i c h i s t a n g e n t i a l t o S , p e r p e n d i c u l a r t o r a n d 

d i r e c t e d o u t w a r d s f r o m t h e s u r f a c e S. We w i l l c a l l m t h e o u t w a r d t a n g e n t 

v e c t o r t o S a t r . T h e s e n o t a t i o n s w i l l b e u s e d t h r o u g h o u t t h i s w o r k . T h e y 

a r e i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 2 . 2 ; I I b e l o w . 

' m 

F i g u r e 2 . 2 : 1 1 . W a t e r n n e n i s c u s S w i t h u n i t n o r m a l n a n d b o u n d a r y r . 

m d e n o t e s " t h e o u t w a r d t a n g e n t v e c t o r t o S a t T . 

C o n s i d e r n o w a n y p a r t o f t h e m e n i s c u s S. T h e b o u n d a r y c u r v e t o 

i s d e n o t e d , a n d m i s t h e o u t w a r d t a n g e n t v e c t o r t o a t . T h e 

f o r c e s a c t i n g o n m u s t b a l a n c e . T h e r e i s a p r e s s u r e p^ a c t i n g o n 

f r o m t h e g a s a n d a p r e s s u r e p̂ ^ a c t i n g o n f r o m t h e l i q u i d . L e t y 

d e n o t e t h e s u r f a c e t e n s i o n o f t h e l i q u i d - g a s i n t e r f a c e . T h i s s u r f a c e 

t e n s i o n o f t h e w a t e r m e n i s c u s a c t s o n a l o n g t h e b o u n d a r y . I t w i l l 

a c t i n t h e d i r e c t i o n o f m . T h e s e f o r c e s a c t i n g o n a r e i l l u s t r a t e d i n 

f i g u r e 2 . 2 : 1 1 1 b e l o w . 
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T 
. J. 

F i g u r e 2 . 2 : 1 1 1 . F o r c e s a c t i n g o n a p a r t o f a w a t e r m e n i s c u s . 

U s i n g a s u r f a c e i n t e g r a l o v e r S^' a n d a l i n e i n t e g r a l a l o n g 

t h e t o t a l f o r c e a c t i n g o n may b e w r i t t e n : 

// ( p - p J ( - n ) d S + ^ Y . m d s ( 2 . 2 : A ) 

T h e n e t f o r c e f r o m t h e p r e s s u r e s o n a n i n f i n i t e s i m a l p a r t o f w i t h 

t h e a r e a dS i s ( p - p J d S . T h i s f o r c e i s a c t i n g i n t h e d i r e c t i o n o f - n . 
g ^ 

T h u s t h e s u r f a c e i n t e g r a l g i v e s t h e f o r c e o n f r o m t h e p r e s s u r e s p^ 

a n d p^ . T h e f o r c e f r o m t h e s u r f a c e t e n s i o n a c t i n g o n a n i n f i n i t e s i m a l 

a r c o f w i t h t h e l e n g t h d s i s Y j ^ g d s . T h i s f o r c e i s a c t i n g i n t h e 

d i r e c t i o n o f m . T h u s t h e l i n e i n t e g r a l a l o n g g i v e s t h e t o t a l f o r c e o n 

f r o m t h e s u r f a c e t e n s i o n . 

T h e l i n e i n t e g r a l a l o n g t h e c l o s e d c u r v e i n ( 2 . 2 : A ) m a y b e t r a n s 

f o r m e d i n t o a s u r f a c e i n t e g r a l o v e r t h e s u r f a c e , w h i c h h a s a s 

b o u n d a r y . F r o m a p p e n d i x A o n d i f f e r e n t i a l g e o m e t r y w e h a v e t h e g e n e i ' a l 

f o r m u l a , v a l i d f o r a n y s u r f a c e w i t h b o u n d a r y c u r v e : 

^ m d s = // 2< n dS ( 2 . 2 : B ) 

H e r e K i s t h e s o - c a l l e d m e a n c u r v a t u r e o f t h e s u r f a c e a t e a c h p o i n t o n i t . 
1 1 ' 

T h e m e a n c u r v a t u r e i s a b a s i c c o n c e p t i n t h e t h e o r y o f s u r f a c e s 

We w i l l b r i e f l y e x p l a i n t h e m e a n i n g o f i t . L e t H b e a p o i n t o n a n y s u r f a c e 

a n d l e t t d e n o t e a d i r e c t i o n i n t h e t a n g e n t p l a n e o f t h e s u r f a c e a t P . 
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C o n s i d e r t h o s e c i r c l e s , w h i c h h a v e t h e i r c e n t r e s o n t h e s t r a i g h t l i n e 

p a s s i n g t h r o u g h P i n t h e n o r m a l d i r e c t i o n t o t h e s u r f a c e , a n d w h i c h a r e 

t a n g e n t t o t h e s u r f a c e a t P w i t h t a n g e n t d i r e c t i o n t . T h e r e i s a c e r t a i n 

c i r c l e a m o n g t h e s e t h a t f i t s b e s t t o t h e s u r f a c e n e a r t h e t a n g e n t p o i n t P . 

T h e i n v e r t e d v a l u e o f t h e r a d i u s o f t h i s b e s t f i t t i n g c i r c l e i s t h e c u r v a 

t u r e o f t h e s u r f a c e a t P f o r t h e d i r e c t i o n t . T h e r a d i u s i s c o u n t e d p o s i 

t i v e , i f t h e c e n t r e l i e s o n t h e p o s i t i v e s i d e o f t h e s u r f a c e , a n d i t i s 

c o u n t e d n e g a t i v e , w h e n t h e c e n t r e l i e s o n t h e o t h e r s i d e . T h e p o s i t i v e s i d e 

o f S i s d e f i n e d a s t h e s i d e i n t o w h i c h n i s p o i n t i n g . T h u s t h e p o s i t i v e 

s i d e i s t h e g a s s i d e o f t h e w a t e r m e n i s c u s . T h e m e a n c u r v a t u r e K i s e q u a l 

t o t h e m e a n v a l u e o f t h e c u r v a t u r e s f o r t w o p e r p e n d i c u l a r d i r e c t i o n s i n 

t h e t a n g e n t p l a n e . T h e v a l u e o f K i s n o t c h a n g e d w h e n t h e s e t w o p e r p e n d i 

c u l a r d i r e c t i o n s a r e r o t a t e d a r o u n d t h e n o r m a l t o t h e s u r f a c e a t P . A 

s p h e r e w i t h r a d i u s R a n d w i t h t h e n o r m a l p o i n t i n g i n w a r d s h a s t h e m e a n 

c u r v a t u r e 0 . 5 ( 1 / R + 1 / R ) = 1 / R . T h e c u r v a t u r e i s z e r o i n a n y d i r e c t i o n 

f o r a p l a n e , s i n c e t h e c e n t r e o f t h e b e s t f i t t i n g c i r c l e n o w l i e s a t 

i n f i n i t y . T a k e a s a l a s t e x a r r p l e a c y l i n d e r w i t h r a d i u s R a n d w i t h t h e n o r 

m a l p o i n t i n g o u t w a r d s . L e t t h e t w o d i r e c t i o n s b e p e r p e n d i c u l a r a n d p a r a l l e l 

t o t h e a x i s o f t h e c y l i n d e r . T h e n w e g e t t h e m e a n c u r v a t u r e 0 . 5 ( 1 / - R + 1/»>) 

= - 1 / 2 R. T h e m e a n c u r v a t u r e K i s p o s i t i v e i f t h e s u r f a c e i s c o n c a v e 

v i e w e d f r o m t h e g a s s i d e . C o n v e r s e l y K i s n e g a t i v e , i f t h e s u r f a c e i s 

S i n c e v i s a c o n s t a n t , w e h a v e f r o m ( 2 . 2 : A a n d B ) t h e t o t a l f o r c e 

o n : 

// ( 2 Y ^ g ^ - P g * P ^ ) n d S ( 2 . 2 : C ) 
^ 1 

T h i s f o r c e m u s t b e e q u a l t o z e r o f o r a n y p a r t o f S . T h e n t h e i n t e 

g r a n d m u s t v a n i s h a t a l l p o i n t s o f S : 

P„ - P . ''Y»„>= ( 2 . 2 : D ) 
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T h i s f u n d a m e n t a l e q u a t i o n o r i g i n a t e s f r o m L a p l a c e . 

C o n s i d e r , i n o r d e r t o f u r t h e r c l a r i f y t h e e f f e c t o f t h e s u r f a c e t e n s i o n 

, a v e r y s m a l l p a r t o f t h e m e n i s c u s . T h e m e a n c u r v a t u r e K a n d t h e 

n o r m a l n w i l l v a r y v e r y l i t t l e o v e r . F o r t h e t o t a l f o r c e f r o m t h e s u r 

f a c e t e n s i o n o n w e h a v e a g a i n : 

^ Y ^ g m d s = // Y ^ g 2 K n d S = 2 y - n l ^ •// d S ( 2 . 2 : E } 

T h e l a s t d o u b l e i n t e g r a l g i v e s t h e a r e a o f . T h e r e s u l t i n g f o r c e f r o m 

t h e s u r f a c e t e n s i o n o n a v e r y s m a l l p a r t o f t h e m e n i s c u s p o i n t s i n t h e 

n o r m a l d i r e c t i o n n o f t h e s u r f a c e . ^1 *^ » w h e r e K i s t h e c u r v a t u r e i n 

t h e p o i n t o f t h e s u r f a c e , g i v e s t h e m a g n i t u d e o f t h i s r e s u l t i n g f o r c e p e r 

u n i t a r e a . 

W e h a v e a n i n r m e d i a t e i n t e r p r e t a t i o n o f ( 2 . 2 : 0 ) . S e e f i g u r e 2 . 2 : I \ / . 

P g - p ^ i s t h e n e t f o r c e p e r u n i t a r e a f r o m t h e p r e s s u r e s . I t p o i n t s i n 

t h e d i r e c t i o n - n . T h i s f o r c e i s b a l a n c e d b y t h e f o r c e 2 Y j ^ g < n p e r u n i t 

a r e a d u e t o t h e s u r f a c e t e n s i o n o f t h e c u r v e d s u r f a c e . 

[ • i g u r e 2 . 2 : I \ / . F o r c e b a l a n c e f o r a c u r v e d w a t e r r i e n i s c u s a c c o i - d i n g t o 

( 2 . 2 : U ) . 

T h e L a p l a c e e q u a t i o n ( 2 . 2 : [ J ) e n s u r e s f o r c e e q u i l i l j r i u m a t a l l p o i n t s ; 

o f t h e w a t e r m e n i s c i . I t w a s s h o w n i n t h e p r e v i o u s s e r ; t , i o n t h a t t l i e g a s 

p r e s s u r e p ^ w a s t h e s a m e t h r o u g h o u t t h e e n t i r e s y s t e m i n e q u i l i b r i u m . I n 

t h e c a s e w i t h o u t s a l t s a l s o t h e p o r e w a t e r p r e s s u r e w a s c o n s t a n t t h r o u f . ' h o u t . 
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T h e n t h e m e a n c u r v a t u r e K w i l l h a v e t h e s a m e v a l u e a t a l l p o i n t s o n a l l ' 

m e n i s c i . T h e p o r e w a t e r p r e s s u r e p " w i l l b e d i f f e r e n t f o r d i f f e r e n t l i q u i d 

p h a s e s a , w h e n t h e w a t e r c o n t a i n s a l t s . B u t t h e m e a n c u r v a t u r e K w i l l 

b e t h e s a m e a t a l l p o i n t s o n t h e w a t e r m e n i s c i w h i c h b e l o n g t o t h e s a m e 

p h a s e a . A n y h o w t h e m e a n c u r v a t u r e i s c o n s t a n t t h r o u g h o u t e a c h s i n g l e 

m e n i s c u s i n e q u i l i b r i u m . 

T h e i n v e r t e d v a l u e o f K m a y b e c a l l e d t h e m e a n r a d i u s o f c u r v a t u r e 

f o r t h e m e n i s c u s . I t i s a n i m p o r t a n t q u a n t i t y , s i n c e i t p r o v i d e s i n f o r m a 

t i o n o n t h e l i n e a r d i m e n s i o n s o f t h e p o r e s . We w i l l u s e t h e s y m b o l Rg f o r 

t h i s m e a n r a d i u s o f c u r v a t u r e o f a w a t e r m e n i s c u s S : 

R I . i ! ^ ( 2 . 2 : F ) 
S K P g - p^ 

T h e l i n e a r d i m e n s i o n s o f a p o r e i n t h e r e g i o n a r o u n d a m e n i s c u s S w i l l 

n o r m a l l y o r a t l e a s t i n m a n y c a s e s b e o f t h e o r d e r o f t h e m e a n r a d i u s o f 

c u r v a t u r e . Rg . 

T h e f o r m u l a s ( 2 . 2 : D ) a n d ( 2 . 1 : 1 ) g i v e R^ a s a f u n c t i o n o f t h e r e l a 

t i v e h u m i d i t y i n t h e s a l t - f r e e c a s e : 

- ^ 1 " ^ P g - P s 

H e r e p a n d p a r e n e g l i g i b l e , w h e n -E- i s n o t t o o c l o s e t o 1 . F o r m u l a s g s p^ 

( 2 . 2 : D ) a n d ( 2 . 1 : P ) g i v e a n a n a l o g o u s f o r m u l a f o r R g , w h e n t h e r e i s a 

s a l t w i t h m o l a l i t y m" i n t h e w a t e r p h a s e a . I t s h o u l d i n t h i s c a s e b e 

o b s e r v e d t h a t t h e s u r f a c e t e n s i o n y h a s a m i n o r d e p e n d e n c e o n t h e m o l a l i 

t y o f t h e s a l t . 

A s a n u m e r i c a l e x a m p l e we g e t - i n t h e s a l t - f r e e c a s e f o r T = 2 9 0 K a n d 

p - 1 b a r ( w i t h R T / v = 1 3 4 0 b a r a n d Y . = 0 . 0 7 4 N m"''): 
g ^ '^g 

i n <i 
R,, = — ( A ) ( 2 . 2 : - H ) 

- I n (£-) + 0 . 0 0 0 7 3 
P s 
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T h e s e c o n d t e r m I n t h e d e n o m i n a t o r g i v e s t h e s m a l l e f f e c t o f t h e g a s 

p r e s s u r e d u e t o t h e a i r . T h e r a d i u s i s i n A ( 1 0 ""̂  m) . T a b l e 2 . 2 : 1 

b e l o w g i v e s t h i s r e l a t i o n a n d a l s o t h e c o r r e s p o n d i n g p o r e w a t e r p r e s s u r e s . 

£_ 
P s 

0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 0 . 9 5 0 . 9 8 0 . 9 9 0 . 9 9 5 0 . 9 9 9 1 1 . 0 0 0 7 3 

I B 2 1 3 1 4 9 1 0 0 2 1 0 5 2 0 1 0 0 0 1 9 0 0 6 3 0 0 1 5 0 0 0 „ 

( b a r ) 
- 9 3 0 - 6 6 0 - 4 6 0 - 3 0 0 - 1 4 0 - 6 9 - 2 7 - 1 3 - 6 . 7 - 1 . 3 + 0 . 0 2 1 

T a b l e 2 . 2 : 1 . C o r r e s p o n d i n g v a l u e s o f r e l a t i v e h u m i d i t y ^ , m e a n r a d i u s 
P s 

o f c u r v a t u r e R j , , a n d p o r e w a t e r p r e s s u r e p^ i n t h e s a l t - f r e e c a s e a t t h e 

t e m p e r a t u r e 2 9 0 K a n d a t m o s p h e r i c p r e s s u r e . 

A s a s e c o n d n u m e r i c a l e x a r r p l e w e t a k e t h e c a s e w h e n t h e w a t e r c o n t a i n s 

s o d i u m c h l o r i d e w i t h a m o l a l i t y m=2. We t a k e a g a i n T = 2 9 0 K a n d P g ~ t i ^ ^ -

T h e s u r f a c e t e n s i o n y w i l l i n c r e a s e s l i g h t l y w i t h m . F r o m "'̂  we g e t 

f o r m=2 t h a t y ^ g = 0 . 0 7 6 N m ''. N u m e r i c a l l y w e h a v e w i t h f o r m u l a s ( 2 . 2 : F ) 

a n d ( 2 . 1 : P ) u s i n g t h e t a b l e o f f i g u r e 2 . 1 : 1 1 1 : 

R = 11^^ ( A ) ( 2 . 2 : 1 ) 
- I n (£-) - 0 . 0 7 0 

P s 

T h e s e c o n d t e r m i n t h e d e n o m i n a t o r g i v e s t h e e f f e c t o f t h e s a l t . T h e 

r a d i u s R^ i s i n A. T a b l e 2 . 2 : 1 1 b e l o w s h o w s t h i s r e l a t i o n a n d t h e c o r r e 

s p o n d i n g p o r e w a t e r p r e s s u r e s . 
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£_ 

P s 
0 . 5 0 . 6 0 . 7 O.B 0 . 8 5 0 . 9 0 . 3 2 0 . 9 3 2 4 0 . 9 5 1 

1 8 2 6 3 9 7 4 1 2 0 3 2 0 8 4 0 - 6 0 0 - 1 6 0 

( b a r ) 
- 8 3 0 - 5 9 0 - 3 8 0 - 2 0 0 - 1 2 0 - 4 6 - 1 7 + 1 + 2 6 + 9 5 

T a b l e 2 . 2 ; I I . C o r r e s p o n d i n g v a l u e s o f r e l a t i v e h u m i d i t y p / p ^ , nnean 

r a d i u s o f c u r v a t u r e , a n d p o r e w a t e r p r e s s u r e a t t h e t e m p e r a t u r e o f 

2 9 0 K a n d a t a t m o s p h e r i c p r e s s u r e , w h e n t h e w a t e r c o n t a i n s s o d i u m c h l o r i d e 

w i t h a m o l a l i t y m = 2 . 

T h e w a t e r m e n i s c u s i s c o n v e x v i e w e d f r o m t h e g a s s i d e , w h e n R j , i s 

n e g a t i v e . T h e n t h e p o r e w a t e r p r e s s u r e p^^ i s g r e a t e r t h a n t h e g a s p r e s s u r e 

P g ( = 1 b a r ) . 

T h e t a b l e s 2 . 2 : 1 a n d I I s h o w t h a t h i g h w a t e r t e n s i o n s - p ^ r e q u i r e 

v e r y s m a l l v a l u e s o n Rg . F o r e x a r r p l e i n o r d e r t o g e t t h e w a t e r t e n s i o n 

-p^ = 1 4 0 " b a r c o r r e s p o n d i n g t o a r e l a t i v e h u m i d i t y o f 9 0 % i n t h e s a l t - f r e e 

c a s e , Rg m u s t e q u a l 1 0 0 A . T h e p r o n o u n c e d c a p i l l a r y e f f e c t s w i t h w a t e r 

t e n s i o n s a b o v e s a y 1 0 b a r r e q u i r e r a d i i R g b e l o w 1 0 0 0 A . 

T h e a b o v e f o r m u l a s a n d t a b l e s r e f e r t o m a c r o p h a s e s , t h a t i s t o l i q u i d 

p h a s e s , w h e r e t h e f o r m u l a s o f o r d i n a r y t h e r m o d y n a m i c s a r e v a l i d . T h i s h a s 

b e e n d i s c u s s e d i n s e c t i o n 2 . 1 . B u t t h e d e d u c t i o n s o f t h i s s e c t i o n d o n o t 

r e q u i r e t h a t a n a d j a c e n t g a s p h a s e i s a g a s m a c r o p h a s e . T h e f o r m u l a s w i l l 

l o s e t h e i r v a l i d i t y a n d e v e n m e a n i n g , w h e n t h e m e a n r a d i u s o f c u r v a t u r e 

R g b e c o m e s e x t r e m e l y s m a l l . T h e s u r f a c e t e n s i o n a n d t h e f o r c e s b e t w e e n 

t h e l i q u i d w a t e r n n o l e c u l e s a t a n d n e a r t h e m e n i s c u s w i l l b e i n f l u e n c e d b y 

t h e c u r v a t u r e s o f t h e m e n i s c u s . B u t , b e c a u s e o f t h e s h o r t r a n g e o f t h e 

f o r c e s b e t w e e n w a t e r m o l e c u l e s i n t h e l i q u i d , t h e m e n i s c u s m u s t b e h e a v i l y 

c u r v e d , i f t h e s e e f f e c t s a r e t o b e n o t i c e a b l e . T h e d e v i a t i o n s f r o m m a c r o -

p h a s e t h e r m o d y n a m i c s w i l l i n c r e a s e g r a d u a l l y , w h e n t h e p h a s e b e c o m e s s m a l l e r 
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a n d s m a l l e r . B u t d r a s t i c c h a n g e s a r e n o t t o b e e x p e c t e d , a n d t h e l i q u i d 

p l i a s e o u g h t t o r e t a i n m o s t o f i t s m a c r o p h a s e b e h a v i o u r e v e n f o r v e r y s m a l l 

v a l u e s o n R g . I w o u l d v e n t u r e t o s t a t e t h a t d o w n t o a r a d i u s R^, = 2 0 A , 

t h e f o r m u l a s o u g h t t o b e a t l e a s t a p p r o x i m a t e l y v a l i d . A c c e p t i n g t h i s l i m i t 

t h e f o r m u l a s w i l l b e v a l i d d o w n t o a r e l a t i v e h u m i d i t y o f 6 0 % c o r r e s p o n d i n g 

t o a p o r e w a t e r t e n s i o n o f 7 0 0 b a r . B e l o w t h i s l i m i t t h e b u l k l i q u i d w a t e r 

p h a s e w i l l g r a d u a l l y v a n i s h . T h e r e w i l l b e l e f t o n l y a d s o r b e d w a t e r l a y e r s 

a n d z o n e s o n t h e p o r e w a l l s a n d i n m i n u t e c r e v i c e s a n d c o n s t r i c t i o n s i n 

t h e p o r e s y s t e m . 

I n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n 2 . 1 w e f o u n d t h a t t h e l i q u i d w a t e r i n t h e 

p o r e s m u s t b e u n d e r h i g h t e n s i o n i n o r d e r t o b e i n t h e r m a l e q u i l i b r i u m f o r 

r e l a t i v e h u m i d i t i e s b e l o w 1 0 0 %. I n t h e o r d i n a r y m a c r o s c o p i c w o r l d t h e r e 

i s n o t a n y m e c h a n i s m a v a i l a b l e t o c r e a t e a n d m a i n t a i n t h e s e h i g h t e n s i o n s 

i n t h e w a t e r . 

W e h a v e s h o w n a b o v e t h a t t h e s u r f a c e t e n s i o n o f a c u r v e d w a t e r m e n i s 

c u s c r e a t e s a f o r c e 2 Y . K p e r u n i t a r e a o f t h e m e n i s c u s . S e e f i g u r e 2 . 2 : \ l . 

F i g u r e 2.2:\l, C r o s s - s e c t i o n o f a l i q u i d p l i a s t i n a p o r e . I l i e l e f t f i g u r e 

i l l u ^ ; t r a t e s t h e f o r c e • ^ ' ^ Y j ^ g ( p e r u n i t a r ' e . j j f i a m l . t u ; 3 u i f a L : f t ; u n ^ i u n y 

u f t l i e m e n i s c u s w i t h m e a n c u r v a t u r e K . I h i c f o r c e i s t l i e o r i g i n o f t h e 

h i g l i t e n s i o n s i n t h e p o r e w a t e r . T h e r i g h t f i g u r e s h o w s t h e f o r c e s , U u e t o 
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t h e t e n s i o n i n t h e l i q u i d p h a s e - p ^ ^ a n d t h e s u r f a c e t e n s i o n y , t h a t 

a c t o n t h e p o r e w a l l s . 

T h i s i s t h e n e e d e d c a u s e o f h i g h t e n s i o n s i n t h e p o r e w a t e r . T h e f o r c e 

2y K p e r u n i t a r e a a c t s i n t h e n o r m a l d i r e c t i o n o f t h e m e n i s c u s a n d 

i n d u c e s , a c c o r d i n g t o ( 2 . 2 : D ) , a p o r e w a t e r t e n s i o n - p = 2y K - p 

C o e r s i v e f o r c e s b e t w e e n t h e w a t e r m o l e c u l e s w i l l , k e e p t h e l i q u i d t o g e t h e r 

a n d p r e v e n t r u p t u r e . T h e c u r v e d m e n i s c u s S n e e d s t h e s u p p o r t o f t h e p o r e 

w a l l s a t t h e b o u n d a r y c u r v e r f o r i t s m a i n t e n a n c e . T h e p o r e m u s t b e v e r y 

s m a l l i n o r d e r t o b e a b l e t o s u p p o r t t h e s m a l l a n d v e r y c u r v e d w a t e r m e n i s 

c u s . A t t r a c t i v e f o r c e s b e t w e e n t h e l i q u i d w a t e r a n d t h e p o r e w a l l w i l l k e e p 

t h e w a t e r p h a s e a t t a c h e d t o t h e p o r e w a l l . T h e p o r e w a l l s m u s t c o u n t e r a c t 

t h e p o r e w a t e r t e n s i o n a n d t h e s u r f a c e t e n s i o n o f t h e w a t e r m e n i s c u s . T h e s e 

f o r c e s f r o m t h e l i q u i d p h a s e o n t h e p o r e w a l l s a r e s h o w n i n t h e r i g h t 

f i g u r e o f 2.2:\l. W e h a v e d e m o n s t r a t e d t h a t t h e s e f o r c e s m a y b e c o m e v e r y 

l a r g e . T h e y a r e a m a i n c a u s e o f d a m a g e i n p o r o u s b u i l d i n g m a t e r i a l s . 

L e t u s f i n a l l y s t u d y t h e f o r c e b a l a n c e a t _ t h e b o u n d a r y r o f t h e w a t e r 

m e n i s c u s S , w h e r e g a s , l i q u i d , a n d s o l i d m e e t . B e t w e e n a n y t w o b u l k p h a s e s 

t h e r e i s a n e x t r e m e l y t h i n t r a n s i t i o n z o n e . T h e s e z o n e s m a y b e t r e a t e d a s 

a d d i t i o n a l s u r f a c e p h a s e s . T h i s w i l l b e d i s c u s s e d i n s e c t i o n 3 . 2 . T h e r e i s 

a s u r f a c e p h a s e a t t h e m e n i s c u s S b e t w e e n l i q u i d a n d g a s . T h e q u a n t i t y 

Y a s s o c i a t e d w i t h t h e s u r f a c e p h a s e m a y b e i n t e r p r e t e d a s a s u r f a c e 

t e n s i o n a c t i n g a l o n g t h e s u r f a c e p e r p e n d i c u l a r t o a n y c u t i n t h e s u r f a c e . 

A t t h e b o u n d a r y b e t w e e n t h e p o r e w a l l a n d t h e g a s t h e r e i s a l s o a s u r f a c e 

p h a s e c o n t a i n i n g t h e a d s o r b e d l a y e r s o f w a t e r m o l e c u l e s a t t h e p o r e w a l l . 

T h e t h e r m o d y n a m i o c i ] a n a l o g u e t o Y „ f o r t h i s s u r f a c e p h a s e i s d e n o t e d 

. o e e s e c t i o n T . ^ . T h e s u b s c r i p t s g s t a n d s f o r s o l i d - g a s . T h e 

c o r r e s p o n d i n g q u a n t i t y f o r t h e s u r f a c e p h a s e b e t w e e n s o l i d a n d l i q u i d i s 

d e n o t e d Y ^ J ^ • T h e s e t h r e e s u r f a c e p h a s e s m e e t a t V . S e e f i g u r e Z.2:\J1. 



- 28 -

Figure 2 . 2 : 7 1 . Cross-section perpendicular to the boundary curve r where 

the three surface phases liquid-gas. s o l i d - g a s , and solid-liquid m e e t . The 

forces that act on the boundary curve p e r unit length are shown to the 

r i g h t , e is the contact a n g l e . 

It is demonstrated in section 3 . 4 . 1 . that the difference y ' y o 
sg S Jc 

may be interpreted as a force per unit length acting on the boundary curve 

r in the direction of m ' . Throughout ttiis work m ' denotes the unit vector 

at r , which is tangential to the pore w a l l , perpendicular to r and points 

into the gas s i d e . See figure 2 . 2 : V I . Force equilibrium along the pore wall 

gives the well-known equation due to Young f o r the contact angle e: 

v, cos (e) = Y - Y [ 2 . 2 : 3 ) 
^ig 'sg ^si 

The contact angle e is the angle on the liquid side between the w a t e r 

meniscus and the pore wall in a plane perpendicular to r • The remaining 

force Y sin (e) acting perpendicular to the wall is balanced by forces 
^g 

from the solid w a l l . The contact angle e is a function of the thermodynami-

cal state of the system. The contact angle will be different for different 

types of pore w a l l . 

The pore walls art; smooth surfaces except for c o m e r s and edges duL 

to crystal structui-cr. in ttie solid. Ihe force balance at p o i n t s , where the 

boundary r meets or crosses c o m e r s and edges of the pore w a l l , requires 

a closer examino* i n n . tin- norma! t., »-he o n n wall haf a d i scent i nu it / :n 
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s u c h a p o i n t . Near t h e s e p o i n t s o f d i s c o n t i n u i t y t h e p o r e w a l l c o n s i s t s o f 

t w o p l a n e s u r f a c e s , d e n o t e d 1 a n d 2 , w h i c h m e e t a l o n g a s t r a i g h t l i n e . L e t 

t h e s t r a i g h t l i n e b e t h e x - a x i s a c c o r d i n g t o f i g u r e 2 . 2 : \ / I I . 

F i g u r e 2 . 2 : \ / I I . C r o s s - s e c t i o n t h r o u g h t h e p o r e w a l l a t a c o r n e r ( 0 < a < n ) 

o r a n e d g e ( 0 > a > - T i ) . 

S u r f a c e 1 i s g i v e n b y t h e h a l f - p l a n e z = 0 , y > 0 . S u r f a c e 2 i s t i l t e d a n 

a n g l e a f r o m t h e p l a n e 2 = 0 . T h e a n g l e a m a y h a v e a n y v a l u e b e t w e e n - n 

a n d + T r . A p o s i t i v e a g i v e s a c o r n e r a n d a n e g a t i v e a g i v f e s a n e d g e . T h e 

u n i t n o r m a l s t o t h e t w o s u r f a c e s p o i n t i n g i n t o t h e p o r e s p a c e a r e d e n o t e d 

n ^ a n d n ^ : 

n ^ = ( 0 , 0 , 1 ) n ^ = ( 0 , s i n a , c o s a ) ( 2 . 2 : K ) 

D i f f e r e n t s u r f a c e s o f a c r y s t a l o f t e n h a v e d i f f e r e n t t h e r m o d y n a m i c a l 

p r o p e r t i e s . We t h e r e f o r e a l l o w t h e t w o s u r f a c e s t o h a v e d i f f e r e n t c o n t a c t 

a n g l e s 6 ^ a n d 6 ^ . 

S u p p o s e n o w t h a t t h e b o u n d a r y r o f a w a t e r m e n i s c u s c r o s s e s a c o r n e r 

o r e d g e o n t h e p o r e w a l l . A l o n g t h e p o r t i o n o f r t h a t l i e s o n s u r f a c e 1 

t h e c o n t a c t a n g l e i s , o r c o s n ^ - n . A l o n g t h e o t h e r p o r t i o n o n 

s u r f a c e 2 t h e c o n t a c t a n g l e i s o r - c o s 6 , = n,,-n . We p o s t u l a t e f o r 

p h y s i c a l r e a s o n s t h a t t h e n o r m a l n t o v a r i e s s m o o t h l y e v e n u p t o t h e 

c r i t i c a l p o i n t o n t h e x - a x i s , w h e r e r c r o s s e s t h e c o r n e r . T h e n b o t h c o n t a c t 

a n g l e c o n d i t i o n s m u s t lie s a t i s f i e d a t t h l G p o i n t n f d i s c o n t i n u i t y . I^et n 
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d e n o t e t h e n o r m a l t o : J a t t h e c r i t i c a l p o i n t . T h e t w o c o n t a c t a n g l e c o n d i 

t i o n s n ^ T i - | = <^os , a n d n ^ - n ^ ^ c o s 0 ^ g i v e w i t h n ^ e x p r e s s e d i n p o l a r 

c o o r d i n a t e s : 

n = ( s i n 6 . • c o s ^ , s i n 6 , • s i n $ , c o s 6 . ) ( 2 . 2 : L ) 
C I C 1 C 1 

c o s 9 _ - c o s a • c o s 6 , 
s i n ( * ) = -. , ( 2 . 2 : n ) 

0 s i n a • s i n 6 ^ 

W e g e t s o l u t i o n s , w h e n t h e r i g h t h a n d o f ( 2 . 2 : M ) l i e s b e t w e e n - 1 a n d + 1 . 

T h e c o n d i t i o n f o r t h i s i s p r e c i s e l y : 

- e ^ l f i a l < TT - U - e ^ - e ^ l ( 2 . 2 : N ) 

T h e n w e g e t t w o s o l u t i o n s w h i c h o n l y d i f f e r i n t h e s i g n o f t h e x - c o m p o n e n t 

o f n 
c 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e f o u n d t h a t t h e b o u n d a r y c u r v e r o f a w a t e r 

m e n i s c u s m a y p a s s a c o r n e r o r e d g e o n t h e p o r e w a l l p r e c i s e l y w h e n ( 2 . 2 : N ) 

i s f u l f i l l e d . T h e r e a r e o n l y t w o ( s y r m n e t r i c ) p o s s i b l e o r i e n t a t i o n s o f t h e 

m e n i s c u s a t t h e p o i n t o f d i s c o n t i n u i t y g i v e n b y ( 2 . 2 : L a n d M ) . 

L e t u s n e x t c o n s i d e r t h e c a s e , w h e n t h e b o u n d a r y c u r v e T l i e s _ a l o n g _ 

t h e e d g e _ o r c o r n e r . T h e l i q u i d p h a s e m a y c o v e r e i t h e r s u r f a c e 1 o r s u r f a c e 

2 . S u p p o s e f i r s t t h a t t h e l i q u i d c o v e r s s u r f a c e 1 . L e t 6 ^ d e n o t e t h e a n g l e 

b e t w e e n t h e w a t e r m e n i s c u s S a n d s u r f a c e 1 i n a p l a n e p e r p e n d i c u l a r t o r . 

m a y b e a n y v a l u e b e t w e e n z e r o a n d it - a , w h e r e - T T < a < T i . S e e f i g u r e 

2 . 2 : V I 1 I . 



F i g u r e 2 . 2 : V I I I . C r o s s - s e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o t h e b o u n d a r y c u r v e r o f 

a w a t e r m e n i s c u s S , w h e n r f o l l o w s a n e d g e o f t h e p o r e w a l l . 6^ a n d 6 ^ 

a r e t h e c o n t a c t a n g l e s a t t h e w a l l o n e a c h s i d e o f t h e e d g e . 

T h e s u r f a c e t e n s i o n v . g i v e s a f o r c e v . " c o s t e ) w h i c h t r i e s t o p u l l 
' i g " '£g c ^ 

1 1 t h e b o u n d a r y r b a c k i n t o s u r f a c e 1. On s u r f a c e 1 t h e f o r c e Y ~ Y „ = s g S x 

= Y j ^ g c o s ( 6 ^ ) a c t s i n t h e o p p o s i t e d i r e c t i o n . T h e m e n i s c u s a n d t h e b o u n d a r y 

c u r v e r w i l l - b e p u l l e d b a c k i n t o s u r f a c e 1 , w h e n y c o s l B ) > y c o s ( e , ) , 
x g c x g I 

t h a t i s w h e n 9^ > . T h u s w e m u s t h a v e t h a t S,-, ^ 6^ • w h e n t h e b o u n d a r y 

r f o l l o w s a c o r n e r o r e d g e o n t h e p o r e w a l l . 

A n a n a l o g o u s a r g u m e n t a p p l i e s t o s u r f a c e 2 . T h e a n g l e o f c o n t a c t 

b e t w e e n s u r f a c e 2 a n d t h e m e n i s c u s ( o n t h e l i q u i d s i d e ) i s e q u a l t o + a. 

T h e f o r c e y^ - y^ = y c o s l e ^ ) t r i e s t o p u l l t h e b o u n d a r y r o u t o n s u r 

f a c e 2 . T h e f o r c e y ^ ^ c o s ( e ^ + a ) f r o m t h e s u r f a c e t e n s i o n o p p o s e s t h i s . T h i s 

l a t t e r f o r c e m u s t b e t h e s t r o n g e r o n e : y c o s ( e + a ) > y c o s 6 , . T h u s 
Zg c £g / 

we m u s t h a v e t h a t 9 ^ + a < 6 ^ . 

I n c o n c l u s i o n we h a v e t h a t t h e b o u n d a r y c u r v e r o f a w a t e r m e n i s c u s 

m a y l i e a l o n g a c o r n e r o r e d g e o n t h e p o r e w a l l , w h i l e t h e l i q u i d c o v e r s 

s u r f a c e 1 , p r e c i s e l y w l i e n : 
9^ < 0 ^ < - a { 2 . 2 : 1 1 ) 
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H e r e 6 ^ i s t h e a n g l e o f c o n t a c t b e t w e e n t h e m e n i s c u s a n d s u r f a c e 1 . S e e 

f i g u r e 2 . 2 : V I I I . W e n o t e t h a t ( 2 . 2 : 0 ) r e q u i r e s t h a t 

a < 6 ^ - ( 2 . 2 : P ) 

C o n s i d e r n e x t t h e o t h e r p o s s i b i l i t y , w h e n t h e l i q u i d p h a s e c o v e r s 

s u r f a c e 2 i n s t e a d . L e t 6 ^ d e n o t e t h e a n g l e o f c o n t a c t b e t w e e n S a n d s u r 

f a c e 2 ( o n t h e l i q u i d s i d e ) . T h e n i n s t e a d o f ( 2 . 2 : 0 ) w e h a v e t h e c o n d i t i o n : 

6,-, < 6 ' < 6 , - a ( 2 . 2 : 0 ) 
2 - c - 1 

We n o t e t h a t ( 2 . 2 : 0 ) r e q u i r e s t h a t : 

( 2 . 2 : R ) 

L e t u s s u r r m a r i z e t h e o b t a i n e d r e s u l t s w h e n t h e b o u n d a r y c u r v e f o l l o w s 

a n e d g e o r a c o r n e r . S u p p o s e f i r s t t h a t a > | 9 ^ - 9 ^ | . T h e n f r o m ( 2 . 2 : P 

a n d R ) w e h a v e t h a t t h e b o u n d a r y o f t h e m e n i s c u s c a n n o t f o l l o w t h e c o r n e r . 

S u p p o s e n e x t t h a t | - 8 2 1 > ci > - 1 9 ^ - 9 ^ | . T h e n a m e n i s c u s m a y l i e 

a l o n g t h e c o r n e r o r e d g e w i t h t h e l i q u i d s i d e c o v e r i n g t h e s u r f a c e w i t h 

s m a l l e s t c o n t a c t a n g l e . T h e a n g l e o f c o n t a c t 9 ^ o r 9 ^ m u s t s a t i s f y 

( 2 . 2 : 0 ) o r ( 2 . 2 : 0 ) . T h i s s i t u a t i o n i s i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 2 . 2 : I X ( a ) . 

F i n a l l y , w h e n a < - | 9 ^ - e ^ l , t h e l i q u i d s i d e m a y c o v e r e i t h e r s u r f a c e 1 

o r s u r f a c e 2 . T h e a n g l e o f c o n t a c t m u s t s a t i s f y ( 2 . 2 : 0 ) a n d ( 2 . 2 : 0 ) , r e s p e c t -

i v B l y . T h e s e t w o c a s e s a r e i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 2 . 2 : l X ( b ) a n d ( o ) . 
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F i g u r e / ' . 2 : I X . C r o s s - s e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o t h e b o u n d a r y c u r v e r 

o f a w a t e r m e n i s c u s S , w h e n r f o l l o w s a c o r n e r o r a n e d g e o n t h e p o r e w a l l . 

T h e f i g u r e s s h o w t h e p o s s i b l e p o s i t i o n s f o r S . 

( a ) : - ^ < a < | 8^ ' 8 ^ | 

( b ) , ( c ) : a < - { e ^ - e ^ l 
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L e t u s f i n a l l y s u m m a r i z e t h e o b t a i n e d r e s u l t s , w h e n t h e b o u n d a r y 

c u r v e o f a w a t e r m e n i s c u s p a s s e s o r f o l l o w s a n e d g e o r a c o m e r o n t h e p o r e 

w a l l , a m a y a s s u m e a n y v a l u e b e t w e e n - T I a n d + T I . F r o m ( 2 . 2 : N ) , ( 2 . 2 : P a n d 

R ) w e g e t t h e f o l l o w i n g d i f f e r e n t c a s e s . 

( 1 ] - i i < a < - i r + | T r - 6 ^ - 6 2 | . T h e b o u n d a r y T m a y f o l l o w t h e e d g e 

w h i l e t h e l i q u i d c o v e r s e i t h e r s u r f a c e 1 o r s u r f a c e 2 . 

( 2 ) - i i + | i T - e ^ - 6 2 | < a < - | e ^ - e 2 | . T h e b o u n d a r y T m a y f o l l o w t h e 

e d g e , w h i l e t h e l i q u i d c o v e r s e i t h e r s u r f a c e 1 o r s u r f a c e 2 . T h e r e e x i s t 

a l s o t w o ( s y r r m e t r i c ) o r i e n t a t i o n s o f S w h e r e t h e b o u n d a r y r o f t h e m e n i s 

c u s p a s s e s t h e e d g e . 

( 3 ) - 1 6 ^ - e ^ l < a < I - e ^ l . T h e b o u n d a r y r m a y f o l l o w t h e e d g e w h i l e 

t h e l i q u i d s i d e c o v e r s t h e s u r f a c e w i t h t h e s m a l l e s t c o n t a c t a n g l e . 

( 4 ) I - e ^ l < a < IT - I T T - 6 ^ - e ^ l . T h e r e e x i s t t w o o r i e n t a t i o n s o f 

S , w h e r e t h e b o u n d a r y T o f t h e m e n i s c u s p a s s e s t h e c o m e r . 

( 5 ] n - I I T - - e ^ l < o < n . T h e b o u n d a r y r o f a m e n i s c u s c a n n e i t h e r 

p a s s n o r f o l l o w t h e c o m e r . 

O n e m i g h t a s k w h a t h a p p e n s i n t h e l a s t c a s e ( 5 ) , w h e n t h e r e a r e n o t 

a n y p o s s i b i l i t i e s . T h i s l i e s o u t s i d e t h e s c o p e o f t h e p r e s e n t c h a p e r , s o 

w e w i l l o n l y b r i e f l y i n d i c a t e w h a t h a p p e n s . We w i l l r e s t r i c t t h e d i s c u s s i o n 

t o t h e m o r e i m p o r t a n t c a s e w h e n n - 6 ^ - > 0 . W e h a v e t o c o n t e m p l a t e 

w h a t w i l l h a p p e n w h e n 6 ^ + 9 ^ < a < I T . L e t u s f i r s t c o n s i d e r t h e l i m i t , 

w h e n + 6 2 = a . T h e n t h e r e i s a p l a n e m e n i s c u s , p a r a l l e l t o t h e c o r n e r -

l i n e w i t h t h e l i q u i d p h a s e i n t h e c o m e r , w h i c h f i t s t o t h e p o r e w a l l s 

w i t h t h e p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e s 6 . a n d 6 . S e e f i g u r e 2 . 2 : X . 
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F i g u r e 2 . 2 : X . T h e f i g u r e s h o w s a l i q u i d p h a s e w i t h a p l a n e m e n i s c u s 

f i t t i n g t o t h e p o r e w a l l s f o r a = + 6 2 • 

S u p p o s e n o w t h a t t h e a n g l e i s d i m i n i s h e d s o t h a t 6^ + 6 2 < a . B y 

c h a n g i n g t h e p l a n e m e n i s c u s i n t o a n a p p r o p r i a t e c y l i n d r i c a l s u r f a c e w e 

g e t a m e n i s c u s w i t h t h e n e w p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e 6 2 • ( T h e b r o k e n l i n e 

i n f i g u r e 2 . 2 : X i n d i c a t e s a p o s s i b l e p o s i t i o n f o r t h e c y l i n d r i c a l s u r f a c e . ] 

T h e r a d i u s o f t h e a p p r o p r i a t e c y l i n d e r w i l l b e c o m e s m a l l e r a n d s m a l l e r , 

w h e n t h e l i q u i d p h a s e i s d i m i n i s h e d . T h e m e a n c u r v a t u r e c a n b e m a d e a s 

l a r g e a s w e c h o o s e . B u t i n c h a p t e r 2 . 1 . w e h a v e s h o w n t h a t h i g h m e a n c u r v a 

t u r e s c o r r e s p o n d t o s m a l l r e l a t i v e h u m i d i t i e s p/p^ . W h e n t h e r e i s a 

c e r t a i n p o s i t i v e r e l a t i v e h u m i d i t y , w a t e r w i l l c o n d e n s a t e i n t h e c r e v i c e 

a t t h e c o r n e r . We w i l l g e t a g r o w i n g l i q u i d p h a s e , w h e r e t h e m e n i s c i h a v e 

t h e c y l i n d r i c a l f o r m . T h i s c a p i l l a r y c o n d e n s a t i o n w i l l c o n t i n u e , u n t i l 

t h e r a d i u s o f t h e c y l i n d r i c a l m e n i s c u s h a s d e c r e a s e d t o t h e v a l u e g i v e n 

b y f o r m u l a ( 2 . 2 : G J c o r r e s p o n d i n g t o t h e g i v e n r e l a t i v e h u m i d i t y . I n c o n 

c l u s i o n w e h a v e t h a t t h e c o m e r o f a n y c r e v i c e w i t h 6^ + 6 2 < a w i l l b e 

f i l l e d b y c a p i l l a r y c o n d e n s e d w a t e r . A n e q u i l i b r i u m s i t u a t i o n , w h e r e a 

b o u n d a r y c u r v e p a s s e s o r f o l l o w s t h e c o m e r - l i n e w i l l n e v e r a r i s e . 



2 . 3 . T h e e f f e c t s o f a g r a v i t a t i o n a l f i e l d . 

T h e e f f e c t s o f g r a v i t y a r e m u c h d i s c u s s e d i n t h e c l a s s i c a l t h e o r y o f 

c a p i l l a r i t y . B u t a g r a v i t a t i o n a l f i e l d i s u s u a l l y o f m i n o r i n p o r t a n c e i n 

a c a p i l l a r y - p o r o u s s y s t e m , s i n c e t h e w a t e r m e n i s c i h a v e v e r y s m a l l e x t e n 

s i o n . A s t a n d a r d m e t h o d w h e n s t u d y i n g t h e b e h a v i o u r o f m o i s t u r e i n a p i e c e 

o f a p o r o u s m a t e r i a l i s t o e x p o s e i t t o a s t r o n g g r a v i t a t i o n a l f i e l d i n 

a c e n t r i f u g a l m a c h i n e . I n t h i s s i t u a t i o n g r a v i t y w i l l b e o f i m p o r t a n c e . We 

w i l l i n t h i s s e c t i o n b r i e f l y i n d i c a t e t h e e f f e c t s o f a g r a v i t a t i o n a l f i e l d . 

T h e l o c a l e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s a t a p o i n t w i l l n o t b e c h a n g e d b y a 

g r a v i t a t i o n a l f i e l d . B u t t h e t h e r m o d y n a m i c a l s t a t e w i l l c h a n g e f r o m p o i n t 

t o p o i n t . T h u s t h e l o c a l e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n s 

a r e s t i l l v a l i d . B u t f o r e x a m p l e t h e p o r e w a t e r p r e s s u r e p̂ ^ i n a l i q u i d 

p h a s e w i l l v a r y i n t h e u s u a l h y d r o s t a t i c w a y i n t h e g r a v i t a t i o n a l f i e l d . 

L e t i d e n o t e t h e g r a v i t a t i o n a l p o t e n t i a l p e r u n i t m a s s ( J / k g ) . T h e n 

- $ 2 ^ 3 t h e w o r k r e q u i r e d i n o r d e r t o m o v e a u n i t m a s s f r o m p o i n t 2 

t o p o i n t 1 . F o r t h e o r d i n a r y g r a v i t a t i o n o n t h e e a r t h w e h a v e * = g z , 

w h e r e g i s t h e a c c e l e r a t i o n d u e t o g r a v i t y a n d z i s t h e a l t i t u d e . I n a 

c e n t r i f u g a l m a c h i n e t h e g r a v i t a t i o n a l p o t e n t i a l i s : 

2 2 
* = - i L _ L - ( 2 . 3 : A ) 

H e r e I D i s t h e a n g u l a r v e l o c i t y a n d r i s t h e d i s t a n c e f r o m t h e a x i s o f 

rotation. 

T h e - o n l y c h a n g e n o w c o m p a r e d w i t h t h e p r e c e d i n g s e c t i o n s i s t h a t t h e 

c h e m i c a l p o t e n t i a l s y . f o r t h e d i f f e r e n t c o m p o n e n t s i ( w a t e r , a i r , a n d 

s a l t s ) a r e t o b e r e p l a c e d b y t h e s u m o f t h e c h e m i c a l p o t e n t i a l a n d g r a v i 

t a t i o n a l p o t e n t i a l . T h e g r a v i t a t i o n a l p o t e n t i a l p e r m o l e o f c o m p o n e n t i 

i s r i ^ $ , w h e r e M . i s t h e w e i g h t o f o n e m o l e o f c o m p o n e n t i . T h u s w e s h a l l 

r e p l a c e p. b y y . + M . i f . S e e F o r t h e w a t e r c o m p o n e n t w e t h e n h a v e 
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t h a t + M ^ * i s c o n s t a n t t h r o u g h o u t t h e e n t i r e s y s t e m i n e q u i l i b r i u m . 

I n t h e s a m e w a y w e h a v e f o r a i r t h a t vi + l i $ i s c o n s t a n t t h r o u g h o u t t h e 
a a 

s y s t e m . F i n a l l y f o r a s a l t b i n a l i q u i d p h a s e a w e h a v e t h a t + n^ii 

i s c o n s t a n t t h r o u g h o u t t h e p h a s e a . T h i s m e a n s t h a t p , P g • • ^'^'^ 

r r ^ w i l l v a r y t h r o u g h t h e g r a v i t a i o n a l f i e l d . B u t t h e s e v a r i a t i o n s w i l l b e 

v e r y s m a l l . 

I n c o m p a r i s o n t o t h e s e v a r i a t i o n s t h e c h a n g e s i n p o r e - w a t e r p r e s s u r e 

w i l l b e m u c h g r e a t e r . L e t u s o n l y c o n s i d e r t h e c a s e w i t h o u t a i r a n d s a l t s . 

T h e n w e h a v e f o r t w o p a i n t s 1 a n d 2 l y i n g i n l i q u i d p h a s e s : 

^ w C T . P . i ^ ^ V l = ^ w ' T - P , 2 ) * V 2 t 2 . 3 : B ) 

T h e d i f f e r e n c e i n c h e m i c a l p o t e n t i a l s m a y b e w r i t t e n v ^ • ( p ^ ^ - P j j 2 ^ ' 

w h e r e v ^ ^ = '"'w^'^Ji. v o l u m e o f o n e m o l e o f l i q u i d w a t e r a n d i s 

t h e d e n s i t y . C o m p a r e w i t h f o r m u l a s ( 2 . 1 : D a n d E ) . T h u s w e g e t : 

Pn - P i 2 = P£ t * 2 - * l ' f 2 . 3 : C ) 

T h i s i s t h e u s u a l h y d r o s t a t i c p r e s s u r e c h a n g e . 

I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t t h i s h y d r o s t a t i c p r e s s u r e d i f f e r e n c e m u s t 

e x i s t e v e n b e t w e e n t w o s e p a r a t e l i q u i d p h a s e s i n t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m . 

T h e p o r e - w a t e r p r e s s u r e i n t w o l i q u i d p h a s e s a t d i f f e r e n t h e i g h t s i n a 

g r a v i t a t i o n a l f i e l d m u s t i n c r e a s e f r o m o n e p h a s e t o t h e q t h e r i n t h e u s u a l 

h y d r o s t a t i c w a y e v e n t h o u g h t h e r e i s n o t a n y l i q u i d c o n n e c t i o n b e t w e e n 

t h e m . I n a n i n t e r m e d i a t e g a s p h a s e t h e v a p o r p r e s s u r e p a l s o c h a n g e s 

a c c o r d i n g t o a h y d r o s t a t i c p r e s s u r e c h a n g e i n a g a s . T h i s c h a n g e i s v e r y 

s m a l l d u e t o t h e l o w d e n s i t y o f t h e v a p o r c o m p a r e d t o t h e l i q u i d . B u t w e 

h a v e s e e n i n s e c t i o n 2 . 1 . t h a t a s m a l l c h a n g e i n v a p o r p r e s s u r e c o r r e s p o n d s 

t o a l a r g e c h a n g e i n p o r e - w a t e r p r e s s u r e . T h e n t h e c o r t p a r a t i v e l y l a r g e 

c h a n g e s i n p o r e - w a t e r p r e s s u r e w i l l b e i n d u c e d b y t h e s m a l l c h a n g e s i n 

v a p o r p r e s s u r e . 
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2 . 4 . S u r r m a r y o f e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s . 

S u r r m a r i z i n g t h e r e s u l t s o f t h e p r e c e d i n g s e c t i o n s w e h a v e i n t h e c a s e , 

w h e n t h e p o r e s m a y c o n t a i n w a t e r a n d a i r i n t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m ; 

A l l g a s m a c r o p h a s e s i n t h e p o r e s a n d i n t h e s u r r o u n d i n g s w i l l b e i n t h e 

s a m e s t a t e s p e c i f i e d b y a t e m p e r a t u r e T , a g a s p r e s s u r e p , a n d a w a t e r -
fa 

v a p o r p r e s s u r e p . A l l l i q u i d m a c r o p h a s e s w i l l b e i n t h e s a m e s t a t e c h a r a c 

t e r i z e d b y t h e t e m p e r a t u r e T , t h e p r e s s u r e p^^ a n d a c e r t a i n m o l e f r a c t i o n 

o f s o l v e d a i r . T h e p r e s s u r e p^^ m a y a s s u m e n e g a t i v e v a l u e s ; t h e n t h e l i q u i d 

e x p e r i e n c e s a t e n s i o n . W e h a v e w i t h g o o d a c c u r a c y : 

p - p = ^ I n (£-) ( 2 . 4 : A ) 
' ^ ^£ P s 

w h e r e p ^ = p ^ ( T ) i s t h e s a t u r a t i o n v a p o r p r e s s u r e , R t h e g a s c o n s t a n t , 

a n d t h e v o l u m e o f o n e m o l e o f l i q u i d w a t e r . T h e t e m p e r a t u r e T i s i n 

K e l v i n . A t t h e t e r r p e r a t u r e T = 2 9 0 K w e g e t R T / v ^ ^ = 1 3 4 0 b a r . 

W h e n t h e l i q u i d p h a s e s a l s o c o n t a i n a s a l t , a l l g a s p h a s e s w i l l s t i l l 

b e i n t h e s a n e s t a t e . B u t t h e m o l a l i t y m o f t h e s a l t a n d t h e r e b y t h e s t a t e 

w i l l i n g e n e r a l b e d i f f e r e n t f o r d i f f e r e n t l i q u i d p h a s e s . W e n o w h a v e a t 

t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m f o r a l i q u i d p h a s e o w i t h p o r e - w a t e r p r e s s u r e 

p " a n d m o l a l i t y m " o f t h e s a l t : 

p « - p = R T . I n ( L ) . ^ V m " ( 2 . 4 : B ) 

^ ^ P s \ 

H e r e M i s t h e w e i g h t o f o n e m o l e o f w a t e r , v t h e n u m t i e r o f i o n s p e r s a l t 
w 

m o l e c u l e , a n d ifi" t h e m o l a l o s m o t i c c o e f f i c i e n t . N o r m a l l y (fi" i s n o t v e r y 

f a r f r o m u n i t y . 

F o r c e e q u i l i b r i u m a t t h e w a t e r m e n i s c i r e q u i r e s t h a t 

P - p„ - 2 Y„ • < • ( 2 . 4 : C ) 
g «• ^.g 

H e r e y i s t h e s u r f a c e t e n s i o n f o r t h e l i q u i d - g a s i n t e r f a c e , K i s t h e 
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m e a n c u r v a t u r e a t a p o i n t o f a w a t e r m e n i s c u s . T h i s e q u a t i o n i s d u e t o 

L a p l a c e . T h u s t h e m e a n c u r v a t u r e < i s c o n s t a n t o v e r a w a t e r m e n i s c u s . T h e 

m e a n c u r v a t u r e K w i l l b e c o n s t a n t t h r o u g h o u t t h e w h o l e s y s t e m i n t h e s a l t -

f r e e c a s e . 

T h e c o n t a c t a n g l e e a t t h e b o u n d a r y r b e t w e e n a w a t e r m e n i s c u s S a n d 

t h e p o r e w a l l w i l l h a v e a c o n s t a n t v a l u e a l o n g r , a s l o n g a s t h e t y p e o f 

p o r e w a l l i s t h e s a m e . 

F o r m u l a s ( 2 . 4 : A a n d C) g i v e f o r t h e s a l t - f r e e c a s e a r e l a t i o n d u e t o 

K e l v i n : 

R = — 5 = ( 2 . 4 : D ] 
^ - R I . I n ( ^ ) . p - p 

\s ^ = 

H e r e R = VK i s t h e m e a n r a d i u s o f c u r v a t u r e f o r t h e w a t e r m e n i s c u s S. 
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3 . T H E R m P Y N A n i C A L S T A B I L I T Y . 

3 . 1 . I n t r o d u c t i o n . 

T h e e q u i l i b r i u m o f o u r c a p i l l a r y s y s t e m m u s t b e t h e r m o d y n a m i c a l l y 

s t a b l e . T h e r e a r e t w o e q u i v a l e n t f o r m u l a t i o n s o f t h e c r i t e r i o n f o r s t a b i l i 

t y ^ \y r e q u i r e s t h a t t h e e n t r o p y o f t h e s y s t e m i s m a x i m a l r e l a t i v e 

t o a n y c o n c e i v a b l e s m a l l i n t e r n a l c h a n g e o r v a r i a t i o n i n t h e s y s t e m s u c h 

t h a t t h e t o t a l e n e r g y i s c o n s t a n t . A l t e r n a t i v e l y s t a b i l i t y r e q u i r e s t h a t 

t h e e n e r g y o f t h e s y s t e m i s m i n i m a l r e l a t i v e t o a n y c o n c e i v a b l e s m a l l i n t e r 

n a l v a r i a t i o n i n t h e s y s t e m s u c h t h a t t h e t o t a l e n t r o p y i s h e l d c o n s t a n t . 

W e s h a l l u s e e n e r g y m i n i m u m a s s t a b i l i t y c r i t e r i o n . 

B y a n i n t e r n a l v a r i a t i o n w e m e a n a n y p o s s i b l e c h a n g e w i t h i n t h e i s o 

l a t e d s y s t e m . S m a l l a m o u n t s o f h e a t o r e n t r o p y , w a t e r , a n d a i r m a y b e 

t r a n s f e r r e d b e t w e e n v a r i o u s p a r t s a n d p h a s e s o f t h e s y s t e m . T h e w a t e r m e n i s 

c i i n t h e p o r e s m a y b e d e f o m i e d a n d d i s p l a c e d t o n e w p o s i t i o n s . T h i s l a t t e r 

p o s s i b i l i t y g i v e s a n i m p o r t a n t t y p e o f i n t e r n a l v a r i a t i o n p e c u l i a r t o 

c a p i l l a r y s y s t e m s . S t a b i l i t y r e q u i r e s t h a t , f o r a n y s m a l l i n t e r n a l v a r i a 

t i o n o f t h e s e t y p e s , t h e v i r t u o l s t a t e o f t h e s y s t e m a f t e r t h e v a r i a t i o n 

h a s a h i g h e r t o t a l e n e r g y . 

T h e m a i n o b j e c t o f t h i s c h a p t e r i s t o s t u d y t h e s t a b i l i t y , w h e n w a t e r 

m e n i s c i a r e d i s p l a c e d . I t i s a s s u m e d t h a t t h e r e i s n o f r e e z i n g . E f f e c t s o f 

s a l t s o r g r a v i t y w i l l n o t b e c o n s i d e r e d . F i n a l l y , t h e s o l i d i s t r e a t e d a s 

c o m p l e t e l y r i g i d . 

T h e t h e r m o d y n a m i c s o f t h e d i f f e r e n t p h a s e s a n d t h e m a t h e m a t i c s o f 

s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n s i n t h e e n e r g y o f a p h a s e a r e d i s c u s s e d i n s e c t i o n s 

3 . 2 . a n d 3 . 3 . T h i s i s a p r e r e q u i s i t e f o r s e c t i o n 3 . 4 . , w h e r e t h e s t a b i l i t y 

o f a w a t e r m t j n i s c u s t o g e t h e r w i t h a s u r r o u n d i n g r e g i o n i s s t u d i e d . A 

m a t h e m a t i c a l t h e o r y o f s t a b i l i t y f o r a w a t e r m e n i s c u s i s d e v e l o p e d i n s e c 

t i o n T'^r. t t i p c r v i s a p p l i e d i n s o m e c a s e s , w h e r e t h e w a t e r m e n i s c i h a v p 
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c y l i n d r i c a l a n d s p h e r i c a l s h a p e s . T h e r e s u l t s o n s t a b i l i t y a r e s u n m a r i z e d i n 

s e c t i o n 3 . 6 . T h e e x t e n s i o n t o t h e c a s e , w h e n t h e r e g i o n c o n t a i n s m o r e t h a n 

o n e m e n i s c u s , a n d a d i s c u s s i o n o f t h e t h e r m o d y n a m i c a l c h a r a c t e r o f t h e i n 

s t a b i l i t i e s a r e l e f t t o a p l a n n e d c o n t i n u a t i o n o f t h i s b o o k . 

3 . 2 T h e r m o d y n a m i c s o f t h e d i f f e r e n t p h a s e s . 

A p a r t f r o m t h e s o l i d m a t e r i a l t h e r e a r e f i v e t y p e s o f r e g i o n s o r 

p h a s e s i n t h e p o r e s y s t e m . T h e s e a r e g a s p h a s e s , l i q u i d p h a s e s , a n d t h r e e 

t y p e s o f s u r f a c e p h a s e s . 

T h e f u n d a m e n t a l t h e n r o d y n a m i c a l e q u a t i o n f o r t h e e n e r g y U o f a g a s 

p h a s e i s : 

d U = T d S - p d V + VI d N ^ + y d N ^ . C 3 . 2 ; A ) 
g g ^ g g '̂ w w ^ a a 

H e r e S i s t h e e n t r o p y , V t h e v o l u m e , t h e n u r r b e r o f m o l e s o f w a t e r 
g g w 

a n d t h e n u m b e r o f m o l e s o f a i r . F o r t h e e n e r g y U„ o f a l i q u i d p h a s e a X. 

w e h a v e : 

d U . = T d S . - p . d V . * ]i * \i dN^'- . ( 3 . 2 : B ) 
Xj j o j o j t w w s a 

T h e e n e r g y o f a g i v e n m a t e r i a l p a r t o f t h e s o l i d s t r u c t u r e i s a f u n c t i o n 

o f t h e e n t r o p y a n d o f t h e s t r a i n t e n s o r t h r o u g h o u t t h e s o l i d . W e t r e a t 

t h e s o l i d a s r i g i d . T h e n t h e e n e r g y U i s a f u n c t i o n o n l y o f t h e e n t r o p y . 
S 

W e t h u s h a v e : 

d U = T d S . ( 3 . 2 : C ) s s 

A t t h e b o u n d a r y b e t w e e n t w o b u l k p h a s e s t h e r e i s a t r a n s i t i o n r e g i o n . 

W e h a v e t r a n s i t i o n r e g i o n s a t t h e s o l i d p o r e w a l l s b e t w e e n s o l i d a n d g a s 

a n d b e t w e e n s o l i d a n d l i q u i d . A t t h e w a t e r m e n i s c i w e h a v e a t r a n s i t i o n 

r e g i o n b e t w e e n l i q u i d a n d g a s . T h e g e o m e t r i c a l v a r i a b l e s n e e d e d t o s p e c i f y 

t h e s t a t e o f o u r t h e r m o d y n a m i c a l s y s t e m a r e n o w n o t o n l y t h e v o l u m e s 

a n d v . o f b u l k p h a s e s b u t a l s o t h e a r e a s A . , A a n d A . o f s o l i d -
s x , s g x g 
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l i q u i d , s o l i d - g a s a n d l i q u i d - g a s s u r f a c e s . 

I n t h e t r e a t m e n t o f b o u n d a r y r e g i o n s w e s h a l l f o l l o w t h e m e t h o d o f 

G i b b s . T h e p r o c e d u r e i s d e s c r i b e d i n m o r e d e t a i l i n A g e o m e t r i c a l 

b o u n d a r y p l a n e i s i m a g i n e d s o m e w h e r e i n t h e e x t r e m e l y t h i n t r a n s i t i o n r e g i o n 

b e t w e e n t h e t w o b u l k p h a s e s . T h e o r i g i n a l s y s t e m i s r e p l a c e d b y a n e w 

t h e r m o d y n a m i c a l s y s t e m . I n t h i s n e w s y s t e m t h e t w o h o m o g e n e o u s b u l k p h a s e s 

a r e e x t e n d e d i n t o t h e t r a n s i t i o n z o n e u p t o t h e i m a g i n e d g e o m e t r i c a l 

b o u n d a r y . T h e n e w s y s t e m c o n s i s t s o f t h e t w o e x t e n d e d b u l k p h a s e s p l u s a 

s u r f a c e p h a s e a t t h e g e o m e t r i c a l b o u n d a r y . T h e s u r f a c e p h a s e i s c h o s e n s o 

t h a t t h e o r i g i n a l s y s t e m a n d o u r n e w s y s t e m b e h a v e t h e r m o d y n a m i c a l l y i n 

e x a c t l y t h e s a m e w a y . T h e s y s t e m o f t w o b u l k p h a s e s a n d a t r a n s i t i o n r e g i o n 

i n b e t w e e n i s r e p l a c e d b y t w o b u l k p h a s e s m e e t i n g a t a b o u n d a r y s u r f a c e 

p l u s a s u r f a c e p h a s e . 

A b u l k p h a s e i s d e t e r m i n e d b y t h e e n t r o p y , t h e v o l u m e a n d t h e a m o u n t s 

o f t h e d i f f e r e n t c o m p o n e n t s . A s u r f a c e p h a s e i s d e t e r m i n e d b y t h e e n t r o p y , 

t h e a r e a a n d t h e a m o u n t s o f t h e d i f f e r e n t c o m p o n e n t s . T h e f u n d a m e n t a l 

t h e r m o d y n a m i c a l e q u a t i o n f o r t h e s u r f a c e p h a s e b e t w e e n l i q u i d a n d g a s i s 

i n t h e f o r m u l a t i o n o f G i b b s : 

d U . = TdS„ + y . • dA„ + y dN*'^ + y dN^''^ ( 3 . 2 : D ) 
Hg Hg ' i g i g W W a a 

U^^ i s t h e e n e r g y o f t h e s u r f a c e p h a s e . A^^^ i s t h e a r e a o f t h e s u r f a c e 

a n d y„ i s t h e s u r f a c e t e n s i o n . T h i s f o r m u l a i s n o t s t i - i c t l y v a l i d f o r a 

c u r v e d w a t e r s u r f a c e . T h e e n e r g y a l s o d e p e n d s o n t h e c u r v a t u r e s o f t h e s u r 

f a c e . T h i s d e p e n d e n c e w i l l b e n e g l e c t a b l e , i f t h e r a d i i o f c u r v a t u r e o f t h e 

s u r f a c e a r e m u c h g r e a t e r t h a n t h e r a n g e o f t h e f o r c e s b e t w e e n t h e m o l e c u l e s 

i n t h e s u r f a c e t r a n s i t i o n r e g i o n . T h e r a n g e o f t h e s e f o r c e s a r e o f t h e o r d e r 

o f t h e d i a m e t e r o f a m o l e c u l e . T h u s t h e a b o v e f o r m u l a m a y b e a p p r o x i m a t e l y 

a p p l i c a b l e e v e n f o r s u r f a c e s , w h e r e t h e r a d i i o f c u r v a t u r e a r e a s s m a l l 

a s s a y 2 0 A . 
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F o r t h e s u r f a c e p h a s e s b e t w e e n s o l i d a n d g a s a n d b e t w e e n s o l i d a n d 

l i q u i d w e h a v e i n t h e s a m e w a y : 

dU = T d S + Y dA * u df^ * v d N ^ ^ ( 3 . 2 : E ) s g s g s g s g W W a a 

dU = T d S „ •<• Y „ dA + p dN^"- + p d N ^ ^ ( 3 . 2 : F ) 
sH sA sS, sH W W '^a a 

T h e c o e f f i c i e n t s Y a n d - Y „ h a v e o f t e n c a u s e d a l o t o f c o n f u s i o n . T h e y ' s g 'sH ^ 

a r e s o m e t i m e s c a l l e d s u r f a c e t e n s i o n s . T h e m e a s u r e m e n t o f Y r e q u i r e s 
' s g 

t h a t t h e a r e a A^^ c o u l d b e v a r i e d i n d e p e n d e n t l y . T h i s i s n o t p o s s i b l e f o r 

o u r r i g i d s o l i d . ( T h e p r o b l e m r e m a i n s a l s o f o r a n e l a s t i c s o l i d . ) B u t f o r 

t h e c o m b i n e d s y s t e m o f a s o l i d - g a s p h a s e a n d a n a d j a c e n t s o l i d - l i q u i d p h a s e 

we c a n i n p r i n c i p l e v a r y A b y m o v i n g t h e b u l k l i q u i d p h a s e a l o n g t h e 
s g 

s o l i d . I n t h i s v a r i a t i o n w e h a v e t h a t dA „ = -dA . I t i s t h e n p o s s i b l e 
sSL s g 

t o m e a s u r e 
Y dA * Y „ dA = ( Y - Y J • dA ( 3 . 2 : G ) ' s g - s g 'sSL sSL ' s g 'sSi s g 

T h u s o n l y Y " 1" « i s a w e l l d e f i n e d t h e r m o d y n a m i c a l q u a n t i t y . O n l y s g sx. 

t h i s d i f f e r e n c e w i l l t u r n u p i n t h e f o r m u l a s . 

3 . 3 . T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y o f a p h a s e . 

C o n s i d e r a n y p h a s e a i n o u r pars s y s t e m . T h e e n e r g y U i s a f u n c t i o n 

o f t h e e n t r o p y , t h e e x t e n s i o n Y o f t h e p h a s e , a n d t h e n u m b e r o f 

m o l e s a n d o f w a t e r r e s p e c t i v e l y a i r : 

U = U ( S ,Y , N " . N " ) ( 3 . 3 : A ) a a a a w a 

i s t h e v o l u m e , w h e n a i s a g a s p h a s e o r a l i q u i d p h a s e ( a = l,g], 

a n d i t i s t h e a r e a w h e n a i s a s u r f a c e p h a s e ( a = s i , s g , £g). i s a 

f u n c t i o n o n l y o f t h e e n t r o p y , w h e n t h e p h a s e a i s a p a r t o f t h e s o l i d : 
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From (3.2:A-F) we have f o r IJ : 
a 

dU = TdS + y dY + y dN" + p dN" (3.3:B) 
a a a a w w a a 

F o r a solid phase [a=s] there is only the first term on the right s i d e . 

H e r e , f o r the different types of p h a s e s , y^ and are: 

^g ~Pg ' ^s£ " ^sS, ^sg " ^sg ^Hg " '^Ig 

(3.3:C) 

Y = V Y = V „ Y = A „ Y = A Y „ = A „ 
g g SL I sJl s£ sg sg SLg I g 

For convenience we will occasionally use the notations: 

X , = S = Y X , = X = N " ( 3 . 3 : D ) 
1 a 2 a 3 w 4 a 

Let us now consider any variation in our thermodynamical system. A 

phase a changes from the original equilibrium to a new (internal) e q u i 

librium s t a t e . The four variables X^ of the phase a are then changed to 

new values: 

X . -̂ X . + A X . i = 1.2,3,4 ( 3 . 3 : E ) 
1 1 1 

The change in energy i s , using a Taylor expansion: 

4 1 ^ 
A U = Z U. A X . + Z Z U . . A X . A X . + ... (3.3:F) 

» i = 1 ^ ^ 2 .^^ ij 1 J 

U . and U . . are the partial derivatives of LJ : 
1 ij a 

^i ^ i j ^ " - 3 = ̂ ' 
1 1 J 

It is irrportant to distinguish clearly between the independent variations 

and the induced variations o r changes of other thermodynafnical q u a n t i t i e s . 

To denote independent variations we will use latin d. Consider as an 

example a variation where a w a t e r meniscus is sliglitly displaced. Ihe d i s 

placement at a point on the meniscus is given by a small vector d r . The 
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i n d e p e n d e n t v a r i a t i o n d r i s a v e c t o r f u n c t i o n d e f i n e d f o r e a c h p o i n t o f 

t h e m e n i s c u s . T h e d i s p l a c e m e n t d r g i v e s a c h a n g e A X ^ i n X ^ , t h a t i s i n t h e 

v o l u m e o r t h e a r e a o f t h e p h a s e . A X ^ i s a f u n c t i o n a l o f t h e i n d e p e n d e n t 

v a r i a t i o n d r . W e m a y e x p a n d A X ^ i n t e r m s o f i n c r e a s i n g o r d e r i n d r . T h e 

f i r s t a n d s e c o n d o r d e r t e r m s w e d e n o t e a n d S^X^ •• 

I n g e n e r a l w e h a v e : 

A X . = 6 X . + 6 ^ X . * ... i = 1 , 2 . 3 , 4 ( 3 . 3 : H ) 
1 1 1 

H e r e A X . i s t h e t o t a l c h a n g e i n X . i n t h e v a r i a t i o n . 6 X . a n d 6 ^ X . a r e 
1 1 1 1 

t h e f i r s t a n d s e c o n d o r d e r t e r m s o f t h e e x p a n s i o n o f A X ^ i n t h e s m a l l 

i n d e p e n d e n t v a r i a t i o n s . I n t h e s p e c i a l c a s e w h e n d X ^ i s o n e o f t h e i n 

d e p e n d e n t v a r i a t i o n s , w a h a v e : 

A X . = d X . o r 6 X . = d X . , 6 ^ X . = 0 , ... ( 3 . 3 : 1 ) 

We n o w h a v e : 

A U = fiU + . . . = r-3 -3 T , a a a ( 3 . 3 . J ) 

4 4 4 
= i : U . ( 6 X . + &^X. + . . . ) + 4 I Z U . . - ( 6 X . + . . . ) - ( 6 X . + . . . ] + ... 

T h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n i n t h e e n e r g y i s n o t h i n g n e w : 

4 
«U = Z U. 6 X . ( 3 . 3 : K ) 

T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n i n t h e e n e r g y U i s t h e n : 

4 4 4 
5 ^ U = Z U. • &^X. + 4 Z Z U. . . «X. • 6 X . ( 3 . 3 : L ) 

" i = 1 ^ 1 2 .^^ .^^ i j 1 J 

F r o m t h e f u n d a m e n t a l e q u a t i o n ( 3 . 3 : 8 ] f o r t h e p h a s e a w e h a v e 

= T = y ^ U 3 = ^ . [ 3 . 3 : m 
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The double sum may be simplified since: 

4 4 3IJ. 

I U. . 6 X . = Z • 6 X . = «U. (3.3:IM) 

H e re 5U^ is the first-order variation in . 

We now have, returning to the usual notation: 

5U = TcSS + y <5Y * u S N " +ii 6 N " (3.3:03 
a a a a w w a a 

a a •'a a '̂ w w "̂ a a 

+ - 4 { 6 T - 6 S + 6 y . 6 Y + 6p" • + 6u" • 6N } (3.3:P) 
2 a a -'a a w w a a 

Here f o r example 6 T ^ is the induced first-order change in the tempera

ture of the phase a . For a solid phase we have only the terms involving 

S . 

a 

The second part of ( 3 . 3 : L o r P ) is the second-order change in in 

the variation: 

X. ->- X . *' &X. (3.3:0) 
1 1 1 

Let us denote this part . Then from (3.3:L and P) we have 
a 

4 4 

^ 2 .^^ .^^ 3 X . U. 1 J 

= - 1 {61 • 65 + 6y •6Y + 6u" • { N " * 6u" • 6 N " ) (3.3:R) 
/ _ a a a a w w a a 

Any phase a must be internally s t a b l e , that is stable f o r any internal 

variation between different parts of i t . This leads to the important c o n 

clusion that 6 is non-negative f o r all values of 6 X ^ = 6 S ^ , 6 X 2 = 

= 6 Y , SX,, = S N " and 6 X . - Sfj" : 
a 3 w 4 a 

6 ^ U ' > 0 (3.3:S) 
a -

This w i l l be used in paragraph 3 . 4 . 
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C o n s i d e r i n o r d e r t o s h o w t h i s t w o e q u a l p a r t s A a n d B o f a p h a s e a . 

C o n s i d e r a n a r b i t r a r y v a r i a t i o n w h e r e t h e q u a n t i t i e s d X . , i = 1 , 2 , 3 , 4 , a r e 

t r a n s f e r r e d f r o m p a r t B t o p a r - t A: 

+ * dX. X ^ -> X ^ - d X . ( i = 1 , 2 , 3 , 4 ) ( 3 . 3 : T ) 

T h e n w e h a v e f o r p a r t A: 

A " 
6U = I U. dX. ( 3 . 3 : U ] 

6^U'^ = E Z U. . d X . d X . 

T h e c o e f f i c i e n t s a n d U ^ j a r e o f c a u s e t h e s a m e f o r b o t h c a s e s 

s i n c e t h e s e a r e o f e q u a l s i z e . F o r p a r t B w e h a v e t h e s a m e f o r m u l a s w i t h 

- dX. i n s t e a d o f dX. . T h u s t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n s c a n c e l o u t a n d t h e s e c o n d -1 1 

o r d e r v a r i a t i o n s a r e e q u a l : 

S ^ u ' ^ = ( 3 . 3 : V ] 
a a 

S t a b i l i t y r e q u i r e s t h a t 

6 ^ 1 = 6^U^ + 5^U^ = 2 • > 0 ( 3 . 3 : W ) a a a a -
2 A 

T h u s 6 i s n o n - n e g a t i v e f o r a l l v a r i a t i o n s a n d w e h a v e p r o v e d f o r m u l a 

( 3 . 3 : S ] . 

4 4 

3 . 4 . S t a b i l i t y o f a m e n i s c u s r e g i o n . 

C o n s i d e r a r e g i o n a r o u n d a w a t e r m e n i s c u s S i n a p o r e : 
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F i g u r e 3 . 4 : 1 . A w a t e r m e n i s c u s S i n a p o r e s u r r o u n d e d b y a c e r t a i n r e g i o n . 

T h e i n t e r n a l s t a b i l i t y o f t h i s s y s t e m i s s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 4 . 

W e w i l l i n t h i s s e c t i o n s t u d y t h e i n t e r n a l s t a b i l i t y o f t h i s t h e r m o d y n a m i c a l 

s y s t e m , w h i c h c o n s i s t s o f a w a t e r m e n i s c u s i n a p o r e a n d a c e r t a i n s u r 

r o u n d i n g r e g i o n . I n t e r n a l s t a b i l i t y r e f e r s t o t h e c a s e , w h e n t h e s y s t e m i s 

r e g a r d e d a s c o m p l e t e l y i s o l a t e d . T h e s y s t e m c o n s i s t s o f a s o l i d p h a s e s , 

a g a s p h a s e g a n d a l i q u i d p h a s e I . B e t w e e n t h e s e t h e r e a r e t h r e e s u r f a c e 

p h a s e s : s o l i d - l i q u i d sH , s o l i d - g a s s g , a n d l i q u i d - g a s J i g . 

T h e s t a b i l i t y o f t h i s i s o l a t e d s y s t e m r e q u i r e s t h a t t h e t o t a l e n e r g y 

i s m i n i m a l r e l a t i v e t o a n y s m a l l i n t e r n a l v a r i a t i o n w i t h c o n s t a n t t o t a l 

e n t r o p y . T h e s e v a r i a t i o n s a r e t r a n s f e r o f e n t r o p y o r h e a t b e t w e e n t h e s i x 

p h a s e s , t r a n s f e r o f a i r a n d w a t e r b e t w e e n t h e f i v e p o r e p h a s e s a n d d i s -

p l a c e n ' e n t s o f t h e w a t e r m e n i s c u s S . D e f o r m a t i o n s o f t h e s o l i d p a r t w i l l 

n o t b e c o n s i d e r e d , s i n c e t h e s o l i d i s a s s u n e d r i g i d . T h e t o t a l e n t r o p y a n d 

m a s s e s o f . t h e s y s t e m a r e c o n s t a n t i n t h e v a r i a t i o n . T h e o u t s i d e b o u n d a r y 

o f t h e t o t a l s y s t e m i s f i x e d . 

T h e s y s t e m i s t h e r m o d y n a n i i c a l l y s t a b l e i f : 

A U = !; A I J > 0 a - s , £ , g , s £ , B g , J l g { 3 . 4 : A ) 
a 

f o r a l l p o s s i b l e s m a l l v a r i a t i o n s o f t h e s e t y p e s . T h e f i r s t - o r d e r t e r m s 

^ - P A l l m u ? ^ v a n i s h , L^.in'^r ^ n c ^ ^ T C - n c p f - " y - r " : i t i a n p . Thie' e : i v ' - ~ 
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c o n d i t i o n s f o r t h e r m o d y n a m i c a l e q u i l i b r i u m . S t a b i l i t y t h e n r e q u i r e s t h a t 

t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n i n t h e t o t a l e n e r g y i s n o n - n e g a t i v e . T h u s w e 

h a v e t h e s t a b i l i t y r e q u i r e m e n t s : 

SU = 1 6 U = 0 ( 3 . 4 : B ) 
a 

a 

6 ^ U = Z > 0 ( 3 . 4 : C ] 
a -

a 

T h e s e c o n d - o r d e r t e r m s d o m i n a t e o v e r t e r m s o f h i g h e r o r d e r . T h u s t h e r e 

i s s t a b i l i t y , i f &^\J i s s t r i c t l y p o s i t i v e f o r a l l v a r i a t i o n s . T h e s t a b i l i t y 

w i l l b e d e t e r m i n e d b y t e r m s o f h i g h e r o r d e r , i f S^U b e c o m e s z e r o f o r s o m e 

v a r i a t i o n . T h i s s p e c i a l c a s e w i l l n o t b e c o n s i d e r e d . E x c l u d i n g t h i s p o s s i 

b i l i t y w e h a v e s t a b i l i t y , i f 6 ^ 1 1 i s p o s i t i v e f o r a l l v a r i a t i o n s a n d i n 

s t a b i l i t y , i f t h e r e e x i s t s a v a r i a t i o n f o r w h i c h i s n e g a t i v e . 

3 , 4 . 1 . F i r s t - o r d e r v a r i a t i o n i n e n e r g y . 

W e w i l l f i r s t i n t h i s s e c t i o n s t u d y t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n 6 U . 

We w i l l a g a i n g e t t h e r e s u l t s o f s e c t i o n 2 . 2 . o n f o r c e e q u i l i b r i u m . T h e 

d e r i v a t i o n h e r e w i l l g i v e a b e t t e r m o t i v a t i o n o f t h e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e 

q u a n t i t y Y ~ y o 3S a f o r c e a l o n g t h e p o r e w a l l a c t i n g o n t h e b o u n d a r y 
Bg Sx. 

r o f S . T h e a p p r o a c h o f t h i s s e c t i o n w i l l b e u s e d i n s u b s e q u e n t s e c t i o n s . 

B y a d d i n g t h e e x p r e s s i o n s f o r 6 L I ^ i n f o r m u l a ( 3 . 3 : 0 ) f o r t h e s i x 

p h a s e s w e g e t t h e t o t a l f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n i n t h e e n e r g y : 

6 U = Z 6 U = T 6 S + p 6N + U 6I\ - p 6 V 
a ^w w a a g 

( 3 . 4 . 1 : A ) 

H e r t i 6 S i s t h e s u m o f t h e f i r s t - o r d e r c h a n g e s i n e n t r o p y f o r t h e s i X 

phdJier^, w h i l e 6 N ^ a n d SN_^ . j r - R t h e c h a n g e s i n t h e t n t a l a m o u n t s o f w a t e r 

a n d a i r . F o r t h e c o n s i d e r e d i s o l a t e d s y s t e m t h e s e c h a n p e s a r e z e r o : 6 S = .0 

6 N = U , a n d 5 N ^ = 11 . 
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S i n c e t h e o u t e r b o u n d a r y o f t h e t o t a l r e g i o n i s f i x e d a n d 

t h e s o l i d i s r i g i d , w e h a v e : 

6 V = - 6V„ 6 A = - 6 A . ( 3 . 4 . 1 : B ) 

g J, s£ s g 

T h u s t h e f i r s t - o r d e r c h a n g e i n t h e e n e r g y i s g i v e n b y : 

«U = T , g ^ ( Y ^ g - y ^ . i ^ A ^ g . - p , ) 6 V , . ( 3 . 4 . 1 = C ) 

T h e f i r s t t e r m y . 6 A . r e p r e s e n t s t h e w o r k r e q u i r e d t o 

i n c r e a s e t h e a r e a o f t h e l i q u i d - g a s s u r f a c e b y a n a m o u n t ^^Hg 

a g a i n s t t h e s u r f a c e t e n s i o n Y j _ g • T h e s e c o n d t e r m ' Y ^ g " Y g f . ^ ' ^ s 

c a n b e i n t e r p r e t e d a s t h e w o r k r e q u i r e d t o i n c r e a s e t h e a r e a o f 

s o l i d - g a s s u r f a c e b y a n a m o u n t ' ^ ' ^ s g e x p e n s e o f t h e 

s o l i d - l i q u i d s u r f a c e a g a i n s t a f o r c e Y „ „ " Y . ^ • F i n a l l y , 
b g S X, 

( p - p . ) 6 V . i s t h e w o r k r e q u i r e d t o i n c r e a s e t h e l i q u i d v o l u m e 

b y a n a m o u n t &\/^ a t t h e e x p e n s e o f t h e g a s v o l u m e a g a i n s t thu 

p r e s s u r e d i f f e r e n c e p ^ - P j ^ . 

T h e m e n i s c u s S i s d i s p l a c e d t o a s l i g h t l y d i f f e r e n t 

p o s i t i o n i n t h e c o n s i d e r e d v a r i a t i o n . T h e d i s p l a c e m e n t o f e a c h 

p o i n t o n t h e s u r f a c e S i s g i v e n b y a v e c t o r d r . S e e 

f i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 b e l o w . 

F i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 A d i s p l a c e m e n t o f t h e w a t e r m e n i s c u s S . T h e 
d i s p l a c e m e n t i s f o r e a c h p o i n t o n S g i v e n b y 
a v e c t o r d r . 



L e t t h e s u r f a c e S b e g i v e n i n p a r a m e t r i c f o r m b y 

r = r ( u , v ] , w h e r e t h e p a r r i m e t e r - s u a n c i v v a r y i n a c e r t a i n 

r e g i o n i n t h e [ u , v ] - p l a n e . T h e n t h e d i s p l a c r : d m e n i s c u s i s g i ^ / e n 

b y r = r ( u , v ) + d r ( u , v ) . T h e d i s p l a c e d m e n i s c u s m u s t b e a 

r e a s o n a b l e p h y s i c a l s u r f a c e , w h i c h f i t s t o t h e g i v e n p n r - e w a l l s . 

T h e f u n c t i o n d r ( u , v ) i s o f c o u r s e c o n t i n u o u s . W e w i l l a s s u m e 

t h a t d r ( u , v ) i s t w i c e c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e . W e a l s o 

a s s u m e t h a t t h e d e i i v n t i v u s o f d i - ' ( u , v ) a r e o f t h e s a m e o r i i e r 

o f m a g n i t u d e a s t h e s m a l l q u a n t i t y d r i t s e l f . T h e o n l y 

e x c e p t i o n f r o m t h e s e a s s u m p t i o n s i s w h e n , i n a f e w a r g u m e n t s 

i n t h e f o l l o w i n g , t h e d i s p l a c e d s u r f a c e c o n s i s t s o f t w o s m o o t h 

p a r t s . T h e n o r m a l t o t h e d i s p l a c e d s u r f a c e w i l l h a v e a d i s 

c o n t i n u i t y a l o n g t h e c u r v e , w h e r e t h e s e t w o p a r t s m e e t . I n 

t h e s e c a s e s w e t h u s a l l o w w e l l - b e h a v e d d i s c o n t i n u i t i e s i n t h e 

d e r i v a t e s d r a n d d r a l o n g s i m p l e c u r v e s o n S . 
u V 

T h e f i r s t - o r d e r c h a n g e o f l i q u i d v o l u m e i s : 

= // d f . n d S = JJ 6 n d S . ( 3 . 4 . 1 : 0 ) 

S S 

H e r e 5 n = d f - n i s t h e f i r s t o r d e r d i s p l a c e m e n t o f S i n t h e 

n o r m a l d i r e c t i o n n . 

T h e f i r s t - o r d e r c h a n g e o f s o l i d - g a s a r e a A i s g i v e n b y : 

A = - ( £ d r - m ' d s = - i l 6 m ' d 3 . ( 3 . 4 . 1 : E ) 
s g ^ 

r r 
H e r e V d e n o t e s t h e c l o s e d b o u n d a r y c u r v e i i f t h e m e n i s c u s S 

a l o n g t h e p o r e w a l l . T h e u n i t v e c t o r m' i s [ l e r p e n d i c u l a r t o F , 

t a n g e n t , t o t h e p o r - c •. ,r m i l ' • i •. i n t : ; i r i • • r ,> , , b 1 • I . G r • f i g i i r • • 

1 . 4 . 1 : 1 1 . T h e q u . i n t i 1 y 6 r r ' = !11 ' i ' i v / i ' ; t h r f i r s t - o r d e r 

i i s [ U . i c e m e n t a l o n g t h i p o r e viciW i n t h e i i > i ^ i o n o f m ' . 
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F i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 1 C r o s s - s e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o r s h o w i n g a 
m e n i s c u s S m e e t i n g t h e p o r e w a l l . T h e v e c t o r 
d r g i v e s t h e d i s p l a c e m e n t o f S . T h e f i r s t -
o r d e r d i s p l a c e m e n t a l o n g t h e p o r e w a l l p e r p e n 
d i c u l a r t o r C i n t h e d i r e c t i o n o f m ' ) i s 
g i v e n b y 6 m ' . 

T h e f i r s t o r d e r c h a n g e &f\. i n t h e a r e a o f t h e m e n i s c u s 

i s a b i t m o r e d i f f i c u l t t o o b t a i n . W e w i l l d e r i v e t h e e x p r e s s i o n 

u s i n g t h e w o r k o f t h e f o r c e s t h a t a c t o n S i n t h e d i s p l a c e m e n t . 

T h i s m e t h o d i s v e r y c o n v e n i e n t a n d i t w i l l b e u s e d l a t e r i n 

d e r i v i n g s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n s i n s e c t i o n 3 . 4 . 9 . 

T h e w o r k d o n e o n t h e m e n i s c u s i n t h e d i s p l a c e m e n t d r i s 

i n t h e f i r s t o r d e r y . 6 A . . T h e s u r f a c e t e n s i o n y . o f t h e 
x-g Jcg x g 

c u r v e d s u r f a c e w i t h m e a n c u r v a t u r e K g i v e s r i s e t o a n e t 

f o r c e i g ^ pp.r u n i t a r e a . S e e f o r m u l a 2 . 2 . : E a n d f i g u r e 

/.'. : 1 V . I n o r d e r t o b a l a n c e t t i i s f o r c e a n d t h e s u r f a c e t e n s i o n 

L i l n n i T t h e b o u n d a r y w e m u s t a p p l y a f o r c e ~ Hg " P'''' u n i t 

a r e a a c t i n g o v e r t h e s u r f a c e S a n d a f o r c e Y j ^ ™ p e r u n i t 

l e n g t h a c t i n g o n t h e b o u n d a r y T . T h e d i s p l a c e m e n t w o r k i s 

a l s o g i v e n b y t h t > w o r k d o n e b y t h e s e b a l a n c i n g f o r c e s i n t h e 

d i s p l a c e m e n t l i r : 

S A j ^ p = // d r . ( - 2 Y ; J ^ < n ) d S + j, d r - ( Y j ^ g m ) d s ( 3 . 4 . 1 : F ) 
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^f^Sig = ' / / 2 < d f T i d S + ^ d r - m d s . ( 3 . 4 . 1 : G ) 

S r 

T h e d i s p l a c e m e n t a t t h e b o u n d a r y V i s i n t h e f i r s t o r d e r 

p a r a l l e l t o t h e p o r e w a l l . T h e c o m p o n e n t i n t h e d i r e c t i o n o f 

m ' i s 6 m ' . T h e o t h e r c o m p o n e n t i n t h e d i r e c t i o n o f T d o e s 

n o t c o n t r i b u t e t o t h e i n t e g r a n d d r ' m o f t h e l i n e i n t e g r a l : 

d r - m = fim'm'TTi = 5 m ' c o s ( e ' ) . ( 3 . 4 . 1 : H ) 

H e r e 8 ' d e n o t e s t h e a n g l e o f c o n t a c t C o n t h e l i q u i d s i d e ) 

b e t w e e n t h e p o r e w a l l a n d t h e m e n i s c u s S a t t h e c o n s i d e r e d 

p o i n t o n r . 

T h u s w e h a v e : 

* ^ J l g " ' / / 2 K - 6 n d S + ^ c o s ( e ' ) 6 m ' d s 

^ ^ ( 3 . 4 . 1 : 1 ) 

6 n = d r « n 6 m ' = d r - m ' 

T h i s f o r m u l a f o r t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e a r e a o f a 

s u r f a c e i n a d i s p l a c e m e n t d r i s w e l l - k n o w n . I t o r i g i n a t e s 

B ) 

f r o m G a u s s . A d e r i v a t i o n o f t h e f o r m u l a u s i n g o r d i n a r y 

m e t h o d s o f d i f f e r e n t i a l g e o m e t r y i s g i v e n i n 9 a ) . 

T h e g e o m e t r i c a l i n t e r p r e t a t i o n o f f o r m u l a 3 . 4 . 1 : 1 i s 

s t r a i g h t - f o r w a r d . T h e L i n e i n t e g r a l r e p r e s e n t s t h e i n c r e a s e i n 

a r e a d u e t o a d i s p l a c e m e n t o f t h e s u r f a c e i n t h e o u t w a r d t a n g e n t 

d i r e c t i o n m . S e e f i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 1 1 b e l o w . T h e c h a n g e o f t h e 

a r e a o f a s u r f a c e e l e m e n t d S i n t h e n o r m a l d i s p l a c e m e n t 6 n 

i s a c c o r d i n g t o f o r m u l a 3 . 4 . 1 : I g i v e n b y - 2 K 6 n d S = - ( 4 ^ + i ^ ) d S . 

H e r e a n d a r e t h e r a d i i o f c u r v a t u r e i n t w o p e r p e n d i c u l a r 

d i r e c t i o n s o n S . L e t d s ^ a n d d s ^ b e t w o l i n e e l e m e n t s i n 

t h e s e t w o d i r e c t i o n s o n t h e s u r f a c e . T h e n t h e a r e a o f t h e c o r r e -
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s p o n d i n g s u r f a c e e l e m e n t i s d S = d s ^ • d s ^ • T h e a r e a a f t e r t h e 

n o r m a l d i s p l a c e m e n t i s 

d s ^ d - A n ) d s ^ d ^ = , j s ( 1 ( 3 . 4 . 1 : J ) 

s e e f i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 1 1 . T h u s t h e s u r f a c e i n t e g r a l o f f o r m u l a 3 . 4 . 1 : 1 

d o e s i n d e e d g i v e t h e i n c r e a s e i n a r e a o f S i n t h e n o r m a l d i s 

p l a c e m e n t 6 n . 

F i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 1 1 T h e f i g u r e i l l u s t r a t e s f o r m u l a 3 . 4 . 1 : 1 f o r 
t h e c h a n g e i n a r e a o f a s u r f a c e S i n a 
d i s p l a c e m e n t . 

O t h e r c o n t r i b u t i o n s t o t h e c h a n g e o f a r e a a r e o f h i g h e r 

o r d e r i n d r . F o r e x a m p l e t h e t i l t i n g o f a s u r f a c e e l e m e n t 

o n S g i v e s a c o n t r i b u t i o n t o t h e c h a n g e i n a r e a p r o p o r t i o n a l 

t o t l i e s e c o n d p o w e r o f t h e a n g l e o f t i l t i n g . T h e t i l t i n g a n g l e 

i s g i v e n b y t h e d e r i v a t e s d r ^ a n d d r ^ . T h u s t h e t i l t i n g 

g i v e s s e c o n d - o r d e r - t e r m s i n d r a n d i t s d e r i v a t i v e s . 

T h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y o f t h e m e m b r a n e 

r e g i o n i s n o w f r o m f o r m u l a s 3 . 4 . 1 : C , D , E a n d I : 

Y ~ Y 
6 U = // ( P g - P j , - K Y 5 ^ g ) 6 n d S * y § ( c o s O ' - ^ —]6 m ' d s 

S J, S.g 

( 3 . 4 . 1 : K ) 
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T h e v a r i a t i o n s &n a n d 6 m ' m a y b e c h o s e n a t w i l l . T h e n f r o m 

t h e e q u i l i b r i u m r e q u i r e m e n t t h a t 6 U i s z e r o ( f o r m u l a 3 . 4 ; B ) , 

w e g e t a g a i n : 

P g - P , = 2 < Y , g . ( 3 . 4 . 1 : 1 ) 

W e a l s o g e t : 

Y ~ Y 
c o s e - = ~ = c o s e . ( 3 . 4 . 1 : M ) 

T h u s t h e a n g l e o f c o n t a c t 6 ' b e t w e e n t h e p o r e w a l l a n d t h e 

s u r f a c e S m u s t b e e q u a l t o t h e c o n t a c t a n g l e 0 d e t e r m i n e d b y 

t h e t h e r m o d y n a m i c a 1 q u a n t i t y ( y " Y O ^ / Y O • T h e c o n t a c t 
S g S x Jog 

a n g l e 6 d e p e n d s o n t h e k i n d o f m a t e r i a l i n t h e p o r e w a l l . I t 

m a y t h u s b e d i f f e r e n t f o r d i f f e r e n t p a r t s o f t h e p o r e w a l l . I t 

w i l l a l s o i n g e n e r a l b e a f u n c t i o n o f t h e t h e r m o d y n a m i c a 1 s t a t e 

o f t h e s y s t e m . 

3 . 4 . 2 T h e e x p r e s s i o n A A „ + c o s ( e ) A A + 2 K A V ^ . 

J6 g S g X 

F r o m f o r m u l a 3 . 4 . 1 : C a n d t h e e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n s 3 . 4 . 1 : L a n d H 

w e h a v e : 

6 U = { 6 A j ^ ^ + c o s ( 6 ) 6 A ^ g + 2 K 6y^) . ( 3 . 4 . 2 : A ) 

T h i s l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t h e c h a n g e s o f t h e t w o a r e a s a n d t h e 

v o l u m e w i t h i n t h e b r a c k e t s i s o f p a r t i c u l a r i n t e r e s t i n t h e 

e q u i l i b r i u m a n d s t a b i l i t y i n v e s t i g a t i o n s . W e w i l l m e e t t h e s a m e 

c o m b i n a t i o n i n t h e e x p r e s s i o n s f o r t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n 

o f t h e e n e r g y , 6 ' I J , i n s e c t i o n 3 . 4 . 4 . A s a p r e l i m i n a r y w e 

w i l l s t u d y t h i s r o m h i n a t i .n i n t h i s s e c t i i i n . 

I t i s c o n v e n i e n t t o i n t r o d u c e a s p e c i a l n o t a t i o n . C o n s i d e r 

a n y w t i t e r s u r f a c e o r - m e n i s c u s S i n a p o r e . l . : t K ' d e n o t e 



t h e m e a n c u r v a t u r e a n d 0 ' t h e a n g l e o f c o n t a c t a t t h e p n r e 

w a l l . I f S i s , i n o n - e q u i l i b r i u m m e n i s c u s , t h e n ' a n d 0 ' 

w i l l v a r y t h r o u g h o u t S a n d [' r e ; ; p o c t i v u l y . L e t K a n d 9 b e t w o 

c o n s t a n t s . T h e n f o r a d i s p l a c e m e n t d r o f G w e d e f i n e : 

T = T [ d r ] = A A + c o s { 0 ) A A + 2 K A V . ( 3 . 4 . ? ; B ) 
X g S g K 

T h e p h y s i c a l m e a n i n g o f T i s t h e f o l l o w i n g . T h e f i r s t 

t e r m ' ^ ^ j ^ g i s t h e w o r k r e q u i r e d t o i n c r e a s e t h e a r e a A ^ ^ 

a g a i n s t a s u r f a c e t e n s i o n o f u n i t s t r e n g t h . T h e s e c o n d t e r m 

c o s { e ) A A i s t h e w o r k r e q u i r e d t o i n c r e a s e t h e a r e a A a g a i n s t 
s g s g ' 

a f o r c e c o s ( 9 ] . F i n a l l y t h e t h i r d t e r m 2 K AV^^ i s t h e w o r k 

r e q u i r e d t o i n c r e a s e t h e v o l u m e V^^^ a g a i n s t a p r e s s u r e d i f f e r -

o n c e 2\c . 

T h e e x p a n s i o n o f T i n i n c r e a s i n g o r d e r s o f d r i s : 

T = 6 T + 6 ^ T + ... , ( 3 . 4 . 2 : C ) 

w ti e r e 

6 T = 6 A + c o s ( 6 ) 6 A * 2 K 5 V ( 3 . 4 . 2 : D ) 

x . g S g J6 

= 6 ^ A . * c o s ( e ) 6 ' ^ A ^ ^ , * 2 K 6 ^ V , . ( 3 . 4 . 2 : E ) 
X,g o g X. 

T h e f o r m u l a 3 . 4 . 2 : A r e a d s 

5 U = Y 6 T . ( 3 . 4 . 2 : t ] 

F r o m f o r m u l a s 3 . 4 . 1 : I , E a n d • w e g e t t h e f i r s t - o r d e r 

v a r i a t i o n o f T : 

&f = - If '2 IK' - K ] 6 n dS ji ( c o s 6 ' - c o s O l S m ' d s 

s r 

6 n = d r - n 6 m ' = d r - m ' . ( 3 . 4 . 2 : 0 ) 
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F o r a r r i G n i s c u s i n B q u i l i b r i u m w i t h K = K' a n d 9 = 6 ' w e h a v e 

6 T = 0 o r : 

S A j ^ g + c o s ( e ) 6 A g g * 2K S\l^ = 0 . ( 3 . 4 . 2 : H ) 

T h i s n i c e f o r m u l a i s v a l i d f o r a n y d i s p l a c e m e n t d r o f a 

m e n i s c u s w h i c h i s i n e q u i l i b r i u m ; t h a t i s f o r a n y m e n i s c u s o f c o n 

s t a n t m e a n c u r v a t u r e K a n d o f c o n s t a n t a n g l e o f c o n t a c t 9 . 

T h e f o r m u l a i s a n i m m e d i a t e c o n s e q u e n c e o f t h e G a u s s i a n f o r m u l a 

3 . 4 . 1 : 1 f o r a n e q u i l i b r i u m m e n i s c u s . T h i s i s p o i n t e d o u t i n 1 0 ) . 

L e t u s n o w c o n s i d e r a c o n t i n u o u s s e q u e n c e o f d i s p l a c e m e n t s 

e n u m e r a t e d b y a p a r a m e t e r c : 

S ^ : r = r ( u , v , e ) ( u , v ) € U . ( 3 . 4 . 2 : 1 ) 

T h e u n d i s p l a c e d s u r f a c e S i s g i v e n b y e = 0 : 

S = S ^ : r = f ( u , v , 0 ) ( u , v ) € . ( 3 . 4 . 2 : 3 ) 

N o w T w i l l b e a f u n c t i o n o f e : T = T ( E ) . 

C o n s i d e r f i r s t t h e d i s p l a c e m e n t f r o m t o 2 ^ ^ ^ ^ . H e r e 

d r 
w e h a v e d r = -5— d e . F o r m u l a 3 . 4 . 2 : G g i v e s : 

o G 

^ = - / / 2 ( K ' - < ) l^-n d S + ^ ( c o s e ' - c o s e ) | | • m ' d s 

( 3 . 4 . 2 : K ] 

B y i n t e g r a t i o n w e g e t T a s a f u n c t i o n o f t h e p a r a m e t e r : 

T ( e ^ ) = / { - / / 2 ( K ' - K ) II • n d S -

S 
e 

+ ^ ( c o s e ' - c o s e ) - | | • m ' d s ) d £ . ( 3 . 4 . 2 r L ) 

r 
e 
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W e n o t e t h a t • n d S d e i s a v o l u m e e l e m e n t i n t h e p o r e 

s p a c e w h i c h i s s w e p t b y t h e s e q u e n c e S . M n r ' e o v e r • m' d s d e 
e dz 

i s a s u r f a c e e l e m e n t o n t h e p o r e w a l l b e t w e e n r a n d V o c o 

T h e v o l u m e a n d s u r f a c e e l e m e n t s a r e p o s i t i v e o r n e g a t i v e d e p e n d i n g 

o n w h e t h e r t h e d i s p l a c e m e n t i n t h a t r e g i o n i s i n t h e p o s i t i v e 

d i r e c t i o n , t h a t i s i n t o t h e g a s s i d e , o r i n t h e n e g a t i v e d i r e c 

t i o n . A c o m p l i c a t i o n i s t h a t t h e s e q u e n c e m a y s w e e p b a c k 

u n d f o r t h i n t h e p n r - R s p a c e f o r i n c r e a s i n g e . B u t f o r a 

m o n o t o n o u s s e q u e n c e , w h e r e f o r e a c h u a n d v t h e d i s 

p l a c e m e n t i s i n t h e p o s i t i v e o r i n t h e n e g a t i v e d i r e c t i o n f o r 

a l l E , w e h a v e : 

T ( e ) = - /// 2 ( K ' - K ) n d V + // ( c o s e ' - c o s e ) n d S 

s -*s r +r 

( 3 . 4 . 2 : M ) 

n = n ( u , v ) = s i g n ( e | - ^ - n ) 
O 0 G 

H e r e S ->• S s i g n i f i e s t h e p o r e s p a c e b e t w e e n S a n d 

w h i l e r ->- r i s t h e p o r e w a l l b e t w e e n a n d 

3 . 4 . 3 T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y . 

B y a d n i n g t h e c x [ ) r e s s i n n s 3 . 3 : P f o r t h e s i x p h a s e s o f t h e 

m e n i s c u s r e g i o n w e g e t t h e s e c o n d - o i - d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y : 

a 
a 

= T 6 ^ 3 + u + n 6 ^ N + 
w w a a 

+ Y „ 6'^A„ * Y S'^f\ y „ &"'-f\ - p 6 ^ V - P o ' S ' ^ V . + 
'£g J i g ' s g s g ' s i s i g I 

+ Z 6 ^ U ^ . ( 3 . 4 . 3 : A ) 
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2 2 H e r e 6 i s d e f i n e d b y f o r m u l a 3 . 3 : R . T h e q u a n t i t y 6 S i s 

t h e s u m o f t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n s i n e n t r o p i e s f o r t h e s i x 

p h a s e s , w h i l e a n d 6 ^ N a r e t h e s e c o n d - o r d e r c h a n g e s i n w a 

t h e t o t a l a m o u n t o f w a t e r a n d a i r . F o r t h e c o n s i d e r e d i s o l a t e d 

s y s t e m t h e s e c h a n g e s a r e z e r o : 6 ^ S = 0 , i 5 ^ N ^ = 0 a n d ^ ^ ' ^ g " ^ 

S i n c e t h e o u t e r b o u n d a r y o f t h e t o t a l r e g i o n i s f i x e d a n d t h e 

s o l i d i s r i g i d , w e h a v e : 

* \ - ''h ' ' ^ i ' - « \  •  ( 3 . 4 . 3 : B ) 

T h e n w i t h f o r m u l a s 3 . 1 . 1 : L a n d M w e o b t a i n : 

6 ^ U = y . S^T + 6 ^ U ' ( 3 . 4 . : C ) 

w h e r e 

6 ^ T = 6 ^ A + c o s ( e ) 6 ^ A ^ + 2K 6 ^ V . , ( 3 . 4 . 3 : D ) 

6 ^ U ' _= Z 6 ^ U ^ ( 3 . 4 . 3 : E ) 
a 

U=s,!l,g,sJl,sg,«,g) 

4 4 g 2 ^ j 

^ ' ^ a - ? ^ ^ a x i x T « ^ ( 3 . 4 . 3 : F ) 
i = 1 j = 1 ^ J 

I n f o r m u l a 3 . 4 . 3 : F w e h a v e u s e d t h e n o t a t i o n s o f ^ p a r a g r a p h 3 . 3 : 

X , = S , = V o r A , X, = a n d X . = N'* . F o r t h e 
1 a 2 a o i w 4 a 

s o l i d p h a s e a = s t h e r e i s o n l y t h e e n t r o p y t e r m [ i = j = 1 ) . 

T h e f o r m u l a a b o v e f o r 6 ^ 0 i s t h e s t a r t i n g p o i n t f o r t h e 

m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f t h e s t a b i l i t y . T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n 

&'^U i s d i v i d e d i n t o t w o p a r t ; . 

T h f f i r s t p i i r t , y , i s ( a p a r t f r o m t h e f a c t o r 

a g e o m e t r i c q u a n t i t y d e p e n d i n K o n t h e d i s p l a c e m e n t d r o f t h e 

m e n i s c u s 5 w i t h t h n c o n s t a n t m e a n c u r v a t u r e K a n d t h e c o n s t a n t 
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c o n t a c t a n g l e 9 . I t d o e s n o t d e p e n d o n t h e t h e i - r n o t i y n a m i c l i 1 

s t a t e s a n d p r o p e r t i e s o f t h e v a r i o u s p h a s e s o F t h e c o n s i d e r e d 

s y s t e m . I t o n l y d e p e n d s o n t h e s h a p e o f t h e s u r f a c e S a n d o n 

t h e s h a p e o f t h e p o r e w a l l i n t h e v i c i n i t y o f t h e b o u n d a r y 

c u r v e r . 

2 2 
T h e s e c o n d p a r t 6 U ' , t h e s u m o v e r 6 U ' , d e p e n d s o n a 

t h e c o n s i d e r e d v a r i a t i o n a s w s l l a s o n t h e t h e r m o d y n a m i c a 1 p i - o -

p c r t i e s o f t h e s i x [ ) h a s r ; s . f r - n m f o r m u l a J . 3 : K w o h a v e t h a t e m t i 

t e r - m ' ^ " ' - ' ( ! ( n o n - n e g a t i v e f o r a n y v a r i a t i c j n . W e n o t e f r o m 

f o r m u l a 3 . 4 . 3 : F a b o v e t h a t t h e s e c o n d p a r t i n v o l v e s o n l y p r o i j u c t s 

o f f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n s . 

P a r a g r a p h s 3 . 4 . 4 - 6 b e l o w d e a l w i t h t h e f i r s t g e o m e t r i i ; a l 

p a r t o f 6 ^ U a n d 3 . 4 . 7 w i t h t h e s e c o n d p h a s e - d e p e n d e n t p a r t . 

I n p a r a g r a p h 3 . 4 . 8 t h e r e s u l t s o n t h e s t a b i l i t y o f a m e n i s c u s 

r e g i o n a r e s u m m a r i z e d . 

T h e c o n t a c t a n g l e 9 d e p e n d s o n t h e t y p e o f p o r e w a l l . 

T h e g e n e r a l c a s e , w h e n t h e c o n t a c t a n g l e 6 i s a n y g i v e n v a r y i n g 

f u n c t i o n o v e r t h e p o r e w a l l s , i s d i s c u s s e d i n s e c t i o n 3 . 4 . 9 . 

W e o n l y n o t e t h a t f o r m u l a 3 . 4 . 1 : K i s s t i l l v a l i d . I n t h i s c a s e 

[y ^ - Y ''y 0 ° c o s { 6 ) i s a g i v e n f u n c t i o n a l o n g t h e b o u n d l i r y 
s g s X. i i g 

L : u r v e F . F o r m u l a 3 . 4 . 2 : H i s r e p l a c e d b y : 

6A„ - f, c o s U K ; ) ) 6 m ' r l s + ; : K 6 V . - 0 . ( 3 . 4 . 3 : 0 

T 

; ' j . 4 . 4 A f o r m u l a f o r g ' T . 

T h e s e c o n d o r d e r v a r i a t i o n 6 ' T i n a rii s p 1 n c c m t ) n t d r o f a n 

e q u i l i b r i u m m e n i s c u s S i s a c c o r d i n g t o f n r m u l . i 3 . 4 . 3 :D g i v e n 

b y 
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= + c o s ( e ) 6 ^ A * 2 K 5 ^ V . . ( 3 . 4 . 4 : A ) 
sig s g y. 

2 2 

I t i s a n a r d u o u s t a s k t o e x p r e s s t h e v a r i a t i o n s 6 A . . 6 A 

a n d 6 i n d r . T h e e x p r e s s i o n s b e c o m e c o m p l i c a t e d a n d i n 

t r a c t a b l e . I h a v e n o t f o u n d m u c h o n t h i s i n t h e l i t e r a t u r e . B u t 

t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e a r e a o f a s u r f a c e i n t h e 

s p n c i a l c a s e o f a n o r m a l d i s p l a c e m e n t d r = d n n i s g i v e n i n 
9 b ) 

B l a s c h k e . I n o u r n o t a t i o n s : 

6 ^ A j j ^ g = ^ // { V ( d n ) . V ( d n ) + 2 K ( d n ) ^ } d S 

^ ( 3 . 4 . 4 : 8 ) 

d r = d n n 

H e r e K = i s t h e G a u s s i a n c u r v a t u r e f o r e a c h p o i n t o n S . 

S e e a p p e n d i x 1 . T h e d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r V i s t h e g r a d i e n t 

o n t h e s u r f a c e S . T h i s o p e r a t o r i s d i s c u s s e d i n t h e f o l l o w i n g 

s e c t i o n 3 . 4 . 5 a n d i n t h e a p p e n d i x 1 w h i c h g i v e s t h e e l e m e n t s o f 

d i f f e r e n t i a l g e o m e t r y . 

I t i s m u c h e a s i e r t o d e r i v e 6 ^ T d i r e c t l y f r o m t h e f o r m u l a s 

i n p a r a g r a p h 3 . 4 . 2 . T h e r e , a s e q u e n c e o f d i s p l a c e m e n t s w a s 

c o n s i d e r e d ( f o r m u l a 3 . 4 . 2 : 1 ) : 

S ^ : r ( u , v , E ) ( u , v ) £ Q . ( 3 . 4 . 4 : 0 ) 

F o r m u l a 3 . 4 . 2 : L i s a p p l i c a b l e : 
e„ 

o S 
T [ d r ] = T ( e ^ ) = / { -// 2 ( K • - K ) | i ^ . n d S 

e 

c o s e ' - c o s e ) | ^ . m ' d s } d e . ( 3 . 4 . 4 : E ) 
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W h e n e i s z e r o , w e h a v e t h a t i c ' = K a n d 6 ' = G . T h u s t h e 

i n t e g r a n d s o f t h e s u r f a c e i n t e g r a l a n d o f t h e l i n e i n t e g r a l a r e 

o f t h e f i r s t o r d e r i n E . 

N o w l e t 6 K ' a n d 6 9 ' b e t h e f i r s t o r d e r v a r i a t i o n s i n 

m e a n c u r v a t u r e a n d a n g l e o f c o n t a c t i n t h e d i s p l a c e m e n t d r : 

K ' ( u , v , e ) - K = K ' ( u , v , e ) - K ' ( U , V , 0 } = 6 K ' + ... ( 3 . 4 . 4 : F ) 
o o 

i ' ( u , v , e ) - e = e ' ( u , v , e ) - e ' ( u , v , 0 ) = 6 6 ' * ... ( 3 . 4 . 4 : G ) 
o o 

T h e n f o r t h e i n t e g r a n d o f t h e s u r f a c e i n t e g r a l i n 3 . 4 . 4 : E w e h a v e : 

2 [ K ' - K ) | | • n d S = 2 ( K ' ( u , v , e ) - ic ' ( u , v , o ) ) d S ( u . v , c ) x 

, 9 r ( u , v . E ) . = 2 • n C u , v . O ) d S ( u , v , o ) * ... 
^ o = 0 

( 3 . 4 . 4 : H ) 

I n t h e l o w e r l i n e o n l y t h e f i r s t - o r d e r t e r m i s w r i t t e n o u t . 

H e r e K ' ( u , v , e ) i s t h e m e a n c u r v a t u r e o f i n t h e p o i n t 

g i v e n b y ( u , v ) a n d s o o n . T h e q u a n t i t i e s d S ( u , v , e ) a n d 

d S ( u , v , D ) a r e t h e a r e a s o f c o r r e s p o n d i n g s u r f a c e e l e m e n t s o n 

a n d . F o r t h e i n t e g r a n d o f t h e l i n e i n t e g r a l i n 3 . 4 . 4 : E 

w e h a v e i n t h e s a m e w a y : 

( c o s e ' - c o s e ) - | ^ - m ' d s = 

- ( c D s ( e ' ( u , v , E ) ) - c o s ( e ' ( u . v , 0 ] ] I g ^ ' ^ ' ^ ' * ^ ^ • m ' ( u , v , e ) d s ( u , v , e ) = 

= - s i n ( 9 ) — e 1 ^ . m ' ( u , v , Q ) d s ( u , v , 0 ) + ... ( 3 . 4 . 4 : 1 ) 
^ o o 

H e r e d B ( u , v , e ) a n d d s ( u , v , 0 ) a r e t h e l e n g t h s o f c o r r e s p o n d i n g 

l i n e e l e m e n t s o n T a n d T 
£ o 
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I n s e r t i n g 3 . 4 . 4 : H a n d I i n 3 . 4 . 4 : E w e g e t : 

T [ d f ] = / { - II 6K' d r • n ( u , v , 0 ) d S ( u , v , 0 ) + . . . ] + 

o \ 

+ ^ [ - - ^ s i n ( e ) 6 e ' d r - m ' ( u , v , 0 ) d s ( u , v , 0 ) + . . . ] } d e 

r 
e 

= - // 6 K ' d f - n d S - 1 <} s i n ( e ] 6 6 ' d f - m ' d s + ... 
2 

s„ r 
( 3 . 4 . 4 : 3 ) 

O n t h e l a s t l i n e a b o v e w e h a v e t h e s e c o n d - o r d e r t e r m s o f T [ d r ] . 

T h e f i r s t o r d e r t e r m s a r e z e r o f o r o u r e q u i l i b r i u m m e n i s c u s . 

W i t h i h e u s u a l n o t a t i o n s 

d r - n = 6 n s i n ( 6 ] d r - m ' = s i n ( e ) 6 m ' = 6 n ( 3 . 4 . 4 : K ) 

w e h a v e t h e f u n d a m e n t a l f o r m u l a f o r t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n 

o f a n e q u i l i b r i u m m e n i s c u s : 

6 ^ T = - // 6 K ' fin d S - I ^ 6 6 ' fin d s . ( 3 . 4 . 4 : L ) 

S r 

H e r e fin = d r - n i s t h e f i r s t - o r d e r d i s p l a c e m e n t i n t h e n o r m a l 

d i r e c t i o n . T h e q u a n t i t y 5K' d e n o t e s t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n 

i n t h e m e a n c u r v a t u r e f o r e a c h p o i n t o n S , w h i l e 6 6 ' i s t h e 

f i r s t o r d e r v a r i a t i o n i n a n g l e o f c o n t a c t . T h e s e q u a n t i t i e s a r e 

i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 3 . 4 . 4 : 1 b e l o w . 
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F i g u r e 3 . 4 . 4 : 1 T h e f i g u r e s h o w s t h e n o t a t i o n s o f f o r m u l a 3 . 4 . 4 : L 

f o r 6'''T . T h e e q u i l i b r i u m m e n i s c u s T. w i t h 
b o u n d a r y T i s d i s p l a c e d t o a n e w p o s i t i o n i n 
t h e d i s p l a c e m e n t d r . T h e m e a n c ; u r v a t u r c i s t h e n 
c h a n g e d f r o m K t o ic + 6 K ' + ... , w h i l e t h e 
a n g l e o f c o n t a c t i s c h a n g e d f r o m 6 t o 6 + 6 6 ' + . . 

I t i s p o s s i b l e t o d e r i v e t h e f u n d a m e n t a l f o r m u l a 3 . 4 . 4 : 1 

a b o v e b y c o n s i d e r i n g t h e w o r k d o n e b y t h e f o r c e s a c t i n g o n t h e 

m e n i s c u s d u r i n g t h e d i s p l a c e m e n t d r . T h i s v e r y i n s t r u c t i v e 

d e r i v a t i o n i s m a d e i n s e c t i o n 3 . 4 . 9 f o r t h e m o r e g e n e r a l c a s e , 

v - j h e n t h e a n g l e o f c o n t a c t 6 m a y v a r y o v e r t h e p o r e w a l l . 

3 . 4 . 5 T h e v a r i a t i o n 6 K ' o f t h e m e a n c u r v a t u r e . 

T h e r e i s i n r e f e r e n c e 9 c ) a n e x p r e s s i o n f o r t h e f i r s t - o r d e r 

v a r i a t i o n o f t h e m e a n c u r v a t u r e i n t h e c a s e o f a n o r m a l d i s 

p l a c e m e n t d r = d n n : 

2 6 K ' = V ' V ( d n ) + ( 4 K ' ' - 2 K ) d n . ( 3 . 4 . 5 : A ) 

H e r e ? i s t h e g r a d i e n t op£;rator a s s o c i a t e d w i t h t h e s u r f a c e ; j . 

F o r a s u r f a c e g i v e n b y r ^ r ( u , v ) t h e g r a d i e n t o p e r a t o r V 

i s d e f i n e d t h r o u g h : 
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V = ~ ( G I - - F I - ) + f ( E I F I - ] } ( 3 . 4 . 5 : B ) 
^ j , _ p 2 u 3 u 8 v V 3 v 3 u 

w h e r e 

E = r - r F = r - r G = r - r . ( 3 . 4 . 5 : C ; 
u u U V V V 

T h e o p e r a t o r V • V i s i d e n t i c a l w i t h t h e o p e r a t o r A o f 

r e f e r e n c e 9 c ] t h r o u g h f o r m u l a A 1 : 0 i n t h e a p p e n d i x o n d i f f e r e n 

t i a l g e o m e t r y . 

L e t a n d i c ^ d e n o t e t h e t w o p r i n c i p a l r a d i i o f c u r v a 

t u r e . S e e a p p e n d i x A 1 . T h e n w i t h f o r m u l a s A 1 : C ) a n d A 1 : R w e h a v e : 

4 K - 2 K = 4 ( ^ ] - 2K^K^ " ^\ '^2 " ( 3 . 4 . 5 : D ) 

T h e g r a d i e n t o p e r a t o r V f o r a s u r f a c e S i s d i s c u s s e d i n 

s o m e d e t a i l i n a p p e n d i x A 1 . We o n l y n o t e t h a t t h e g r a d i e n t 

o p e r a t o r h a s t h e f o l l o w i n g i m p o r t a n t p r o p e r t y . L e t i() = i | ) ( u , v ) 

b e a f u n c t i o n d e f i n e d o n S . T h e n ViJ) f o r a p o i n t o n S i s 

a v e c t o r l y i n g i n t h e t a n g e n t p l a n e t o S i n t h e p o i n t : 

b b - r 

L e t d t b e a n i n f i n i t e s i m a l v e c t o r b e t w e e n t w o a d j a c e n t p o i n t s 

o n S a n d dip t h e d i f f e r e n c e i n i | ; b e t w e e n t h e t w o p o i n t s . 

T h e n w e h a v e 

d i j j = d t • V i j ; . ( 3 . 4 . 5 : F ) 

T h e s e c o n d t e r m i n f o r m u l a 3 . 4 . 5 : A i s n o t d i f f i c u l t t o 

i n t e r p r e t . L e t = a n d = I / K 2 b e t h e p r i n c i p a l r a d i i 

o f c u r v a t u r e t o S . T h e n t h e n o r m a l d i s p l a c e m e n t d n d i m i s h e s 

t h e s e r a d i i t o - d n a n d R-, - d n . T h u s w e g e t t h e f o l l o w i n g 

c o n t r i b u t i o n t o t h e i n c r e a s e o f t h e m e a n c u r v a t u r e ; 
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1 . 1 1 1 1 , 1 . d n d n , 1 , 2 2 , ^ 
2 ^ R ; ^ - R T * R Z ^ - R l ^ = 2 ^ ; 2 ^ - 2 ^ = 2 * ^ 1 * " ^ 2 ^ ^ " • 

1 I / Z K ^ 

( 3 . 4 . 5 : G ) 

T h e f i r s t t e r m o f 3 . 4 . B : A , V»V(dn] , i s a b i t m o r e d i f f i c u l t 

t o i n t e r p r e t . I t g i v e s t h e c h a n g e i n m e a n c u r v a t u r e d u e t o t h e 

f a c t t h a t d n = d n ( u , v ) i s a v a r y i n g f u n c t i o n o v e r S . 

We n e e d t h e g e n e r a l i z a t i o n o f f o r m u l a 3 . 4 . 5 : A t o a n a r b i t r a r y 

d i s p l a c e m e n t d r : 

d r = 6 n n + d t ( 6 n = d r - n ) . [ 3 . 4 . 5 : H ) 

H e r e d t i s t h e c o m p o n e n t o f d r t h a t i s t a n g e n t t o t h e 

s u r f a c e S . A d i r e c t c a l c u l a t i o n o f 6 i c i n t h e g e n e r a l c a s e 

i s r a t h e r l a b o r i o u s . W e w i l l t h e r e f o r e i n s t e a d u s e t h e f o l l o w i n g 

m e t h o d . 

L e t P b e a p o i n t o n t h e s u r f a c e S a n d P ' t h e c o r r e 

s p o n d i n g p o i n t a f t e r t h e d i s p l a c e m e n t . L e t P ^ b e t h e p o i n t o n 

t h e d i s p l a c e d s u r f a c e t h a t l i e s o n t h e n o r m a l t o S a t P : 

P : r ( u , v ) 
P 
n _ - < 

P ' : r ( u , v ) + d r = - - - T /', 

= r ( u , v ) * 6 n n * d t \ ', _ 

P : r C u . v ] + ( 6 n + . . . ) n n 

P d t 

F i g u r e 3 . 4 . 5 : 1 T h e f i g u r e s h o w s 
a p o i n t P o n a 
m e n i s c u s S a n d t h e 
p o i n t s P* a n d P ^ o n 
t h e d i s p l a c e d 
m e n i s c u s . 

T h e n f r o m f o r m u l a 3 . 4 . 5 : A w e g e t , w r i t i n g o u t t h e f i r s t - o r d e r 

t e r m s : 

K ' ( P ^ ) - K ( P ) = ^ { V • V ( 6 n ) + ( K ^ + K ^ ) 6 n } * ... ( 3 . 4 . 5 : 1 ) 
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W e n o w n e e d t h e i n c r e a s e i n m e a n c u r v i i t u r e f r o m P t o P ' 
n 

o n t h e d i s p l a c e d s u r f a c e . T h e v e c t o r f r o m P ^ t o P ' i s i n t h e 

f i r s t o r d e r d t . L e t K ' d e n o t e t h e c u r v a t u r e a n d V ' t h e 

g r a d i e n t o p e r a t o r f o r t h e d i s p l a c e d s u r f a c e . T h e n f r o m f o r m u l a 

3 . 4 . 5 : F w e h a v e : 

K ' ( P ' 3 - K ' ( P ) = d t - V C K ' 3 ^ - . . . = 
n 

= d t • ( V + . . . ) ( i c + . . . ) + ... = d t • V K + ... 

( 3 . 4 . 5 : J J 

W e h a v e u s e d t h a t i n t h e z e r o t h o r d e r V = V ' a n d K = K ' . 

B y a d d i n g f o r m u l a s 3 . 4 . 5 : 1 a n d J w e g e t t h e f o r m u l a f o r 

t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n i n a n a r b i t r a r y d i s p l a c e m e n t : 

5 K ' = ^ { V - V ( 6 n ) + + K'^)&n} + d t • V K 

( 3 . 4 . 5 : K ) 

d r = 6 n n + d t 

F o r a m e n i s c u s i n e q u i l i b r i u m t h e m e a n c u r v a t u r e K i s 

c o n s t a n t . T h e n V K v a n i s h e s a n d w e h a v e : 

6 K ' = ^ { V • V ( 6 n ) + ( K ^ + K^)&n} . ( 3 . 4 . 5 : L ) 

( K c o n s t a n t ) 

3 . 4 . 6 T h e v a r i a t i o n 6 9 ' i n a n g ; l e o f c o n t a c t . 

T h e c o n t a c t a n g l e 6 b e t w e e n a m e n i s c u s S a n d t h e p o r e w a l l 

a t a p o i n t o n t h e b o u n d a r y c u r v e \s g i v e n b y : 

o o s [ e ) = n • n ^ . ( 3 . 4 . 6 : A r 

H e r e n ^ i s t h e u n i t n o r m a l t o t h e s o l i d p o r e w a l l d i r e c t e d 

i n t o t h e p o r e v o l u m e . L e t m„ d e n o t e t h e u n i t t a n g e n t v e c t o r 
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o f t h e b o u n d a r y c u r v e r . F i g u r e 3 . 4 . 6 : 1 b e l o w s h o w s t h e 

v a r i o u s u n i t v e c t o r s u s e d i n t h i s s e c t i o n . 

S 

F i g u r e 3 . 4 . 6 : 1 T h e f i g u r e s h o w s t h e d i f f e r e n t u n i t v e c t o r s 
u s e d i n t h e c a l c u l a t i o n o f 6 6 ' . 

F r o m t h e f i g u r e 3 . 4 . 6 : 1 w e h a v e : 

m' = c o s ( e ) m + s i n ( e ) n ( 3 . 4 . 6 : B ) 

n ^ = - s i n ( e ) m + c o s ( e ) n ( 3 . 4 . 6 : C ) 

n = s i n [ e ) m' + c o s ( e ) n ^ . ( 3 . 4 . 6 : 0 ) 

T h e a n g l e o f c o n t a c t 6 ' b e t w e e n t h e d i s p l a c e d s u r f a c e S ' 

a n d t h e p o r e w a l l i s g i v e n b y 

c o s O ' ) = c o s ( 6 + 6 6 ' + . . . ) = ( n + 6 n + . . . ] - ( n + 6 n + . . . 
s s 

( 3 . 4 . 6 : E ) 

w h e r e 6 6 ' , 6 n a n d 6 n a r e t h e f i r s t - o r d e r v a r i a t i o n s o f 
s 

9 ' , n a n d n ^ i n t h e d i s p l a c e m e n t d r . T h e f i r s t - o r d e r t e r m s 

o f t h e e q u a t i o n a b o v e g i v e : 

- s i n ( e ) 6 6 ' = i i • 6 n + n - i n . ( 3 . 4 . 6 : F ) 
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T h e d i s p l a c e m e n t d r o f a p o i n t o n t h e b o u n d a r y T t o a 

n e w p o s i t i o n o n t h e p o r e w a l l m a y b e w r i t t e n : 

d r = 6 m ' m' + Sm^ + ... . _ ( 3 . 4 . 6 : G ) 

H e r e 6 m ' a n d fim^, a r e t h e f i r s t - o r d e r d i s p l a c e m e n t s i n t h e 

d i r e c t i o n s o f m' a n d m _ r e s p e c t i v e l y . T h e q u a n t i t y 6 n i s 
1 s 

t h e c h a n g e o f t h e n o r m a l n ^ i n t h i s d i s p l a c e m e n t a l o n g t h e p o r e 

w a l l . T h e n f r o m f o r m u l a 3 . 4 . 5 : F w e h a v e : 

6 n ^ = ( d f • V ^ 3 n ^ = [ ( 6 m ' m ' + 6 m _ m „ ) • V ^ ] n ^ . ( 3 . 4 . 6 : H ) 
S 5 5 i . 1 S 5 

W e h a v e h e r s a p p l i e d f o r m u l a 3 . 4 . 5 : F o n e a c h c o m p o n e n t o f n 
5 

T h e s y m b o l i s t h e g r a d i e n t o p e r a t o r f o r t h e s u r f a c e o f t h e 

p o r e w a l l . 

W i t h f o r m u l a s 3 . 4 . 6 : B a n d G t h e d i s p l a c e m e n t o f a p o i n t o n 

t h e b o u n d a r y m a y b e w r i t t e n : 

d r = 6 n . n + 6 t + . . . 
( 3 . 4 . 6 : 1 ) 

6 t = 6 m ' c o s ( e ] m + 6 m j , m j , 

T h e d i s p l a c e m e n t 6 t i s t a n g e n t t o t h e m e n i s c u s S . 

T h e q u a n t i t y 6 n d e n o t e s t h e c h a n g e o f t h e u n i t n o r m a l 

o f t h e m e n i s c u s S i n t h i s d i s p l a c e m e n t . T h e p r o b l e m o f g e t t i n g 

6 n f o r t h e d i s p l a c e m e n t 3 . 4 . 6 : 1 i s a n a l o g o u s t o t h e p r o b l e m o f 

c a l c u l a t i n g 6 K ' i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n f o r a d i s p l a c e m e n t 

d r = fin n + 6 t . T h e t o t a l c h a n g e 6 n i s t h e s u m o f a c h a n g e 

6 n ^ i n t h e t a n g e n t d i s p l a c e m e n t fit a n d a c h a n g e 6 n ^ i n t h e 

n o r m a l d i s p l a c e m e n t fin n . 

T h e c h a n g e fin'' i n n d u e t o t h e d i s p l a c e m e n t 6 t i s 

i n t h e s a m e w a y a s a b o v e f o r fin^ : 

fin'' = ( 6 t • V ) n = [ ( 6 m ' c o s ( e ) m + 6 m j , m j , ) • V ] n . ( 3 . 4 . 6 : J ) 
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A f o r m u l a f o r t h e c h a n g e i n n i n a d i s p l a c e m e n t i s g i v e n 

i n r e f e r e n c e 1 2 a ) : 

= - n X [ V x ( 6 n n ) ] = 

= - n X [ v ( 6 n ) X n ] = 

= - V ( 6 n ) . ( 3 . 4 . 6 : K ] 

O n t h e s e c o n d l i n e w e h a v e u s e d a f o r m u l a f r o m 1 2 b ) . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e t h e f o l l o w i n g f o r m u l a f o r t h e f i r s t -

o r d e r v a r i a t i o n i n n i n a n a r b i t r a r y d i s p l a c e m e n t : 

6 n = - V ( 5 n ) + ( f i t • V ) n 
( 3 . 4 . 6 : L ) 

d r = fin • n + fit 

U s i n g 3 . 4 . 6 : C , D , H . J a n d K i n 3 . 4 . 6 : F w e g e t : 

- s i n ( 6 ) • 6 6 ' = n ^ • [ f i m j , • V ] n * 

* ( - s i n [ e ) m + c o s ( e ) n ) ' { - V t f i n ) + [ 6 m ' c o s ( e ) m « V ] n } + 

+ ( s i n ( e ) m ' + c o s ( e ) n ) • [ 6 m ' m ' • V ] n + n • [5m„m_ - V ] n ( 3 . 4 . 6 : M ) 
s t= s 1 1 g s 

L e t m j , d e n o t e t h e a r c l e n g t h a l o n g T . T h e n w e h a v e f r o m 

f o r m u l a 3 . 4 . 5 : F : 
3 n _ „-

L e t d e n o t e t h e c u r v a t u r e o f t h e p o r e w a l l o f t h e b o u n d a r y 

c u r v e r i n t h e d i r e c t i o n o f m' , t h a t i s p e r p e n d i c u l a r t o T . 

T h e n f r o m f o r m u l a A 1 : P i n a p p e n d i x 1 w e h a v e : 

K g = - m-• [ [ m ' • V ^ j n ^ ] . ( 3 . 4 . 6 : 0 ) 

L e t K d e n o t e t h e c u r v a t u r e o f t h e m e n i s c u s S a t T i n t h e m 
d i r e c t i o n o f m , t h a t i s p e r p e n d i c u l a r t o r . T h e n i n t h e s a m e 

w a y w e h a v e : 
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K = - m • [ ( m • V ) n ] . ( 3 . 4 . B : P ) 
m 

S i n c e n i s a u n i t v e c t o r , w e h a v e 

0 = ( m • V ] ( n • n ) = 2 n • [ ( m • V ) n ] . ( 3 . 4 . 6 : 0 3 

I n t h e s a m e w a y w e h a v e f o r n ^ : 

0 = • [ [ m ' • V ^ ) n ^ ] . ( 3 . 4 . 6 : R } 

I n s e r t i n g 3 . 4 . 6 : N - R i n 3 . 4 . 6 : M w e g e t : 

- ^ " s - s i n ( e ) 6 6 ' = s i n ( e ) 6 m ' ( - K ) + 6m„ n • - + s r 3 m p 

+ s i n ( e ] m • V ( 6 n ) - s i n ( e ) 6 m ' c o s ( e ) ( - K ) + 6m„n„ • m r s 3 m j , 

( 3 . 4 . 6 : S ) 

W i t h t h e u s e o f f o r m u l a 3 . 4 . 6 : A a n d 6 m ' = 6 n / s i n ( e ) w e g e t 

t h e f u n d a m e n t a l f o r m u l a f o r t h e f i r s t - o r d e r c h a n g e i n a n g l e 

o f c o n t a c t 6 ' : 

a n K - K c o s ( e ) 
6 6 ' = 6 m ^ 1 ^ * 6 n ^ - m • V ( 6 n ) . ( 3 . 4 . 6 : T ) 

r 3m„ s 1 n ( 9 J 

3 6 
T h e f i r s t t e r m , 6m^ , g i v e s t h e c h a n g e i n 6 ' d u e t o 

t h e d i s p l a c e m e n t i n t h e d i r e c t i o n o f r . F o r a m e n i s c u s , 

w h e r e t h e c o n t a c t a n g l e 6 i s c o n s t a n t a l o n g t h e b o u n d a r y c u r v e 

3 fi r , — i s z e r o a n d t h i s t e r m v a n i s h e s . T h e n w e h a v e : d m ^ 

K - K c o s ( e ) 
6 9 ' = 6 n ^ s i n ( 9 ) ^ ' ' ( 3 . 4 . 6 : U ) 

( 6 c o n s t a n t ) 
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3 . 4 . 7 T h e s e c o n d p a r t 6 ^ U ' o f t h e v a r i a t i o n o f e n e r g y . 

T h e c h a n g e 6 ^ U i n e n e r g y f o r a d i s p l a c e m e n t d r o f a m e n i s c u s 

i n a n i s o l a t e d m e n i s c u s r e g i o n i s g i v e n b y f o r m u l a s 3 . 4 . 3 : C - F . 

2 

W e h a v e i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n s s t u d i e d t h e f i r s t p a r t 6 T 

o f t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y . T h e s e c o n d p a r t 

6 ^ U ' o f f o r m u l a 3 . 4 . 3 : C d e p e n d s o n t h e t h e r m o d y n a m i c a l p r o p e r t i e s 

o f t h e s i x p h a s e s o f t h e m e n i s c u s r e g i o n . F r o m f o r m u l a s 3 . 4 . 3 : E , F 

a n d f o r m u l a 3 . 3 : R w e h a v e : 

6 ^ U ' = Z 6 ^ U ^ , ( 3 . 4 . 7 : A ) 
a 

4 4 

1 = 1 j = 1 

= h&l 6 S + 6 y 5 Y + SM°- 6 N " + fiu" S N " } . ( 3 . 4 . 7 : B ) 

H e r e w e h a v e u s e d t h e n o t a t i o n s o f p a r a g r a p h 3 . 3 

T h e d i s p l a c e m e n t d r d e t e r m i n e s t h e c h a n g e S\J^ o f l i q u i d 

v o l u m e a n d t h e c h a n g e 6 A o f s o l i d - l i q u i d a r e a . T h e n w e 
S JC 

h a v e f o r t h e i s o l a t e d m e n i s c u s r e g i o n u s i n g f o r m u l a 3 . 4 . 2 : H : 

6 V g = - 6 V ^ 6 A ^ g = - 6 A ^ ^ 6 A ^ ^ = c o s O H A ^ ^ - 2 K 6 V ^ 

( 3 . 4 . 7 : C ) 

6\l„ a n d 6 A . m a y h a v e a n y v a l u e s . T h e n 6 V , ^ ^ ^ „ a r i d 
X, S JC 6 S g 

6 A a r e g i v e n f r o m t h e s e f o r m u l a s . 
«g 2 

W e w i l l i n t h i s s e c t i o n s t u d y t h e d e p e n d a n c e o f 6 U ' o n 

t h e v a r i a t i o n s o f e n t r o p i e s a n d m a s s e s f o r a g i v e n d i s p l a c e m e n t 

d r . I n o u r s t u d y o f s t a b i l i t y w e a r e i n t e r e s t e d i n t h o s e v a r i a 

t i o n s w h i c h g i v e t h e s m a l l e s t p o s s i b l e v a l u e f o r 6 ^ U ' a n d t h u s 

f o r 6 ^ U . 
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T h e s i x c h a n g e s o f e n t r o p i e s a r e o n l y s u b j e c t t o t h e 

c o n d i t i o n o f i s o l a t i o n : 

I 6 S ^ = 0 ( 3 . 4 . 7 : D ) 
a 

( a = s , J ! , , g , s ) l , s g , . a g ] 

F o r t h e f i v e v a r i a t i o n s o f a m o u n t s o f w a t e r a n d t h e f i v e v a r i a t i o n s 

o f a m o u n t s o f a i r w e h a v e : 

I 6 N " = 0 Z Sfi^ = 0 ( 3 . 4 . 7 : E ) 
w a 

a a 

C a = Z,g, s i . sg, i g ] 

I n t h e q u a d r a t i c f o r m 3 . 4 . 7 : A , B w e n o w h a v e f i f t e e n 

( 2 + 5 + 4 + 4 ) i n d e p e n d e n t v a r i a b l e s 6 V . , 6 A . , 6 S , .... SN^^ . 
X. s X s a 

I n t h e v a r i a t i o n w e g e t c e r t a i n i n d u c e d c h a n g e s o f t h e t e m p e r a t u r e s , 

61 , a n d c h e m i c a l p o t e n t i a l s , Su'^ a n d S y " , i n t h e d i f f e r e n t 
a • ^ ^ w ^ a 

p h a s e s a . C o n s i d e r f o r g i v e n d r a n d t h u s f o r g i v e n ^ a n d 

6 A a n y p o s s i b l e v a r i a t i o n i n e n t r o p i e s a n d m a s s e s . T h e p h a s e s 
s Jo 

a a r e m u t u a l l y s t a b l e f o r v a r i a t i o n s o f e n t r o p y a n d m a s s e s . 

T h i s f o l l o w s f r o m t h e i n t e r n a l s t a b i l i t y o f t h e p h a s e s u s i n g 

f o r m u l a 3 . 3 : S . S u p p o s e n o w t h a t , a f t e r t h e c o n s i d e r e d v a r i a t i o n , 

h e a t o r e n t r o p y i s t r a n s f e r r e d b e t w e e n t h e p h a s e s s o t h a t w e 

g e t t h e s a m e t e m p e r a t u r e i n a l l p h a s e s . T h e n t h i s w i l l d i m i n i s h 

t h e e n e r g y , s i n c e t h e r m a l e q u i l i b r i u m i s e s t a b l i s h e d . I n t h e 

s a m e w a y t h e e n e r g y w i l l d i m i n i s h , w h e n w a t e r a n d a i r a r e t r a n s 

f e r r e d b e t w e e n t h e p h a s e s , s o t h a t w e g e t t h e s a m e c h e m i c a l 

p o t e n t i a l s i n a l l p h a s e s . 

T h u s f o r g i v e n SM^ a n d ^ ^ ^ ^ t h e s m a l l e s t v a l u e o f 6 ^ U ' 

i s g i v e n f o r a v a r i a t i o n s u c h t h a t t h e n e w t e m p e r a t u r e s a n d 

c h e m i c a l p o t e n t i a l s a r e t h e s a m e i n a l l p h a s e s : 
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< 5 T ^ = 5 T ( a = s , i , g. s!L. sg, i g ) 

6 v i " = 6\i^ ( a = i , g, s i . s g , i g ) ( 3 . 4 . 7 : F ) 

6 y« = 6 y ^ - " -

T h i s g i v e s t h i r t e e n ( 5 + 4 + 4 ) r e l a t i o n s b e t w e e n t h e v a r i a t i o n s . 

T h e n w e h a v e o n l y t w o i n d e p e n d e n t v a r i a t i o n s 6 V . a n d S A . l e f t . 

I n s e r t i n g 3 . 4 . 7 : F i n 3 . 4 . 7 : A a n d B a n d u s i n g 3 . 4 . 7 : D - E w e g e t 

f o r t h i s s m a l l e s t 6 ^ U ' f o r g i v e n S M ^ a n d ^ ^ ^ g ^ '• 

6 ^ U ' = 1 Z 6 y • 6 Y = 2 -'a a a 

= ^ { - 6 p g 6 V g - 6 p , 6 V , + 6 A ^ , + 6 ^ ^ ^ S A ^ ^ + a y ^ ^ f i A ^ ^ } 

( 3 . 4 . 7 : G ) 
U s i n g 3 . 4 . 7 : C w e g e t 

26^U' - [ 6 [ p g - p , ) - 2 K 6 Y ^ g ] 6 V ^ M c o s ( 6 ) 6 Y , g - 6 ( Y 3 g -

( 3 . 4 . 7 : H ) 

T h i s v a r i a t i o n g i v i n g t h e s m a l l e s t c h a n g e f o r 6 ^ U ' f o r 

g i v e n 5 V | , a n d 6 A . i s o f a r a t h e r s p e c i a l t y p e . T h e m e n i s c u s 
X . S X -

o f t h e i s o l a t e d r e g i o n i s c o n c e i v e d t o b e d i s p l a c e d t o a n e w 

p o s i t i o n g i v i n g t h e p r e s c r i b e d S\l^ a n d ^ ^ ^ i • T h i s n e w p o s i 

t i o n i s n o r m a l l y n o e q u i l i b r i u m p o s i t i o n . T h e n t h e m e n i s c u s i s 

k e p t f i x e d , a n d t h e r m a l a n d c h e m i c a l e q u i l i b r i u m b e t w e e n t h e s i x 

p h a s e s i s e s t a b l i s h e d . T h e n 6 ( p - p , , ) i n f o r m u l a 3 . 4 . 7 : H i s t h e 

c h a n g e o f t h e p r e s s u r e d i f f e r e n c e o v e r t h e m e n i s c u s f o r t h e s t a t e 

t h u s e s t a b l i s h e d . T h e q u a n t i t y i g c h a n g e o f s u r f a c e 

t e n s i o n o f t h e m e n i s c u s , a n d * ^ "''sg""*^s i i . ' c h a n g e o f 

Y -y . . T h e s e t h r e e c h a n g e s w i l l d e p e n d l i n e a r l y o n t h e 
S g S X, 
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o n t h e p r e s c r i b e d v a l u e s 6\J^ a n d ^ ^ ^ i > s i n c e w e a r e d e a l i n g 

w i t h f i r s t - o r d e r c h a n g e s . F o r e x a m p l e f o r t h e c h a n g e 6 p i n 

g a s p r e s s u r e w e w i l l h a v e : 

6 p g = 6 V ^ * 6/\^^ . ( 3 . 4 . 7 : 1 3 

T h e c o e f f i c i e n t s a n d w i l l b e f u n c t i o n s o f t h e t h e r m o -

d y n a m i c a l v a r i a b l e s o f t h e d i f f e r e n t p h a s e s . 

T h u s w e g e t f o r t h e c o m b i n a t i o n o f c h a n g e s i n f o r m u l a 3 . 4 . 7 

e x p r e s s i o n s o f t h e f o l l o w i n g t y p e : 

c o s ( e ) 6 Y , g - 5 ( Y 3 g - Y 3 , ] = Y , g { 6 ; f t s i n ( e ) 6 V ^ ^ s i n ^ O J f i A ^ 

( 3 . 4 . 7 : J 3 

T h e f a c t s r s y a n d s i n O ) a r e i n t r o d u c e d f o r f u t u r e c o n 

v e n i e n c e . 

I n s e r t i n g t h e s e e x p r e s s i o n s i n 3 . 4 . 7 : H w e g e t : 

S^W = { B ^ ^ [ 6 \ l ^ ) ^ * 2 6 V ^ ( s i n ( e ) 5 A g ^ ) . 

+ B ^ ^ ( s i n ( e ) 6 A ^ j ^ ] ^ } , ' ( 3 . 4 . 7 : K 3 

w h e r e 

&\l^ = // 6 n d S s i n ( e ] 6 A g j , = ^ 6 n d s ( 3 . 4 . 7 : L ) 
s r 

a n d 

6 , , = . ( 3 . 4 . 7 : m 

F o r m u l a 3 . 4 . 7 : K w i l l b e u s e d i n t h e m a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f 

s t a b i l i t y i n s e c t i o n 3 . 5 . 
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F r o m f o r m u l a 3 . 3 : S w e h a v e t h a t ^ ^ ^ ^ n o n - n e g a t i v e f o r 

a n y v a r i a t i o n . T h e n t h i s i s a l s o t r u e f o r t h e s u m 6 ^ U ' . T h u s 

t h e q u a d r a t i c f o r m 3 . 4 . 7 : K i s n o n - n e g a t i v e a n d t h e c o e f f i c i e n t s 

w i l l s a t i s f y : 

Bvv > 0 > 0 > ( 6 ^ , 3 ^ . ( 3 . 4 . 7 = N ) 

I f w e m a k e t h e p o r e r e g i o n s u r r o u n d i n g t h e m e n i s c u s l a r g e r a n d 

l a r g e r , t h e n t h e c h a n g e s S[p^-p^), iSYj^g - a n d ^^'^sg'^sH^ 

o f i n t e n s i v e v a r i a b l e s f o r g i v e n S\l^ a n d ^ ^ ^ i w i l l b e c o m e 

s m a l l e r a n d s m a l l e r . T h u s w e h a v e t h e i m p o r t a n t c o n c l u s i o n t h a t , 

i n t h e l i m i t o f a n i n f i n i t e p o r e r e g i o n a r o u n d t h e m e n i s c u s , t h e 

c o e f f i c i e n t s B y y , , a n d w i l l b e z e r o . 

T h e c o e f f i c i e n t s , a n d B ^ y ^ d e p e n d o n t h e t h e r m o -

d y n a m i c a l v a r i a b l e s o f t h e s i x p h a s e s i n a r a t h e r c o m p l e x w a y . 

A c a l c u l a t i o n o f t h e c o e f f i c i e n t s w o u l d r e q u i r e a d e t a i l e d k n o w 

l e d g e o f t h e t h e r m o d y n a m i c a l p r o p e r t i e s o f t h e b u l k p h a s e s a n d 

s u r f a c e p h a s e s . W e w i l l n o t d i s c u s s t h i s p r o b l e m a n y f u r t h e r . 

A v e r y s i m p l e e x a m p l e o f t h e t y p e o f c a l c u l a t i o n s n e c e s s a r y t o 

g e t t h e c o e f f i c i e n t s i s g i v e n i n s e c t i o n 3 . 5 . 1 . 

3 . 4 . 8 S t a b i l i t y o f a m e n i s c u s r e g i o n . 

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l s u m m a r i z e t h e r e s u l t s o f t h e 

p r e v i o u s s e c t i o n s . W e h a v e c o n s i d e r e d a d i s p l a c e m e n t d r o f a n 

e q u i l i b r i u m m e n i s c u s i n a n i s o l a t e d m e n i s c u s r e g i o n . S e e f i g u r e s 

3 . 4 : 1 a n d 3 . 4 . 1 : 1 . T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y i s 

a c c o r d i n g t o f o r m u l a 3 . 4 . 3 : C : 

6 ^ U = y. 6 ^ T + 6 ^ U ' . C 3 . 4 . 8 : A ) 

T h e f i r s t t e r m i s g i v e n b y f o r m u l a 3 . 4 . 4 : L : 



- 7 7 -

6 ^ T = - // 6 K ' 6 n d S - ^ 6 6 ' 6 n d s . ( 3 . 4 . 6 : B ) 

s r 

H e r e 6 n = d r • n i s t h e f i r s t o r d e r d i s p l a c e m e n t i n t h e n o r m a l 

d i r e c t i o n . 

T h e c h a n g e 6 K ' o f m e a n c u r v a t u r e i s f r o m f o r m u l a 3 . 4 . 5 : L 

2 6 K ' = V • V ( 6 n ) + [ K ^ + K 2 ^ 6 n . [ 3 . 4 . B : C } 

T h e c h a n g e 6 9 ' i n a n g l e o f c o n t a c t i s f r o m f o r m u l a 3 . 4 . 6 : U : 

K - K c o s ( 9 ] 

6 9 ' = 6 n ^ s i n ( e ) ' ^ ^ ' ^ " ^ ' ( 3 . 4 . B : D ) 

I t i s h e r e a s s u m e d t h a t t h e c o n t a c t a n g l e 9 i s c o n s t a n t o v e r 

t h e p o r e w a l l a n d t h a t 0 < 9 < I T . T h e c a s e o f v a r y i n g c o n t a c t 

a n g l e 9 o v e r t h e p o r e w a l l i s t r e a t e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n 

3 . 4 . 9 . T h e m o d i f i c a t i o n s r e q u i r e d , w h e n 9 = 0 o r 9 = ir , a r e 

d i s c u s s e d a t t h e e n d o f t h i s s e c t i o n . 

F r o m f o r m u l a 3 . 4 . 6 : B - D w e h a v e : 

2 6 ^ T = - // [ V ' V ( 6 n ) + ( K ^ + K 2 ) 6 n ] 6 n d S * 

S 

K c o s ( 9 3 - K 

ji [ ^ . ^ ^ Q ^ — ^ 6 n + m - V ( 6 n } ] 6 n d s . ( 3 . 4 . 8 : E ) 

T h i s f o r m u l a m a y b e s i m p l i f i e d b y t h e u s e o f f o r m u l a A 1 : U i n 

a p p e n d i x 1 . W e t h e n g e t t h e f o l l o w i n g f u n d a m e n t a l f o r m u l a : 

2 6 ^ T = // [ V ( 6 n ) • V ( 6 n ) - ( K ^ + K 2 H 6 n ] ^ ] d S * 

S 

K c o s ( 9 ) - K -y 

r 
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T h e s e c o n d p a r t 6 ^ U ' o f t h e s e c o n d - o r d e r c h a n g e i n e n e r g y 

i n f o r m u l a 3.4.B:A d e p e n d s o n t h e c h a n g e s i n e n t r o p i e s a n d m a s s e s . 

2 

T h e s m a l l e s t p o s s i b l e v a l u e o f S U ' f o r a g i v e n d i s p l a c e m e n t 

d r i s f r o m f o r m u l a 3 . 4 . 7 : K o f t h e f o l l o w i n g t y p e : 

Y 
fi^U' = ^ { e y y C 6 V j ^ ) 2 ^ 2 6 V j ^ ( s i n ( e ) 6A^^) * 

* B ^ ^ ( s i n ( e 3 S A ^ j j ^ ) ^ } . ( 3 . 4 . 8 : G ) 

w h e r e 

6V^ = // 6 n d S s i n ( e 3 6 A g j ^ = ^ fin d s . ( 3 . 4 . 8 : H ) 

s r 

W e w i l l f r o m n o w o n o n l y c o n s i d e r t h i s v a r i a t i o n i n e n t r o p i e s a n d 

m a s s e s t h a t g i v e s t h e s m a l l e s t 6^U' f o r g i v e n d r . 

F i n a l l y , w e n o w h a v e f r o m 3.4.8:A,F a n d G t h e ( s m a l l e s t ) 

s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n i n e n e r g y i n a d i s p l a c e m e n t d r w i t h 

f i r s t - o r d e r n o r m a l c o m p o n e n t fin : 

fi^U = ^ { // [ y ( 6 n ) - V ( f i n ) - ( K ^ + K 2 3 ( 6 n ) ^ ] d S 

S 

K C O s ( e ) - K , , 

' ^ s i n O r ^ ' BW^//*" * 
r 

+ 2 B y ^ ( / / fin d S j, fin d s ) + B ^ ^ ( ^ fin d s ) ^ } . ( 3 . 4 . 8 : 1 ) 

s r r 

I n t h i s f u n d a m e n t a l f o r m u l a fin = 5 n ( u . v ) i s a n y f u n c t i o n o v e r 

t h e s u r f a c e S . S t a b i l i t y r e q u i r e s t h a t t h i s e x p r e s s i o n i s n o n -

n e g a t i v e f o r a l l fin . 

7 7 

T h e s e c o n d p a r t 6 U ' o f 5 U i n 3 . 4 . 8 : A i s n o n - n e g a t i v e 

f o r a n y v a r i a t i o n . T h u s i f fi^T i s p o s i t i v e f o r a l l v a r i a t i o n s . 
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t h e n t h i s i s a l s o t r u e f o r S^U , a n d w e h a v e s t a b i l i t y . T h i s 

s t a b i l i t y c r i t e r i o n w i t h 6 ^ T g i v e n b y f o r m u l a 3 . 4 . 2 : E i s s t a t e d 

1 3 ) 2 b y G i b b s . T h e s e c o n d p a r t 6 U ' i s z e r o f o r d i s p l a c e m e n t s 

6 n w i t h 6 V j j ^ = 0 a n d "^A^^^ = 0 . T h u s i f t h e r e i s a d i s p l a c e m e n t 

6 n w i t h S\l^ = 0 , 6 A ^ j ^ = 0 a n d 6 ^ T < 0 , t h e n 6 ^ U i s n e g a 

t i v e a n d w e h a v e i n s t a b i l i t y . W h e n n e i t h e r o f t h e s e t w o p o s s i b i 

l i t i e s o c c u r , t h e s t a b i l i t y i n v e s t i g a t i o n r e q u i r e s a s t u d y o f 

b o t h 6 ^ T a n d 6 ^ U ' . 

I t i s a p p r o p r i a t e t o i n t r o d u c e t h e f o l l o w i n g t e r m i n o l o g y . 

A m e n i s c u s S i s c a l l e d s t r o n g l y s t a b l e i f 

5 ^ T > 0 f o r a l l 6 n . ( 3 . 4 . 8 : J ) 

( T h e c a s e fin S 0 i s o f c o u r s e e x c l u d e d . ) 

T h e m e n i s c u s S i s s t r o n g l y u n s t a b l e i f t h e r e e x i s t s a d i s p l a c e 

m e n t 6 n s u c h t h a t 

6 ^ T < 0 SM^ = D 6 A g j ^ = 0 . [ 3 . 4 . 8 : K ) 

F i n a l l y t h e m e n i s c u s S i s c a l l e d w e a k l y s t a b l e i f t h e f o l l o w i n g 

t w o c o n d i t i o n s a r e f u l f i l l e d : 

i . T h e r e e x i s t s a d i s p l a c e m e n t fin w i t h fi^T < 0 

2 . ( 3 . 4 . 8 : L ) 
i i . fi T > 0 f o r a l l d i s p l a c e m e n t s w i t h 6\l^ = 0 

a n d fiA^j^ = 0 . 

T h e s e t w o c o n d i t i o n s a r e e s s e n t i a l l y t h e n e g a t i o n o f 3 . 4 . 6 : 3 a n d K. 

T h e r e m a i n i n g p o s s i b i l i t i e s w i t h fi^T = 0 f o r s o m e v a r i a t i o n i n 

t h e c a s e s 3 . 4 . B : 3 - L a r e m o r e c o m p l i c a t e d . T h e s t a b i l i t y m a y b e 

g o v e r n e d b y t e r m s o f h i g h e r o r d e r t h a n t w o . W e w i l l n o t s t u d y 

t h e s e m o r e c o m p l i c a t e d s p e c i a l c a s e s . 

W i t h t h i s t e r m i n o l o g y w e h a v e t h a t , i f a m e n i s c u s S i s 

s t r o n g l y s t a b l e , t h e n S t o g e t h e r w i t h a n y s u r r o u n d i n g m e n i s c u s 
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r e g i o n i s s t a b l e . I f , i n t h e o t h e r e x t r e m e , a m e n i s c u s i s s t r o n g l y 

u n s t a b l e , t h e n a n y s u r r o u n d i n g m e n i s c u s r e g i o n i s u n s t a b l e . 

F i n a l l y , i f t h e m e n i s c u s i s w e a k l y s t a b l e t h e n t h e s t a b i l i t y o f 

t h e m e n i s c u s r e g i o n w i l l d e p e n d o n t h e s u r r o u n d i n g r e g i o n , t h a t 

i s o n . B y ^ ^ n d . 

T h e r m o d y n a m i c a l l y t h e r e g i o n a r o u n d t h e m e n i s c u s a c t s o n t h e 
2 

m e n i s c u s t h r o u g h S W a s a r e s t o r i n g f o r c e i n t h e d i s p l a c e m e n t . 

W h e n t h e m e n i s c u s i s s t r o n g l y s t a b l e , w e h a v e s t a b i l i t y e v e n 

w i t h o u t t h e u s e o f t h e s e r e s t o r i n g e f f e c t s o f t h e d i f f e r e n t p h a s e s 

i n t h e m e n i s c u s r e g i o n . W h e n t h e m e n i s c u s i s s t r o n g l y u n s t a b l e , 
2 

t h e r e i s a d i s p l a c e m e n t w i t h 6 T < 0 s u c h t h a t 6\/^ a n d 

£A^j^ = 0 . I n t h i s d i s p l a c e m e n t t h e d i f f e r e n t p h a s e s a r e u n 

a f f e c t e d . C o n s e q u e n t l y t h e r e i s n o r e s t o r i n g f o r c e , a n d w e c e r t a i n 

l y h a v e i n s t a b i l i t y . 

W h e n t h e m e n i s c u s i s w e a k l y s t a b l e , t h e s t a b i l i t y o f t h e 

m e n i s c u s r e g i o n w i l l d e p e n d o n t h e s t r e n g t h o f t h e r e s t o r i n g 

f o r c e s f r o m t h e p h a s e s o f t h e r e g i o n . L e t u s f i r s t c o n s i d e r t h e 

c a s e w h e n t h e s u r r o u n d i n g p o r e v o l u m e o f t h e m e n i s c u s r e g i o n i s 

v a r y l a r g e . T h e n , f o r a g i v e n d i s p l a c e m e n t , f o r e x a m p l e t h e c h a n g e 

i n g a s p r e s s u r e , Sp^ w i l l b e v e r y s m a l l . T h e r e s t o r i n g f o r c e s 

o f t h e p h a s e s a r e v e r y s m a l l . M a t h e m a t i c a l l y t h i s m e a n s t h a t t h e 
2 

c o e f f i c i e n t s B y y , B y ^ a n d B^^ a r e v e r y s m a l l , a n d 6 U ' i s 

v e r y c l o s e t o z e r o . T h u s t h e m e n i s c u s r e g i o n w i l l b e u n s t a b l e f o r 

a s u f f i c i e n t l y l a r g e s u r r o u n d i n g . S u p p o s e n o w t h a t w e d i m i n i s h 

t h e s u r r o u n d i n g r e g i o n . T h e n t h e r e s t o r i n g f o r c e s a n d c o n s e q u e n t l y 

6 ^ U ' w i l l i n c r e a s e f o r a g i v e n d i s p l a c e m e n t ( e x c e p t f o r d i s 

p l a c e m e n t s w i t h 6\J ^ = 0 a n d "S'^gj^ = 0 w h e r e 6 ^ U ' = 0 ) . B y 

m a k i n g t h e s u r r o u n d i n g r e g i o n s u f f i c i e n t l y s m a l l w e c a n i n c r e a s e 
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2 
6 W a s m u c h a s w e c h o o s e . T h e m e n i s c u s r e g i o n w i l l b e s t a b l e 

i f i t i s s u f f i c i e n t l y s m a l l . I n c o n c l u s i o n w e h a x / e i n s t a b i l i t y 

f o r a w e a k l y s t a b l e m e n i s c u s t o g e t h e r w i t h a s u f f i c i e n t l y l a r g e 

s u r r o u n d i n g , b u t s t a b i l i t y f o r t h e m e n i s c u s t o g e t h e r w i t h a 

s u f f i c i e n t l y s m a l l s u r r o u n d i n g . 

T h u s , c o a r s e l y s p e a k i n g , a w e a k l y s t a b l e m e n i s c u s h a s t o 

f l u c t a u t e c o o p e r a t i v e l y w i t h a s u r r o u n d i n g o f a c e r t a i n s i z e i n 

o r d e r t o r e a c h a s t a t e o f l o w e r t o t a l e n e r g y . T h e p r o b a b i l i t y f o r 

t h e r e q u i r e d f l u c t u a t i o n w i l l d e c r e a s e w i t h i n c r e a s i n g s i z e o f 

t h e s e s u r r o u n d i n g s . 

M o d i f i c a t i o n s w h e n 9 = D a n d 6 = TT . W e h a v e i n t h i s 

s e c t i o n a s s u m e d t h a t s i n O ) i s n o t z e r o . T h e m o d i f i c a t i o n s 

r e q u i r e d , w h e n t h e c o n t a c t a n g l e 6 i s e q u a l t o 0 o r ir , a r e 

s t r a i g h t - f o r w a r d . 

F o r t h e d i s p l a c e m e n t 6 m ' = d r • m ' i n t h e m ' - d i r e c t i o n w e 

h a v e t h a t 6 m ' s i n O ) = 6 n . S e e f i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 1 . T h u s t h e n o r m a l 

d i s p l a c e m e n t 6 n i s z e r o a t t h e b o u n d a r y T , w h e n s i n O ] i s 

z e r o : 

6 n = 0 ( 6 = 0 , I T ) . ( 3 . 4 . 8 : M ] 

r 

T h e r e a r e n o r e s t r i c t i o n s o n t h e d i s p l a c e m e n t 6 m ' a l o n g t h e 

p o r e w a l l . T h e q u a n t i t y 6 n / s i n ( e ) i s t o b e r e p l a c e d b y 6 m ' i n 

t h e d i f f e r e n t f o r m u l a s : 

6 n 

s i n ( e ) 
6 m ' [ 6 - 0 , I T ) . ( 3 . 4 . 8 : N ) 

r 

2 
T h e n t h e l i n e i n t e g r a l i n e x p r e s s i o n 3 . 4 . 8 : F f o r 6 T v a n i s h e s : 

2&^T = // [ V ( 6 n ] • V ( 6 n ) - ( K ^ + K^][&n]^]6S . ( 3 . 4 . 8 : 0 ) 

S 

( 6 = 0 , 1 1 ) 
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F o r m u l a 3 . 4 . 7 : H f o r 6 ^ U ' i s s t i l l v a l i d . B u t i n t h e l i n e a r 

e x p r e s s i o n s 3 . 4 . 7 : 3 w e m u s t o m i t t h e f a c t o r s s i n ( e 3 . 

( 3 . 4 . 8 : P ] 

c o s ( 6 ) 6 Y , g - 6 ( Y , g - Y , , ) = 7 , ^ ( 3 0 ^ ^ ^ A A 

T h e n w e g e t f o r 6 ^ U ' : 

[ 3 . 4 . 8 : 0 ] 

T h e c h a n g e ^ ^ ^ i g i v e n b y 

6 A ^ j ^ - ^ 6 m ' d s . C 3 . 4 . 8 : R ] 

T h e d i s p l a c e m e n t 6 m ' a n d t h e r e b y fi'^gj^ ^ ^ a y b e c h o s e n i n d e p e n 

d e n t l y o f 6 n . T h e n f r o m 3 . 4 . 8 : 0 t h e s m a l l e s t v a l u e o f 6 ^ U ' 

f o r g i v e n 6 n i s : 

w h e r e ^ 

F o r m u l a 3 . 4 . 8 : 1 f o r t h e t o t a l c h a n g e i n e n e r g y i s r e p l a c e d b y 

6 ^ U = ^ { / / [ V [ 6 n ) V ( 6 n ) - + K 2 ) ( 6 n ) ^ ] d S + B y y t / J 6 n d S ) ^ } 

S S 
( 8 = 0 , I T ) 

( 3 . 4 . 8 : U ) 

w h e r e 6 n i s a n y f u n c t i o n o v e r S w h i c h i s z e r o o n t h e b o u n 

d a r y r . 
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3 . 4 . 9 A l t e r n a t i v e d e r i v a t i o n o f 6 U f o r a m o r e g e n e r a l s i t u a t i o n 

T h e r e i s a n a l t e r n a t i v e , v e r y i n s t r u c t i v e w a y t o d e r i v e t h e 

c h a n g e i n e n e r g y 6 ^ U b y c o n s i d e r i n g t h e w o r k d o n e b y t h e 

f o r c e s t h a t a c t o n t h e m e n i s c u s i n t h e i m a g i n e d d i s p l a c e m e n t d r . 

W e h a v e h i t h e r t o a s s u m e d t h a t t h e c o n t a c t a n g l e 6 i s 

c o n s t a n t t h r o u g h o u t t h e p o r e w a l l . W e w i l l i n t h i s s e c t i o n r e m o v e 

t h i s r e s t r i c t i o n a n d a l l o w 9 t o v a r y o v e r t h e p o r e w a l l . T h e 

c o n t a c t a n g l e 9 i s a l s o f o r e a c h p o i n t o n t h e w a l l s a f u n c t i o n 

o f t h e t h e r m o d y n a m i c a 1 s t a t e . T h e g i v e n f u n c t i o n 9 o v e r t h e 

p o r e w a l l s r e f e r s t o t h e c o n t a c t a n g l e s a t t h e i n t i t i a l e q u i 

l i b r i u m s t a t e o f t h e m e n i s c u s r e g i o n . T h e f u n c t i o n 9 w i l l b e 

d i s c o n t i n u o u s a l o n g a c u r v e , w h e r e t w o d i f f e r e n t k i n d s o f p o r e 

w a l l s m e e t . 

W e a s s u m e t h a t G i s c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b l e o v e r t h e 

p o r e w a l l , - e x c e p t a l o n g s o m e s i m p l e c u r v e s , w h e r e 9 m a y b e d i s 

c o n t i n u o u s . W e w i l l a l s o a l l o w c o r n e r s a n d e d g e s o n t h e p o r e 

w a l l s a l o n g s o m e c u r v e s . T h u s w e h a v e t h a t t h e c o n t a c t a n g l e 9 i s 

a s m o o t h f u n c t i o n o v e r s m o o t h p o r e w a l l s e x c e p t f o r s o m e c u r v e s , 

w h e r e t h e c o n t a c t a n g l e 9 o r t h e u n i t n o r m a l t o t h e p o r e w a l l 

h a v e d i s c o n t i n u i t i e s . 

C o n s i d e r n o w a d i s p l a c e m e n t d r o f a m e n i s c u s i n a n i s o l a t e d 

m e n i s c u s r e g i o n . T h i s e q u i l i b r i u m m e n i s c u s S i s d i s p l a c e d t o 

a n e w s u r f a c e S ' i n t h e p o r e . T h e f o r c e s a c t i n g o n S b a l a n c e . 

B u t o n S ' t h e r e a r e u n b a l a n c e d f o r c e s . I n t h e g a s a n d l i q u i d 

p h a s e s t h e r e a r e a f t e r t h e d i s p l a c e m e n t t h e p r e s s u r e s p + A p 

a n d + A p j ^ . T h e s u r f a c e t e n s i o n o f t h e m e n i s c u s i s Y j ^ g * I g • 

a n d t h e m e a n c u r v a t u r e a t a p o i n t o n S ' i s K + A i c ' . T h e 

p r e s s u r e s a n d t h e s u r f a c e t e n s i o n g i v e a n e t f o r c e o n t h e m e n i s c u s . 
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S e e s e c t i o n 2 . 2 a n d e s p e c i a l l y . f o r m u l a s 2 . 2 : C , E a n d f i g u r e s 

2 . 2 : 1 1 1 , I V . T h i s n e t f o r c e a c t i n g o n a s u r f a c e e l e m e n t d S ' o f t h e d i s 

p l a c e d s u r f a c e S ' i s d i r e c t e d i n t h e n o r m a l d i r e c t i o n n ' . T h e 

f o r c e i s : 

'^dS' ° ^ ' P g " * P g * ^l*'^^<i * 2 ( Y j ^ g + A Y j ^ g 3 [ K + A K ' ) 3 n ' d S ' = 

= 2y^^ & K ' f i d S + ( - 6 ( p g - p j ^ ) + 2 < 6 Y j j g ) n d S + . , . ( 3 . 4 . 9 : A ) 

T h e z e r o - o r d e r t e r m s v a n i s h b e c a u s e o f t h e f o r c e e q u i l i b r i u m 

c o n d i t i o n [ f o r m u l a 2 . 2 : D ) . T h e l a s t l i n e g i v e s t h e f i r s t - o r d e r 

t e r m s o f t h e f o r c e . H e r e d S a n d d S ' a r e c o r r e s p o n d i n g s u r f a c e 

e l e m e n t s o n S a n d S ' . T h e f i r s t t e r m o f t h e l a s t l i n e i s 

t h e f o r c e d u e t o a c h a n g e 6 K ' i n m e a n c u r v a t u r e a n d t h e s e c o n d 

t e r m i s t h e f o r c e d u e t o c h a n g e s i n t h e t h e r m o d y n a m i c a l v a r i a b l e s 

P g , a n d Y j j ^ g i n t h e v i c i n i t y o f t h e s u r f a c e e l e m e n t . 

A t t h e b o u n d a r y V o f S ' t h e r e i s a n e t f o r c e a c t i n g 

a l o n g t h e p o r e w a l l . L e t m" ( c o r r e s p o n d i n g t o m' a t T ] b e 

t h e u n i t v e c t o r w h i c h i s t a n g e n t i a l t o t h e p o r e w a l l , p e r p e n d i 

c u l a r t o r ' , a n d p o i n t s i n t h e d i r e c t i o n f r o m l i q u i d t o g a s . 

L e t 9 ' = 9 + 6 9 ' * ... b e t h e a n g l e o f c o n t a c t . T h e n t h e f o r c e 

o n a l i n e e l e m e n t d s ' a l o n g t h e p o r e w a l l d u e t o t h e s u r f a c e 

t e n s i o n Y j ^ g * ^'''^g 

- ( Y j g * A Y j ^ g ) c o s ( e ' 3 m " d s ' . ( 3 . 4 . 9 : B ) 

T h e d i f f e r e n c e Y " Y n " l a y b e i n t e r p r e t e d a s a f o r c e p e r u n i t 
S g S J6 
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l e n g t h a c t i n g o n r i n t h e d i r e c t i o n o f m ' . T h e n t h e f o l l o w i n g 

f o r c e a c t s o n t h e c o r r e s p o n d i n g d i s p l a c e d l i n e e l e m e n t d s ' o f T' 

f ^ s g - ^ s i l ' ^ ^ ^ s g - ^ s ) l ' ] ^ " • ( 3 . 4 . 9 : 0 

T h e q u a n t i t y A C y " Y 5) i s t h e c h a n g e o f y p i n t h e d i s -

p l a c e m e n t d r o f a p o i n t o n t h e b o u n d a r y T . T h i s c h a n g e h a s t w o 

d i f f e r e n t c a u s e s . F i r s t l y , t h e r e i s a c h a n g e d u e t o t h e d i s p l a c e 

m e n t f r o m a p o i n t o n t h e p o r e w a l l w i t h c o n t a c t a n g l e 8 t o a 

n e w p o i n t w i t h c o n t a c t a n g l e 6 + A e . T h e s e t w o v a l u e s a r e t h e 

c o n t a c t a n g l e s i n t h e i n i t i a l t h e r m o d y n a m i c a 1 s t a t e o f t h e 

m e n i s c u s r e g i o n . T h i s f i r s t p a r t o f t h e c h a n g e i s t h e n f r o m 

f o r m u l a 3 . 4 . 1 : M : 

A ^ ( Y g g - Y g ^ ) = Y j ^ g c o s ( e + A e ) - Y ^ g c o s ( 9 ) . ( 3 . 4 . 9 : D ) 

S e c o n d l y t h e d i s p l a c e m e n t d r i n d u c e s a c h a n g e i n t h e t h e r m o -

d y n a m i c a l s t a t e s o f t h e p h a s e s o f t h e m e n i s c u s r e g i o n a n d t h u s 

a c h a n g e i n Y " Y n • L e t u s d e n o t e t h e f i r s t - o r d e r t e r m 
s g S X . 

« " ( > s g - ^ s i l ^ = 

^ " ^ ^ s g - ^ s i l ^ = « " ' ^ s g - ^ s ) l ^ ^ ••• • ' C 3 . 4 . 9 : E ) 

F r o m 3 . 4 . g : B - E w e g e t t h e n e t f o r c e a l o n g t h e p o r e w a l l o n a 

l i n e e l e m e n t d s ' o f T' : 

^ d s ' = [ - t Y , g ^ A Y , g ] c o s , [ e ' ) ^ Y s g - ^ s £ * ^ ^ ' ^ s g ' ^ s J l ' ^ ^ ^ ' ^ s g " il ^ ' = 

= [ - ' Y j g - ^ f i Y j ^ g * . . . ) c o s ( e + 6 e ' * . . . ) + Y g g - Y g j t * Y j ^ g C O s ( e t 6 6 * . . . 

- Y o c o s ( O ) + ^ " ' • • ' • ( Y ^ ^ - Y J * - - - ] ( m - + . . . ] ( d s + . . . ) = 
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= Y s i n ( e } ( 6 e ' - 5 e } m ' d s + f <5'''"''(Y<,„ " Y „) " „ c o s ( e ) ] m ' d s + ... 
x,g S g S x gJc 

( 3 . 4 . 9 : F ) 

H e r e w e h a v e a g a i n u s e d f o r m u l a 3 . 4 . 1 : M . T h e l a s t l i n e g i v e s t h e 

f i r s t - o r d e r t e r m s o f t h e n e t f o r c e . T h e q u a n t i t y 6 6 ' d e n o t e s 

t h e f i r s t - o r d e r c h a n g e i n a n g l e o f c o n t a c t a n d 5 6 t h e d i f f e r e n c e 

i n c o n t a c t a n g l e b e t w e e n c o r r e s p o n d i n g p o i n t s o n V a n d T i n 

t h e i n i t i a l t h e r m o d y n a m i c a l s t a t e . T h u s t h e f i r s t t e r m o f t h e 

l a s t l i n e g i v e s t h e f o r c e d u e t o a c h a n g e i n a n g l e o f c o n t a c t 6 6 ' 

i n t h e d i s p l a c e m e n t a n d t h e f o r c e d u e t o t h e d i f f e r e n c e 6 6 i n 

c o n t a c t a n g l e b e t w e e n c o r r e s p o n d i n g p o i n t s i n t h e d i s p l a c e m e n t 

o n t h e p o r e w a l l . T h e s e c o n d t e r m g i v e s t h e f o r c e d u e t o i n d u c e d 

c h a n g e s i n t h e v a l u e s o f t h e t h e r m o d y n a m i c a l v a r i a b l e s y^^ , 

y . a n d y. i n t h e v i c i n i t y o f t h e c o n s i d e r e d l i n e e l e m e n t . 
S 3t x g 

T h e c h a n g e 6 9 ' i n a n g l e o f c o n t a c t i s s t u d i e d i n s e c t i o n 

3 . 4 . 6 . F r o m f o r m u l a 3 . 4 . 6 : T w e h a v e : 

K -K c o s ( e ) 

° 1 ^ ^ ^" s i n ( 6 ) - ' ^'^"^ • = 

/ l e r e 6 m j , = d r • m^, i s t h e d i s p l a c e m e n t a l o n g t h e b o u n d a r y c u r v e 

3 9 
r , w h i l e T T — i s t h e r a t e o f i n c r e a s e i n 6 i n t h i s d i r e c t i o n . S m j , 

T h e d i s p l a c e m e n t d r o f a p o i n t o n t h e b o u n d a r y V t o a 

n e w p o s i t i o n o n t h e p o r e w a l l m a y a c c o r d i n g t o f o r m u l a 3 . 4 . 6 : G 

b e w r i t t e n : 

d r = 6 m ' m' + 6 m j , m j , + ... . ( 3 . 4 . g : H ) 

H e r e 6 m j , a n d 6 m ' a r e t h e d i s p l a c e m e n t s a l o n g V a n d p e r p e n 

d i c u l a r t o r i n t h e d i r e c t i o n o f m' on t h e p o r e w a l l . T h u s 

t h e c h a n g e 6 6 i n c o n t a c t a n g l e i s : 
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fie . 6 m j , M _ . 6 m ' 1 1 . • ( 3 . 4 . 9 : 1 ) 

8 0 

H e r e — r i s t h e r a t e o f i n c r e a s e i n 9 i n t h e d i r e c t i o n o f m' 

t h a t i s p e r p e n d i c u l a r t o T a l o n g t h e p o r e w a l l . 

F r o m 3 . 4 . 9 : G a n d I w e g e t : 

K - K c o s ( e ] - ? ^ 
6 9 ' - 6 9 = 6 n ^. - m • V ( 6 n ) . ( 3 . 4 . 9 : 3 ) 

s i n ( 9 ) 

We n o t e t h a t t h e c h a n g e o f 9 a l o n g r d o e s n o t a p p e a r i n t h i s 

f o r m u 1 a . 

N o w i n o r d e r t o k e e p t h e d i s p l a c e d m e n i s c u s S ' i n i t s 

n o n - e q u i l i b r i u m p o s i t i o n t h e e x t r a n e o u s f o r c e s - F ^ j g . a n d 

- F ^ ^ , a r e n e e d e d f o r e a c h s u r f a c e a n d l i n e e l e m e n t . 

L e t u s n o w c o n s i d e r a c o n t i n u o u s s e q u e n c e o f i n c r e a s i n g 

d i s p l a c a m e n t s t d r , w h e r e t g o e s f r o m z e r o t o o n e . T h e n t h e 

e x t r a n e o u s f o r c e s n e e d e d t o k e e p t h e m e n i s c u s i n p o s i t i o n w i l l 

i n t h e f i r s t - o r d e r i n c r e a s e l i n e a r l y w i t h t f r o m z e r o f o r t = 0 

t o - F ^ g . a n d - F ^ g i f°r t = 1 . I n o r d e r t o p e r f o r m t h e d i s 

p l a c e m e n t d r w e m u s t e x e r t t h e s e l i n e a r l y i n c r e a s i n g f o r c e s 

o n t h e m e n i s c u s d u r i n g t h e i n c r e a s i n g s e q u e n c e o f d i s p l a c e m e n t s . 

T h e w o r k d o n e o n t h e m e n i s c u s f r o m t h e s e e x t r a n e o u s f o r c e s a r e : 

1 

Ws_^S, = / [ / / ( - t F ^ g , * _ _ _ ) . d f d t - ^ ( - t F ^ ^ , + . . . ) . d f d t ] 
o s r 

= - I [ / / F ^ s - • . ^ F ^ ^ . . d r ] . ... . ( 3 . 4 . g : K ) 

s r 

T h e s e c o n d l i n e g i v e s t h e w o r k d o n e u p t o t h e s e c o n d o r d e r , s i n c e 

F ^ g , a n d F ^ ^ , , g i v e n b y 3 . 4 . 9 : A a n d F , c o n t a i n o n l y f i r s t -

o r d e r a n d h i g h e r t e r m s . 
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T h u s t h e d i s p l a c e m e n t d r m a y b e p e r f o r m e d b y d o i n g t h e 

w o r k '^g^.g > °" t h e m e n i s c u s r e g i o n . O t h e r w i s e t h e r e g i o n i s 

i s o l a t e d f r o m t h e s u r r o u n d i n g s . T h e n t h e i n c r e a s e i n e n e r g y i s 

e q u a l t o t h e w o r k d o n e o n t h e s y s t e m : 

A U = . ( 3 . 4 . 9 : L ] 

T h e f i r s t - o r d e r t e r m s o f t h i s e q u a t i o n v a n i s h . T h e s e c o n d - o r d e r 

t e r m s g i v e w i t h t h e u s e o f 3 . 4 . 9 : A , F a n d K: 

6^U = { - // 2 6 K ' 6 n d S - § { ( 5 9 ' - 6 e ) 6 n d s } + 

^ ^ ( 3 . 4 . 9 : M ) 

" I { / / f « ( P g - P e ) - 2 K 6 Y j g ] 6 n d S * ^I6y^^cod6) - S^[y^^-y^^)]6m' d s } 

S r 

T h e w o r k n e e d e d t o p e r f o r m t h e t o t a l d i s p l a c e m e n t d e p e n d s o n 

t h e s e q u e n c e o f t h e r m o d y n a m i c a l s t a t e s i n t h e s i x p h a s e s a n d i n 

d i f f e r e n t p a r t s o f t h e s e d u r i n g t h e d i s p l a c e m e n t . T h e s t a t e w i t h i n 

t h e s i x p h a s e s m a y d e v i a t e m o r e o r l e s s f r o m i n t e r n a l e q u i l i b r i u m , 

a n d t h e r e m a y b e s m a l l e r o r g r e a t e r d e v i a t i o n s f r o m t h e r m a l a n d 

c h e m i c a l e q u i l i b r i u m b e t w e e n t h e p h a s e s . T h e n e c e s s a r y w o r k w i l l 

i n c r e a s e , w h e n t h e s e d e v i a t i o n s f r o m e q u i l i b r i u m i n c r e a s e . W e 

g e t t h e s m a l l e s t p o s s i b l e v a l u e o n t h e w o r k n e e d e d , w h e n t h e s i x 

p h a s e s a r e i n i n t e r n a l e q u i l i b r i u m a n d w h e n t h e p h a s e s a r e i n 

m u t u a l t h e r m a l a n d c h e m i c a l e q u i l i b r i u m d u r i n g t h e c o m p l e t e 

s e q u e n c e o f d i s p l a c e m e n t s . 

T h u s w e w i l l c o n s i d e r t h e c a s e , w h e n t h e s i x p h a s e s o f t h e 

m e n i s c u s r e g i o n a r e i n i n t e r n a l a n d m u t u a l e q u i l i b r i u m d u r i n g 

t h e d i s p l a c e m e n t , e x c e p t f o r t h e f o r c e s o n t h e m e n i s c u s , w h i c h 

a r e b a l a n c e d b y t h e e x t r a n e o u s f o r c e s . T h e n t h e t e m p e r a t u r e a n d 
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c h e m i c a l p o t e n t i a l s f o r w a t e r a n d a i r h a v e c o n s t a n t v a l u e s 

t h r o u g h o u t t h e m e n i s c u s r e g i o n . We h a v e t h e t y p e o f s i t u a t i o n 

c o n s i d e r e d i n s e c t i o n 3 . 4 . 7 , w h e r e 6 ^ U ' w a s s t u d i e d . T h e s e c o n d 

l i n e o f 3 . 4 . 9 : M a b o v e c o r r e s p o n d s t o f o r m u l a 3 . 4 . 7 : H f o r t h e 

c h a n g e i n e n e r g y 6 ^ U ' d u e t o i n d u c e d c h a n g e s i n p r e s s u r e s 

a n d Y : S . 

We h a v e a l l o w e d d i s c o n t i n u i t i e s i n t h e c o n t a c t a n g l e 9 a n d 

i n t h e d i r e c t i o n o f t h e p o r e w a l l n o r m a l a l o n g s i m p l e c u r v e s o n 

t h e p o r e w a l l s . T h i s g i v e s t w o p o s s i b l e c o m p l i c a t i o n s . F i r s t l y 

t h e b o u n d a r y T m a y i n t e r s e c t s u c h a c u r v e o f d i s c o n t i n u i t y . 

S e c o n d l y a s e g m e n t o f t h e b o u n d a r y r m a y f o l l o w s u c h a c u r v e . 

T h e c o n d i t i o n s f o r f o r c e e q u i l i b r i u m i n t h e s e t w o s i t u a t i o n s 

a r e d i s c u s s e d i n s e c t i o n 2 . 2 o n p a g e s 2 8 - 3 5 . 

L e t u s f i r s t c o n s i d e r a p o i n t w h e r e T i n t e r s e c t s a c u r v e 

o f d i s c o n t i n u i t y a t a n o n - z e r o a n g l e . T h e o r i e n t a t i o n o f t h e 

s u r f a c e S a t t h e p o i n t o f i n t e r s e c t i o n a t t h e b o u n d a r y o f S 

m u s t s a t i s f y c o n d i t i o n 2 . 2 : L . M . T h e u p p e r l i n e o f f o r m u l a 3 . 4 . 9 : K 

i s o f c o u r s e s t i l l v a l i d . T h e f o r c e , w i l l h a v e a d i s c o n t i 

n u i t y a t t h e s e q u e n c e o f i n t e r s e c t i o n p o i n t s d u r i n g t h e d i s 

p l a c e m e n t . B u t s t i l l ^ i j g p i s o f t h e f i r s t o r d e r . T h e e x t e n s i o n 

o f t h e p a r t o f t h e b o u n d a r y a f f e c t e d b y t h e d i s c o n t i n u i t y d u r i n g 

t h e d i s p l a c e m e n t i s a l s o o f t h e f i r s t o r d e r . T h e n t h e c o n t r i b u t i o n 

t o t h e w o r k f r o m t h e d i s c o n t i n u i t y i s o f t h e t h i r d o r d e r i n d r . 

T h u s t h e i n t e r s e c t i o n o f a c u r v e o f d i s c o n t i n u i t y d o e s n o t a f f e c t 

t h e s e c o n d - o r d e r t e r m s o f o u r s t a b i l i t y a n a l y s i s . 

C o n s i d e r n e x t a s e g m e n t o f t h e b o u n d a r y f w h e r e T f o l l o w s 

a c u r v e o f d i s c o n t i n u i t y . L e t 6 ^ d e n o t e t h e a n g l e o f c o n t a c t 

o n t h e l i q u i d s i d e b e t w e e n t h e p o r e w a l l a n d t h e m e n i s c u s S . 
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Then 9^ must s a t i s f y the inequa l i t i t i e s 2.2.:Q on page 3 1 . Let 

6 s a t i s f y s t r i c t i n e q u a l i t i e s : 9,<6 <e^-a . The q u a n t i t i e s 

6^ , 9^ and a are defined i n f i g u r e 2.2:VI1I on page 3 1 . We 

have from the d i s c u s s i o n on page 31 that the r e s t o r i n g f o r c e per 

uni t length of the d i s p l a c e d boundary w i l l be f i n i t e . The re q u i r e d 

work in a displacement of the boundary segment w i l l be p o s i t i v e 

and of the f i r s t order i n d r . But a l l other c o n t r i b u t i o n s to 

the energy change AU are of second o r d e r . Thus any displacement, 

where a segment of r that f o l l o w s a curve of d i s c o n t i n u i t y i s 

d i s p l a c e d , leads to a s t a t e of higher t o t a l energy. The system 

w i l l be s t a b l e r e l a t i v e to t h i s kind of d i s p l a c e m e n t s . In the 

f o l l o w i n g a n a l y s i s we only have to c o n s i d e r displacements f o r 

which the boundary T i s kept f i x e d along those segments of the 

boundary where i t f o l l o w s a curve of d i s c o n t i n u i t y . 

We a l s o have to c o n s i d e r the s p e c i a l c a s e , when 6 i s equal 

c 

to or e^-ci i n formula 2.2;0. Then we have the ordinary 

s i t u a t i o n of the continuous case f o r displacements of the boundary 

to the s i d e of the pore w a l l that corresponds to the e q u a l i t y 

i n formula 2.2:0. A displacement to the other s i d e Ccorrespond!ng 

to the i n e q u a l i t y i n formula 2.2:0) w i l l be stopped-by a f i n i t e 

r e s t o r i n g f o r c e . 

The f i r s t l i n e of 3.4.9:M corresponds to y^^&^T i n the 

prsv i o u s case f o r constant 9 . We w i l l s t i l l use t h i s n o t a t i o n . 

From formulas 3.4.6:A and B we see tha t the only d i f f e r e n c e i s 

that 66' i s rep l a c e d by 6e'-66 . Comparing 3.4.9:J and 3.4.8:0 
9 A 

we see that the term —r i s to be added to K c o s ( e ) - K 
dm m s 

when e i s v a r i a b l e . I n s t e a d of formula 3.4.8:F we now have: 
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2 6 ^ T = // [ V ( 6 n ) • V ( 6 n ) - ( K ^ * K 2 H 6 n ) ^ ] d S * 

K C O s ( e ) - K 
^ ( 6 n ) ' ^ d s . ( 3 . 4 . 9 : N ) ^ s i n ( 6 ) 

r 

T h e s e c o n d l i n e o f 3 . 5 . 9 : M i s m o r e c o m p l i c a t e d . L e t u s f i r s t 

c o n s i d e r t h e c a s e , w h e n t h e p o r e w a l l c o n s i s t s o f a c e r t a i n n u m b e r 

o f r e g i o n s o f d i f f e r e n t t y p e s . F o r e a c h r e g i o n t h e r e i s a c o n s t a n t 

c o n t a c t a n g l e . T h e b o u n d a r y c u r v e V w i l l p a s s t h r o u g h d i f f e r e n t 

r e g i o n s o f t h e p o r e w a l l . T h e b o u n d a r y c u r v e i s t h e n d i v i d e d i n t o 

a n u m b e r o f s e g m e n t s , e a c h w i t h a c o n s t a n t c o n t a c t a n g l e 9 ^ . 

T h e d i s p l a c e m e n t 6 m ' i s z e r o f o r a n y s e g m e n t o f t f i e b o u n d a r y , 

w h e r e i t f o l l o w s a c u r v e o f d i s c o n t i n u i t y . 

I n t h e e a r l i e r c a s e o f c o n s t a n t 6 t h r o u g h o u t t h e p o r e w a l l 

s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 4 . 7 t h e c h a n g e s 6 ( p - p , , ) - 2 K 6 Y 5 „ a n d 

c o s ( 9 ) 6 Y r ) " " Y o ' w e r e g i v e n b y l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f 
x,g s g S X 

6\1 ^ a n d a c c o r d i n g t o f o r m u l a 3 . 4 . 7 : 3 . L e t ^ ^ ^ i d e n o t e 

t h e i n c r e a s e i n a r e a c o v e r e d b y l i q u i d f o r t h e p a r t o f t h e p o r e 

w a l l w i t h t h e c o n t a c t a n g l e 6 ^ : 

- I - S ^ T ^ . ( 3 . 4 . 9 = 0 ) 

^ i ^ i 

( e ) 6 Y o „ - < S ( Y , „ - Y „ O 3 w i l l d e p e n d g j c J o g x-g s g s x , 

l i n e a r l y o n &y ^ a n d a l l ^ ^ ^ ^ • T h e c h a n g e ''^'''''^gg~"''s J,' 

o f c o u r s e i n g e n e r a l d i f f e r e n t f o r t h e d i f f e r e n t t y p e s o f p o r e 

w a l l . T h e n w e g e t e x p r e s s i o n s o f t h e f o l l o w i n g t y p e : 
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6 ( P g - p , ) - 2 < 6 Y , g = Y , g { B v , 6 V ^ . I 6 ' . s i n c e . ) 6 A ; ^ } 

J, = Y ^ g t B ^ i s i n c e . ) 6 V ^ . 
i 

+ I 6 - ; s i n C e . J S i n c e , ) 6 A J . } . C 3 . 4 . 9 : P ] 

J 

T h e f a c t o r s y a n d s i n C e . ) a r e i n t r o d u c e d f o r f u t u r e c o n -y.g 1 

v e n i e n c e . T h e v a r i o u s 6 c o e f f i c i e n t s w i l l d e p e n d o n t h e t h e r m o -

d y n a m i c a l v a r i a b l e s o f a l l b u l k a n d s u r f a c e p h a s e s o f t h e s y s t e m . 

F o r m u l a 3 . 4 . 9 : M m a y n o w b e w r i t t e n : 

6 ^ U = Y j , ^ 6 ^ T * &^U' . C 3 . 4 . 9 : 0 ) 

w h e r e 6 ^ T i s g i v e n b y f o r m u l a 3 . 4 . 9 : N . T h e o n l y d i f f e r e n c e f r o m 

t h e p r e v i o u s f o r m u l a s 3 . 4 . 6 : E o r F i s t h a t e h a s d i f f e r e n t v a l u e s 

6 ^ o n e a c h s e g m e n t o f f . 

T h e s e c o n d p a r t 6 ^ U ' i s g i v e n b y f o r m u l a s 3 . 4 . 9 : 1 ^ a n d P : 

6 ^ U ' = { B y y C f i V j ^ ] ^ W I B y . S i n c e . } 6 A J J ^ 6 V J , * 

^ I Z s i n c e . ) s i n C e . ) 6 A ^ ^ 6 A ^ ^ } . ( 3 . 4 . 9 : R ) 

i J 

w h e r e 

^ V i - h ^ i * B y j ) 

SV^ = // 6 n d S s i n c e . ) 6 A ^ ^ = / 6 n d S C 3 . 4 . 9 : S ) -

s r . 
1 
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Ws h a v e a g a i n a s a c o n s e q u e n c e o f f o r m u l a 3 . 3 : S t h a t 6 U ' i s 

n o n - n e g a t i v e . 

T h e g e n e r a l i z a t i o n t o t h e c a s e o f a c o n t i n u o u s l y v a r y i n g 

2 

c o n t a c t a n g l e 8 i s n o w s t r a i g h t - f o r w a r d . T h e f i r s t p a r t 6 T i n 

o f f o r m u l a 3 . 4 . 9 : 0 i s g i v e n b y f o r m u l a 3 . 4 . 9 : N . T h e s e c o n d 

p a r t S ^ W i s g i v e n b y a n e x p r e s s i o n o f t h e f o l l o w i n g t y p e : 

S ^ W = ^ { P v v f ^ ^ i ^ ^ * 2 * ^ J l ^ B ^ ^ ( s ) 6 n d s + 

r 

+ j, j, 6 ^ ^ ( s , s ' ) 6 n [ s ) 6 n ( s " ] d s d s ' . C a , 4 . 9 : T ) 

r r 

T h i s g e n e r a l c a s e i s o f c o u r s e f r o m a n e x p e r i m e n t a l a n d p r a c t i c a l 

p o i n t o f v i e w e x t r e m e l y c o m p l i c a t e d . T h e f o r m u l a i s g i v e n f o r 

t h e s a k e o f c o m p l e t e n e s s . 

We w i l l e n d t h i s s e c t i o n b y g i v i n g t h e e x a c t d e f i n i t i o n o f 

T i n t h e g e n e r a l c a s e o f v a r y i n g c o n t a c t a n g l e 6 . T h e d e f i n i t i o n 

o f f o r m u l a 3 . 4 . 2 : B i s r e p l a c e d b y : 

T = T [ d f ] = A A j ^ g + // ( - n ) c o s ( e 3 d S + 2 K AV^^ . { 3 . 4 . 9 : U ) 

H e r e A A i s t h e i n c r e a s e i n a r e a o f t h e m e n i s c u s , a n d A V . i s 

t h e i n c r e a s e i n l i q u i d v o l u m e i n t h e d i s p l a c e m e n t d r . T h e s u r 

f a c e i n t e g r a l i s t a k e n o v e r t h e p a r t o f t h e p o r e w a l l b e t w e e n 

t h e i n i t i a l b o u n d a r y c u r v e V a n d t h e b o u n d a r y c u r v e V' a f t e r 

t h e d i s p l a c e m e n t . T h e f a c t o r n i s e q u a l t o - 1 o n t h a t p a r t 

w h i c h i s c h a n g e d f r o m s o l i d - l i q u i d t o s o l i d - g a s , w h i l e n i s 

e q u a l t o + 1 o n t h e o t h e r p a r t w h i c h i s c h a n g e d f r o m s o l i d - g a s 

t o s o l i d - l i q u i d . 
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F o r m u l a 3 . 4 . 2 : G f o r t h e f i r s t o r r l s r v a r i a t i o n 6 T i s s t i l l 

v a l i d . F r o m t h i s w e g e t t h a t f o r m u l a 3 . 4 . 2 : M i s s t i l l v a l i d . T h e n 

t h e l i n e o f a r g u m e n t i n s e c t i o n 3 . 4 . 4 s t a r t i n g w i t h f o r m u l a 

3 . 4 . 4 : D i s a l s o v a l i d . T h e o n l y m o d i f i c a t i o n s t a r t i n g i n f o r m u l a 

3 . 4 . 4 : 1 i s t o r e p l a c e 6 6 ' b y 6 6 ' - 6 6 , s i n c e 9 m a y n o w v a r y . 

T h u s , i n a c c o r d a n c e w i t h t h e u p p e r l i n e o f 3 . 4 . 9 : M , w e h a v e i n 

s t e a d o f 3 . 4 . 4 : L : 

2 6 ^ T = - // 2 6 K ' 6 n d S - ^ ( 6 6 ' - 6 e ) 6 n d s . ( 3 . 4 . g : V ) 

S r 

T h e q u a n t i t y y n T i s t h e w o r k n e c e s s a r y t o a c h i e v e t h e 
J^g 

d i s p l a c e m e n t o f t h e m e n i s c u s , i f a l l p h a s e s w e r e t o r e m a i n i n 

t h e i r i n i t i a l t h e r m o d y n a m i c a l s t a t e . 

3 . 5 M a t h e m a t i c a l a n a l y s i s o f t h e s t a b i l i t y o f a w a t e r m e n i s c u s . 

3 . 5 . 1 I n t r o d u c t i o n 

We w i l l i n t h i s s e c t i o n 3 . 5 a n a l y s e t h e m a t h e m a t i c a l s i d e 

o f t h e s t a b i l i t y o f a w a t e r m e n i s c u s S w i t h b o u n d a r y T i n a 

p o r e . We w i l l s t u d y t h e s t a b i l i t y o f t h e m e n i s c u s t o g e t h e r w i t h 

a n i s o l a t e d s u r r o u n d i n g m e n i s c u s r e g i o n . S e e f i g u r e 3 . 4 : 1 . T h e 

s u r f a c e S h a s a c o n s t a n t m e a n c u r v a t u r e K . T h e r e i s g i v e n a 

c o n t a c t a n g l e 6 d e p e n d i n g o n t h e c h a r a c t e r o f t h e p o r e w a l l . 

T h e a n g l e o f c o n t a c t 6 ' b e t w e e n S a n d t h e p o r e w a l l ( o n t h e 

l i q u i d s i d e ) i s e q u a l t o t h e p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e 9 . 

W e a s s u m e t h a t 9 i s c o n s t a n t o v e r t h e p o r e w a l l . I f t h e 

p o r u w a l l c o n s i s t s o f r e g i o n s o f d i f f e r e n t t y p e s , t h e n w e g e t 

.J c i ; i t . i i n c o n t a c t a r i g l p f o r e a c h r e g i o n . W h e n t h e c h a i ' a c t e r o f 

H i t : i ! ' i r H w a l l c h a n g e s c o n t i n u o u s l y , w e g e t a i ; o n t i n u o u s l y v a r y i n g 
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c o n t a c t a n g l e o v e r t h e p o r e w a l l . T h e m o d i f i c a t i o n s n e c e s s a r y i n 

t h e s e t w o c a s e s a r e g i v e n a t t h e e n d o f t h i s i n t r o d u c t o r y s e c t i o n . 

T h e p o r e w a l l m a y i n g e n e r a l h a v e c o r n e r s a n d e d g e s , w h e r e t h e 

u n i t n o r m a l o f t h e w a l l h a s a d i s c o n t i n u i t y . W e a s s u m e t h a t t h e 

p o r e w a l l i s s m o o t h i n t h e v i c i n i t y o f t h e b o u n d a r y c u r v e T . 

T h e b o u n d a r y c u r v e m a y i n f a c t i n t e r s e c t c o r n e r s a n d e d g e s o n t h e 

p o r e w a l l , i f t h e e q u i l i b r i u m c o n d i t i o n 2 . 2 : L - M i s f u l f i l l e d . T h e 

c a s e w h e n t h e b o u n d a r y c u r v e f o l l o w s a c o r n e r l i n e i s t o u c h e d u p o n 

o n p a g e 1 0 1 . 

T h e s u r f a c e S i s g i v e n i n p a r a m e t r i c f o r m b y r = r ( u , v ) , 

w h e r e t h e p a r a m e t e r s u a n d v v a r y o v e r a g i v e n d o m a i n o f t h e 

( u , v ) - p l a n e . L e t \|; b e a s u f f i c i e n t l y r e g u l a r f u n c t i o n d e f i n e d 

o n S : 4) = ii ( u , v ) . T h e n w e d e f i n e t h e f . u n o t i o n a l 3 f o r t h e 

m e n i s c u s S t h r o u g h : 

= Jj [V^ • Vi> - ( K ^ + K^)^p^]dS + ^ a i i ' ^ d s . ( 3 . 5 . 1 : A ) 

s r 

H e r e t h e f u n c t i o n o , d e f i n e d a l o n g F , i s g i v e n b y : 

K ^ c o s ( 6 3 - K 

- - s i n ( 9 ) • ^'•'•'••'^ 

T h e s y m b o l V d e n o t e s t h e g r a d i e n t o p e r a t o r o n t h e s u r f a c e . I t 

i s d e f i n e d b y 3 . 4 . 5 : B a n d C . T h e q u a n t i t i e s a n d a r e t h e 

p r i n c i p a l c u r v a t u r e s o f S . S e e a p p e n d i x 1 o n d i f f e r e n t i a l 

g e o m e t r y . T h e q u a n t i t i e s a n d a r e t h e c u r v a t u r e s o f S 

a n d o f t h e p o r e w a l l a t V i n t h e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o T . 

( T h e g a s s i d e d e f i n e s t h e p o s i t i v s s i d e s o f t h e s u r f a c e s . ) 
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| - r o m foimula ) . 4 . / ) : l o n p a g e 7 7 w e n a v e f o r a s m a l l d i s p l a c e 

m e n t o f G w i t h n o r n i a l c o m p o n e n L 6 n n : 

J [ 5 n ] = 2 6 " ^ T . ( 3 . 5 . 1 : C ) 

L e t S , a n d T, b e d e f i n e d b y 

= // H^dS = ^ l | ; d s . ( 3 . 5 . 1 : 0 ) 

s r 

T h e n w i l l e . i v e t h e i n c r e a s e 6V„ i n l i q u i d v o l u m e , w h i l e 
( 5 n i ^ 

r ^ ^ / s i n ( Q ) g i v e s t h e i n c r e a s e '^'^gj^ p a r t o f t h e p o r e 

w a l l w h i c h i s c o v e r e d b y l i q u i d . 

W e d e f i n e t h e f u n c t i o n a l t h r o u g h 

i [ ^ ] = B v v ' ^ * ^ ' * 2 B v , ^ e , , ( r ^ ] ' . ( 3 . 5 . 1 : E ) 

T h e c o e f f i c i e n t s B y y , 6 y ^ . a n d d e p e n d o n t h e t h e r m o d y n a -

m i c a l c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e r e g i o n s u r r o u n d i n g t h e m e n i s c u s S 

T h e f u n c t i o n a l i s a p o s i t i v e s e m i - d e f i n i t e q u a d r a t i c f o r m 

i n a n d T ^ ( f o r m u l a 3 . 4 . 7 : N o n p a g e 7 6 ) . 

F r o m f o r m u l a s 3 . 4 . B : G a n d H o n p a g e 7 8 w e h a v e f o r a d i s 

p l a c e m e n t w i t h n o r m a l c o m p o n e n t 6 n n : 

, I [ 6 n ] . ( 3 . 5 . 1 : F ) 

L e t J j _ d e n o t e t h t . s u m o f ,1 a n d I : 

- J I i p ] - . ( 3 . 5 . 1 : G ) 

T h e n t h e t o t a l c h a n j M j i n f . ' n e r j ' . y f o r t h e m L - n i s c u s r e g i o n i n a riiF 

p l a c e m e n t w i t h n o r m n i > n m p u n e n t 5 n n i s <n: r j i n j i n g t o f o r m u l a s 

J . 4 . a : A . 3 . 5 . 1 : C . H u J F : 
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6 ^ U = ^ J ^ _ [ 6 n ] . C 3 . 5 . 1 : H ) 

T h e p h y s i c a l m e a n i n g o f y 6 ^ T a n d S^W h a s b e e n d i s 

c u s s e d a t l e n g t h i n s e c t i o n s 3 . 4 . 2 , 3 a n d 7 . We h a v e a d i s p l a c e 

m e n t w i t h n o r m a l c o m p o n e n t 6 n n . T h e n 6 ^ T = — ^ 3 [ 6 n ] i s 

t h e w o r k n e c e s s a r y t o d i s p l a c e t h e m e n i s c u s a g a i n s t t h e s u r f a c e 

t e n s i o n y. , t h e p r e s s u r e d i f f e r e n c e p - p . , a n d t h e f o r c e 

He. 

Y g g - Y g j ^ = Y j ^ g c o s ( e ) a t t h e p o r e w a l l . T h e q u a n t i t y J [ t ) j ] 

g i v e s t h e w o r k o f t h e d i s p l a c e m e n t , w h e n t h e s e f o r c e s r e t a i n t h e i r 

v a l u e s o f . t h e i n i t i a l e q u i l i b r i u m s t a t e . B u t d u r i n g t h e d i s p l a c e 

m e n t t h e s e f o r c e s w i l l c h a n g e . T h e s e c o n d p a r t — I [ 6 n ] = 5 ^ L I ' 

g i v e s t h e w o r k n e c e s s a r y t o o v e r c o m e t h e s e i n d u c e d a d d i t i o n a l 

f o r c e s f r o m t h e c h a n g e s 6y. , 6 C p - p , , ] a n d 6[y -y .3 . 
J c g & ^ S g S J c , 

T h e a n a l o g y b e t w e e n o u r w a t e r m e n i s c u s a n d a s t r e t c h e d 

m e m b r a n e i s v e r y i l l u m i n a t i n g . I n t h i s a n a l o g y t h e m e m b r a n e i s 

s t r e t c h e d a l o n g t h e s u r f a c e S , a n d i t i s a t t a c h e d t o t h e p o r e 

w a l l a t t h e b o u n d a r y T . T h e t e n s i o n o f t h e i n f i n i t e l y f l e x i b l e 

m e m b r a n e i s ^ ' "̂ ^̂  f l u i d s a b o v e a n d b e l o w t h e m e m b r a n e h a v e 
t h e p r e s s u r e s p a n d p . T h e m e m b r a n e i s l i n k e d t o t h e p o r e 

g 

w a l l b u t i s i s f r e e t o m o v e a l o n g t h e w a l l . T h e f o r c e f r o m t h e 

m e m b r a n e a t t h e b o u n d a r y T i n t h e n o r m a l d i r e c t i o n o f t h e 

p o r e w a l l i s b a l a n c e d b y t h e l i n k a g e d e v i c e . A t t h e b o u n d a r y F 

t h e r e i s a f o r c e y c o 5 ( e ] ( = Y " Y O3 p e r u n i t l e n g t h a c t i n g 
J c g S g S JC 

a l o n g t h e p o r e w a l l p e r p e n d i c u l a r t o r . S e e f i g u r e 3 . 5 . 1 : 1 
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F i g u r e 3 . 5 . 1 : 1 T h e f i g u r e i l l u s t r a t e s t h e a n a l o g y b e t w e e n t h e 
w a t e r m e n i s c u s a n d a s t r e t c h e d m e m b r a n e w i t h a 
t e n s i o n y. . T h e b o u n d a r y o f t h e m e m b r a n e i s 
k e p t ^ a t t a c h e d t o t h e p o r e w a l l , b u t i t 
m a y m o v e a l o n g t h e w a l l . T h e r e i s a p r e s s u r e d i f 
f e r e n c e p -p^ o v e r t h e m e m b r a n e . A f o r c e 
7 j ^ g C 0 s ( 6 ) ^ p e r u n i t l e n g t h a c t s o n t h e b o u n d a r y . 

T h e w o r k n e e d e d t o o v e r c o m e t h e s e f o r c e s i n a d i s p l a c e m e n t 

o f t h e m e m b r a n e f r o m a p o s i t i o n S t o a n e w p o s i t i o n S ' i s : 

"S.S' = ^ l l g ' ^ ^ g ^ ^ ^ g c o s ( 9 J A A ^ g . ( P g - P . ^ ' ^ V ^ - ( 3 . 5 . 1 : 1 ) 

H e r e A A . i s t h e i n c r e a s e i n m e m b r a n e a r e a , A A t h e i n c r e a s e 

i n p o r e w a l l a r e a a b o v e t h e m e m b r a n e ( s o l i d - g a s a r e a ) , a n d A V ^ 

t h e i n c r e a s e i n t h e p o r e v o l u m e b e l o w t h e m e m b r a n e ( l i q u i d v o l u m e ) . 

T h e q u a n t i t y J [ 6 n ] g i v e s t h i s w o r k u p t o t h e s e c o n d o r d e r 

f o r a d i s p l a c e m e n t w i t h n o r m a l c o m p o n e n t 6 n . I n s e r t i n g t h e 

e q u i 1 1 IJ I - i u r n c o n d i t i o n p - p 2y K w e g e t t h e g e o m e t r i c a l i n t e r -
g >c ) c g 

[ i i ' ; t e a t i I m I ' - f ] [ ( 5 n ] : 

4 , ] [ 6 n ] = S^^A • i o s ( e ) 6 ' ' A , _ • 2 K 6'\l . ( 3 . b . 1 : T ) 
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I f t h e f o r c e s a r e u n c h a n g e d d u r i n g t h e d i s p l a c e m e n t , t h e n 

2 J [ 6 n ] g i v e s t h e t o t a l c h a n g e i n e n e r g y o f t h e m e m b r a n e 

r e g i o n . B u t f o r e x a m p l e t h e p r e s s u r e s p a n d p m a y c h a n g e 

d u e t o c h a n g e s i n g a s a n d l i q u i d v o l u m e s . T h e t e n s i o n ^Hg 

t h e m e m b r a n e m a y d e p e n d o n t h e a r e a o f t h e m e m b r a n e . T h e n y „ 
S 

w i l l c h a n g e d u r i n g t h e d i s p l a c e m e n t . T h e w o r k n e c e s s a r y t o o v e r -

c o m e a d d i t i o n a l f o r c e s o f s u c h t y p e s i s g i v e n b y — I [ 6 n ] 

C o n s i d e r a s a n e x a m p l e a c a s e w h e r e t h e p r e s s u r e s p a n d p 

c h a n g e b e c a u s e o f a v o l u m e c h a n g e S\l = - &\l i n t h e d i s p l a c e -

m e n t . T h e w o r k 6 U ' n e c e s s a r y t o o v e r c o m e t h e s e f o r c e s i s : 

6 ^ U ' = &P 'Sy - &p^-S\l^} . ( 3 . 5 . 1 : K ) 

L e t a n d d e n o t e a p p r o p r i a t e c o m p r e s s i b i l i t i e s f o r t h e 

t w o f l u i d s : 

H e r e a n d V^^ a r e t h e v o l u m e s o f t h e t w o f l u i d s . T h e t o t a l 

p o r e v o l u m e i s c o n s t a n t : 6 V = - 6 V . T h e n f r o m f o r m u l a s 

3 . 5 . 1 : F , K , L a n d E w e g e t f o r t h i s e x a m p l e : 

I [ 6 n ] = ^ . 1 } ( 6 V ^ ) 2 - B , , ( S , j 2 . ( 3 . 5 . 1 : N ) 

T h i s i s a s p e c i a l c a s e o f 3 . 5 . 1 : E . 

T h e f u n c t i o n o i s d e f i n e d a l o n g t h e b o u n d a r y F b y f o r m u l a 

3 . 5 . 1 : B . A s l i g h t l y d i f f e r e n t a n a l o g y b e t w e e n t h e m e n i s c u s a n d 

a s t r e t c h e d m e m b r a n e g i v e s a n i n s t r u c t i v e p h y s i c a l i n t e r p r e t a t i o n 

o f a . We h a v e a g a i n a n e l a s t i i m e m b r a n e S w i t h a t e n s i o n ^ng 

b e t w e e n t w o f l u i d s w i t h t h e p r e s s u r e s p ^ a n d p . T h e o l d 
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p o r e w a l l i s r e p l a c e d b y a n e w o n e i n t h e v i c i n i t y o f t h e b o u n d a r y 

c u r v e r . T h e n e w w a l l i s g e n e r a t e d b y s t r a i g h t l i n e s h a v i n g t h p 

d i r e c t i o n o f t h e n o r m a l n t o S a t T . S e e f i g u r e 3 . 5 . 1 : 1 1 . 

T h e n e w w a l l i s a t t r i b u t e d a c o n s t a n t c o n t a c t a n g l e 9 = ^ 

T h e m e m b r a n e i s a t t a c h e d t o t h e w a l l , b u t i t i s f r e e t o m o v e 

a l o n g t h e p o r e w a l l . I n t h i s n e w s i t u a t i o n b o t h t e r m s C O S O ) 

a n d o f f o r m u l a 3 . 5 . 1 : B f o r 0 w i l l v a n i s h . L e t u s n o w 

i m a g i n e t h a t w e h a v e a l o n g T s p r i n g s w i t h a s p r i n g c o n s t a n t 

Y . a p e r u n i t l e n g t h o f T a c t i n g o n t h e b o u n d a r y o f t h e m e m b r a n e . 
X-g 

S e e f i g u r e 3 . 5 . 1 : I I . 

F i g u r e 3 . 5 . 1 : 1 1 T h e f i g u r e i l l u s t r a t e s a n a n a l o g y b e t w e e n t h e 
w a t e r m e n i s c u s a n d a s t r e t c h e d m e m b r a n e . T h e 
c o n d i t i o n s a t t h e b o u n d a r y o f t h e m e n i s c u s , w h i c h 
a r e c o n t a i n e d i n t h e f u n c t i o n a , c o r r e s p o n d t o 
s p r i n g s t h a t a c t o n t h e b o u n d a r y o f t h e m e m b r a n e . 
T h e s p r i n g c o n s t a n t i s y. a p e r u n i t l e n g t h 
a l o n g t h e b o u n d a r y c u r v e . ^ 

T h e r e s t o r i n g f o r c e o n a l i n e e l e m e n t d s o f t h e b o u n d a r y c u r v e 

r i s e q u a l t o x y . a d s , w h e r e x i s t h e d i s p l a c e m e n t p e r -

p e n d i c u l a r t o F a l o n g t h e p l a n e p o r e w a l l . T h e b o u n d a r y f u n c t i o n 

a m a y a s s u m e n e g a t i v e v a l u e s . 

C o n s i d e r n o w - i s m a l l n o r m a l d i s p l a c e m e n t d r = 6 n n o f 

t h e m e m b r a n e . T h e n t h e e n e r g y s t o r e d i n t h e s p r i n g s i s e q u a l t o : 
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( 3 . 5 . 1 : 0 ) 

T h e e n e r g y o f t h e d i s p l a c e m e n t o f t h e m e m b r a n e a g a i n s t t h e f o r c e s 

i s g i v e n b y f o r m u l a 3 . 5 . 1 : A . 

W e w i l l i n o u r a n a l y s i s i n c l u d e t h e p o s s i b i l i t y t h a t o ( s 3 

m a y b e c o m e i n f i n i t e : - oo <̂  o ( s ] £ + <» . W e h a v e i n s t a b i l i t y w h e n 

a ( s ) = - oo o n a f i n i t e s e g m e n t o f t h e b o u n d a r y T . T h e r e i s a n 

i n f i n i t e l y s t r o n g r e s t o r i n g f o r c e , w h e n a ( s ) = + o o o n a s e g m e n t 

o f t h e b o u n d a r y . T h e m e m b r a n e w i l l b e k e p t f i x e d i n i t s o r i g i n a l 

p o s i t i o n a l o n g s u c h a s e g m e n t o f t h e b o u n d a r y . T h u s w e w i l l 

a l w a y s h a v e : 

= 0 o n t h o s e p a r t s o f F , w h e r e a = + " . ( 3 . 5 . 1 : P j 

T h e s i t u a t i o n w i t h a = + «> m a y b e r e a l i z e d , w h e n t h e b o u n d a r y T 

f o l l o w s a n e d g e o n t h e p o r e w a l l . C o m p a r e f i g u r e 2 . 2 : \ / I I I o n 

p a g e 3 1 . [ T h e s i t u a t i o n 6 ^ = 6 2 . a < 0 a n d 9 ^ < 6 ^ < 6 2 " a 

g i v e s a = + a> , w h i l e 6 ^ = a n d a > 0 g i v e s a = - «> .) 

T h e g i v e n f o r m u l a s m u s t b e m o d i f i e d , w h e n t h e c o n t a c t a n g l e 

6 e q u a l s 0 o r IT s i n c e s i n ( 6 ) a p p e a r s i n t h e d e n o m i n a t o r . 

T h e n w e h a v e i n s t e a d : 

s h o w n i n f i g u r e 3 . 5 . 1 : 1 1 i s t h e n g i v e n b y — = ^ J [ 6 n ] , w h e r e 3 

S ( 6 0 , IT3 

( 3 . 5 . 1 : 0 ) 

( 3 . 5 . 1 : R ) 

( 6 O . T T ) 

A t t h e b o u n d a r y T , ip m u s t b e z e r o : 

= 0 (e O . T T ) ( 3 . 5 . 1 : S ) 
r 
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W e w i l l f i n a l l y g i v e t h e m o d i f i c - 3 t i o n s f o r t h e g e n e r a l 

c a s e , w h e n t h e c o n t a c t a n g l e 6 i s a n y f u n c t i o n o v e r t h e p o r e 

w a l l s . T h e c o n t a c t a n g l e 9 a n d t h e u n i t n o r m a l t o t h e p o r e w a l l 

m a y e v e n b e d i s c o n t i n u o u s a l o n g s o m e c u r v e s o n t h e p o r e w a l l s . 

T h e i n t r i c a c i e s , w h e n t h e b o u n d a r y F f o l l o w s a c u r v e o f d i s 

c o n t i n u i t y , a r e d i s c u s s e d o n p a g e s 8 9 - 9 0 . 

F o r m u l a 3 . 5 . 1 : A f o r 3[\\i] i s s t i l l v a l i d i n t h i s g e n e r a l 

c a s e . I n f o r m u l a 3 . 5 . 1 :B f o r t h e b o u n d a r y f u n c t i o n a o n e t e r m 

i s t o b e a d d e d : 

K C 0 s ( e 3 - K + 7 
„ _ m s d m f - a c i T i 

s i n ( 6 ) 

T h e a d d i t i o n a l t e r m i s t h e r a t e o f i n c r e a s e i n 9 i n t h e 
d m 

d i r e c t i o n m ' . S e e f o r e x a m p l e f i g u r e 3 . 4 . 1 : 1 1 o n p a g e 5 2 . 

T h e m o d i f i c a t i o n s f o r a r e m o r e d r a s t i c . L e t u s f i r s t 

c o n s i d e r t h e c a s e , w h e n t h e p o r e w a l l c o n s i s t s o f a n u m b e r o f 

r e g i o n s w i t h a c o n s t a n t c o n t a c t a n g l e f o r e a c h r e g i o n . T h e 

b o u n d a r y c u r v e T i s d i v i d e d i n t o a n u m b e r o f s e g m e n t s w i t h 

t h e c o n s t a n t c o n t a c t a n g l e s 9 ^ . T h e n w e d e f i n e ; 

d s . ( 3 . 5 . 1 : U ) 

^ i 

T h e f u n c t i o n a l i s n o w g i v e n b y : 

i [ ^ ] = 6 v v ( s ^ ) ' ^ 2 z B,. r j . I I B.. r ; r j . [ 3 . 5 . 1 : V ) 

i i J 

H e r e I i s a p o s i t i v e s e m i - d e f i n i t e q u a d r a t i c f o r m i n t h e 

v a r i a b l u ; ; f ^ . r ^ " , . . . , a n d S , 

I n t h e g e n e r a l c a s e , w h e n 9 v a r i e s o v e r t h e p o r e w a l l , w e 

hi a V e 
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r 

+ ^ ji e.^^[s.s'] \i){s) i | ) ( s ' ) d s d s ' 
r r 

( 3 . 5 . 1 : W ) 

T h e f u n c t i o n a l i s p o s i t i v e s e m i - d e f i n i t e . 

I n c o n c l u s i o n o f t h i s i n t r o d u c t i o n w e n o t e t h a t t h e m a t h e 

m a t i c a l t h e o r y o f s t a b i l i t y p r e s e n t e d i n s e c t i o n 3 . 5 i s i n s p i r e d 

b y t h e m e t h o d s o f r e f e r e n c e 1 9 ) . T h e c o m p a r i s o n o f t h e s t a b i l i t y 

i n c e r t a i n r e l a t e d s i t u a t i o n s i n s e c t i o n 3 . 5 . 2 h a s a c o u n t e r p a r t 

i n 1 9 a ) f o r s i m i l a r p r o b l e m s . T h e e i g e n v a l u e m e t h o d s u s e d i n 

s e c t i o n 3 . 5 . 5 a r e s i m i l a r t o t h e m e t h o d s i n 1 9 b ) . 

3 . 5 . 2 S o m e g e n e r a l c o n c l u s i o n s . S t r o n g a n d w e a k s t a b i l i t y . 

T h e m e n i s c u s r e g i o n i s s t a b l e , i f S'^U > 0 f o r a l l d i s 

p l a c e m e n t s , a n d i t i s u n s t a b l e i f t h e r e i s a d i s p l a c e m e n t w i t h 

6^1} < 0 . T h e r e r e m a i n s t h e p o s s i b i l i t y t h a t 6 ^ U i s e q u a l t o 

z e r o f o r s o m e d i s p l a c e m e n t , a l t h o u g h i t n e v e r b e c o m e s n e g a t i v e . 

I n t h i s c a s e t h e s t a b i l i t y w i l l d e p e n d o n t e r m s o f h i g h e r o r d e r 

t h a n t w o . W e w i l l n o t s t u d y t h i s s p e c i a l c a s e . 

T h u s f r o m 3 . 5 . 1 :H w e h a v e s t a b i l i t y i f f o r a l l 

( T h e c a s e i() = 0 i s o f c o u r s e e x c l u d e d . ) W e h a v e i n s t a b i l i t y 

i f t h e r e e x i s t s a ip s u c h t h a t 

T h e r e m a i n i n g m o r e s p e c i a l p o s s i b i l i t i e s w i l l n o t b e c o n s i d e r e d . 

N o w i s t h e s u m o f 3 a n d I , w h e r e I i s n o n -

n e g a t i v e . W e h a v e o n p a g e 7 9 i n s e c t i o n 3 . 4 . 8 i n t r o d u c e d t h e 

( 3 . 5 . 2 : A ) 

3 j . [ i ^ ] < 0 ( 3 . 5 . 2 : B ) 
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f o l l o w i n g t e r m i n o l o g y . 

T h e m e n i s c u s i s s t r o n g l y s t a b l e i f 

J [ i i ( ] > 0 f o r a l l \l) . ( 3 . 5 . 2 : C ) 

( T h e c a s e s 0 i s o f c o u r s e e x c l u d e d . ) 

T h e m e n i s c u s i s w e a k l y s t a b l e i f 

i . T h e r e i s a i|) w i t h < 0 
( 3 . 5 . 2 : D ) 

i i . 3[}l}] > 0 f o r a l l s u c h t h a t = 0 , = 0 

F i n a l l y t h e m e n i s c u s i s s t r o n g l y u n s t a b l e i f 

t h e r e i s a i() s u c h t h a t a[i(/] < 0 , = 0 , = 0 

[ 3 . 5 . 2 : E ) 

T h e c a s e 3 . 5 . 2 : D f o r w e a k s t a b i l i t y i s e s s e n t i a l l y t h e c o m p l e m e n t 

t o t h e o t h e r p o s s i b i l i t i e s . T h e r e m a i n i n g m o r e s p e c i a l p o s s i 

b i l i t i e s w i l l n o t b e c o n s i d e r e d . 

W e n o t e a g a i n t h a t s t r o n g s t a b i l i t y f o r 3 i m p l i e s t h e 

s t a b i l i t y o f , a n d t h a t s t r o n g i n s t a b i l i t y f o r 3 i m p l i e s 

t h e i n s t a b i l i t y o f 3 ^ . I n t h e i n t e r m e d i a t e c a s e o f w e a k 

s t a b i l i t y w e h a v e t o s t u d y t h e s u m 3+ 1 = 3^ i n o r d e r t o d e c i d e 

o n s t a b i l i t y . 

T h e f u n c t i o n a , d e f i n e d a l o n g t h e b o u n d a r y T i s a l l o w e d 

t o b e c o m e i n f i n i t e : 

- CO < a ( s ) < + oo . ( 3 . 5 . 2 : F ) 

H e r e s i s t h e a r c l e n g t h a l o n g t h e b o u n d a r y c u r v e F . I t i s 

c l e a r t h a t t h e r e i s a s t r o n g i n s t a b i l i t y , i f a = - f o r a 

s e g m e n t o f t h e b o u n d a r y . T h e m e n i s c u s m a y b e s t a b l e w h e n o = - ^ 

j u s t f o r s o m e i s o l a t e d p o i n t s n n t h e b o u n d a r y . I n t h e f o l l o w i n g 

s t a b i l i t y i n v e s t i p a t i o n s w b n e e r j o n l y t o c o n s i d e r t h e f u n c t i o n s 

o , w h e n ; - a> < a ( s ) < * « . 
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I n t h e s u b s e q u e n t s e c t i o n s w e w i l l o f t e n s t u d y a f a m i l y 

o f s t a b i l i t y p r o b l e m s . T h e f o l l o w i n g g e n e r a l o b s e r v a t i o n s o n t h e 

s t a b i l i t y p e r f o r m a n c e f o r r e l a t e d c a s e s w i l l p r o v e u s e f u l . C o n 

s i d e r f i r s t a c e r t a i n m e n i s c u s S w i t h a c e r t a i n s u r r o u n d i n g 

r e g i o n . L e t u s c o m p a r e t w o c a s e s I a n d I I w i t h d i f f e r e n t b o u n d a r y 

f u n c t i o n s O j ( s ) a n d a j j ( s ) , L e t J j . a n d J j - j ^ d e n o t e t h e 

c o r r e s p o n d i n g f u n c t i o n a l s . S u p p o s e w e h a v e 

O j C s ] > a - j . j ( s ) o n r . ( 3 . 5 . 2 : G ) 

T h e n f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 1 : A w e h a v e f o r a n y \p : 

3^0,] > 3^^[^p] . ( 3 . 5 . 2 : H ) 

F r o m t h i s w e m a y d r a w t h e f o l l o w i n g c o n c l u s i o n s . S t r o n g 

s t a b i l i t y i n c a s e I I i m p l i e s s t r o n g s t a b i l i t y i n c a s e I . W e a k 

s t a b i l i t y i n c a s e I I i m p l i e s w e a k o r s t r o n g s t a b i l i t y i n c a s e I . 

C o n v e r s e l y , w e a k s t a b i l i t y i n c a s e I i m p l i e s w e a k s t a b i l i t y o r 

s t r o n g i n s t a b i l i t y i n c a s e I I . S t r o n g i n s t a b i l i t y i n c a s e I 

i m p l i e s s t r o n g i n s t a b i l i t y i n c a s e I I . T h e f u n c t i o n a l I [ i | / ] i s 

t h e s a m e i n t h e t w o c a s e s . T h u s s t a b i l i t y i n c a s e I I i m p l i e s 

s t a b i l i t y i n c a s e I , w h i l e i n s t a b i l i t y i n c a s e I i m p l i e s i n s t a 

b i l i t y i n c a s e I I . 

We m i g h t s a y t h a t c a s e I h a s b e t t e r s t a b i l i t y t h a n c a s e I I . 

We w i l l u s e t h i s t e r m i n o l o g y i n t h e f o l l o w i n g , w h e n t w o r e l a t e d 

s t a b i l i t y p r o b l e m s a r e c o m p a r e d . T h u s a c a s e I h a s b e t t e r s t a b i 

l i t y t h a n a c a s e I I i f a l l i m p l i c a t i o n s o f t h e p r e c e d i n g p a r a g r a p h 

h o l d t r u e . W h e n t h e i m p l i c a t i o n s f o r J o n s t r o n g s t a b i l i t y , 

w e a k s t a b i l i t y , a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y a b o v e h o l d t r u e , w e w i l l 

s a y t h a t J h a s b e t t e r s t a b i l i t y i n c a s e I t h a n i n c a s e I I . 



loe 

L e t u s n e x t c o m p a r e t w o s i t u a t i o n s I a n d I I , w h e r e t h e 

m e n i s c u s ^ j j c o n s i s t s o f a c e r t a i n p a r t o f t h e m e n i s c u s . 

W e m a y a l s o s a y t h a t S j i s a n e x t e n s i o n o f S ^ - j . . T h e s m a l l e r 

m e n i s c u s S j - j - h a s a b o u n d a r y t h a t p a r t l y c o i n c i d e s w i t h t h e 

b o u n d a r y o f , a n d p a r t l y l i e s i n t h e i n t e r i o r o f S j . T h e 

s u r f a c e S j - j - m a y a l s o l i e c o m p l e t e l y i n t h e i n t e r i o r o f S - j - . 

L e t F j j d e n o t e t h e p a r t o f t h e b o u n d a r y o f S ^ ^ t h a t c o i n 

c i d e s w i t h Tj a n d l e t T j ^ b e t h e r e s t o f T-^j . S e e f i g u r e 

3 . 5 . 2 : 1 b e l o w . 

F i g u r e 3 . 5 . 2 : 1 C o m p a r i s o n o f a m e n i s c u s S j w i t h a p a r t S ^ ^ o f 
T h e r i g h t c a s e h a s b e t t e r s t a b i l i t y . 

L e t b e t h e b o u n d a r y f u n c t i o n f o r c a s e I . F o r c a s e I I 

w e c h o o s e t h e f o l l o w i n g b o u n d a r y f u n c t i o n : 

' I I 

^ i l 

I I 

( 3 . 5 . 2 : i : 

T h u s a t t h e n e w b o u n d a r y 
I I 

t h e m e n i s c u s i s k e p t f i x e d . T h e n 

t h e r e i s b e t t e r s t a b i l i t y f o r J i n c a s e I I t h a n i n c a s e I . 
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C o n s i d e r i n o r d e r t o s h o w t h i s a n y f u n c t i o n 

s t a b i l i t y p r o b l e m I I . T h e f u n c t i o n i s d e f i n e d o n S ^ ^ , 

a n d i t i s z e r o o n T'^j . P u t : 

o n 

^ l i j =<{ . ( 3 . 5 . 2 : J ) 

0 o n S j - S j j 

T h e f u n c t i o n l i i ^ i s d e f i n e d a n d c o n t i n u o u s o n S j . . T h e g r a d i e n t 

Vi|jj- h a s a f i n i t e J u m p a t T'^^ . A n y h o w J-j-[i()-|-] i s w e l l - d e f i n e d . 

I t i s c l e a r t h a t JjCiJ;^] = • T h u s f o r a n y f u n c t i o n o n 

Sj - j . g i v i n g a c e r t a i n v a l u e f o r w e c a n g e t a f u n c t i o n o n 

S j . w i t h t h e s a m e v a l u e f o r . T h e n c e r t a i n l y m u s t h a v e 

b e t t e r s t a b i l i t y t h a n 3^ . 

L e t u s f i n a l l y c o m p a r e t w o c a s e s I a n d I I w i t h t h e s a m e 

m e n i s c u s a n d b o u n d a r y f u n c t i o n b u t w i t h d i f f e r e n t s u r r o u n d i n g 

r e g i o n s . S e e f i g u r e 3 . 4 : 1 o n p a g e 4 6 . T h e f u n c t i o n a l 3 i s t h e 

s a m e i n t h e t w o c a s e s . B u t w e h a v e d i f f e r e n t f u n c t i o n a l s I j a n d 

I j - j . . T h e f u n c t i o n a l I [ i | ; ] r e p r e s e n t s t h e w o r k n e c e s s a r y t o 

o v e r c o m e i n d u c e d c h a n g e s i n p r e s s u r e s a n d s u r f a c e t e n s i o n s . F o r 

a d i s p l a c e m e n t g i v e n b y a c e r t a i n \ t h e i n d u c e d c h a n g e s a n d 

t h i s w o r k w i l l b e s m a l l e r , w h e n t h e r e g i o n i s e x t e n d e d . L e t c a s e 

I I h a v e a l a r g e r s u r r o u n d i n g r e g i o n . T h i s r e g i o n c o n s i s t s o f t h e 

r e g i o n o f c a s e I a n d a n a d d i t i o n a l p a r t . T h e n f o r a n y i j ; w e 

w i l l h a v e : 

I j E i H > IjjEU-] . ( 3 . 5 . 2 : K ) 

I t i s t h e n c l e a r t h a t c a s e I w i l l h a v e b e t t e r s t a b i l i t y t h a n 

c a s e I I . 
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T o s u m u p , w e h a v e s h o w n t h a t t h e s t a b i l i t y i s i m p r o v e d 

w h e n t h e b o u n d a r y f u n c t i o n o i s i n c r e a s e d . We h a v e a l s o 

s h o w n t h a t t h e s t a b i l i t y i s i m p r o v e d , w h e n t h e s u r r o u n d i n g 

r e g i o n i s d i m i n i s h e d . F i n a l l y , w e h a v e s h o w n t h a t t h e s t a b i l i t y 

o f a m e n i s c u s i s i m p r o v e d w h e n a p a r t o f i t i s c u t a w a y , w h i l e 

t h e n e w p a r t s o f t h e b o u n d a r y a r e k e p t f i x e d . C o n v e r s e l y , 

t h e s t a b i l i t y d e t e r i o r a t e s w h e n t h e m e n i s c u s i s e x t e n d e d b e y o n d 

a p a r t o f t h e b o u n d a r y w i t h a = + «> , w h a t e v e r b o u n d a r y 

f u n c t i o n w e c h o o s e f o r t h e n e w p a r t . E s p e c i a l l y w e n o t e t h a t 

w h e n a m e n i s c u s w i t h a = +"> a l o n g t h e e n t i r e b o u n d a r y i s 

e x t e n d e d , t h e n t h e s t a b i l i t y w i l l d e t e r i o r a t e f o r a n y c h o i c e 

o f b o u n d a r y f u n c t i o n o n t h e n e w p a r t s o f t h e b o u n d a r y . F o r 

f u t u r e r e f e r e n c e w e w i l l g i v e t w o s i m p l e c o r o l l a r i e s t o t h i s . 

S u p p o s e f o r a c e r t a i n m e n i s c u s S t h a t t h e r e i s a f u n c t i o n 

(t> [(|) ^ 0 ) t h a t s a t i s f i e s : 

= 0 . ( 3 . 5 . 2 : L : 
r 

T h e n t h e r e i s n o t s t r o n g s t a b i l i t y f o r S o r a n y e x t e n s i o n 

o f i t . T h i s h o l d s t r u e f o r a n y c h o i c e o f b o u n d a r y f u n c t i o n o 

a n d f o r a n y e x t e n s i o n o f S . 

T o p r o v e t h i s w e h a v e o n l y t o n o t e t h a t b e c a u s e o f 

3 . 5 . ? : L t h e r e i s n o t s t r o n g s t a b i l i t y f o r S w i t h t h e b o u n d a r y 

c o n d i t i o n o = + «> . 

Wf! a l s o h a v u t h e f o l l o w i n g o b v i o u s c o r o l l a i - y . 

' . M i p p o n u t h a t , t h e r e e x i s t s , f o r - a c e i - t a i n m e n i s i ' u s S , 
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a f u n c t i o n (j) ( $ | 0 ) w h i c h s a t i s f i e s : 

- 0 ( 3 . 5 . 2 ; ! r i ) 
r 

s 0 

T h e n t h e r e i s n o t w e a k ( o r s t r o n g ) s t a b i l i t y f o r S o r a n y 

e x t e n s i o n o f i t . T h i s i s t r u e f o r a n y c h o i c e o f b o u n d a r y 

f u n c t i o n a a n d f o r a n y e x t e n s i o n o f S . 

3 . 5 . 3 F o r m u l a s f o r J j j i ] . A c r i t e r i o n f o r s t r o n g s t a b i l i t y . 

L e t ()) a n d ^ b e t w o f u n c t i o n s d e f i n e d o n S . T h e n 

a s a g e n e r a l i z a t i o n o f f o r m u l a 3 . 5 . 1 : A f o r 3 [ < ^ ] w e d e f i n e : 

T h e n w e h a v e t h a t 3[ip] = . T h e f u n c t i o n J [ i(>, i|< ] i s 

l i n e a r i n (p a n d i n i | ; . I t i s s y m m e t r i c : 

3 [ ( | ) , < | ; ] = // { V ( | ) ' V i J ; 

S r 

( 3 . 5 . 3 : B ) 
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F r o m f o r m u l a A 1 : U i n a p p e n d i x 1 v.e h a v e : 

/ J V<p'7i) d S - // ( t ) \ / ' V i | ) d t j + ^ (|) m - V i p d s . ( 3 . 5 . 3 : C ] 

S S r 
H e r e V d e n o t e s t h e g r a d i e n t o p e r a t o r o n t h e s u r f a c e S g i v e n 

b y f o r m u l a s 3 . 4 . 5 : B a n d C o n p a g e 6 5 . T h e u n i t v e c t o r m i s t h e 

o u t w a r d t a n g e n t v e c t o r t o S a t t h e b o u n d a r y r . S e e f i g u r e 

2 . ? : I I o n p a g e 19. 

L e t u s n o w i n t r o d u c e t h e d i f f e r e n t i a l o p e r a t o r L : 

Liii] = - { V - V i | ; + K ^ J i p } . [ 3 . 5 . 3 : 0 ) 

W e w i l l a l s o u s e t h e n o t a t i o n : 

L^itp] = a i|j + m - V i p . ( 3 . 5 . 3 : E ) 

T h e e x p r e s s i o n L p d p ] i s d e f i n e d o n t h e b o u n d a r y c u r v e T f o r 

a l l p o i n t s w h e r e a i s f i n i t e . 

F r o m f o r m u l a 3 . 4 . 5 : L o n p a g e 6 7 w e h a v e 

L ( 6 n ) = - 2 6 K ' . ( 3 . 5 . 3 : F ) 

F o r m u l a 3 . 4 . B : U o n p a g e 71 g i v e s : 

L j , ( 6 n ) = - 6 6 ' . ( 3 . 5 . 3 : G ] 

H e r e 5K' d e n o t e s t h e c h a n g e i n m e a n c u r v a t u r e a n d 6 6 ' t h e 

c h a n g i j i n a n g l e o f c o n t a c t i n a d i s p l a c e m e n t d r w i t h n o r m a l 

c o m p o n e n t 6 n n . 

W i t h t h e s e n o t a t i o n s w e g e t f r o m 3 . 5 . 3 : A a n d C : 

.1 [ $ . ' 1 ' ] = // <t> L t ' l ' J r i ' - ^ + ^ * L j , ( i p ) d s . ( 3 . 5 . 3 : 1 1 ) 

S r 
W e m a y c l i a n g e t h e u r r i e r - b e t w e e n (j) a n d i) i n t h i s f o r m u l a , s i n c e 

J i s s y m m e t r i c . T h i s givcL", t l i e a n a l o g u e o f t h e s o - c a l l e d G r e e n ' s 

S C I ' . r i d f o r - m u l a . F o r m u l a s 3 . b . 3 : A a n d H g i v e t h e a n a l o g u e o f 

G r ' c e n ' s ( ' i r s t f o r m u l a . 
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F r o m t h e d i f f e r e n t e x p r e s s i o n f o r J[()),i|;] w e g e t , p u t t i n g 

s r 

= - //i()[V-Vil)+(K^ + K2)iJ^]dS + ji i);(ai() + m«Vi()]ds = 

= // [Vi(;.Vii<- ( K ^ + K 2 ^ i i » ^ ] d S * j,ai>^ d s . ( 3 . 5 . 3 

W h e n a = * "> f o r a p a r t o f t h e b o u n d a r y , t h e n ij; m u s t b e z e r o 

on t h i s p a r t . T h e l i n e i n t e g r a l of aij)^ o v e r t h i s p a r t h a s t o 

b e o m i t t e d in t h e a b o v e f o r m u l a s . 

F r o m t h e l i n e a r i t y o f L a n d Lj, a n d f r o m t h e s y m m e t r y 

o f J w e g e t t h e s u m of t w o f u n c t i o n s : 

3[(t>+ip] = J[<t>] * 3[ii] + 2a[(t),i()] . ( 3 . 5 . 3 : 3 ) 

F o r t h e p r o d u c t o f t w o a r b i t r a r y f u n c t i o n s w e h a v e t h e 

f o l l o w i n g i m p o r t a n t r e l a t i o n : 

J[i|)(ti] = //tl)^ (|) L(())]dS + ^ ij;̂  <!> Lj,((j))ds •>• // (j)̂  V * • Vi|; d S 

^ ^ ^ ( 3 . 5 . 3 : K ) 

T h e p r o o f i s a s f o l l o w s . W e s t a r t f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 1 : A a n d 

e x p a n d t h e g r a d i e n t V(())iĵ ) . T h e i n t e g r a n d of t h e s u r f a c e 

i n t e g r a l b e c o m e s : 

ii^ V<j>'V(() + 2 !);()) Vi()>V(j) + 4 1 ^ ViJi«Vi() - (K^ + K23i(i^<ti^ • ( 3 . 5 . 3 : L ) 

T h e f i r s t t w o t e r m s m a y w i t h t h e u s e o f A 1 : K a n d N b e w r i t t e n : 

ii'^ V(l)-V(t) + (|>V(il)^)-Vcti = V'(ip^<|i V<()) - i|;̂ (J) V'V(J) . ( 3 . 5 . 3 : M ) 
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T h e s u r f a c e i n t e g r a l o f t h e d i v e r g e n c e t e r m i n 3 . 5 . 3 : ^ 1 

a b o v e m a y b e t r a n s f o r m e d i n t o a l i n e i n t e g r a l a l o n g r . F r o m 

f o r m u l a A 1 : S i n t h e a p p e n d i x 1 o n d i f f e r e n t i a l g e o m e t r y w i t h 

w = i | j ^ ( j ) V ( | ) a n d t h u s w n = 0 w e h a v e : 

// V - C i ; < ^ ( ) ) V ( ) ) J d S = ^ i j j ^ i j ) r T i - V ( ) ) d s . ( 3 . 5 . 3 : N ) 

s r 

T h e n f r o m 3 . 5 . 3 : L - N w e h a v e : 

+ \\ V i ( i ' V i | ) d S + ^ 1 ( 1 ( ) ) { m - V ( t i + a < t i } d s . ( 3 . 5 . 3 : 0 ) 

S r 

T h i s i s t h e g i v e n f o r m u l a 3 . 5 . 3 : K u s i n g t h e d e f i n i t i o n s o f L 

a n d L j , . 

F o r m u l a 3 . 5 . 3 : K f o r J [ i | ) ( t ) ] g i v e s a v e r y u s e f u l c r i t e r i o n 

f o r s t r o n g s t a b i l i t y : 

L e t i)) b e a f u n c t i o n d e f i n e d o n S s a t i s f y i n g : 

i . L C i ) ) ) > 0 o n S 

i i . L j , C ( t ) ) > 0 o n r ( 3 . 5 . 3 : P ) 

i i i . ( ) ) > 0 o n S 

W e a l s o a s s u m e t h a t L ( ( ( > ) a n d L p ( ( J ) ) a r e n o t b o t h i d e n t i c a l l y 

z e r o o n S a n d T r e s p e c t i v e l y . T h e n w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y . 

I n o r d e r t o p r o v e t h i s w e m u s t s h o w t h a t 3 [ > | ) ] i s p o s i t i v e 

f o r a l l i | i . ( T h e c a s e E 0 i s o f c o u r s e e x c l u d e d . ) S i n c e (}> 

i s s t r i c t l y p o s i t i v e o n t h e w h o l e o f S , w e h a v e , u s i n g t h e 

p r c j i l u i . t f o r m u l a 3 . ' J . ) : K ; 
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s + 

2 v ( i ) • V ( ^ ) d S C 3 . 5 . 3 : 0 3 

S 

A l l i n t e g r a n d s a r e n a n - n e g a t i v e . T h u s 3 [ i J ; ] i s n o n - n e g a t i v e . 

t h e s u m o f t h e f i r s t t w o t e r m s i s s t r i c t l y p o s i t i v e , s i n c e w e 

h a v e a s s u m e d t h a t L ( $ ) a n d L j , ( ( t i ) a r e n o t b o t h i d e n t i c a l l y 

z e r o . T h u s i s a c t u a l l y s t r i c t l y p o s i t i v e , a n d w e h a v e 

s t r o n g s t a b i l i t y . 

W h e n o = + <» o n a p a r t T' o f F , w e m a y a l l o w (fi t o b e 

z e r o o n t h i s p a r t o f t h e b o u n d a r y . We t h e n o n l y h a v e t o c o n s i d e r 

f u n c t i o n s li) w h i c h a r e z e r o o n V . T h e n ^ i s i n t h e n o r m a l 

c a s e a n i c e f u n c t i o n a n d t h e t h e o r e m i s s t i l l v a l i d . 

T h e r e i s a n i c e a l t e r n a t i v e p r o o f o f t h e a b o v e t h e o r e m 

3 . 5 . 3 : P . L e t S ^ ^ d e n o t e t h e d i s p l a c e d s u r f a c e i n a d i s p l a c e m e n t 

o f S w i t h n o r m a l c o m p o n e n t e <)) , w h e r e e i s a s m a l l p o s i t i v e 

q u a n t i t y . T h e s u r f a c e S ^ ^ l i e s a b o v e S , s i n c e i)> i s s t r i c t l y 

p o s i t i v e . I n t h e s a m e w a y w e h a v e a s u r f a c e c o m p l e t e l y 

b e l o w S f r o m a d i s p l a c e m e n t w i t h n o r m a l c o m p o n e n t - eij) . T h e 

m e n i s c u s S l i e s b e t w e e n S a n d S . S e e f i g u r e 3 . 5 . 3 : 1 . 
+ ()) -<f, 

T h e m e a n c u r v a t u r e o f S . i s f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 3 : F 
+ <t) 

K - 0 . 5 L ( e ( j ) ) = K - 0 . 5 e L ( ( J ) ) . We h a v e a s s u m e d t h a t L ( < t i ) i s 

n o n - n e g a t i v e . T h u s t h e m e a n c u r v a t u r e o f S ^ i s e v e r y w h e r e l e s s 
*<i> 

t h a n t h e m e a n c u r v a t u r e K o f S . A t t h e b o u n d a r y o f S ^ ^ w e 

h a v e f r o m 3 . 5 . 3 : G t h a t 6 6 ' = - L j , { e i ) ) ) . We h a v e a s s u m e d t h a t 

L j , [ ( j ) ] i s n o n - n e g a t i v e . T h u s t h e a n g l e o f c o n t a c t 0 ' o f S ^ ^ 

i s l e s s t h a n t h e p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e 6 . I n t h e s a m e w a y 

T h e t h i r d t e r m v a n i s h e s w h e n 't i s a c o n s t a n t . I n t h i s c a s e . 
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w e h a v e t h a t t h e m e a n c u r v a t u r e o f S , i s e v e r y w h e r e g r e a t e r 
- (p 

t h a n t h e m e a n c u r v a t u r e ic o f S , a n d t h a t t h e a n g l e o f c o n t a c t 

6 ' o f S _ i s g r e a t e r t h a n t h e p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e 6 • 

F i g u r e 3 . 5 . 3 : 1 T h e f i g u r e s s h o w s t h e m e n i s c u s S a n d t h e s u r f a c e s 
S , a n d S a b o v e r e s p e c t i v e l y b e l o w S . A d i s -+ -4. 
p l a c e d s u r f a c e S ' c a n n o t p e n e t r a t e t h e c o n f i n i n g 
s u r f a c e s S , a n d S ,. 

+ ( ( 1 - ( } , 

C o n s i d e r n o w a n y d i s p l a c e m e n t d r o f S . L e t u s i m a g i n e 

t h i s d i s p l a c e m e n t a s a c o n t i n u o u s s e q u e n c e o f d i s p l a c e m e n t s n d r , 

w h e r e r i i n c r e a s e s f r o m z e r o t o o n e a n d i f n e c e s s a r y a b o v e o n e . 

W h e n r i i s s u f f i c i e n t l y s m a l l , t h e d i s p l a c e d s u r f a c e w i l l l i e 

c o m p l e t e l y b e t w e e n S , a n d S , . F o r a c e r t a i n v a l u e o f n 
+ 4 1 - ( ( ) 

t h e d i s p l a c e d s u r f a c e t o u c h e s S , o r S . s o m e w h e r e f o r t h e 
+ ( ( ) - ( ) ) 

f i r s t t i m e . We w i l l d e n o t e t h i s s u r f a c e S ' . S e e f i g u r e 3 . 5 . 3 : 1 . 

T h i s f i r s t p o i n t o f c o n t a c t b e t w e e n S ' a n d S , o r S . w i l l 

l i e e i t h e r a t t h e b o u n d a r y o n t h e p o r - e w a l l o r i n t h e i n t e r i o r 

o f S • . 

b u t u s f i r s t l o o k a t t h e c a s e w h e n t h e p o i n t o f c o n t a c t i s 

l i n i n t e r i o r p o i n t o n 3 ^ a s i n t h e f i g u r r 3 . . 3 : I a b o v e . T h p 
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s u r f a c e s S ^ ^ a n d S ' h a v e t h e s a m e t a n g e n t p l a n e a t t h e p o i n t 

o f c o n t a c t . T h e m e a n c u r v a t u r e o f S ' i n t h i s p o i n t w i l l b e 

s m a l l e r t h a n t h a t o f S , , s i n e s S ' l i e s b e l o w S . . B u t 

t h e m e a n c u r v a t u r e o f S ^ ^ i s e v e r y w h e r e s m a l l e r t h a n t h e m e a n 

c u r v a t u r e K o f S . T h u s t h e m e a n c u r v a t u r e o f S ' a t t h e 

p o i n t o f c o n t a c t i s s m a l l e r t h a n ( o r e q u a l t o ) K . 

T h e f o r c e s a c t i n g o n t h e m e n i s c u s a r e t h e p r e s s u r e d i f f e r e n c e 

p - p j a n d t h e s u r f a c e t e n s i o n y. , T h e m a g n i t u d e o f t h e s e 
g A . J c g 

f o r c e s a r e u n c h a n g e d d u r i n g t h e d i s p l a c e m e n t , s i n c e w e a r e s t u d y 

i n g . ( T h e i n d u c e d c h a n g e s i n p r e s s u r e s a n d s u r f a c e t e n s i o n 

a r e c o n t a i n e d i n I [ ij* ] • ) T h e e q u a t i o n f o r f o r c e e q u i l i b r i u m i s 

p - p . = 2 Y „ K . W e h a v e s h o w n t h a t t h e m e a n c u r v a t u r e o f S ' 

i s s m a l l e r t h a n K a t t h e p o i n t o f c o n t a c t . T h u s w e g e t a n e t 

r e s t o r i n g f o r c e o n S ' a t t h e p o i n t o f c o n t a c t p u s h i n g t h e d i s 

p l a c e d m e n i s c u s b a c k i n t h e - n d i r e c t i o n . 

L e t u s n e x t c o n s i d e r t h e c a s e w h e n t h e p o i n t o f c o n t a c t 

l i e s o n t h e b o u n d a r y o f S ^ ^ a n d S ' a t t h e p o r e w a l l . T h e 

b o u n d a r y c u r v e s o f S ^ ^ a n d S ' w i l l b e t a n g e n t i a l a t t h e 

c o n t a c t p o i n t . T h e s u r f a c e S ' l i e s b e l o w S ^ ^ . T h u s t h e a n g l e 

o f c o n t a c t f o r S ' a t t h e c o n t a c t p o i n t w i l l b e s m a l l e r t h a n 

t h a t o f S ^ ^ . B u t t h e a n g l e o f c o n t a c t f o r S ^ ^ i s e v e r y w h e r e 

s m a l l e r t h a n t h e p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e . T h e n t h e a n g l e o f 

c o n t a c t f o r S ' a t t h e c o n t a c t p o i n t w i l l b e s m a l l e r t h a n t h e 

p r e s c r i b e d c o n t a c t a n g l e 9 i n t h i s p o i n t . 

A t t h e b o u n d a r y o f a m e n i s c u s t h e r e i s a f o r c e Y „ „ " Y „ | , 
S g S JC 

(= y c o s e ) a c t i n g i n t h e d i r e c t i o n o f m ' . S e e s e c t i o n ^ . 2 

a n d e s p e c i a l l y f i g u r e 2.2:\ll o n p a g e 2 8 . F r o m t h e s u r f a c e t e n s i o n 

y . w e g e t a f o r c e c o s ( 9 ' ) a c t i n g i n t h e o p p o s i t e d i r e c t i o n . 
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H e r e 0 ' i s t h e a n g l e o f c o n t a c t . W h e n 9 ' i s e q u a l t o t h e 

c o n t a c t a n g l e 6 , t h e r e i s f o r c e e q u i l i b r i u m . W h e n 6 ' i s 

s m a l l e r t h a n 6 , w e g e t a n e t f o r c e i n t h e d i r e c t i o n o f - m' . 

T h u s w e g e t a n e t r e s t o r i n g f o r c e o n t h e b o u n d a r y o f S ' a t t h e 

p o i n t o f c o n t a c t p u s h i n g t h e d i s p l a c e d m e n i s c u s b a c k i n t h e 

-m' d i r e c t i o n . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e t h a t , w h e n a d i s p l a c e d m e n i s c u s 

t o u c h e s S ^ ^ , i t w i l l e x p e r i e n c e a r e s t o r i n g f o r c e a t t h e p o i n t 

o f c o n t a c t p u s h i n g t h e m e n i s c u s b a c k . T h e d i s p l a c e d m e n i s c u s 

c a n n o t p e n e t r a t e t h e s u r f a c e S , . 
*<t> 

C o n s i d e r n o w t h e c a s e w h e n t h e p o i n t o f c o n t a c t l i e s o n 

i n s t e a d o f o n S ^ ^ . F o l l o w i n g t h e s a m e l i n e o f a r g u m e n t w e 

g e t a g a i n a r e s t o r i n g f o r c e a t t h e p o i n t o f c o n t a c t p u s h i n g t h e 

d i s p l a c e d m e n i s c u s b a c k . T h e d i s p l a c e d m e n i s c u s c a n n o t p a s s t h e 

s u r f a c e . T h e m e n i s c u s i s e n t r a p p e d b e t w e e n S ^ ^ a n d . 

T h e n w e c e r t a i n l y h a v e s t r o n g s t a b i l i t y . 

T h e t h i r d c o n d i t i o n o f 3 . 5 . 3 : P r e q u i r i n g t h a t (\ i s s t r i c t l y 

p o s i t i v e i s n e c e s s a r y , s i n c e w e d i v i d e b y ((> . L e t u s n o w a l l o w 

t h e f u n c t i o n ()> t o b e z e r o a l o n g s o m e c u r v e s o n S . F o r m u l a 

3 . 5 . 3 : 0 w i l l s t i l l b e v a l i d , i f i s a s u f f i c i e n t l y w e l l - b e h a v e d 
<t> 

f u n c t i o n o n S . We m u s t t h e n r e s t r i c t t h e f u n c t i o n s ii t o t h o s e 

w h i c h a r e z e r o a t t h e p o i n t s w h e r e ()> i s z e r o . C o a r s e l y s p e a k i n g , 

i j j m u s t h a v e a z e r o o f t h e s a m e k i n d a s <|) a t t h e p o i n t s w h e r e 

<(i i s z e r o . We g e t t h e f o l l o w i n g c o r o l l a r y t o 3 . 5 . 3 : P : 

L e t <(> b e a f u n c t i o n d e f i n e d o n S s a t i s f y i n g : 
i . ( ) ) L t ( t > ) > 0 o n S 

( 3 . S . 3 : R ) 
J i . i])L ( ( ) ) ) _ 0 o n r 



- 1 1 7 -

L e t i|; b e a n y f u n c t i o n o n S s u c h t h a t i s s u f f i c i e n t l y 

w e l l - b e h a v e d . T h i s i m p l i e s t h a t ^ m u s t b e z e r o w h e r e $ i s z e r o . 

T h e n w e h a v e t h a t i s n o n - n e g a t i v e : ^ 0 . 

A s t a n d a r d t e c h n i q u e f o r s t u d y i n g t h e b e h a v i o u r o f q u a d r a t i c 

f u n c t i o n a l s i s a m e t h o d u s i n g s o - c a l l e d c o n j u g a t e p o i n t s . S e e 

r e f e r e n c e 1 4 ) . T h e m e t h o d i s t h e r e o n l y d e v e l o p e d i n t h e o n e -

d i m e n s i o n a l c a s e . I n t h i s m e t h o d t h e q u o t i e n t b e t w e e n t h e a r g u 

m e n t f u n c t i o n \ji a n d a c e r t a i n f u n c t i o n <)) i s s t u d i e d . T h e a n a 

l y s i s o f t h e p r o d u c t J [ i ) > i p ] h a s b e e n i n s p i r e d b y t h i s . T h e 

t e c h n i q u e i s e x t e n d e d t o t h e t w o - d i m e n s i o n a l c a s e f o r f u n c t i o n s 

w h i c h a r e z e r o a t t h e b o u n d a r y i n r e f e r e n c e 1 5 ) . T h i s i s v e r y 

s i m i l a r t o o u r a p p r o a c h . 

T h e s t a b i l i t y o f v a r i o u s s p e c i a l s u r f a c e s w i l l b e s t u d i e d 

i n s e c t i o n s 3 . 5 . 7 - 1 0 . I t w i l l t u r n o u t t o b e r a t h e r s i m p l e t o 

f i n d a p p r o p r i a t e f u n c t i o n s 4) f o r c r i t e r i o n 3 . 5 . 3 : P o n s t r o n g 

s t a b i l i t y . T h i s c r i t e r i o n i s t h e s i m p l e s t a n d m o s t d i r e c t m e t h o d 

t h a t I h a v e b e e n a b l e t o f i n d . T h e p r o b l e m o f d e c i d i n g b e t w e e n 

w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y w i l l b e m o r e d i f f i c u l t . 

3 . 5 . 4 F o r m u l a s f o r J ^ l ^ p ] 

F r o m f o r m u l a s 3 . 5 . 1 : H , A , E , a n d D w e d e f i n e t h e b i l i n e a r 

f u n c t i o n a l 3 ^ r e p r e s e n t i n g t h e t o t a l e n e r g y : 

J ^ [ < t > , i | ' ] = J [ < ) ) . 1 | J ] + l[<t>,i''i = 

= j j { V < p ' V i > - ( K ^ + i C 2 ) < ( ) i ) ; } d S + ^ o ()) i|j d s + 

s r 

( 3 . 5 . 4 : A ) 
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w h e r e 

= / / ( ) ) d S = ^ <t> d s . ( 3 . 5 . 4 : B ) 

S r 

We h a v e - '^ f ' t ' ] ^ J ̂  [ <Jj. ] • T h e f u n c t i o n a l 3^ i s l i n e a r i n 

a n d i n i() . I t i s s y m m e t r i c : 

J ^ [ ( l > , * ] = :i^[i>A] • ( 3 . 5 . 4 : 0 

W e w i l l u s e t h e n o t a t i o n s : 

1 ^ ( 4 - ] = * B ^ ^ . e ' ^ . ( 3 . 5 . 4 : D ) 

L f ( ^ ) = L j , ( * ) . ^ 6 , , . ( 3 . 5 . 4 : E ) 

T h e e x p r e s s i o n L ^ ( i J ; ) i s d e f i n e d o n S , w h i l e L^ d j ) ) i s 

d e f i n e d o n t h e b o u n d a r y c u r v e r . T h e c o e f f i c i e n t s a n d 

a r e d e f i n e d o n p a g e 7 5 . 

F r o m f o r m u l a s 3 . 5 . 3 : F , G a n d f r o m f o r m u l a 3 . 4 . 7 : J o n p a g e 7 5 

w e g e t t h e p h y s i c a l m e a n i n g o f a n d L p : 

- 6 t P g - P j ^ - 2 < Y ^ g ) , ( 3 . 5 . 4 : F ) 

s i n ( e ] Y j , g L ^ ( 6 n ) = - y ^ g s i n ( e ) 6 e ' * c o s ( e ) 6 Y j j g - ^^^sg"^sr' 

^ 6 ( Y ^ g coBte- ) - Y g g * Y g ^ ) . ( 3 . 5 . 4 : G ] 

T h e o p e r a t o r r e p r e s e n t s t h e r e s t o r i n g f o r c e p e r u n i t a r e a 

o n t h e d i s p l a c e d m e n i s c u s , w h i l e L p r e p r i ; ! ; e n t s t h e r e s t o r i n g 

f o r c e p e r u n i t l e n g t h a c t i n g o n t h e b o u n d a r y c u r v e a l o n g t h e p o r e 

w a l l . 
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T h e a n a l o g u e o f t h e a d d i t i o n f o r m u l a 3 . 5 . 3 : 3 i s : 

1 h a v e n o t b e e n a b l e t o f i n d a n y a n a l o g u e t o t h e t h e o r e m 

o f f o r m u l a 3 . 5 . 3 : P f o r t h e s t a b i l i t y o f 3 ^ . 

3 . 5 . 5 S t a b i l i t y c r i t e r i a u s i n g e i g e n v a l u e m e t h o d s . 

E i g e n v a l u e m e t h o d s p r o v i d e a p o w e r f u l t e c h n i q u e f o r t h e 

s t u d y o f t h e b e h a v i o u r o f q u a d r a t i c f u n c t i o n a l s . T h i s t e c h n i q u e 

i s d e s c r i b e d i n r e f e r e n c e 1 6 ) . I n t h i s s e c t i o n t h e m e t h o d i s 

a p p l i e d t o o u r f u n c t i o n a l s 3 a n d 3^ . 

W e w i l l u s e t h e f o l l o w i n g n o t a t i o n s 

3-[i,] ' 3 ; [ ^ ] = . [ 3 . 5 . 5 : A ) 
; / i j ^ ' ^ d s ^ / / l i z - ^ d s 
s s 

T h e c a s e i() E 0 i s e x c l u d e d , s o t h a t t h e i n t e g r a l i n t h e d e n o 

m i n a t o r s i s s t r i c t l y p o s i t i v e . J ' a n d 3 ^ a r e n o t c h a n g e d w h e n 

i j j i s m u l t i p l i e d b y a c o n s t a n t : 

3 ' [ a i H = 3 ' [ < | J ] 3 ' ^ W ^ ) \ 3 ' [ i j j ] . ( 3 . 5 . 5 : B ) 

W e n o w a s s u m e t h a t 3 ' [ ip ] h a s a m i n i m u m f o r >() = i j j ^ , 

T h e n f o r a n y ^ w e h a v e 

3 [ i j ; ^ + £ tp ' ] > \  / / [ t p ^ + e i j ; ' ) ^ d S . 1 3 . 5 . 5 : D ] 

S 

W e a p p l y t h e a d d i t i t i n f o r - m u l a 1.'D . , 1 : 3 . T h e t e r m s o f t h e a b o v e 

i n e q u a l i t y t h a t d o n o t c o n t a i n e c a n c e l o u t . T h e f i r s t - o r d e r 

t e r m s i n e m u s t a l s o v a n i s h , s i n c e t h e i n e q u a l i t y s h a l l h o l d 
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t r u e f o r b o t h p o s i t i v e a n d n e g a t i v e e . T h u s w e m u s t h a v e 

2 z =1 2 e // d S ( 3 . 5 . 5 : E ) 

S 

o r w i t h f o r m u l a 3 . 5 . 3 : H 

l l i , ' { L { i > ^ ) - A ^ i J ; ^ } d S * ^ yi>' L j , ( i i ; ^ ) d s = 0 . [ 3 . 5 . 5 : F ) 

s r 

H e r e i j j ' i s a n y f u n c t i o n o n S a n d o n r . T h e n t h e m i n i m a l 

f u n c t i o n m u s t s a t i s f y : 

4 ' * o ^ = 0 

( 3 . 5 . 5 : G ] 

T h e m i n i m u m o f i s t h u s g i v e n b y t h e s m a l l e s t e i g e n 

v a l u e o f t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m : 

( 3 . 5 . 5 : H ) 

We n o t e t h a t , i f o = + o o o n a p a r t o f t h e b o u n d a r y , t h e n f o r 

t h i s p a r t t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n L p d p ) = 0 i s r e p l a c e d b y t h e 

c o n d i t i o n i | ; = 0 . 1 n c o n c l u s i o n w e h a v e t h a t 3 i s s t r o n g l y 

s t a b l e , i f a n d o n l y i f t h e s m a l l e s t e i g e n v a l u e f o r t h e e i g e n 

v a l u e p r o b l e m 3 . 5 . 5 ; H i s p o s i t i v e . 

J i s w e a k l y s t a b l e i f 3 [ i | j ] a n d t h e n c e 3 ' [ t p ] a r e p o s i 

t i v e f o r a l l U; w i t h S , = 0 a n d F , = 0 . We a s s u m e t h a t 

J ' [ i ( ) ] w i t h t h e s u b s i d i a r y c o n d i t i o n s - 0 a n d = 0 

h i J i ; a ; ; n i ( i i l e s t v a l u e f o i " i|) = : 

J ' [ i | ; ] >_ 3 ' [ i | j ^ ] - A^ f o r s u c h t h a t S ^ = 0 = 0 . ( 3 . b . 5 
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Put i|j = ij;^ + Eip' . We g e t as i n t h e p r e c e d i n g c a s e , f o 1 l o w i ng 

f o r m u l a s 3.5.5:D-F: 

// <i^'{L(i|;^ ) - A^ip^}dS + j, il)' L j , ( i p ^ ) d s = 0 , ( 3 . 5 . 5 : J ) 

S 

where \l>' i s any f u n c t i o n s a t i s f y i n g 

S^, = jj dS = 0 r ^ , = ^ ip' ds = 0 . ( 3 . 5 . 5 : K ) 

From 3 . 5 . 5 : J and K we can now o n l y c o n c l u d e t h a t L ( I | J ^ ) - ^ - j ' l ' ^ 

i s c o n s t a n t o v e r S , and t h a t L p C i f i ^ ) i s c o n s t a n t a l o n g r . 

The m i n i m a l f u n c t i o n i})^ must t h e n s a t i s f y : 

( 3 . 5 . 5 : L ) 

Here and a r e two c o n s t a n t s . We n o t e t h a t , i f o = + <» 

on a p a r t o f t h e b o u n d a r y , t h e n f o r t h i s p a r t t h e b o u n d a r y con

d i t i o n L p ( i / j ) = 8^ i s r e p l a c e d by t h e c o n d i t i o n i) = 0 . 

Thus t h e s t u d y of weak s t a b i l i t y o r t h e minimum of 3'[i|)] 

w i t h t h e s u b s i d i a r y c o n d i t i o n s = 0 and = D g i v e r i s e 

t o t h e f o l l o w i n g p r o b l e m of e i g e n v a l u e t y p e . The m i n i m a l f u n c t i o n 

^ s h a l l f o r some c o n s t a n t s A and B s a t i s f y : 

L j , { i l / } = B r , = 0 

(3.5.B:M) 

= n 

T h e s m a l l e s t X f o r a n y A a n d B , ' f o r w h i c h t l i e r e i s a n o n 

z e r o s o l u t i o n , g i v e s t h e m i n i m u m o f J ' [ ] w i t h s u b s i d i a r y 

c o n d i t i o n s S = U a n d V, = 0 . 
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I n c o n c l u s i o n w e h a v e ( w h e n J i s n o t s t r o n g l y s t a b l e ) t h a t 

J i s w e a k l y s t a b l e i f a n d o n l y i f t h e s m a l l e s t A o f p r o b l e m 

3 . b . S : M i s p o s i t i v e . 

A m e n i s c u s r e g i o n i s s t a b l e i f 3 ^ [ i ( ) ] i s p o s i t i v e f o r a l l 

\J) ( f O ] . L e t b e t h e m i n i m u m o f a s s u m e d f o r i j ; = i j i ^ . 

F o l l o w i n g t h e s a m e l i n e o f a r g u m e n t a s f o r t h e m i n i m u m o f 

i n f o r m u l a s 3 . 5 . 5 : C t o G w e g e t t h a t m u s t s a t i s f y : 

( 3 . 5 . 5 : N ) 

T h e n t h e m i n i m u m o f 3 ^ [ i | j ] i s g i v e n b y t h e s m a l l e s t e i g e n v a l u e 

f o r t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m : 

( 3 . 5 . 5 : 0 ) 

W e n o t e a g a i n t h a t t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n L ^ ( i | ) ) = 0 i s r e p l a c e d 

b y t h e c o n d i t i o n i j i = 0 f o r a p a r t o f t h e b o u n d a r y w h e r e a = + «> 

W B h a v e s t a b i l i t y i f a n d o n l y i f t h e s m a l l e s t e i g e n v a l u e f o r 

p r o b l e m 3 . 5 . 5 : 0 i s p o s i t i v e . 

T h e f i r s t e i g e n v a l u e p r o b l e m 3 . 5 . 5 : H f o r s t r o n g s t a b i l i t y 

i s t h ( ! i m p I G S t o n i ! t o s o 1 v e . T h e p r o b l e m s 3 . 5 . 5 :M f o r w e a k s t a b i l i t y 

a n d 3 . 5 . 5 : 0 f o r s t a b i l i t y a r e m o r e d i f f i c u l t . I n t h e f o l l o w i n g 

S B c ; t i o n a n o t h e r m e t h o d t o h a n d l e w e a k s t a b i l i t y a n d s t a b i l i t y 

i s r i e v e l o p e d . 
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3 . 5 . 5 S t a b i l i t y c r i t e r i a u s i n g m e n i s c u s s o l u t i o n s . 

We h a v e a n e q u i l i b r i u m w a t e r m e n i s c u s S i n a c e r t a i n 

s u r r o u n d i n g r e g i o n . T h e m e a n c u r v a t u r e K i s c o n s t a n t , a n d t h e 

a n g l e o f c o n t a c t 6 ' i s e q u a l t o t h e c o n t a c t a n g l e 6 . T h e s y s t e m 

i s i n a c e r t a i n t h e r m o d y n a m i c a 1 s t a t e g i v e n b y s o m e t h e r m o d y n a -

m l c a l v a r i a b l e s . W h e n t h e s e v a r i a b l e s a r e c h a n g e d 1 n f i n i t e s i m a 1 l y , . 

t h e m e n i s c u s S i s d i s p l a c e d t o a n e w e q u i l i b r i u m p o s i t i o n S ' . 

N o r m a l l y S ' l i e s i n f i n i t e l y c l o s e t o S . L e t t h e n EI|) , w h e r e 

e i s i n f i n i t e s i m a l a n d i | ; a f u n c t i o n o v e r S , b e t h e n o r m a l 

c o m p o n e n t o f t h i s d i s p l a c e m e n t . 

T h e c h a n g e i n m e a n c u r v a t u r e 6 K ' i s c o n s t a n t o v e r S , 

s i n c e S ' a l s o h a s c o n s t a n t m e a n c u r v a t u r e . F o r m u l a 3 . 5 . 3 : F 

g i v e s : 

L ( e i | ; ] = - 2 6 K ' = c o n s t . ( 3 . 5 . 6 : A } 

W h e n t h e s t a t e i s c h a n g e d , t h e c o n t a c t a n g l e 6 c h a n g e s t o a n e w 

v a l u e . T h e c h a n g e 6 6 ' i n a n g l e o f c o n t a c t i n t h e d i s p l a c e m e n t 

m u s t b e e q u a l t o t h i s c h a n g e i n 9 , s i n c e S ' i s a n e q u i l i b r i u m 

m e n i s c u s . T h u s f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 3 : G w e g e t : 

L j , ( c i | j ) = - 6 9 ' = c o n s t . ( 3 . 5 . 6 : B ) 

F r o m 3 . 5 . 6 : A a n d B w e h a v e t h a t i j i m u s t s a t i s f y : 

Li^) = C 

( 3 . 5 . B : C ) 

L j , ( i l ) ) = C 

w h e r e C a n d C' a r e t w o c o n s t a n t s . F u n c t i o n s s a t i s f y i n g 

3 . 5 . 6 : C r e p r e s e n t a d i s p l a c e m e n t o f a m e n i s c u s t o a n e w e q u i 

l i b r i u m m e n i s c u s i n a n o t h e r t h e r m o d y n a m i c a 1 s t a t e . We w i l l c a l l 

f u n c t i o n s ^ s a t i s f y i n g 3 . 6 . b : C m e n i s c u s s o l u t i o n s . O n p a r t s o f 
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o f r w h e r e a = + «> t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n L p l i j j ) = C ' i s 

a s u s u a l r e p l a c e d b y t h e c o n d i t i o n i|j = 0 . 

M e n i s c u s s o l u t i o n s w i l l b e o f g r e a t s i g n i f i c a n c e i n t h e 

s t a b i l i t y i n v e s t i g a t i o n s . S u p p o s e f o r a g i v e n s t a b i l i t y p r o b l e m 

t h a t w e a r e a b l e t o f i n d t w o l i n e a r l y i n d e p e n d e n t ( t h a t i s n o n -

p r o p o r t i o n a l ) m e n i s c u s s o l u t i o n s ()) a n d . W e w i l l i n t h i s 
a b 

s e c t i o n i n v e s t i g a t e c o n s e q u e n c e s o f t h i s a s s u m p t i o n . 

T h u s w e a s s u m e t h a t w e h a v e t w o l i n e a r l y i n d e p e n d e n t 

m e n i s c u s s o l u t i o n s ((i a n d (p : 
a D 

( 3 . 5 . 6 : D ) 

T h e r e a r e r e s t r i c t i o n s o n t h e c o n s t a n t s . A p p l y i n g f o r m u l a s 

3 . 5 . 3 : B a n d H o n 3l(p .((i,] w e i m m e d i a t e l y g e t : 
a b 

C S ^ + C ' r . = C, S , + C- r . . ( 3 . 5 . 6 : E ) 
" * b * a * a 

C o n s i d e r n o w a c e r t a i n t y p e o f s t a b i l i t y p r o b l e m , f o r e x a m p l e 

t h e s t a b i l i t y o f a c y l i n d r i c a l s u r f a c e f o r d i f f e r e n t h e i g h t s o f 

t h e c y l i n d e r a n d d i f f e r e n t b o u n d a r y c o n d i t i o n s . T h e s i t u a t i o n i s 

c h a r a c t e r i z e d b y a s e t o f p a r a m e t e r s . A m a j o r p r o b l e m i n t h e 

s t a b i l i t y i n v e s t i g a t i o n s i s t o f i n d t h o s e v a l u e s o f t h e p a r a 

m e t e r s w h i c h g i v e t h e t j o u n d a r y o r l i m i t b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y 

a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . 

F r o m s e c t i o n 3 . 5 . S w e h a v e t h a t t h e r e i s w e a k s t a b i l i t y i f 

t h e s m a l l e s t o f p r o b l e m 3 . 5 . 5 : L i s p o s i t i v e , a n d s t r o n g i n 

s t a b i l i t y i f t h e s m a l l e s t i s n e g a t i v e . T h u s a t t h e b o u n d a r y 

b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y t h e s m a l l e s t 
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o f 3 . 5 . 5 : L i s z e r o . T h e m i n i m a l f u n c t i o n 4 1 ^ w i l l t h e n s a t i s f y : 

L ( ^ ^ ) = S ^ D 

( 3 . 5 . 6 : F ) 

T h u s i s a m e n i s c u s s o l u t i o n . We m a y a p p l y f o r m u l a 3 . 5 . 6 : E 

o n t h e t w o m e n i s c u s s o l u t i o n s i j ; . a n d ^ , a n d o n a n d ^. 
l a I D 

T h e n w e g e t : 

: 3 . 5 . 6 : G ) ^a 

A . S + B , r . = 0 

T h i s i s a n e q u a t i o n s y s t e m f o r a n d . E i t h e r w e h a v e 

A^ = D = D [ 3 . 5 . 6 : H ) 

o r t h a t t h e d e t e r m i n a n t i s z e r o : 

S , r . - S , r . = 0 . ( 3 . 5 . 6 : 1 ) 
•^a '''b * b '^a 

T h u s w e h a v e g o t t h e f o l l o w i n g c r i t e r i o n f o r t h e l i m i t b e t w e e n 

w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . 

We h a v e t w o l i n e a r l y i n d e p e n d e n t m e n i s c u s s o l u t i o n s $ a n d 
a 

(J)|_̂  . T h e n f o r v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e s t a b i l i t y p r o b l e m 

a t t h e t r a n s i t i o n b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y 

w e m u s t h a v e e i t h e r t h a t 

- = 0 ( 3 . 5 . B : J ) 
* d * b * b * a 

o r t h a t t h e r e i s n n o n - z e r o s o l u t i o n i|i t o 

( 3 . 5 . b : K ) 
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T h i s c r i t e r i o n w i l l b e s i m p l e r t o u s e t h a n c r i t e r i o n 3 . 5 . 5 : L 

o n w e a k s t a b i l i t y . 

L e t u s n o w t u r n t o t h e q u e s t i o n o f s t a b i l i t y o f . T h e 

f u n c t i o n a l 3^ i s s t a b l e , i f J i s s t r o n g l y s t a b l e , a n d u n 

s t a b l e i f 3 i s s t r o n g l y u n s t a b l e . T h e r e m a i n i n g p r o b l e m i s 

t h e n t o i n v e s t i g a t e t h e s t a b i l i t y o f , w h e n 3 i s w e a k l y 

s t a b l e . 

T h e f u n c t i o n a l i s t h e s u m o f 3 a n d I , w h e r e I i s 

a q u a d r a t i c f o r m i n a n d ( f o r m u l a 3 . 5 . 1 : E ) . L e t u s p u t : 

S , = X r , = y . ( 3 . 5 . 6 : L ) 

W e w i l l f i r s t s t u d y t h e m i n i m u m o f 0 [ I ( J ] w i t h t h e s u b s i d i a r y 

c o n d i t i o n s = x a n d T ^ = y f o r a n y x a n d y . 

W e h a v e a s s u m e d t h a t 3 i s w e a k l y s t a b l e . W e a l s o a s s u m e 

t h a t w e h a v e t w o l i n e a r l y i n d e p e n d e n t m e n i s c u s s o l u t i o n s a n d 
a 

d), . I f t h e d e t e r m i n a n t S , r , - S , V. w e r e z e r o , t h e n w e 
^ * a * b * b * a 
c o u l d f o r m a n o n - z e r o l i n e a r c o m b i n a t i o n (p of ip a n d (j), w i t h 

a b 
S , = 0 a n d F . = 0 . I t i s e a s y t o s e e f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 3 : 1 t h a t 

<|) <P 

t h e n J [ ( t ) ] i s z e r o , a n d w e w o u l d n o t h a v e w e a k s t a b i l i t y . T h u s 

r 
r , - S , . i s d i f f e r e n t f r o m z e r o . W e c a n f o r m , f r o m 

* a * b * a 
l i n e a r c o m b i n a t i o n s o f 4) a n d <(), , t w o n e w m e n i s c u s s o l u t i o n s 

a b 

a n d ( ) ) ^ w h i c h h a v e t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s : 

H^^) - S = 1 

( 3 . 5 . 6 : n ) 

4 ' * A J - ° A A ' 
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H e r e D ^ y , 0 ^ ^ , G ^ y a n d D ^ ^ a r e c o n s t a n t s . F o r m u l a 3 . 5 . 6 : E 

g i v e s t h a t D ^ ^ a n d D ^ ^ a r e e q u a l . A s u s u a l t h e b o u n d a r y c o n 

d i t i o n s a r e r e p l a c e d b y t h e c o n d i t i o n s (p., = 0 a n d (J ) . = 0 o n 

t h o s e p a r t s o f t h e b o u n d a r y w h e r e a = + <». T h e c a s e w h e n a = + = 

o n t h e e n t i r e b o u n d a r y i s t r e a t e d b e l o w . 

L e t n o w l i i b e a n y f u n c t i o n s a t i s f y i n g = x a n d = y 

a n d p u t : 

= il; - X <))y - y <t>^ . ( 3 . 5 . 6 : 0 ) 

T h e n , = 0 a n d , = 0 a n d w e h a v e : 

X ,J)y + y < j ) ^ ] = / / i | j ' ( x D y y + y D y / ^ ) d S * 

S 

* § i p ' ( x D y ^ * y°AA^'^^ = ° • ( 3 - 5 . 6 : P ) 

r 

T h u s w e h a v e f r o m t h e a d d i t i o n f o r m u l a 2 . 5 . 3 ; J : 

= :ili>' + x < j , y + y ( | ) ^ ] = 3li,-] + J [ x ( ) ) y + y < t . ^ ] . ( 3 . 5 . 6 : 0 ) 

T h e q u a n t i t y 3 [ i j j ' ] i s n o n - n e g a t i v e , s i n c e 3 i s w e a k l y s t a b l e . 

T h u s 3 [ x ( j ) y + y < t ' ^ ] i s t h e m i n i m u m o f 3 [ iji ] w i t h t h e s u b s i d i a r y 

c o n d i t i o n s S , = x a n d F , = y . F r o m f o r m u l a s 3 . 5 . 6 : M a n d N 

w e h a v e f o r t h e m i n i m u m v a l u e : 

J [ x $ y * y * ^ ] = /J ( x < t . y * y ( f ^ ) ( x D y y + y D v A ' * ^ ^ " 

S 

+ ^ ( x < ) ) y + y ( t ) ^ ) ( x D y ^ + y ° A A ^ ^ ^ " 

= D V V ' ^ ° V A ^ y ^ D A A ( 3 . 5 . 6 : R ) 

W e h a v e p r o v e d t h ' e f o l l o w i n g t h e o r e m . 
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L e t J b e w e a k l y s t a b l e . T h e r e e x i s t t w o m e n i s c u s s o l u t i o n s 

( f l y a n d (J)^ s a t i s f y i n g 3 . 5 . 6 : 1 1 a n d N . T h e n t h e m i n i m u m o f J [ ] 

w i t h t h e s u b s i d i a r y c o n d i t i o n s = x a n d T ^ = y i s 

Dyy x ^ + ^'-'vA * ^AA " ^ ^ ^ m i n i m u m i s a s s u m e d f o r i|) = x ( ) i y + y ( t ) ^ 

F o r w e n o w h a v e : 

* t ° A A ' ^ V ' y ' ' ( 3 . 5 . 6 : 5 ) 

w h e r e x = S , a n d y = T , . 

F o r w e h a v e a r r i v e d a t t h e f o l l o w i n g t h e o r e m . L e t J 

b e w e a k l y s t a b l e . T h e r e e x i s t t w o m e n i s c u s s o l u t i o n s a n d ( } ) ^ 

t h a t s a t i s f y 3 . 5 . 6 : 1 1 a n d N . T h e n 3 ^ i s s t a b l e p r e c i s e l y w h e n 

t h e q u a d r a t i c f o r m i n 3 . 5 , 6 : S i s p o s i t i v e d e f i n i t e , t h a t i s 

p r e c i s e l y w h e n : 

^ ^ V ^ f ^ A A ^ ^ A ' ^ ' ° V A ^ BvA^ 

( 3 . 5 . 6 : T ) 

2 

T h e f u n c t i o n s 4iy a n d (fî  w i l l b e c a l l e d f u n d a m e n t a l 

m e n i s c u s s o l u t i o n s . T h e y a r e u n i q u e l y d e t e r m i n e d , w h e n J i s 

w e a k l y o r s t r o n g l y s t a b l e . C o n s i d e r i n o r d e r t o p r o v e t h i s t w o 

m e n i s c u s s o l u t i o n s = ( f i y a n d \\i = ifiy w i t h = 1 a n d T ^ = 0 . 

T h e n t h e d i f f e r e n c e if " ^ m e n i s c u s f u n c t i o n w i t h 

S = 0 a n d V = 0 . T h e n f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 3 : 1 3 [ (j) ] i s z e r o , 

a n d ()) m u s t v a n i s h o n S , s i n c e 3 i s w e a k l y s t a b l e . 

T h e l e f t s i d e o f 3 . 5 . 6 : 3 i s e q u a l t o + 1 f o r ( J ) ^ = (() ^ 

a n d = <t)^ . T h i s g i v e s t h e f o l l o w i n g t h e o r e m f r o m t h e c r i t e r i o n 

o f f o r m u l a s 3 . 5 . 6 : 3 a n d K . 



1 2 9 -

T h e r e e x i s t t w o f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n s <j>y a n d i j i ^ . 

T h e n f o r v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e s t a b i l i t y p r o b l e m o n 

t h e l i m i t b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y t h e r e 

i s a n o n - z e r o s o l u t i o n t o t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 

LS.^] = 0 S = 0 
C 3 . 5 . 6 : U ) 

L j , t ^ ) = 0 = 0 

L e t u s f i n a l l y c o n s i d e r t h e s p e c i a l c a s e , w h e n t h e m e n i s c u s 

i s k e p t f i x e d a l o n g t h e e n t i r e b o u n d a r y , t h a t i s w h e n a = +<» o n T . 

T h e n t h e f u n c t i o n s i ) j m u s t v a n i s h o n T . T h e f u n c t i o n ( f ^ d r o p s 

o u t . W e t h e n n e e d o n e m e n i s c u s s o l u t i o n , w h i c h s a t i s f i e s 

( 3 . 5 . 6 : V ) 

= 0 

r 

I n s t e a d o f t h e t h e o r e m o f f o r m u l a 3 . 5 . 6 : U w e n o w h a v e t h e f o l l o w 

i n g s t a b i l i t y c r i t e r i o n . 

T h e r e e x i s t s a f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n . T h e n f o r 

v a l u e s o f t h e p a r a m e t e r s o f t h e s t a b i l i t y p r o b l e m o n t h e b o u n d a r y 

b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y t h e r e i s a n o n - z e r o 

s o l u t i o n t o t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 

( 3 . 5 . 6 : W ) 

C o n s i d e r n o w , i n t h e r e g i o n o f w e a k s t a b i l i t y , t h e m i n i m u m 

o f 3 [ ] w i t h t h e s u b s i d i a r y c o n d i t i o n - x . T h e m i n i m u m i s 

a s s u m e d f o r i) = x • ( j ) y . I n s t e a d o f 3 . 5 . 6 : S w e n o w h a v e f o r a n y 

I ) ) , t h a t v a n i s h e s o n V : 
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3^[i>] > J [ x < t . y ] * - ( D y y * B y y l x ^ • ( 3 . 5 . 6 : A ' ) 

T h u s 3^ is s t a b l e p r e c i s e l y w h e n : 

- > 0 . ( 3 . 5 . B : B ' ) 

W e w i l l e n d t h i s s e c t i o n w i t h s o m e r e m a r k s o n h o w t o c o n 

s t r u c t m e n i s c u s s o l u t i o n s . S u p p o s e t h a t w e h a v e c o m p l e t e l y s o l v e d 

t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m 3 . 5 . 5 : H . L e t b e t h e e i g e n f u n c t i o n s 

a n d t h e e i g e n v a l u e s : 

i = 1 , 2 , . . . ( 3 . B . B : C ' ) 

T h e f u n c t i o n s xji^ a r e c h o s e n s o t h a t t h e y f o r m a n o r t h o n o r m a l 

s e t : 

i = J 
// d S = < 

S 

( 3 . 5 . 6 : 0 -

W B p o s t u l a t e t h a t t h e s e t o f f u n c t i o n s i s c o m p l e t e , s o t h a t 

t h e c o n s t a n t i(i = 1 c a n b e e x p a n d e d i n t h e s e r i e s : 

1 = r a . o n S . ( 3 . 5 . 6 : E ' 3 

T h e c o e f f i c i e n t a - i s e q u a l t o S b e c a u s e o f 3 . 5 . 6 : 0 ' . T h e n 
1 

w e g e t t h e f o l l o w i n g m e n i s c u s s o l u t i o n : 

' * i 

^s'- ^IT'^i • ( 3 . 5 . B : F - ) 
H e r e 

( 3 . 5 . 6 : G ' ) . 
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T h e t e r m s w i t h S , = 0 v a n i s h i n t h e s u m 3 . 5 . 6 : F ' . T h e f u n c t i o n 

<f) i s d e f i n e d i f , f o r a l l i w i t h n o n - z e r o S , , X. i s 

d i f f e r e n t f r o m z e r o . ( W e p o s t u l a t e s u i t a b l e c o n v e r g e n c e o f t h e s e r i e s . 

I n t h e s p e c i a l c a s e w h e n a = + «> a l o n g F w e h a v e i n s t e a d 

o f 3 . 5 . 6 : C ' : 

L ( i ( ) . ) = A.il^. 

i = 1 , 2 , . . . . ( 3 . 5 . 6 : H ' ) 

= 0 

r 
* i 

T h e n w e h a v e t h e f o l l o w i n g f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n : 

E S , , ( 3 . 5 . 6 : 1 ' ) 
^ I f c i 2 X . i p . i l ) . 

H e r e t h e s u m i n t h e d e n o m i n a t o r m u s t o f c o u r s e b e d i f f e r e n t f r o m 

z e r o . F o r t h e c o n s t a n t D^y w e g e t : 

T h e f u n c t i o n s m u s t b e o r t h o n o r m a 1 . A n a p p l i c a t i o n o f t h e s e 

f o r m u l a s i g i v e n i n s e c t i o n 3 . 5 . 1 0 . 

S u p p o s e n e x t t h a t w e h a v e f o u n d a l l s o l u t i o n s o f L (413 = 0 

( w i t h o u t a n y b o u n d a r y c o n d i t i o n s ) . L e t (|;° d e n o t e t h e s e f u n c t i o n s 

L i i i p = 0 i = 1 , 2 ( 3 . 5 . 6 : K ' ) 

I f t h e f u n c t i o n s L ( i j j ? ] , i = 1 , 2 , . . . , f o r m a c o m p l e t e s e t o n t h e 
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b o u n d a r y F , t h e n t h e c o n s t a n t 4 ) = ! c a n b e e x p a n d e d o n T : 

1 = 2 a ? Lj,(i|j°) o n r . ( 3 . 5 . B : L ' ) 

W e g e t a s e c o n d m e n i s c u s s o l u t i o n : 

= I a l \\)° . [ 3 . 5 . B : M ' ) 

i 

H e r e 

L j , ( * , ) = 1 

( 3 . 5 . B : N ' ] 

3 . 5 . 7 S t a b i l i t y o f a c y l i n d r i c a l m e n i s c u s . 

W e w i l l i n s e c t i o n s 3 . 5 . 7 - 1 0 a p p l y t h e p r e c e d i n g t h e o r y 

i n s o m e d i f f e r e n t c a s e s . T h e s u r f a c e S m u s t h a v e c o n s t a n t m e a n 

c u r v a t u r e . T h e r e a r e v e r y f e w s i m p l e s u r f a c e s o f t h i s k i n d . T h e 

s i m p l e s t o n e s a r e a p a r t o f a p l a n e , a p a r t o f a c y l i n d e r , a n d a 

p a r t o f a s p h e r e . R e f e r e n c e I B ) d i s c u s s e s r o t a t i o n a l l y s y m m e t r i c 

s u r f a c e s o f c o n s t a n t m e a n c u r v a t u r e . 

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l s t u d y t h e s t a b i l i t y o f a c y l i n d r i c a l 

m e n i s c u s i n a p o r e . I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n 3 . 5 . 8 w e w i l l s t u d y 

t h e s t a b i l i t y o f a s p h e r i c a l c a p . T h e s t a b i l i t y o f a s y m m e t r i c 

s p h e r i c a l z o n e i s s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 5 . 9 . F i n a l l y w e w i l l 

i n v e s t i g a t e t h e s t a b i l i t y o f a r e c t a n g u l a r c y l i n d r i c a l m e n i s c u s 

i n s e c t i o n 3 . 5 . 1 0 . 

T h e c y l i n d r i c a l m e n i s c u s S i s g i v e n i n p a r a m e t r i c f o r m b y 

S: r ( ( p . z ) = ( R c o s c p , R s l n t p . z ) ( 3 . 5 . 7 : A ) 
- I T < t p < IT 
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T h e r a d i u s o f t h e c y l i n d e r i s R , a n d t h e h e i g h t i s L . T h e 

b o u n d a r y T c o n s i s t s o f t w o p a r t s : 

r ( i p , - ^ ) 

- T r < i p < T r . ( 3 . 5 . 7 : B ) 

T h e p o r e w a l l m u s t f i t t o t h e c y l i n d r i c a l m e n i s c u s S . T h e 

p o r e i s ( a t l e a s t i n t h e v i c i n i t y o f a n d r _ 3 r o t a t i o n a l l y 

s y m m e t r i c a r o u n d t h e z - a x i s . S e e f i g u r e 3 . 5 . 7 : 1 . 

F i g u r e 3 . 5 . 7 : 1 T h e f i g u r e s h o w s a c y l i n d r i c a l m e n i s c u s i n S i n 
a r o t a t i o n a l l y s y m m e t r i c p o r e . T h e l i q u i d p h a s e 
I l i e s b e t w e e n S a n d t h e p o r e w a l l i n a n a n n u l u s . 
T h e h e i g h t o f t h e c y l i n d e r i s L . T h e b o u n d a r y T 
i s c o m p o s e d o f t h e t w o c i r c l e s a n d r _ o f t h e 
c y l i n d e r . 

T h e l i q u i d p h a s e l i e s o u t s i d e t h e c y l i n d e r b e t w e e n S a n d t h e 

p o r e w a l l i n a n a n n u l u s . T h e a n g l e o f c o n t a c t a t T ^ a n d r_ i s 

e q u a l t o t h e c o n t a c t a n g l e 6 . T h e c u r v a t u r e o f t h e p o r e w a l l 

a t a n d r _ i n t h e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o a n d 

i s K * r e s p e c t i v e l y K . T h e c u r v a t u r e K o f S a t T i n t h e 
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d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o r , t h a t i s i n t h e z d i r e c t i o n , i s 

z e r o . T h u s w e h a v e f o r t h e b o u n d a r y f u n c t i o n a f r o m f o r m u l a 

3 . 5 . 1 :B : 

a = 
K c o s ( 9 } - K m s 

s i n ( e ) = < 

s i n ( 6 ) 

( 3 . 5 . 7 : C ) 

o n r 

T h e c o n s t a n t s a n d a _ m a y a s s u m e a n y v a l u e s i n c l u d i n g 

S c h e m a t i c a l l y w e h a v e t h e f o l l o w i n g s t a b i l i t y p r o b l e m : 

o . a . 

R 
-oo< O ^ < 

- 0 0 < Q < + 0 0 

R>0 L > 0 

F i g u r e 3 . 5 . 7 : 1 1 T h e f i g u r e s h o w s s c h e m a t i c a l l y t h e s t a b i l i t y 
p r o b l e m s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 5 . 7 . T h e b o u n d a r y 
f u n c t i o n o a s s u m e s c o n s t a n t v a l u e s a n d a _ 

o n t h e t w o b o u n d a r y c i r c l e s o f t h e c y l i n d r i c a l 
m e n i s c u s . 

F o r m u l a s f o r o u r s p e c i a l s u r f a c e s a r e g i v e n i n a p p e n d i x 1 . F r o m 

f o r m u l a s A 1 : W , A ' a n d B ' w e h a v e : 

3 [ ^ ] = // { ( | f ) 2 - - T ^ U ' ^ - ^ * ^ } d S . f a ^ ^ d s ( 3 . 5 . 7 : 0 ) 

H^^,] = - { ^ * ^ + -y ^} ( 3 . 5 . 7 : E ) 

- I f 
" - • - I f 

( 3 . 5 . 7 : F ) 
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L e t u s f i r s t n o t e f r o m t h e d i s c u s s i o n i n s e c t i o n 3 . 5 . 2 t h a t 

t h e p r o s p e c t s o f s t a b i l i t y a r e d i m i n i s h e d w h e n f o r a g i v e n 

c y l i n d e r o r a _ i s d i m i n i s h e d . T h i s i s a l s o t r u e f o r w e a k 

o r s t r o n g s t a b i l i t y . E s p e c i a l l y w e h a v e t h a t i n s t a b i l i t y f o r 

t h e c a s e a + = a _ = * "> i m p l i e s t h e i n s t a b i l i t y f o r a l l a n d 

a _ . We a l s o n o t e t h a t , f o r t h e c a s e = o _ = + «> , t h e p r o s p e c t s 

o f s t a b i l i t y d i m i n i s h , w h e n t h e s u r f a c e S i s e x t e n d e d . T h u s w e 

d i m i n i s h t h e p r o s p e c t s o f s t a b i l i t y w h e n L i s i n c r e a s e d f o r 

= a _ = + <» a n d f o r f i x e d R . 

We w i l l f i r s t s t u d y t h e c o n d i t i o n s o n L , R , a n d a _ 

f o r s t r o n g s t a b i l i t y . We w i l l t h e n f i r s t s t u d y t h e e i g e n v a l u e 

p r o b l e m o f f o r m u l a 3 . 5 . 5 : H : 

Ll\l)] = Xi() L j , ( i J ) ) = 0 ( 3 . 5 . 7 : G ] 

o r w i t h f o r m u l a s 3 . 5 . 7 : E a n d F : 

. 1 l ! | . C 1 . A ) ^ = 0 ( 3 . 5 . 7 : H ) 
3 z R^ Sip"^ R"̂  

,1; ± I I = 0 ^ = - 7 • [ 3 . 5 . 7 : 1 ) 

We w i l l u s e t h e t e c h n i q u e o f s e p a r a t i o n o f v a r i a b l e s i n o r d e r 

t o g e t s o l u t i o n s o f 3 . 5 . 7 : H . P u t 

T i i i i p . z ) = Z ^ ( z ) • c o s ( m i p + ( p ^ ) m = 0 , 1 , . . . . ( 3 . 5 . 7 : J } 

H e r e t p ^ i s a n y c o n s t a n t . T h e n Z ^ ( z ) m u s t s a t i s f y : 

d ^ Z , 2 
^ + - A ) Z = 0 . ( 3 . 5 . 7 : K ) 

d z 2 R 2 
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W h e n A = G w e g e t t h e f o l l o w i n g s o l u t i o n s o f 3 . 5 . 7 : K: 

m = 0 : c o s [ | ] s i n ( | ) ( 3 . 5 . 7 : 1 ) 

m = 1 ; c o s ( ( p ^ * ( p ^ ) z - c o s ( ( p + i p p ( 3 . 5 . 7 : M ) 

m > 2 : C 0 B h ( y . ^ " ' ' z ] c o s [ r r n p t t p ) s i n h ( V - ^ H - l l z ) c o s ( m i p + i p ' ) ( 3 . 5 . 7 : N ) 
R ^ R ^ 

W e w i l l t r y t o f i n d a f u n c t i o n ({> w h i c h i s s u i t a b l e f o r 

c r i t e r i o n 3 . 5 . 3 : P o n s t r o n g s t a b i l i t y . L e t ^ he a l i n e a r c o m b i 

n a t i o n o f t h e t w o s o l u t i o n s 3 . 5 . 7 : L : 

<() = C 0 8 ( ^ + ( p ^ ) . ( 3 . 5 . 7 : 0 ) 

W e w i l l u s e t h e n o t a t i o n s 

n = ^ ( 3 . 5 . 7 : P ) 

a n d 

6 ^ = a r c t g ( R o ^ ) 6 _ = a r c t g ( R a _ ) ( 3 . 5 . 7 : 0 ) 

6 . - 6 
T h e n w e h a v e , c h o o s i n g (p o 2 

L ( < i ) ) = 0 

6 ^ * 6 . 
s i n ( 6 - n " < P ) s l n ( = — - r i ) 

L (<!,) = ^ = ^ ( 3 . 5 . 7 : R ) 
' + R c o s ( 6 ) R c o s ( 6 1 

s i n ( 6 _ - r i * i p ) s i n ( — ^ n ] 
C * ) - - o -

R c o s ( 6 j R c o s ( 6 . ) 

S u p p o s e n o w t h a t 

6 + 6 
> n . ( 3 . 5 . 7 : 5 ) 
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T h e n i t i s e a s y t o v e r i f y t h a t 

0 < — - n < T i - ^ < § * < ~ ( 3 . 5 . 7 : T ) 

T h u s (t> i s p o s i t i v e o n S , a n d L j , [ i ) > ] > 0 . T h e f u n c t i o n i | ; 

f u l f i l s c r i t e r i o n 3 . 5 . 3 : P a n d w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y . W h e n 

w e h a v e e q u a l i t y i n 3 . 5 . 7 : S , t h e n L p ( ( j ) ) i s z e r o . T h u s f r o m 

f o r m u l a 3 . 5 . 3 : H J [ ij) ] w i l l b e z e r o , a n d w e d o n o t h a v e s t r o n g 

s t a b i l i t y . T h e e q u a t i o n = r\t g i v e t h e b o u n d a r y b e t w e e n 
2 

s t r o n g s t a b i l i t y a n d w e a k s t a b i l i t y . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n 

a r c t g ( R a ^ ) + a r c t g ( R a _ ] ^ 

> 2 R 3 . 5 . 7 : U ) 

T h i s r e g i o n o f s t r o n g s t a b i l i t y i s s h o w n i n f i g u r e s 3 . 5 . 7 : I V , V , V I 

f o r d i f f e r e n t v a l u e s o f a a n d 0 

W e n o w t u r n t o t h e p r o b l e m o f f i n d i n g t h e r e g i o n o f w e a k 

s t a b i l i t y . W e f i r s t n o t e t h a t t h e e i g e n f u n c t i o n ii = s i n [ ^ ) 

f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 7 : L g i v e s a c o n d i t i o n f o r w e a k s t a b i l i t y f o r 

2 R W h e n n = ~ •"• . w e h a v e f o r t h i s ill : 

• ( 3 . 5 . 7 : V ] 

r 
= 0 ( r = 0 ) 

T h e n J l i > ] i s z e r o a n d w e d o n o t h a v e w e a k s t a b i l i t y . W h e n t h e 

s u r f a c e i s e x t e n d e d , t h a t i s w h e n r i = 4 k 'T , w e m u s t g e t 

s t r o n g i n s t a b i l i t y . W e h a v e s t r o n g i n s t a b i l i t y f o r n > w . w h e n 

a = a = + oo , a n d t h u s f o r a l l a a n d a 



1 3 6 

F o r t h e i n v e s t i g a t i o n o f w e a k s t a b i l i t y w e n e e d m e n i s c u s s o l u 

t i o n s . T h e f u n c t i o n s di = c o s ( - ^ ) a n d A = s i n ( ^ ) f r o m f o r m u l L i 
K K 

3 . 5 . 7 : L a n d t h e c o n s t a n t (|) = 1 s a t i s f y L (<t) ] = C , w h e r e C 

i s a c o n s t a n t . 

F r o m t h e s e f u n c t i o n s w e g e t t h e f o l l o w i n g f u n d a m e n t a l m e n i s c u s 

s o l u t i o n s : 
. c o s ( ^ ) - c o s ( n ) 

— ( 3 . 5 . 7 : W ) 
% R s i n [ n ) - n c o s ( n ) 

. s i n ( n ) - n o o s (-1) - R 0 _ 
t - A ' ^ s i n ( j ^ ) } 

s i n ( r i 3 - r i c o s ( n ) 2 c o s ( n ) + ( R o ^ + R a _ ) s i n ( n 3 

( 3 . 5 . 7 : A ' ) 

T h e f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n s a r e d e f i n e d e x c e p t w h e n 

t g ( r i ) = n o r 2 c o t ( r i ) + R o ^ + R o _ = 0 . T h e e q u a t i o n t g ( n ) = n 

h a s n o t a n y s o l u t i o n s f o r 0 < r\ T[ . 

T h e f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n s s a t i s f y 3 . 5 . 6 : M a n d N : 

( 3 . 5 . 7 : B ' ) 

T h e c o n s t a n t s D ^ ^ , D ^ ^ , a n d D ^ ^ a r e g i v e n b y : 

n - 1 1 n - - 1 t g n 
- ^ ^ ^ 4 • t g ( n ) - n % A - ^ ^ ^ 3 t g [ n ) - n 

( 3 . 5 . 7 : 0 

( R o + R a ] c o t ( n ) + 2 R o • R a 
n = r ^ ^ n t g ( n ) 1 1 

2 c o t ( n ) ^ R a ^ R o t g ( n ) - n ' , ^ ^ 2 

T h e f u n c t i o n ip = s i n ( ^ ) f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 7 : L s a t i s f i e s L ( i p ) = 0 
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S , = 0 , a n d F , = 0 . I n t h e s p e c i a l c a s e w h e n 

2 c o t ( n ) + R o ^ . + R a _ = 0 , w e g e t t h a t L j , ( ) = . T h e n 

f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 3 : 1 w e g e t t h a t 3 [ i i ] = 0 . W e d o n o t h a v e w e a k 

s t a b i l i t y . T h u s w e h a v e s t r o n g i n s t a b i l i t y i n t h e r e g i o n 

R a ^ + R o _ < 2 c o t ( n ) 0 < n < T r . ( 3 . 5 . 7 : D ' ) 

I n t h e r e g i o n 0 < r i < _ T i , R a ^ + R a _ ^ - 2 c o t ( r ) } t h e r e i s 

a b o u n d a r y s u r f a c e b e t w e e n s t r o n g i n s t a b i l i t y a n d w e a k s t a b i l i t y . 

T h e b o u n d a r y s u r f a c e m a y i n p a r t c o i n c i d e w i t h t h e b o u n d a r i e s 

n = iT a n d Ha^ + R 0 _ = - 2 C G t ( n ) o f t h e c o n s i d e r e d r e g i o n a n d i n 

p a r t l i e i n t h e i n t e r i o r o f t h e r e g i o n . I n t h e i n t e r i o r a n d 

(f>^ a r e d e f i n e d e v e r y w h e r e . T h e n f r o m t h e o r e m o f f o r m u l a s 3 . 5 . 6 : J , K . 

w e h a v e f o r v a l u e s o f n , R a ^ a n d R a _ o n t h e b o u n d a r y s u r f a c e 

i n t h e i n t e r i o r o f t h e c o n s i d e r e d r e g i o n t h a t t h e r e e x i s t s a n o n 

z e r o s o l u t i o n t o t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 

L [ > p ) = 0 S = 0 
( 3 . 5 . 7 : E ' ) 

T h e g e n e r a l s o l u t i o n o f L ( i j j ) = D i s a l i n e a r c o m b i n a t i o n 

o f t h e f u n c t i o n s 3 . 5 . 7 : L - N . T h e c o n d i t i o n s S , = 0 a n d T , = 0 

a r e f u l f i l l e d , i f c o s ( - ^ ) i s o m i t t e d i n t h e l i n e a r c o m b i n a t i o n . 

T h e b o u n d a r y c o n d i t i o n L j , ( i f ) ) = 0 r e m a i n s t o b e s a t i s f i e d . 

W e h a v e a l r e a d y d i s c u s s e d t h e s o l u t i o n if) = s i n ( - ^ ) . W e 

g o t t h e c o n d i t i o n Ra^ + R a _ = - 2 c o t ( r i ) • L e t u s t h e n t r y a 

c o m b i n a t i o n = ( A + B- z ) c o s t i p + ip^ ) f i ' o m f o r m u l a 3 . 5 . 7 : M . T h e n 

w e g e t t h e c o n d i t i o n s : 

L j , l i i ) = [ A + B t - ^ - + 1 ) ] c o s ( ( p + (p^ ) = 0 

( 3 . 5 . 7 : F ' ) 
o L 

L [til) = [ A 0 - B { - j - * 1 ] ] c o s ( ( p + (p^ ) = 0 
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T h e r e i s a n o n - z e r o s o l u t i o n w h e n : 

o ^ o _ L + + o _ = 0 

o r 

( a ^ L + 1 3 ( o _ L + 1 ) = 1 ( 3 . 5 . 7 : G ' ) 

o r 

2 ^ ^ ̂  ^ A = ° 
T h e g r a p h o f 3 . 5 . 7 : G ' i s a h y p e r b o l a : 

a L 

/ 

F i g u r e 3 . 5 . 7 : 1 1 1 T h e g r a p h i l l u s t r a t e s c o n d i t i o n 3 . 5 . 7 : H ' f o r 
w e a k s t a b i l i t y . T h e s t a b i l i t y c o n d i t i o n i s 
s a t i s f i e d i n t h e s h a d e d r e g i o n . 

O n t h e u p p e r b r a n c h J [ i ( ) ] i s z e r o d u e t o 3 . b . / : E ' . W e d o n o t h a v e 

w e a k s t a b i l i t y . T h u s w e c e r t a i n l y h a v e s t r o n g i n s t a b i l i t y b e l o w 

a n d t o t h e l e f t o f t h e u p p e r b r a n c h . W e h a v e t h e f o l l o w i n g 

n e c e s s a r y c o n d i t i o n f o r w e a k s t a b i l i t y : 

o L + 1 > 0 

( 3 . 5 . 7 : H n 

T h i s i s t h f " s h a d f i ' r i i r e - - i n t h e f i g u r e 3 . 5 . 7 : H I a b o v e . 
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W e m u s t a l s o s t u d y t h e o t h e r p o s s i b l e s o l u t i o n s g i v e n b y 

3 . 5 . 7 : N . F o r e a c h m >̂  2 w e g e t a c o n d i t i o n f o r n o n - z e r o s o l u 

t i o n s . I t i s s h o w n b e l o w t h a t a l l t h e s e c o n d i t i o n s a r e w e a k e r 

t h a n 3 . 5 . 7 : H ' . T h u s 3 . 5 . 7 : D ' a n d 3 . 5 . 7 : H ' g i v e t h e r e g i o n o f 

w e a k s t a b i l i t y ( a n d o f c o u r s e t h e r e g i o n o f s t r o n g s t a b i l i t y ) . 

A d i r e c t v e r i f i c a t i o n o f t h e f a c t t h a t t h e s o l u t i o n s 3 . 5 . 7 : l \

g i v e w e a k e r c o n d i t i o n s t h a n 3 . 5 . 7 : M i s r a t h e r l a b o r i o u s . B u t w e 

m a y i n s t e a d u s e t h e t h e o r e m o f f o r m u l a 3 . 5 . 3 : R t o s h o w t h i s . 

A s u i t a b l e (]) i s a c e r t a i n l i n e a r c o m b i n a t i o n f r o m 3 . 5 . 7 : 1 ^ : 

a ^ L + o _ L 

* = ( •<• 2 - ( a ^ - a _ ) ^ ) c o s ( i p * cp, ) . ( 3 . 5 . 7 : 1 ' ) 

2 ^ 

T h i s $ s a t i s f i e s : 

L((}>) = 0 ()>Lj,((t)) = ( a ^ a _ L + + a _ ) c o s ^ ( ( p + ( p ^ ) C 3 . 5 . 7 : J ' ) 

T h u s $ L p ( ( t ) ) >; 0 , w h e n 3 . 5 . 7 : H ' h o l d s . T h e n w e a l s o h a v e t h a t 

t h e l i n e a r e x p r e s s i o n i n z i n 3 . 5 . 7 : 1 ' i s p o s i t i v e , s o t h a t ip 

i s z e r o , o n l y w h e n c o s ( ( p + ( p ^ ) i s z e r o . L e t n o w iji b e a n y f u n c t i o n 

f r o m 3 . 5 . 7 : N f o r a c e r t a i n m . T h i s \p i s z e r o , w h e n <}) i s z e r o , 

i f w e c h o o s e a n a p p r o p r i a t e v a l u e f o r ip^ . T h e q u o t i e n t i s 

w e l l - b e h a v e d , a n d w e g e t f r o m 3 . 5 . 3 : R a n d f o r m u l a 3 . 5 . 3 : (3 t h a t 

J [ ijj ] > 0 . T h e f u n c t i o n ip c a n n o t b e a s o l u t i o n t o 3 . 5 . 7 : E ' , 

s i n c e t h i s i m p l i e s t h a t JEij)] = 0 . T h u s w h e n 3 . 5 . 7 : H ' h o l d s , 

t h e r e a r e n o s o l u t i o n s o f 3 . 5 . 7 ; E ' f o r t h e f u n c t i o n s 3 . 5 . 7 : N . 

W e m a y a l s o u s e t h e c o n c l u s i o n s o f s e c t i o n 3 . 5 . 2 t o s h o w 

t h a t t h e f u n c t i o n s o f 3 . 5 . 7 : N c a n n o t g i v e t h e b o u n d a r y b e t w e e n 

w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . S u p p o s e a s a n e x a m p l e 

t h a t t h e f o l l o w i n g f u n c t i o n f r o m 3 . 5 . 7 : N g i v e s t h e b o u n d a r y : 
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* = c o s h l ^ . z + z ) . s i n C 2 i p ) ( 3 . 5 . 7 : K ' ) 

J l ^ p ] = 0 

C o n s i d e r n o w a n e w s t a b i l i t y p r o b l e m f o r o n e h a l f o f t h e c y l i n d e r . 

• n t h e t w o n e w b o u n d a r i e s (p = 0 a n d ip = IT £ Z £ - t - ] w e 

p r e s c r i b e t h a t a = + "> . O n t h e o t h e r t w o p a r t s o f t h e b o u n d a r y 

w e k e e p t h e o l d v a l u e s a n d a_ . T h i s n e w c a s e h a s b e t t e r 

s t a b i l i t y t h a n t h e o l d o n e . B e c a u s e o f t h e f a c t o r s i n ( 2 ( p ] , ii i s 

z e r o o n t h e t w o n e w b o u n d a r i e s tp = 0 a n d ip = i r . W e a l s o h a v e 

t h a t 

S°-^ = 0 ^ ^ - ^ = 0 . ( 3 . 5 . 7 : 1 - ) 

H e r e ^ ^ ' ^ i s t h e i n t e g r a l o f i|) o v e r t h e n e w h a l f o f t h e c y l i n 

d e r . L e t 3^'^ d e n o t e t h e J - f u n c t i o n a l f o r t h e n e w p r o b l e m . T h e 

w e a k s t a b i l i t y i s b e t t e r f o r t h e n e w p r o b l e m . T h e n w e m u s t h a v e 

t h a t > 0 . B u t f r o m 3 . 5 . 7 : K ' w e h a v e 3°'^[t] = - | a [ * ] = 0 
T h u s ^ c a n n o t g i v e t h e b o u n d a r y b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d 

s t r o n g i n s t a b i l i t y . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e w e a k s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n t h e 

f o l l o w i n g c o n d i t i o n s a r e f u l f i l l e d : 

R o ^ + R a _ > - 2 c o t ( - j ^ ) 

a ^ L + 1 > D ( o ^ L + 1 ) ( a _ L + 1 ) > 1 [ 3 . 5 . 7 : n ' ) 

a r c t g ( R a ^ 3 + a r c t g ( R o _ ) 

~ ^ 2 R 

T h e l a s t l i n e e x c l u d e s t h e r e g i o n o f s t r o n g s t a b i l i t y . 
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F i g u r e 3 . 5 . 7 : I \  b e l o w s u m m a r i z e s t h e o b t a i n e d r e s u l t s i n 

t h e s p e c i a l c a s e w h e n ^ o = a . 

' ' R o = - c o t ( n ) 

^, / / / 

F i g u r e 3 . 5 . 7 : I \  T h e f i g u r e s h o w s t h e r e g i o n s o f s t r o n g s t a b i l i t y 

w e a k s t a b i l i t y / / / / , a n d s t r o n g i n s t a 

b i l i t y f o r a c y l i n d r i c a l m e n i s c u s w i t h 

c o n s t a n t b o u n d a r y f u n c t i o n ( a ^ = a _ = a ) . 

T h e p o i n t L = 2 T T R , a = + <» g i v e s t h e l i m i t b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y 

a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y f o r a c y l i n d r i c a l s u r f a c e , w h i c h i s k e p t 

f i x e d a t t h e b o u n d a r i e s . T h i s i s a c l a s s i c a l r e s u l t p r o v e d b y 

P o i n c a r e 1 7 } . T h i s c a s e i s a l s o d i s c u s s e d i n r e f e r e n c e 1 6 ) . 

T h e c a s e , w h e n t h e m e n i s c u s i s k e p t f i x e d a t r_ , i s g i v e n 

b y a _ = + «> . T h e c o n d i t i o n s f o r w e a k s t a b i l i t y i s t h e n f r o m 

3 . 5 . 7 : M ' : 

^ < TT a ^ L + 1 > 1 I a r c t g ( R a ^ ) ^ \ ' 3 • ̂  • = N' ) 

T h e s e c o n d i n e q u a l i t y a b o v e m a y b e w r i t t e n r • - R a ~- - . T h e 
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o b t a i n e d r e s u l t s o n s t a b i l i t y i n t h i s c a s e a r e s u m m a r i z e d i n 

f i g u r e 3 . 5 . 7 : V b e l o w . 

F i g u r e 3 . 5 . 7 : V T h e f i g u r e s h o w s t h e r e g i o n s o f s t r o n g s t a b i l i t y 

A A V , w e a k s t a b i l i t y / / / / , a n d s t r o n g i n s t a 

b i l i t y /̂ '̂ '̂ ' f o r a c y l i n d r i c a l m e n i s c u s , w h i c h i s 

k e p t f i x e d a t o n e e n d ( a _ = + ») , f o r d i f f e r e n t 

c o n s t a n t v a l u e s f o r t h e b o u n d a r y f u n c t i o n a t 

t h e o t h e r e n d . 

T h e f i g u r e s 3 . 5 . 7 : V I ( A - E ) b e l o w g i v e t h e r e g i o n s o f s t r o n g 

s t a b i l i t y , w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y f o r s o m e d i f f e r e n t 

v a l u e s o f R a 
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R a = D 

• : R 0 = - 0 . 1 8 5 

0 . 1 B 5 

B o u n d a r y t u j r v e s : 

I: n = 4 . J r c t B ( R o ^ ) + 4 arct,f^(Ro 

I I : R 0 , R a 

I I I : n = -
2 R a 

- 2 c o t ( n ) 

1 

?Ra 
1 1 1 ' : R o = 0 ( R o 



E: R o = - 0 . 2 5 
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0 . 2 5 

F i g u r e 3 . 5 . 7 : V I T h e f i g u r e s A - E s h o w t h e r e g i o n s o f s t r o n g 

s t a b i l i t y X X X , w e a k s t a b i l i t y /// , a n d 

s t r o n g i n s t a b i l i t y f o r a c y l i n d r i c a l 

m f n i s c u s f o r s o m e d i f f e r e n t v a l u e s a _ o f t h t : 

i ' , n u n d ( i r y f u n c t i o n a t o n e e n a . 

F i n a l l y w e w i l l i n v e s t i g a t e t h e s t a b i l i t y o f . We h a v e 

s t a b i l i t y w h e n J i s s t r o n g l y s t a b l e , a n d i n s t a b i l i t y w h e n J 

i s s t r o n g l y u n s t a b l e . F o r t h e r e m a i n i n g r e g i o n o f w e a k s t a b i l i t y 

t h e r e i s s t a b i l i t y w h e n t h e q u a d r a t i c f o r m 3 . 5 . 6 : P i s p o s i t i v e 

d e f i n i t e o r w h e n t h e i n e q u a l i t i e s 3 . 5 . 6 : 0 h o l d . T h e c o n s t a n t s 

D ^ y ' '^VA ' "̂"̂  '^AA "̂̂ ^ g i v e n b y 3 . 5 . 7 : C ' . T h u s w e g e t t h e 

f o l l o w i n g c o n d i t i o n s f o r s t a b i l i t y : 

'' + 4 i v R ^ B,„, > 0 ( 3 . 5 . 7 : 0 ' ) 

( 3 . 5 . 7 : P ' ) 

w h e r e D ^ ^ i s f o u n d i n f o r m u l a 3 . 5 . 7 : C ' . 

C o n d i t i o n 3 . 5 . 7 : 0 ' i s i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 3 . 5 . 7 : \ / I I b e l o w . 

W h e n = a _ = +«> , c o n d i t i o n 3 . 5 . 7 : P ' b e c o m e s t h e s a m e a s 

3 . 5 . 7 : 0 ' . I n t h i s c a s e t h e r e i s s t r o n g s t a b i 1 i t y , w h e n 0 < n'-^' 

a n d w e a k s t a b i l i t y w h e n ^ < n < ir . T h e s h a d e d r e g i o n i n t h e 

f i g u r e b e l o w g i v e s t h e r e g i o n o f s t a b i l i t y f o r t h i s s p e c i a l c a s e . 
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F i g u r e 3 . 5 . 7 : V I I T h e s h a d e d a r e a g i v e s t h e d o m a i n o f s t a b i l i t y 
f o r a m e n i s c u s r e g i o n , w h i c h c o n t a i n s a c y l i n 
d r i c a l m e n i s c u s t h a t i s f i x e d a t t h e b o u n d a r i e s 
T h e c o n s t a n t B y y i s a m e a s u r e o f t h e r e s t o r i n g 
e f f e c t s o f t h e s u r r o u n d i n g m e n i s c u s r e g i o n i n 
a d i s p l a c e m e n t o f t h e m e n i s c u s . 

3 . 5 . 6 S t a b i l i t y o f a s p h e r i c a l c a p . 

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l s t u d y t h e s t a b i l i t y f o r a m e n i s c u s , 

w h i c h h a s t h e f o r m o f a s p h e r i c a l c a p . T h e s u r f a c e i s i n s t a n d a r d 

s p h e r i c a l c o o r d i n a t e s g i v e n b y : 

S : r = ( R s i n ( e ) c o s ( ( p ) , R s i n ( e } s i n t i p ] , R c o s ( e ] ) ( 3 . 5 . 8 : A ) 

We u s e a b a r o v e r 6 t o d e n o t e t h e a z i m u t h a l a n g l e i n o r d e r t o 

d i s t i n g u i s h i t f r o m t h e c o n t a c t a n g l e 9 . T h e r a d i u s o f t h e 

s p h e r i c a l s u r f a c e i s R . T h e a n g l e 9 ^ s a t i s f i e s 0 < 0 ^ < TT . 

T h e b o u n d a r y T t o S i s g i v e n b y 3 . 5 . 8 : A w i t h 6 = 6 ^ . 

T h e p o r e w a l l i s r o t a t i o n a l l y s y m m e t r i c a r o u n d t h e z - d x i s 

a n d f i t s t o t h e b o u n d a r y F o f S . 
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F i g u r e 3 . 5 . 8 : 1 T h e f i g u r e s h o w s a s p h e r i c a l m e n i s c u s i n a 
r o t a t i o n a l l y s y m m e t r i c p o r e . T h e m e n i s c u s h a s 
t h e f o r m o f a s p h e r i c a l c a p . 

T h e c o n t a c t a n g l e i s 9 . T h e c u r v a t u r e o f t h e p o r e w a l l a t T i n 

t h e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o T i s K . T h e c u r v a t u r e K o f 
s m 

S a t r i n t h e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r t o V i s o f c o u r s e p . 

T h e n t h e b o u n d a r y f u n c t i o n a i s a c c o r d i n g t o f o r m u l a 3 . 5 . 1 : B : 

1 
• c o s ( 6 } - K 

a = 5 ^ . ( 3 . 5 . 8 : B ) 
s i n ( e ) 

H e r e a i s c o n s t a n t a l o n g f a n d m a y a s s u m e a n y v a l u e i n c l u d i n g 

0 < e < TI 
o 

- OS < ( J < t CO 

R > 0 

F i g u r e 3 . 5 . 6 : 1 1 T h e f i g u r e s h o w s s c h e m a t i c a l l y t h e s t a b i l i t y 
p r o b l e m s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 5 . B . T h e f u n c t i o n a 
i s r : G n s t a n t o n t h e b o u n d a r y c i r c l e . 
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F o r . 1 G u i ' f a c u c i f s p h t i r i e n 1 f o r m w e h a v e f r o m f o r m u l a s 

A 1 : D ' , E ' . a n d F ' a p p e n d i x 1 : 

; 3 . 5 . 8 : C ) 

R s i n ( e ] 30 36 R s i n ( 6 ) 3(p R 

( 3 . ' j . 0 : 0 ) 

F o r ' t l i e b o u n d a r y 0 ^ 6 ^ w e h a v e : 

' ^ 3 6 

W e w i l l f i r s t s t u d y t h e c o n d i t i o n s f o r s t r o n g s t a b i l i t y . 

W e w i l l a g a i n s t a r t w i t h a s t u d y o f t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m 3 . 5 . 5 . H 

L ( * ) = A i ) ; = 0 ( 3 . 5 . 8 : F ) 

o r w i t h f o r m u l a s 3 . 5 . 8 : D a n d E : 

1 3 - ( s i n ( 6 ) . 1 i ! i . ( 2 . A R ^ ) i , = 0 

s i n ( e ) 36 30 s i n " ( 0 ) 3(p 

( 3 . 5 . 8 : G ) 

R o i p -̂ = U 8 = 0 . ( 3 . b . 8 : H ] 
36 ° 

I h e s o l u t i o n s t o 3 . 5 . 8 : G i n v o l v e t h e a s s o c i a t e t j L e g C ' n d r e f u n o t i o n E 

P u t 

i i l O . i f ] = f ^ C c o s ( 6 ) ) - c o s l m c p + ip^,] m = 0 , 1 , . . . [ 3 . . 8 : I ) 

I I ) e n f ( t j m u s t s a t i s f y L e g e n d r e ' s d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n : 
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, d ^ f d f 2 
d - t ^ ] ^ - Z t - r r ^ * { v l v D - f = 0 ( 3 . 5 . 8 : J ) 

c o s c e ) < t < 1 
o — — 

H e r B WG h a v e p u t v ( v + 1 ) ^ 2 + A . 

T h e s o l u t i o n s t o 3 . 5 . 8 : 3 a r e t h e a s s o c i a t e d L e g e n d r e f u n c t i o n s 

P ^ ' ^ ( t ) a n d O ^ ' ^ t t ] . S e e r e f e r e n c e 1 8 } . O n l y P ^ ' " ( t ) i s r e g u l a r 

i n t = + 1 . W e h a v e t l i u n t h e f o l l o w i n g s o l u t i o n s t o 3 . 5 . 6 : G . 

P ' ^ ' l c o s C O J ) • C D s C m q j + cp ) m = 0 , 1 , . . . ( 3 . 5 . 6 : K , ) 
V in 

w h e r e (p i s a c o n s t a n t , 
m 

T h e f u n c t i o n s P ^ ^ ' C t ) m a y a c c o r d i n g t o 1 6 ) b e e x p r e s s e d i n 

t e r m s o f t h e h y p e r g e o m e t r i c f u n c t i o n F ( a , b ; c ; x ) : 

m 

• ^ v " " ' ^ ' ^ ^ 'T^E''^ F [ - v , v + 1 ; 1 * m ; i ^ ) . ( 3 . 5 . 8 : L ) 

T h e p o w e r s e r i e s e x p a n s i o n o f F i s g i v e n i n t h e f o l l o w i n g 

s e c t i o n s i n f o r m u l a 3 . 5 . 9 : H . W h e n X = 0 o r v = 1 o n l y t h e 

f i r s t t w o t e r m s i n t h e p o w e r s e r i e s 3 . 5 . 9 : H o f t h e h y p e r g e o m e t r i c 

f u n c t i o n a r e n o n - z e r o . T h e n w e g e t f o r A = 0 t h e f o l l o w i n g s o l u 

t i o n s t o 3 . 5 . 8 : G : 

m = 0 : c o s ( e ) ( 3 . 5 . 8 : M ) 

m = 1 : s i n ( 6 ) c o s d p + ip^ ) ( 3 . 5 . 6 : N ) 

in 

n i ^ 2 : ^ l - c o s t e ) j 2 ( ^ ^ g ^ g ) ^ c o s ( m i p + (p ) . ( 3 . 5 . 6 : 0 ) 

1 + c o s ( e ) 

T h e f u n c t i o n 3 . 5 . 8 : M i s s u i t a b l e f o r c r i t e r i o n 3 . 5 . 3 : P 

o n s t r o n g s t a b i l i t y . W e h a v e f o r $ = c o s ( e ) : 
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L((t)) = 0 
( 3 . 5 . 8 : P ] 

c o s t e ) 
L (<t>) = { R o - t g l e ) ) 

T h e f u n c t i o n ( f i i s p o s i t i v e o n S , w h e n ^o 2 ' q u a n t i t y 

L p ( ( t > ) i s t h e n p o s i t i v e , w h e n R a > t g ( e ) . T h u s (j) f u l f i l s 
_ TI 

c r i t e r i o n 3 . 5 . 3 : P , w h e n R a > t g ( e ^ ) , 0 < < ^ > w e h a v e 

s t r o n g s t a b i l i t y . T h e q u a n t i t y L j , ( ( j ) ) i s z e r o o n t h e c u r v e 

R o " t g [ d ^ ) , 0 < 9 ^ < ^ . T h e n i s z e r - o , a n d w e d o n o t 

h a v e s t r o n g s t a b i l i t y . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n 

R a > t g ( e ^ ) , 0 < < -2^ . ( 3 . 5 . 6 : 0 ) 

T h i s r e g i o n o f s t r o n g s t a b i l i t y i s s h o w n i n f i g u r e 3 . 5 . 6 : 1 1 1 . 

We n o w t u r n t o t h e p r o b l e m o f f i n d i n g t h e r e g i o n o f w e a k 

s t a b i l i t y . We n e e d m e n i s c u s s o l u t i o n s . T h e f u n c t i o n (|) = c o s ( e ) 

f r o m 3 . 5 . 8 : M a n d t h e c o n s t a n t ( f i =̂  1 s a t i s f y L (<[)) = C , w h e r e 

C i s a c o n s t a n t . 

F r o m t h e s e t w o f u n c t i o n s w e g e t t h e f o l l o w i n g f u n d a m e n t a l 

m e n i s c u s s o l u t i o n s : 

^ c o s ( e ) - c o s [ 9 ^ ) 
~ „2 .. , 5 1 i 2 ( 3 . 5 . 8 : R ) 

TTR I 1 - c o s ( Q Q ) ) 

, I t c o s l e ) - 2 c o s ( 9 ) 
' ^ ^ e . ( 3 . 5 . 6 : G ) 

' •̂"̂  s i n ( e ) ( 1 - c o s ( e ) ) 
o o 

T h e s o l u t i o n s a r e a l w a y s d e f i n e d , s i n c e 0 < < n . 

T h e f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n s s a t i s f y 3 . 5 . 6 : 1 ^ a n d N 

w i t h t h e c o n s t a n t s : 
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T T R ' ' ( 1 - C O S ( 6 l ) - ^ T T R - ^ ( 1 - C O S ( 6 ] ) 
o o 

( 3 . 5 . f j : T ) 

2 T T R s i n ( e ^ ) 

O u t s i d e t h e r e g i o n 3 . 5 . 6 : 0 o f s t r o n g s t a b i l i t y t h e r e i s a 

b o u n d a r y l i n e b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . F r o m 

t h f j t l i e o r e m o f f o r m u l a ; i . 5 . b : K w e h a v e t h a t o n t h i s b o u n d a r y 

t h e r e i s a n o n - z e r o s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m : 

K i J j J = 0 S , - 0 
( 3 . 5 . 8 : U ) 

T h e g e n e r a l s o l u t i o n t o L d p ) = 0 i s a l i n e a r c o m b i n a t i o n 

o f t h e f u n c t i o n s 3 . 5 . 8 : H - 0 . T h e c o n d i t i o n s S = 0 a n d F = 0 

a r e f u l f i l l e d w h e n t h e s o l u t i o n c o s ( 6 ) i s o m i t t e d . I t r e m a i n s 

t o f u l f i l t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n L j , ( i | ) ) = 0 . 

r h e s e c o n d f u n c t i o n 3 . 5 . 6 : N g i v e s t h e c o n d i t i o n : 

s i n ( 6 ) • c o s ( i p + i p . ) 
L„(i|j) = i - { R o + c o s t e } } = 0 . ( 3 . 5 . 8 : V ) 
J p o 

W e p e t t h e b o u n d a r y l i n e R a + c o s C O ) = 0 , 0 < e < T i . O n t h e 
I' ^ 0 0 

[ i o u n d a r - y l i n o w e h a v e J [ i | ; ] = 0 , = 0 , a n d = 0 . T h e r e 

i s n o t w e a k s t a b i l i t y o n t h i s l i n e . T h e n t h e r e i s s t r o n g i n s t a b i 

l i t y w h e n R o + c o t ( 6 ^ ) < 0 . 

T h e o t h e r f u n c t i o n s f r o m f o i ' m u l a 3 . 5 . 8 : 0 h a v e m o r e n o d a l 

l i n o s a n d w i l l g i v e w e a k e r - c o n d i t i o n s f o r w e a k s t a b i l i t y . T h i s 

m a y b e s h o w n i n t h e s a i n e v j a y a s i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , w h e n 

w e s t u d i e d t h e w e a k s t a b i l i t y o f a c y l i n d e r . 
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I n c o n c l u s i o n w e h a v e w e a k s t a b i l i t y o u t s i d e t h e d o m a i n 

3 . 5 . 8 : 0 o f s t r o n g s t a b i l i t y w h e n : 

R a > - c o t ( e ^ ) . ( 3 . 5 . B : W ) 

T h e o b t a i n e d r e s u l t s o n t h e s t a b i l i t y o f a s p h e r i c a l c a p a r e 

s h o w n g r a p h i c a l l y i n t h e f i g u r e b e l o w . 

F i g u r e 3 . 5 . 8 : 1 1 1 T h e f i g u r e s h o w s t h e r e g i o n s o f s t r o n g s t a b i l i t y 

XXXA ' w e a k s t a b i l i t y / / / / , a n d s t r o n g i n 

s t a b i l i t y / / / / f o r a m e n i s c u s t h a t h a s t h e 

f o r m o f a s p h e r i c a l c a p . 

T h e b o u n d a r y c u r v e s b e t w e e n t h e d i f f e r e n t s t a b i l i t y r e g i o n s 

h a v e a s i m p l e i n t e r p r e t a t i o n , w h e n i s z e r o , t h a t i s w h e n 

t h e p o r e w a l l i s n o t c u r v e d i n t h e z - d i r e c t i o n . T h e n w e h a v e 

f r o m 3 . 5 . 8 : Q : 

C D S [ 6 + e ] - • f Q S 1 
R o - t g C e ^ ] = — 2 R a . c o t ( e } = 

s i n C e ] c o s ( 6 j ° s i n ( e ) s i n ( e ) 
o 

( 3 . 5 . H : A ' ) 
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T h e r ( j j ' , i o n o f 5 t r n n [ ; s t o l j i l i t y i s t l i u i i g i v e n b y t h e c o n d i t i o n 

9 + 6 ^ < ^ . T h e r e g i o n o f w e a k s t a b i l i t y i s g i v e n b y 

^ < 6 + e < T i . ( 3 . 5 . 8 : B ' ) 

F i g u r e . B . S . B i I V A b e l o w i l l u s t r a t e s t h e t r a n s i t i o n a l s i t u a t i o n 

b e t w e e n s t r o n g a n d w e a k s t a b i l i t y . T h e o t h e r t w o f i g u r e s B a n d C 

i l l u s t r a t e t h e t r a n s i t i o n a l c a s e b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g 

i n s t a b i l i t y f o r 6 < - ^ j .M.-I 0 > ^ r e s p c i ; t i v u l y . 

A B C 

F i g u r e 3 . 5 . 8 : I V F i g u r e A s h o w s t h e t r a n s i t i o n a l c a s e b e t w e e n 
s t r o n g a n d w e a k s t a b i l i t y , w h e n t h e c u r v a t u r e K 
o f t h e p o r e w a l l i n t h e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a r 
t o t h e b o u n d a r y i s z e r o . F i g u r e s B a n d C s h o w t h e 
t r a n s i t i o n a l c a s e b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g 

i n s t a b i l i t y f o r 6 ^ ^ ^ r e s p e c t i v e l y > f o r a 

p o r e w a l l w i t h = 0 . 

T h e l i m i t b e t w e e n s t r o n g a n d w e a k s t a b i l i t y i s g i v e n b y t h e c a s e , 

w h e n t h e p o r e w a l l i s p a r a l l e l t o t h e z - a x i s . T h e l i m i t b e t w e e n 

w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y o c c u r s w h e n t h e p o r e w a l l 

i s p e r p e n d i c u l a r t o t h e z - a x i s . 

T h e r e i s a l s o a n e l u c i d a t i v e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e l i m i t 

b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y i n t h e g e n e r a l c a s e 
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[ K ^ j 0 ) . F r o m 3 . 5 . 8 : B w e l i a v e o n t h e b o u n d a r y l i n e : 

R a + c o t ( 9 ) = o 

s i n ( 6 ) 
Q 

s i n ( e ) s i n ( e } o 

R K 
-= 0 

5 i n ( e ) 

C 3 . 5 . 8 : C ' ) 

— s i n ( e + e ) = R s i n ( e ) 
K O O 

S 

H e r e — i s t h e r a d i u s o f c u r v a t u r e o f t h e p o r e w a l l i n t h e z -
s 

d i r e c t i o n . E q u a t i o n 3 . 5 . 6 : C ' i m p l i e s t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g c e n t r e 

o f c u r v a t u r e l i e s o n t h e z - a x i s . S e e f i g u r e 3.5.&:\l b e l o w . T h e n 

t h e p o r e w a l l a l o n g t h e b o u n d a r y V i s p a r t o f a s p h e r e w i t h i t s 

1 c e n t r e o n t h e z - a x i s a n d w i t h t h e r a d i u s . T h e s i t u a t i o n 

i s i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 3 . 5 . 8 : V f o r p o s i t i v e a n d n e g a t i v e 

- i 
O 

F i g u r e 3 . 5 . 8 : V T h e f i g u r e s s h o w t h e t r a n s i t i o n a l c a s e b e t w e e n w e a k 
s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . T h e p o r e w a l l f o l 
l o w s i n t h e v i c i n i t y o f t h e b o u n d a r y c i r c l e X a 
s p h e r e w i t h t h e c e n t r e o n t h e z - a x i s . T h e c u r v a t u r e 

i s p o s i t i v e i n f i g . A a n d n e g a t i v e i n f i g . B . T h e 
m e n i s c u s m a y s l i d e r i g i d l y o n t h e s p h e r i c a l p o r e 

w a l l . 



1 5 6 -

T h e m e n i s c u s m a y s l i d e r i g i d l y o n t h e s p h e r i c a l p o r e w a l l . I n 

s u c h a d i s p l a c e m e n t t h e r e i s n o t a n y c h a n g e s i n a r e a s o r v o l u m e s , 

a n d J i s z e r o . 

T h e c o n d i t i o n s f o r s t a b i l i t y o n a r e f r o m 3 . 5 . 6 : 1 a n d 

3 . 5 . B : T ( f o r t h e r e g i o n o f w e a k s t a b i l i t y ) : 

2 c o s C e ) o _ 

i - c o s ( e ^ ] ) 
( 3 . 5 . 6 : •' ) 

2 c o s ( e ) 

( i - c o s ( e 

aR^•2• c o t ( 

2 s i n O ) 
D 

B o j 

2 . 6 , , ) > 

s i n ( e ^ ) 

c i - c D s [ e )) 

o 

^ * TJR^ 6 y ^ ) 2 ( 3 . 5 . 8 : E ' ) 

T h e f i r s t c o n d i t i o n 3 . 5 . B : D ' i s i l l u s t r a t e d i n f i g u r e 3 . 5 . 8 : V I 

F i g u r e 3 . 5 . 8 : V I 
T h e s h a d e d a r e a i s t h e d o m a i n o f s t a b i l i t y f o r a m e n i s c u s r e g i o n , 
w h i c h c o n t a i n s a m e n i s c u s , w h e n t h e m e n i s c u s h a s t h e f o r m o f a 
s p h e r i c a l c a p . T h e m e n i s c u s i s f i x e d a t t h e b o u n d a r y c i r c l e . T h e 
c o n s t a n t S y y i s a m e a s u r e o f t h e r e s t o r i n g e f f e c t s o f t h e s u r r o u n d 
i n g m e n i s c u s r e g i o n i n a d i s p l a c e m e n t o f t h e m e n i s c u s . 
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T h e s e c o n d c o n d i t i o n 3 . 5 . 8 : E ' b e c o m e s i d e n t i c a l w i t h t h e f i r s t 

c o n d i t i o n 3 . 5 . U : D ' w h e n o = + •» . T h i s i s t h e c a s e w h e n t h e 

m e n i s c u s i s k e p t f i x e d a t t h e b o u n d a r y . I n t h i s c a s e t h e r e i s 

s t r o n g s t a b i l i t y f o r ^ *̂  * ? w e a k s t a b i l i t y f o r 

< < IT . T h e r e i s n e v e r s t r o n g i n s t a b i l i t y . T h e s h a d e d r e g i o n 

i n f i g u r e 3 . 6 . 8 : V 1 a b o v e t h e n g i v e s t h e r e g i o n o f s t a b i l i t y , w h e n 

a -- *<*>.' 

T h e s p e c i a l c a s e w h e n t h e m e n i s c u s h a s t h e f o r m o f a 

p l a n e c i r c u l a r d i s c w i t h t h e r a d i u s , i s a l s o o f i n t e r e s t . 

W e g e t t h i s c a s e i n t h e l i m i t : 

R + <» = a r c s i n C - ^ ) 0 . ( 3 . 5 . 6 : F ' ) 

F r o m 3 . 5 . 8 : B w e g e t a = - K ^ / s i n C S ] . W h e n o i s p o s i t i v e , t h a t 

i s w h e n i s n e g a t i v e , w e g e t a c c o r d i n g t o f i g u r e 3 . 5 . 8 : 1 1 1 

s t r o n g s t a b i l i t y . W h e n i s p o s i t i v e , w e m u s t s t u d y t h e l i m i t 

o f R 0 + c o t C 6 j ^ ) . We g e t w e a k s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n : 

- 1 < R ^ a < 0 . ( 3 . 5 . B : G ' ) 

F r o m 3 . 5 . 8 : T w e g e t t h e v a l u e s o f D ^ y , D ^ ^ , D^^ i n t h e l i m i t 

3 . 5 . 8 : F ' . F r o m 3 . 5 . 6 : 0 w e t h e n h a v e s t a b i l i t y ( i n t h e r e g i o n 

3 . 5 . 8 : G ' o f w e a k s t a b i l i t y ) w h e n 

' - 7 4 ^ 6 , v ' t ; - b ' " ' ' o ^ * e , , ) > (- A ^ e , , ) 2 ( 3 . 5 . 8 : H ' ) 
H R 2 I T R T I R 

C O o 

3 . 5 . 9 S t a b i l i t y f o r a s y m m e t r i c s p h e r i c a l z o n e . 

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l s t u d y t h e s t a b i l i t y f o r a m e n i s c u s , 

w h i c h h a s t h e f o r m o f a s y m m e t r i c s p h e r i c a l z o n e . T h e s u r f a c e i s 

i n s t a n d a r d s p h e r i c a l c o o r d i n a t e s g i v e n b y : 
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S : r = ( R s i n C e ] c o s C g j ] , R s i n ( e ) s i n ( i p ) , R c o s O ) ) ( 3 . 5 . y : A ) 

- ^ - 6 ^ < e £ ^ + e ^ Q < t p < 2 i T 

H e r e 0 i s t h e a z i m u t h a l a n g l e , a n d R i s t h e r a d i u s . T h e a n g l e 

l i e s i n t h e i n t e r v a l 0 < 6 ^ < . T h e b o u n d a r y T c o n s i s t s 

o f t w o c i r c l e s a n d r _ g i v e n b y 3 . 5 . g : A f o r e = - e , | 

r e s p e c t i v e l y 6 = + 6 ^ . 

T h e p o r e w a l l i s r o t a t i o n a l l y s y m m e t r i c a r o u n d t h e z - a x i s 

a n d f i t s t o t h e b o u n d a r i e s T a n d V : 

F i g u r e 3 . 5 . 9 : 1 T h e f i g u r e s h o w s a m e n i s c u s w h i c h h a s t h e f o r m 
o f a s y m m e t r i c s p h e r i c a l z o n e , i n a r o t a t i o n a l l y 
s y m m e t r i c p o r e . T h e l i q u i d p h a s e l i e s i n a n 
a n n u l u s b e t w e e n t h e p o r e w a l l a n d t h e m e n i s c u s . 

T h e b o u n d a r y f u n c t i o n o i s g i v e n b y 3 . 5 . B : B . W e a s s u m e t h a t o 

h a s t h e s a m e v a l u e o n r _ a n d . T h e c o n s t a n t a m a y a s s u m e 

a n y v a l u e i n c l u d i n g + . 

S c h e m a t i c a l l y w e h a v e t h e f o l l o w i n g s t a b i l i t y p r o b l e m : 
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F i g u r e 3 . 5 . 9 : 1 1 T h e f i g u r e s h o w s s c h e m a t i c a l l y t h e s t a b i l i t y 
p r o b l e m s t u d i e d i n p r e s e n t s e c t i o n 3 . 5 . 9 . 

T h e q u a n t i t i e s J [ 4 ) ] a n d L C i J j J a r e g i v e n b y 3 . 5 . 8 : C a n d 

3 . 5 . 8 : D . F o r t h e b o u n d a r i e s a n d T w e h a v e : 

I H „ 5 2 1 
{ 3 . 5 . 9 : B ) 

3 6 
1 ^ 

W e w i l l f i r s t s t u d y t h e c o n d i t i o n s f o r s t r o n g s t a b i l i t y . F r o m 

3 . 5 . 5 : H w e s h a l l s t u d y t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m : 

L i i p ] = A i | ) L j , ( i J ; ) = 0 ( 3 . 5 . 9 : C ) 

o r f r o m 3 . 5 . 8 : G : 

s i n ( e ] 3 6 3 0 s i n C e ) 3 ( p 

( 3 . 5 . 9 : D ) 

3 6 

a R . , 1 , . 1 4 = D 6 = ^ 
3 8 

( 3 . 5 . 9 : E ) 

T h e s o l u t i o n s t o 3 . 5 . 9 : 0 h a v e b e e n s t u d i e d i n t h e p r e v i o u s 

s e c t i o n . W i t h ^ g i v e n b y 3 . 5 . 8 : 1 w e a r r i v e d a t L e g e n d r e ' s 
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d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n 3 . 5 . 6 : J . I n o u r n e w c a s e t = c o s ( 9 ) 

s h a l l v a r y b e t w e e n - s i n ( e ^ ) a n d s i n t g ^ ) . W e g e t b o t h s o l u t i o n s 

P ^ " ^ ( t ] a n d O ^ ' ^ ( t ) , s i n c e t h e c r i t i c a l p o i n t t = - 1 i s e x c l u d e d . 

B e c a u s e o f t h e s y m m e t r y o f t h e p r o b l e m w e w i l l i n s t e a d u s e e v e n 

a n d o d d s o l u t i o n s t o L e g e n d r e ' s d i f f e r e n t i c a l e q u a t i o n . F r o m 

r e f e r e n c e 1 8 ] w e m a y g e t a n e v e n s o l u t i o n t o 3 . 5 . 8 : 3 , w h i c h 

w e d e n o t e p'^ : 

m 

p ^ ( t } = ( l - t ^ ) ^ f l ^ ^ ^ l l . i n i ^ , ^ ; t ^ ) ( 3 . 5 . 9 : F ) 

a n d a n o d d s o l u t i o n d e n o t e d : 

q ^ ( t ) = t ( 1 - t 2 ) 2 F C H ! ^ . ' ^ 1 1 ; I ; t ^ ) . ( 3 . 5 . 9 : G ) 

H e r e F ( a , b ; c j x ) i s t h e h y p e r g e o m e t r i c f u n c t i o n d e f i n e d b y t h e 

i n f i n i t e p o w e r s e r i e s : 

c r u 1 1 B-h a [ a + 1 ) • b ( b + 1 ) ^ r - a t • u i 
F ( a , b ; c ; x } = 1 . _ x * ' c ( c ^ l ) 2 1 ' ••• f 3 - 5 - 9 = H ] 

W e n o w h a v e t h e f o l l o w i n g s o l u t i o n s t o 3 . 5 . 9 : 0 ( w i t h 

v ( v + 1 ) = 2 + R ^ X ) : 

p ! J ( c o s ( e ) ) • c o s ( m j p + ( p ^ ) q | ^ ( c o s ( e ) ) - c o s ( m i p + ( p ^ ) ( 3 . 5 . 9 : 1 ) 

m = 0 , 1 , 2 , . . . 

F o r X = 0 o r v = 1 w e h a v e i m m e d i a t e l y f r o m 3 . 5 . 9 : F - H : 

q ° ( t ) = t p ^ ( t ) = / 1 - t ^ . ( 3 . 5 . 9 : 3 ) 

T h e f u n c t i o n p ° ( t ) i s a b i t m o r e c o m p l i c a t e d . F r o m f o r m u l a s _ 

i n r e f e r e n c e 1 8 ) w e g e t : 

p ° ( t ) = - Q ° ( t ) = 1 - I I n ( j ^ ) • ( 3 . 5 . 9 : K ) 
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T h e n w e h a v e t h e f o l l o w i n g s o l u t i o n s t o 3 . 5 . 9 : 0 f o r A = 0 : 

„.0. 1 - £ ° s ( e l 1 - c o s ( e ) ^ ^ ^ ( Q j C 3 . 5 . 9 : L ) 
i - c D s ( e ) 

m - 1 : s i n { e ] • c o s ( c p + ( p ^ ) q ! ] ( c o s ( 6 3 ) • c o s ( i p + < p ') ( 3 . 5 . 9 : 1 * 1 ) 

m > 2 : p ' ^ ( c o s [ e 3 ] • c o s ( m ( p + ( p ^ ) q'^C c o s ( 6 ) ) • c o s ( mtp + tp^) ( 3 . 5 . 9 : N 

T h e s o l u t i o n s c o s ( 6 ) a n d s i n ( e ) c o s ( ( p + ( p ^ ) a r e r e g u l a r i n 

9 = ^ . T h e y a p p e a r i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n . T h e f i r s t s o l u t i o n 

o n e a c h l i n e a b o v e i s e v e n i n ^ ~ ^ ^^'^ s e c o n d i s o d d . 

T h e e v e n s o l u t i o n o f 3 . 5 . 9 : L i s s u i t a b l e f o r c r i t e r i o n 

3 . 5 . 3 : P o n s t r o n g s t a b i l i t y . P u t 

<̂  = 1 - ^ ^ S ^ I n 1 - c o s ( 9 ] _ ( 3 . 5 . 9 : 0 ) 

^ i - c o s ( e ) 

T h e n w e h a v e 

L l ( ) . ) = 0 [ 3 . 5 . 9 : P ) 

L j , ( ( ) , ) = <)>|j, 1 { a R - h ( e ^ ) } 

w h e r e 

c o s ( e . ) 1 + s i n ( e , ) 
I n ! - * t g ( e , ) 

1 - s i n ( 0 . 3 
h ( O ^ ) = : ! ( 3 . 5 . 9 : Q ) 

s l n ( e . ) 1 + s i n ( e . ) 
1 I n ~ 

1 - s i n ( 6 ^ ) 

F i g u r e 3 . 5 . 9 : 1 1 1 b e l o w s h o w s t h e f u n c t i o n ((> ( 6 ) f r o m f o r m u l a 

3 . 5 . 9 : 0 . 
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F i g u r e 3 . 5 . 9 : 1 1 1 T h e g r a p h s h o w s t h e t e s t f u n c t i o n (fi f o r s t r o n g 
s t a b i l i t y . T h e f u n c t i o n (j) i s g i v e n b y f o r m u l a 
3 . 5 . 9 : Q . 

T h e f u n c t i o n i frCe) i s z e r o f o r 0 = ^ ± 0 . 9 8 5 5 . P u t 

= D . 9 B 5 5 ... ( 5 6 . 5 ° ) . ( 3 . 5 . 9 : R ) 

T h e f u n c t i o n <(i s a t i s f i e s c o n d i t i o n 3 . 5 . 2 : L w h e n 6 ^ = 6 ^ . 

T h u s f o r 6 ^ > 6 ^ t h e r e i s n o t s t r o n g s t a b i l i t y i n d e p e n d e n t l y o f 

t h e v a l u e o f a . F i g u r e 3 . 5 . 9 : I \  b e l o w s h o w s h ( e ^ ) w h i c h i s 

d e f i n e d b y f o r m u l a 3 . 5 . 9 : 0 . 
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2 

1 

i 
g 

F i g u r e 3 . 5 . 9 : I \  T h e f i g u r e s h o w s t h e f u n c t i o n h ( 8 ^ ) d e f i n e d b y 

f o r m u l a 3.5.9:Q f o r 0 < e ^ < e g = 0.9B55 .. . T h i s 

f u n c t i o n g i v e s t h e l i m i t b e t w e e n s t r o n g a n d 

w e a k s t a b i l i t y . 

T h e f u n c t i o n <̂  i s p o s i t i v e w h e n 6^ < 6^ . T h u s ((> s a t i s f i e s 

c r i t e r i o n 3 . 5 . 3 : P , w h e n R a > h ( e ^ ) , 0 < 6^ < 6 ^ . a n d w e h a v e 

s t r o n g s t a b i l i t y . O n t h e c u r v e R a = h ( e ^ ) 3[()>] i s z e r o d u e t o 

f o r m u l a 3 . 5 . 9 : P . T h e c u r v e g i v e s t h e b o u n d a r y b e t w e e n s t r o n g 

s t a b i l i t y a n d w e a k s t a b i l i t y . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n : 

R a > h ( e ^ ) 0<e^<eg(= 0 . 9 8 5 5 . . . ) . ( 3 . 5 . 9 : S ) 

w h e r e h C 6 ^ ) i s g i v e n b y 3 . 5 . 9 : 0 . T h e r e g i o n o f s t r o n g s t a b i l i t y 

i s s h o w n i n f i g u r e 3.5.9:\/. 

We n o w t u r n t o t h e p r o b l e m o f f i n d i n g t h e r e g i o n o f w e a k 

s t a b i l i t y . We n e e d m e n i s c u s s o l u t i o n s . F r o m t h e f u n c t i o n 3 . 5 . 9 : 0 

a n d t h e c o n s t a n t (j>=1 w e g e t t h e f o l l o w i n g f u n d a m e n t a l m e n i s c u s 

s o l u t i o n s : 
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^ X - s i n ( e ^ ) Y 
( 3 . 5 . 9 : T ) 

s i n ( e ^ ) 2—- Y - s i n ( 6 ^ ) X 

4irR c o s ( 6 ^ ) 
[ 3 . 5 . 9 : U ) 

- i 4 . ^ ^ c f o l 1 + s i n ( e ) 
X = c o s C e ) I n Y = I n ^ 

1 - c o s C e ] l - s i n ( e ^ ) 

1 + s i n ^ ( 9 ) 
Z = s i n C e ^ ] — Y 

T h e d e n o m i n a t o r s a r e n e v e r z e r o f o r 0 < 6 ^ < ^ . T h e - F u n d a m e n t a l 

m e n i s c u s s o l u t i o n s s a t i s f y 3 . 5 . 6 : G a n d K w i t h t h e c o n s t a n t s : 

s i n ( e . ) 

.R' Z 

, 2 t g . ( e , ) + c o s ( 6 , ) Y 
D„A = — 4 — ( 3 . 5 . 9 : V ) 

, s i n ( e . ] [ c o s ( e , ) Y 2 t g ( 6 , ) ] 

° A A 3 - { R 'J - • 
4 T r R - ^ c o s ( 6 ^ ) Z 

O u t s i d e t h e r e g i o n 3 . 5 . 9 : S o f s t r o n g s t a b i l i t y t h e r e i s a 

b o u n d a r y l i n e b e t w e e n w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . F r o m 

t h e t h e o r e m o f f o r m u l a 3 . 5 . 6 : K w e h a v e t h a t o n t h i s b o u n d a r y 

t h e r e i s a n o n - z e r o s o l u t i o n t o t h e p r o b l e m : 

L i i , ] = 0 S = 0 
( 3 . 5 . 9 : W ) 
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T h e g e n e r a l s o l u t i o n t o L ( i ( ) ) = 0 i s a l i n e a r c o m b i n a t i o n 

o f t h e f u n c t i o n s 3 . 5 . g : L - N . T h e c o n d i t i o n s = 0 a n d " ^ 

a r e f u l f i l l e d , w h e n t h e f i r s t e v e n f u n c t i o n o f 3 . 5 . 9 : L i s o m i t t e d . 

I t r e m a i n s t o f u l f i l t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n L j , ( i ) ; ) = D . 

E a c h o n e o f t h e o d d a n d e v e n f u n c t i o n s s a t i s f i e s t h e b o u n 

d a r y c o n d i t i o n f o r c e r t a i n v a l u e s o n 6 ^ a n d R a . F o r 

\ j j = c o s [ e ) w e g e t : 

± s i n ( e ) 
L„(4,3 = — ( R a + c Q t ( e , ) 3 = 0 . ( 3 . 5 . 9 : A ' ) 

' R ^ 

F o r i j ; = s i n ( e ) c o s ( ( p + i p ^ ) w e g e t : 

c o 8 ( e . ) c o s ( i p + i p ) 

L„(ip) = ! —{aR - t g ( e , ] } = 0 . ( 3 . 5 . 9 : B ' ) 
^ R ^ 

E q u a t i o n 3 . 5 . 9 : B ' g i v e s a s t r o n g e r c o n d i t i o n t h a n 3 . 5 . 9 : A ' . O n 

t h e b o u n d a r y l i n e a R = t g C 6 ^ } w e h a v e J [ i | * ] = 0 , = 0 a n d 

= 0 . T h e r e i s n o t w e a k s t a b i l i t y . T h e n t h e r e i s s t r o n g i n 

s t a b i l i t y , w h e n R a < t g ( e ^ ) . 

T h e r e m a i n i n g f u n c t i o n s o f 3 . 5 . 9 : M a n d N h a v e m o r e n o d a l 

l i n e s a n d w i l l g i v e w e a k e r c o n d i t i o n s f o r w e a k s t a b i l i t y . T h i s 

m a y b e s h o w n i n t h e s a m e w a y a s i n s e c t i o n 3 . 5 . 7 , w h e n w e s t u d i e d 

t h e w e a k s t a b i l i t y o f a c y l i n d e r . 

I n c o n c l u s i o n w e h a v e w e a k s t a b i l i t y o u t s i d e t h e r e g i o n 

3 . 5 . 9 : S o f s t r o n g s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n : 

R a > t g ( e ^ ) . ( 3 . 5 . 9 : 0 

T h e o b t a i n e d r e s u l t s o n t h e s t a b i l i t y o f a s p h e r i c a l s y m m e t r i c 

z o n e a r e s h o w n g r a p h i c a l l y i n f i g u r e 3 . 5 . 9 ; V b e l o w . 
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' y / // / / / 
y / / / / / / 

/ / / y ^ / / 

/ / / 

Ro=tg(8i) 

!h{5,) 

Ro 

F i g u r e 3.5.9:V R e g i o n s f o r s t r o n g s t a b i l i t y " x X X • w e a k s t a b i l i t y 

/ / / , a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y ///^ov a s y m m e t r i c 

s p h e r i c a l z o n e . 

T h e b o u n d a r y c u r v e R a = t g ( 6 ^ ) h a s a s i m p l e g e o m e t r i c a l 

i n t e r p r e t a t i o n . T h e e q u a t i o n f o r t h e b o u n d a r y c u r v e m a y w i t h 

f o r m u l a 3.5.8:8 b e w r i t t e n : 

— c o s ( 9 + 9 . ) = R c o s t e . ) . ( 3 . 5 . 9 : D ' ) 
'^s ' ' 

T h e q u a n t i t y — i s t h e r a d i u s o f c u r v a t u r e o f t h e p o r e w a l l i n 
•^s 

t h e z - d i r e c t i o n . E q u a t i o n 3.5.9;D' i m p l i e s t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g 

c e n t e r o f c u r v a t u r e l i e s o n t h e z - a x i s . S e e f i g u r e 3.5.9i\/I b e l o w . 

T h e n t h e p o r e w a l l a l o n g t h e r i g h t b o u n d a r y i s p a r t o f a 
1 

s p h e r e w i t h i t s c e n t r e o n t h e z - a x i s a n d w i t h t h e r a d i u s — . T h e 
'^s 

p o r e w a l l a l o n g t h e l e f t b o u n d a r y r_ i s p a r t o f a s y m m e t r i c a l l y 

p l a c e d s e c o n d s p h e r e . 
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F i g u r e 3 . 5 . 9 ; \ / I T h e f i g u r e s h o w s t h e t r a n s i t i o n a l c a s e b e t w e e n 
w e a k s t a b i l i t y a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y . T h e p o r e 
w a l l h a s i n t h i s c a s e t h e f o r m o f s p h e r e s i n t h e 
v i c i n i t y o f t h e b o u n d a r y c i r c l e s a n d r_. T h e 
m e n i s c u s m a y s l i d e r i g i d l y o n t h e s e s p h e r e s . 

T h e m e n i s c u s m a y s l i d e r i g i d l y o n t h e t w o s p h e r e s o f t h e p o r e 

w a l l . I n s u c h a d i s p l a c e m e n t t h e r e a r e n o c h a n g e s i n a r e a s o r 

v o l u m e s , a n d J i s z e r o . 

T h e c o n d i t i o n s f o r s t a b i l i t y f o r a r e f r o m 3 . 5 . 6 : 0 : 

D ^ y * > 0 . ( 3 . 5 . 9 : E ' ) 

w h e r e D ^ ^ , D ^ ^ a n d a r e g i v e n b y 3 . 5 . 9 : \ / . 

T h e f i r s t c o n d i t i o n 3 . 5 . 9 : E ' i s g i v e n i n f i g . 3 . 5 . 9 : V I I b e 1 o w . 

T h e s e c o n d c o n d i t i o n 3 . 5 . 9 ; F ' b e c o m e s i d e n t i c a l w i t h t h e f i r s t 

c o n d i t i o n 3 . 5 . 9 : E ' w h e n o = + <» . T h e s h a d e d r e g i o n i n f i g u r e 

3 . 5 . 9 . V I I b e l o w w i l l t h e n g i v e t h e r e g i o n o f s t a b i l i t y . 
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F i g u r e 3 . 5 . 9 : \ / I I R e g i o n o f s t a b i l i t y w h e n o = + «> . T h e c o n s t a n t 
B y ^ i s a m e a s u r e o f t h e r e s t o r i n g f o r c e s f r o m 
t n e p h a s e s o f t h e m e n i s c u s r e g i o n i n a d i s -
p l a c e m e n t . 

3 . 5 . 1 0 S t a b i l i t y o f a r e c t a n g u l a r c y l i n d r i c a l m e n i s c u s f i x e d 

a t t h e b o u n d a r i e s . 

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l s t u d y t h e s t a b i l i t y f o r a m e n i s c u s 

w h i c h h a s t h e f o r m o f a r e c t a n g u l a r p a r t o f a c y l i n d r i c a l s u r f a c e . 

T h e s u r f a c e S i s i n s t a n d a r d c y l i n d r i c a l c o o r d i n a t e s g i v e n b y : 

S : r ( i p , z ) = ( R c o s ( y ) ) , R s i n ( t p ) , z ) . ( 3 . 5 . 1 0 : A ) 

* o "^o 

H e r e R i s t h e r a d i u s o f t h e c y l i n d e r . T h e l e n g t h o f t h e 

c y l i n d r i c a l r e c t a n g l e i s L , w h i l e i t s b r e a d t h i s R i p ^ . 

L I 
I 

^ 2 / 

F i g u r e 3 . 5 . 1 0 : 1 T h e f i g u r e s h o w s t h e r e c t a n g u l a r c y l i n d r i c a l 
m e n i s c u s s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 5 . 1 0 . 
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T h e b o u n d a r y T c o n s i s t s o f f o u r p a r t s : z = ± ^ , ~ ^ ^ ~Y 

a n d ip = ± ' ' 1. ^ ^ h. ' 

We w i l l o n l y s t u d y t h e c a s e , w h e n t h e m e n i s c u s i s k e p t f i x e d a t 

t h e b o u n d a r i e s r , t h a t i s w h e n o = +«• . S c h e m a t i c a l l y w e h a v e t h e 

f o l l o w i n g s t a b i l i t y p r o b l e m : 
0<ip^<2Tr 

R \*<'o / L R > 0 , L > 0 

F i g u r e 3 . 5 . 1 0 : 1 1 T h e s t a b i l i t y p r o b l e m s t u d i e d i n s e c t i o n 3 . 5 . 1 0 . 

T h e e x p r e s s i o n L [ i i ) ) i s f r o m f o r m u l a 3 . 5 . 7 : E g i v e n b y : 

L ( ^ 3 = - . - L l ! | . - ^ ^ } . ( 3 . 5 . 1 0 : B ) 

T h e f u n c t i o n i|( i s z e r o a t t h e b o u n d a r y T : 

= 0 . ( 3 . 5 . 1 0 : 0 
r 

T h e l i n e i n t e g r a l o f v a n i s h e s b e c a u s e o f 3 . 5 . 1 0 : C . T h e n 

f r o m 3 . 5 . 7 : 0 i s g i v e n b y : 

3 [ * ] = // { ( | f ) 2 - - ^ H'^} d S . ( 3 . 5 . 1 0 : 0 ) 
2 R 3 i p R 

I n o r d e r t o g e t t h e c o n d i t i o n s f o r s t r o n g s t a b i l i t y w e m u s t s t u d y 

t h e e i g e n v a l u e p r o b l e m 3 . 5 . 5 : H : 

= 0 . ( 3 . 5 . 1 0 : E ) 
r 

T h i s i s a n e l e m e n t a r y p r o b l e m i n m a t h e m a t i c a l p h y s i c s . T h e e i g e n -

f u n c t i o n s a n d c o r r e s p o n d i n g e i g e n v a l u e s a r e : 

mTT(z + 2 J n 7 r ( i p + — } 
i|) = s i n ( 1 ) s i n ( - ) 
m, n L ip 

° m = 1 , 2 , . . . 
n = 1 . 2 , . . . ( 3 . 5 . 1 0 : F ) 

2 2 2 2 
\ ''̂  + n i r _ _ 1 _ 

' ' R2<p2 " R 2 



1 7 0 -

T h e r e i s s t r o n g s t a b i l i t y , w h e n t h e s m a l l e s t e i g e n v a l u e i s 

p o s i t i v e . T h u s w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y p r e c i s e l y w h e n : 

2 2 
^ * - 4 j > 0 , ( 3 . 5 . 1 0 : G ) 

o r , w i t h t h e n o t a t i o n n = ^ f r o m s e c t i o n 3 . 5 . 7 : 

> ( 1 - 2 ^ ) . ( 3 . 5 . 1 0 : H ) 
n IT 

W h e n 0 < ( p ^ < i T , t h e r e i s s t r o n g s t a b i l i t y f o r a l l n • T h e r e g i o n 

o f s t r o n g s t a b i l i t y i s s h o w n i n f i g u r e 3 . 5 . 1 0 : 1 1 1 . 

W e n o w t u r n t o t h e p r o b l e m o f f i n d i n g t h e r e g i o n o f w e a k 

s t a b i l i t y . F i r s t w e n o t e t h a t t h e f u n c t i o n s f r o m 3 . 5 . 1 0 : E 

s a t i s f y = 0 a n d T ^ = 0 , w h e n m o r n i s e v e n . W e g e t t h e 

s t r o n g e s t c o n d i t i o n f o r w e a k s t a b i l i t y f r o m X^'^ '• 

o r ( 3 . 5 . 1 0 : 1 ] 

JL > JLM - I ^ ) 
2 2 ^ ' 2' n ( P ^ 

F r o m 3 . 5 . 1 : H a n d I w e g e t t h e f o l l o w i n g c o n d i t i o n s f o r w e a k 

s t a b i l i t y : 

^ < n < / 2 " i r < V ^ l 2 i r ( 3 . 5 . 1 0 : K ) 

o 

W e n o w n e e d t h e f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n ( ( l y w h i c h 

s h a l l s a t i s f y 3 . 5 . 6 : R . I n t h i s c a s e w e c a n n o t g e t m e n i s c u s s o l u 

t i o n s a s e a s i l y a s i n t h e p r e v i o u s c a s e s . W e h a v e t o u s e t h e 
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m e t h o d o u t l i n e d a t t h e e n d o f s e c t i o n 3 . 5 . 6 . We n e e d t h e n o r m a l 

i z e d e i g e n f u n c t i o n s i n 3 . 5 . 1 0 : E . T h e s e a r e : 

2 ./ 2 
m n ~ V |_ • V p̂ p̂  ' ^ r T i n 

m = 1 . 2 , . . . 
n = 1 , 2 , . . . ( 3 . 5 . 1 0 : 1 ] 

T h e f u n c t i o n s i l i ' a r e a c o m p l e t e o r t h o n o r m a l s e t o f f u n c t i o n s ^ m n 

o n S . 

T h e f u n d a m e n t a l m e n i s c u s f u n c t i o n <()y i s f r o m f o r m u l a 

3 . 5 . 6 : 1 - : 

1 
CO CO 

•'V OO 00 

m= 1 n = 1 m n '^mn 
^ J- 1 J 2 ^2 m = 1 n = 1 m n ^ m n 

y y S , , . ( 3 . 5 . 1 0 : M ) 

T h e e i g e n v a l u e s X a r e a l l d i f f e r e n t f r o m z e r o i n t h e r e g i o n m n 

3 . 5 . 1 0 : K . We w i l l s h o w b e l o w t h a t t h e d o u b l e s u m i n t h e d e n o m i 

n a t o r i s d i f f e r e n t f r o m z e r o i n t h e r e g i o n 3 . 5 . 1 0 : K . T h e n f r o m 

t h e t h e o r e m o f f o r m u l a 3 . 5 . 6 : S w e h a v e t h a t 3 . 5 . 1 0 : K m u s t g i v e 

p r e c i s e l y t h e r e g i o n o f w e a k s t a b i l i t y . 

F i g u r e 3 . 5 . 1 0 : 1 1 1 b e l o w s u m m a r i z e s t h e o b t a i n e d r e s u l t s . 
L 

0 = + -

A: 

F i g . 3 . 5 . 1 0 : 1 1 1 R e g i o n s o f s t r o n g s t a b i l i t y X X X / w e a k s t a b i l i t y / / 
a n d s t r o n g i n s t a b i l i t y ^ ' , ' f o r a r e c t a n g u l a r c y l i n d r i 
c a l m e n i s c u s h e l d f i x e d a t t h e b o u n d a r y . T h e c u r v e s 
b e t w e e n t h e d i f f e r e n t r e g i o n s a r e g i v e n b y 3 . 5 . 1 D : K 
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F o r m u l a 3 . 5 . 1 0 : M g i v e s t h e f u n d a m e n t a l m e n i s c u s s o l u t i o n 

, w h i c h s a t i s f i e s 3 . 5 . 6 : R . T h e c o n s t a n t Dyy i s f r o m 3 . 5 . 6 : 3 

3 . 5 . 1 0 : F , L , a n d M : 

°VV m = 1 n = 1 ^ m n '''mn 

oo oo 

4 ' o /• L f , 1 , 2 , , 1 , 2 ~2 ~; r i ~ 
n 

( 3 . 5 . 1 0 : N ) 

W e w i l l u s e t h e n o t a t i o n 

f ( ( p ^ . n ) = - D y y . C 3 . 5 . 1 0 : 0 ) 

F r o m r e f e r e n c e 2 0 3 w e h a v e t h e f o r m u l a s : 

°° 1 TT °° 1 IT 

I , . 1 , 2 2 ~- ^^^^^^ ,̂  , , 1 , 2 2 = j ^ t g t ^ x ) 
m ' = o ( m ' + ^ l + x m ' = o ( m ' + ^ 3 - x 

( 3 . 5 . 1 D : P 3 

W i t h t h e s e f o r m u l a s w e c a n p e r f o r m o n e s u m m a t i o n i n t h e d o u b l e 

s u m 3 . 5 . 1 0 : N . T h e n w e g e t : 

1 

. , t h ( n r , 3 
+ I V - 7 — ^ 5 ( 3 . 5 . 1 0 : Q 3 

n . = 1 f ^ i : ^ t n 4 3 ^ - 1 
i p 

w h e r e ° 

^ 1 = v / l - 4 - 2 = v / ^ ( n - ^ 1 3 ^ - 1 . 

'Po 'Po 
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A l l t e r m s o f 3 . 5 . 1 0 : Q a r e p o s i t i v e i n t h e r e g i o n 3 . 5 . 1 0 : K . T h u s 

<i)y i s d e f i n e d t h r o u g h o u t t h i s r e g i o n . 

F r o m 3 . 5 . B : B w e h a v e s t r o n g s t a b i l i t y w h e n 

> 0 

( 3 . 5 . 1 0 : R ) 

R 6 v v " f t ^ o ' ^ ^ 

T h e f u n c t i o n f i i f i ^ i r ) ] i s g i v e n g r a p h i c a l l y i n f i g u r e 3 . 5 . 1 0 : 1 \

b e l o w f o r t h e r e g i o n o f w e a k s t a b i l i t y . 

L 

f=0.0?15 

f=0.021 

f=0.020 

f=0.018 

f=0.015 

f=0.010 
f =0.005 
f=0 

6 2ii 
F i g u r e S . S . I O i I V T h e f u n c t i o n f ( t p , r \  i n t h e r e g i o n o f w e a k 

s t a b i l i t y . ° 
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3 . 6 S u m m a r y o f s t a b i l i t y c o n d i t i o n s . 

W e w i l l h e r e s u m m a r i z e t h e c o n d i t i o n s f o r s t a b i l i t y f o r a 

w a t e r m e n i s c u s i n a p o r e t o g e t h e r w i t h a c e r t a i n s u r r o u n d i n g r e g i o n . 

S e e f i g u r e 3 . 4 : 1 o n p a g e 4 8 . S t a b i l i t y r e q u i r e s t h a t t h e s e c o n d -

o r d e r v a r i a t i o n 6 ^ U o f t h e e n e r g y o f t h e r e g i o n i s p o s i t i v e f o r 

a n y i n t e r n a l v a r i a t i o n o f c o n s t a n t e n t r o p y . T h e w a t e r m e n i s c u s i s 

d i s p l a c e d t o n e w p o s i t i o n s i n t h e s e v a r i a t i o n s . E f f e c t s o f g r a v i t y 

a n d s a l t s a r e n o t c o n s i d e r e d . T h e s o l i d p o r e w a l l s a r e a s s u m e d 

t o b e r i g i d . 

T h e a n a l y s i s l e a d s t o t w o f u n c t i o n a l s : 

= // [ V * • V * - ( K ^ + K 2 ) i | ' ^ ] d S + ^ a * ^ d s ( 3 . 6 : A ] 

S r 

s ^ = // ^ d s = ^ ^ d s 

s r 

( 3 . 6 : B ) 

T h e f u n c t i o n i ) ; i s d e f i n e d o v e r t h e w a t e r m e n i s c u s S a n d i t s 

b o u n d a r y r . T h e g r a d i e n t o n t h e s u r f a c e S i s d e n o t e d V^i . 

T h e p r i n c i p a l c u r v a t u r e s o f S a r e a n d . 

T h e f u n c t i o n a , d e f i n e d a l o n g t h e b o u n d a r y T , i s g i v e n b y : 

0 = 
i c c o s ( 9 ) - K m s 

s i n ( e ) 
[ 3 . 6 : C ) 

H e r e K a n d K a r e t h e n o r m a l c u r v a t u r e s i n t h e d i r e c t i o n m s 

p e r p e n d i c u l a r t o t h e b o u n d a r y T f o r t h e w a t e r m e n i s c u s S 

r e s p e c t i v e l y f o r t h e p o r e w a l l . 

T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e e n e r g y i n a d i s p l a c e m e n t 

d r o f t h e w a t e r m e n i s c u s i s g i v e n b y : 
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S ^ U = { J [ 6 n ] + I [ 6 n ] } 

( 3 . 6 : D ) 

6 n = d r • n 

H e r e fin i s t h e n o r m a l c o m p o n e n t o f t h e d i s p l a c e m e n t . 

T h e v a r i a t i o n fi^U o f t h e e n e r g y i s d i v i d e d i n t o t w o p a r t s . 

F o r t h e f i r s t p a r t w e h a v e : 

4 3 [ 5 n ] = 6 ^ T = fi^A. + c o s ( 6 ) 6 ^ A + 2 K 6 ^ V . . ( 3 . 6 : E ) 
Z J 6 g S g J6 

H e r e ^ H g d e n o t e s t h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n o f t h e m e n i s c u s 

a r e a i n t h e d i s p l a c e m e n t . T h e c o n t a c t a n g l e i s 6 , a n d t h e m e a n 

c u r v a t u r e o f t h e m e n i s c u s i s K . T h e s e c o n d - o r d e r v a r i a t i o n s i n 

s o l i d - g a s a r e a a n d l i q u i d v o l u m e a r e 6 ^ A a n d 6 ^ V . r e s p e c t i v e l y . 
s g X-

1 

T h e q u a n t i t y Y j ^ g J [ < 5 n ] g i v e s t h e e n e r g y r e q u i r e d t o 

p e r f o r m t h e d i s p l a c e m e n t o f t h e m e n i s c u s a g a i n s t t h e f o r c e s o f t h e 

i n i t i a l e q u i l i b r i u m s t a t e . B u t p r e s s u r e s , s u r f a c e t e n s i o n a n d s o o n 

w i l l c h a n g e d u r i n g t h e d i s p l a c e m e n t . T h e e n e r g y r e q u i r e d t o o v e r -

c o m e t h e s e i n d u c e d a d d i t i o n a l f o r c e s i s g i v e n b y Y j ^ g I [ i 5 n ] . 

W e h a v e t h a t I i s n e v e r n e g a t i v e . T h e c o e f f i c i e n t s 3 y y . B y ^ , 

a n d d e p e n d i n a c o m p l i c a t e d w a y o n t h e t h e r m o d y n a m i c a l 

c h a r a c t e r i s t i c s o f t h e d i f f e r e n t p h a s e s i n t h e c o n s i d e r e d r e g i o n 

a r o u n d t h e m e n i s c u s . 

T h e m e n i s c u s i s s t r o n g l y s t a b l e , i f ^ l i ) ] i s p o s i t i v e 

d e f i n i t e . I t i s w e a k l y s t a b l e , i f a s s u m e s n e g a t i v e v a l u e s 

a n d i f i s p o s i t i v e , w h e n ^^p " ^ " ^ ' l ^ i ^ ^ ^ l y ' 

i t i s s t r o n g l y u n s t a b l e , i f t h e r e i s a i) s u c h t h a t < 0 , 

S , = 0 a n d F , = 0 . 

S t r o n g s t a b i l i t y i m p l i e s s t a b i l i t y f o r t h e m e n i s c u s t o g e t h e r 

w i t h a s u r r o u n d i n g r e g i o n , w h i l e s t r o n g i n s t a b i l i t y i m p l i e s 
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i n s t a b i l i t y f o r t h e m e n i s c u s t o g e t h e r w i t h a n y s u r r o u n d i n g r e g i o n . 

T h e i n t e r m e d i a t e c a s e o f w e a k s t a b i l i t y r e q u i r e s a s t u d y o f t h e 

s u m 3+1 i n o r d e r t o d e c i d e o n s t a b i l i t y 

T h e c o n d i t i o n s i n t h e s p e c i a l c a s e , w h e n 6 = 0 o r e = i r , a r e 

g i v e n o n p a g e 1 0 1 . T h e m o d i f i c a t i o n s , w h e n t h e c o n t a c t a n g l e 6 

v a r i e s o v e r t h e p o r e w a l l s , a r e g i v e n o n p a g e s 1 0 2 - 1 0 3 . T h e c o m 

p l i c a t i o n s , w h e n t h e p o r e w a l l h a s c o r n e r s a n d e d g e s , a r e d i s c u s s e d 

o n p a g e s 8 9 - 9 0 . 
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A p p e n d i x 1 . E l e m e n t s o f d i f f e r e n t i a l g e o m e t r y . 

T h i s s u r v e y o f d i f f e r e n t i a l g e o m e t r y i s b a s e d o n r e f e r e n c e s 

1 1 ) a n d 1 2 ] . T h e l a t t e r w o r k d e a l s t h o r o u g h l y w i t h t h e g r a d i e n t 

o p e r a t o r o n a s u r f a c e . 

L e t a s u r f a c e S b e g i v e n i n p a r a m e t r i c f o r m b y 

r = r [ u , v ) ( u , v ] e n , . ( A 1 : A ] 

T h e p a r a m e t e r s u a n d v v a r y o v e r a g i v e n r e g i o n Q o f t h e 

( u , V ) - p l a n e . 

T h e d e r i v a t e s o f r ( u , v ) a r e d e s i g n a t e d r , r , r 
^ u V u u 

a n d s o o n . We w i l l u s e t h e f o l l o w i n g n o t a t i o n s : 

E = r - r F = r ' r G = r - r . ( A 1 : B ) 
U U U V V V 

T h e u n i t n o r m a l t o t h e s u r f a c e i s 

n = ± 1 r X r = ± '' r x r . ( A 1 : C ) 
- „ - I u V / u V 

T h e a r e a o f a s u r f a c e e l e m e n t o f S i s g i v e n b y : 

d S = I r ^ d u X r ^ d v | = 7 E G - d u d v . ( A 1 : D ) 

T!}§_gr§dient_ og§rator_5i L e t ip = ij; ( u , v ) b e a f u n c t i o n 

d e f i n e d o n S . C o n s i d e r t w o p o i n t s r [ u , v ) a n d r ( u + d u , v + d v ] 

o n S . T h e n w e h a v e 

d r r ( u < - d u , v + d v ) - r ( u , v ) = r ^ d u + r ^ d v . ( A 1 : E ) 

T h i s g i v e s : 

d r • r = E d u + F d v 
( A 1 : F ) 

d r • r = F d u + G d v 
V 
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G r - F r _ E r - F r 

d u = d r ^ d v = d r ^ . ( A 1 : G ) 

E G - F ^ E G - F " ^ 

L e t dij) d e n o t e t h e d i f f e r e n c e i n b e t w e e n t h e s e t w o p o i n t s ; 

dip = i ) ; ( u + d u , V + d v ) - \ji[u,\j) = i j ^ ^ d u + i j ) ^ d v . ( A 1 : H ] 

T h e g r a d i e n t ViJ) o n t h e s u r f a c e S i s d e f i n e d b y : 

T h e n f r o m A 1 : G - I w e h a v e .• 

d̂ |; = d r • Vi)) . ( A 1 : J ) 

T h e v e c t o r ViJ) l i e s i n t h e t a n g e n t p l a n e o f S a t t h e c o n 

s i d e r e d p o i n t . F r o m A 1 : J w e i m m e d i a t e l y h a v e t h a t t h e v e c t o r ViJ) 

p o i n t s i n t h e d i r e c t i o n o f m a x i m u m i n c r e a s e o f ij; o n t h e s u r f a c e . 

T h e m a g n i t u d e | Vi); | g i v e s t h e r a t e o f i n c r e a s e o f \(i i n t h i s 

d i r e c t i o n . 

W e h a v e 

V(()n|j) = (t>Vi|i + iĴ Vifi . ( A 1 : K ) 

I t i s e a s y t o v e r i f y t h a t 

V 4 , . ViJ) = { G nl - 2 F ipj^ E K-J} . ( A 1 :L) 

E G - F 

T h e d i v e r g e n c e o f a v e c t o r w = w ( u , v ) , d e f i n e d f o r e a c h 

p o i n t o n S , i s g i v e n b y : 

V • w = '^—^ { r - ( G w - F w ) + r - ( E w - F w ) ) 
^ j , _ p 2 u u V V V u 

( A 1 : M ) 

W e h a v e t h e f o r m u l a 
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( A 1 

F r o m r e f e r e n c e 1 2 ) w e h a v e t h e f o l l o w i n g f o r m u l a : 

1 
G \|) - F i|) E i j;^-F ii 

u ) } ( A 1 : 0 ) 

! ^9rOP§i-9yry§tyF§?i L e t P b e a p o i n t o n S , a n d l e t t 

b e a u n i t v e c t o r , w h i c h g i v e s a d i r e c t i o n i n t h e t a n g e n t p l a n e 

o f S a t P . C o n s i d e r t h o s e c i r c l e s , w h i c h h a v e t h e i r c e n t r e 

o n t h e s t r a i g h t l i n e p a s s i n g t h r o u g h P i n t h e n o r m a l d i r e c t i o n 

t o S , a n d w h i c h a r e t a n g e n t t o t h e s u r f a c e a t P w i t h t a n g e n t 

d i r e c t i o n t . T h e r e i s a c e r t a i n c i r c l e a m o n g t h e s e t h a t f i t s 

b e s t t o t h e s u r f a c e n e a r t h e t a n g e n t p o i n t P . T h e i n v e r t e d 

v a l u e o f t h e r a d i u s o f t h i s b e s t - f i t t i n g c i r c l e i s t h e n o r m a l 

c u r v a t u r e o f t h e s u r f a c e S a t P f o r t h e d i r e c t i o n t . T h e 

r a d i u s i s c o u n t e d p o s i t i v e , i f t h e c e n t r e o f t h e c i r c l e l i e s o n 

t h e s i d e i n t o w h i c h t h e n o r m a l n i s p o i n t i n g , a n d i t i s n e g a t i v e 

i f t h e c e n t r e l i e s o n t h e o t h e r s i d e . 

T h e n o r m a l c u r v a t u r e i n a d i r e c t i o n g i v e n b y a u n i t v e c t o r 

t i s : 

T h e n o r m a l c u r v a t u r e d e p e n d s o n t h e d i r e c t i o n t . T h e n o r m a l 

c u r v a t u r e a t t h e p o i n t P a t t a i n s i t s m a x i m u m i n a c e r t a i n 

d i r e c t i o n a n d i t s m i n i m u m i n a n o t h e r d i r e c t i o n . T h e s e t w o d i r e c 

t i o n s a r e o r t h o g o n a l . T h e n o r m a l c u r v a t u r e s i n t h e s e t w o d i r e c 

t i o n s a r e c a l l e d p r i n c i p a l c u r v a t u r e s . W e w i l l d e n o t e t h e s e 

p r i n c i p a l c u r v a t u r e s K. a n d K „ -

= - t . [ ( t . V ) n ] ( A 1 : P ) 
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T h e m e a n c u r v a t u r e K i s g i v e n b y 

T h e G a u s s i a n c u r v a t u r e K i s g i v e n b y : 

K = K2 

T b § _ d i y e r g e n c e _ t h e o r e m . F r o m r e f e r e n c e 1 2 ) we h a v e t h e 

f o l l o w i n g i m p o r t a n t t h e o r e m : 

// V • w d S = w • m d s - // 2K w • n d S . ( A 1 : S ) 

S r S 

H e r e w i s a v e c t o r d e f i n e d on t h e s u r f a c e S w i t h u n i t n o r m a l 

n , m e a n c u r v a t u r e K , a n d b o u n d a r y T . T h e u n i t v e c t o r m 

d e n o t e s t h e o u t w a r d t a n g e n t t o S a t t h e b o u n d a r y V . 

We may d e d u c e t h e f o l l o w i n g i m p o r t a n t f o r m u l a , i f we p u t 

w e q u a l t o a c o n s t a n t : . 

^ m d s = // 2K n d S . ( A 1 : T ) 

r s . 

We o b t a i n a n o t h e r i m p o r t a n t f o r m u l a , i f we p u t w = (\> V \li : 

//V(ti • Vijj d S = ^ (tim • Vip d s - // ((iV • d S . ( A 1 : U ) 

S r S 

H e r e we h a v e u s e d f o r m u l a A1 :N a n d t h e f a c t t h a t Vij; • n = 0 . 

F o r m u l a s f o r s p e c i a l s u r f a c e s . 

^ _ 9 y l i D d r i c a l _ s u r f a c e . I f t h e s u r f a c e S i s a n y p a r t o f a 

c y l i n d e r , t h e n a p a r a m e t r i c r e p r e s e n t a t i o n o f S i s : 

( A 1 :Q) 

( A 1 : R ) 
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S : r = ( R c o s i p , R s i n c p . z ) . ( A 1 : V ) 

T h e a x i s o f t h e c y l i n d e r i s g i v e n b y t h e z - a x i s , a n d t h e r a d i u s 

i s R . S e e f i g u r e 3 . 5 . 7 : 1 . 

W e h a v e : 

r ^ = ( 0 , 0 , 1 ) r ^ = R ( - s i n i p , c o s ( p , 0 ) 

E = . = 1 F = r ^ . = 0 G = p ^ . f ^ = R 2 ( A 1 : W ) 

F o r a f u n c t i o n i j ) = i j ) ( z , t p ) w e g e t : 

( A 1 : A ' ) 

3 z R " 3(p 

T h e c u r v a t u r e s i n t h e z a n d ip d i r e c t i o n s a r e : 

1 

1 z 2 R 

( A 1 : B ' ] 

- A 
T h e n o r m a l t o t h e c y l i n d r i c a l s u r f a c e i s p o i n t i n g i n w a r d s , s i n c e 

R a n d h e n c e a r e p o s i t i v e . 

^_ 5 P | ] ? r i 9§i . s y r f §9§i w h e n t h e s u r f a c e S i s a p a r t o f a s p h e r e 

o f r a d i u s R , a s t a n d a r d p a r a m e t r i c r e p r e s e n t a t i o n i s : 

S : r = R ( s i n ( e ) c o s ( ( p ) , s i n ( e ) s i n ( i p ) , c o s ( e ) ) ( A 1 : C ' ) 

T h e w h o l e s p h e r e i s c o v e r e d , w h e n 0_<6_<-n- a n d 0<ip_<2Ti . S e e 

f i g u r e 3 . 5 . 8 : 1 . W e h a v e 
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r = R ( c o s ( e ) c o s (ip) , c o s ( 6 ) s i n (ip) , - s i n ( e ) ) 

r = R s i n ( e ) ( - s i n (ip) , C O B ((p) , 0 ) 
^ ( A 1 : D ' ) 

E = r ' r = R ^ F = r - r =0 G=r - r = R ^ s i n ^ ( 6 ) 

e e e * - P 

V J _ - 1 _ + 1 - 3_ 

R 2 36 R ^ s i n ^ t e ) ^ ' ' ^ 

F o r a f u n c t i o n \\i = i|;(e,(p) we g e t : 

R^ 36 R ^ s i n ' ^ ( e ) 
(A1 :E') 

V . = _ J 3- ( s i n ( e ) 3 i ) . , \
R ^ s i n ( e ) 36 36 R ' ^ s i n ^ O ) 3ip 

The n o r m a l t o t h e s p h e r e i s p o i n t i n g i n w a r d s . Then we have 

[ f o r a p o s i t i v e R ) : 
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R e f e r e n c e s 

1 . H I L L E R B O R G , A . 

2 . D E N B I G H . K. 

3 . R G B I N S O N a n d S T O K E S 

4 . T H O M S O N . W. ( K e l v i n ) 

5 . H a n d b o o k o f C h e m i s t r y 

6 . G U G G E N H E I M 

7 . C A L L E N . H . 

8 . G A U S S . C . F . 

9 . B L A S C H K E , W. 

1 0 . E V E R E T T . D . H . a n d 
H A Y N E S , J . M . 

1 1 . S T R U I K , D . J . 

1 2 . W t a t h e r b u r n , C . E . 

1 3 . G I B B S , J . W. 

B y g g n a d s m a t e r i a l l a r a . F K 1 
( L u n d 1 9 7 5 . I n S w e d i s h ] 

T h e P r i n c i p l e s o f C h e m i c a l E q u i l i b r i u m 
( C a m b r i d g e U n i v e r s i t y P r e s s , 1 9 7 1 ) 
2 a : C h . a . 2 b : s e c t i o n 2 . 1 3 

E l e c t r o l y t e S o l u t i o n s 
( B u t t e r w o r t h . L o n d o n . 1 9 5 5 ) 
3 a : C h . 2 . 3 b : A p p e n d i x 8 . 3 - 8 . 1 0 

O n t h e E q u i l i b r i u m o f V a p o u r a t a 
C u r v e d S u r f a c e o f L i q u i d 
( P h i l . M a g . , p . 4 4 8 , 1 8 7 1 ) 

a n d P h y s i c s 
( T h e C h e m i c a l R u b b e r C o . . 5 2 e d . ) 
p . F - 3 0 

T h e r m o d y n a m i c s 
( N o r t h - H o l l a n d P u b l . C o . . A m s t e r d a m , 1 9 6 7 ) 
6 a : C h . 9 , 6 b : 1 . 5 4 - 5 9 

T h e r m o d y n a m i c s 
( J o h n W i l e y & S o n s . I n c . N e w Y o r k , 1 9 6 0 ) 
C h . 5 

A l l g e m e i n e G r u n d l a g e n e i n e r T h e o r i e d e r 
G e s t a l t v o n F l u s s i g k e i t e n i m Z u s t a n d d e s 
G l e i c h g e w i c h t s 
( O s t w a l d ' s K l a s s i k e r , L e i p z i g 1 9 0 3 ) 
S e c t i o n 2 6 

V o r l e s u n g e n i J b e r D i f f e r e n t i a l g e o m e t r i e , I 
( B e r l i n , S p r i n g e r V e r l a g , 1 9 2 1 ) 
g a : s e c t i o n 9 3 , 9 b : s e c t i o n 1 0 0 . 
9 c : s e c t i o n s 1 0 1 a n d 6 7 
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p . 3 6 - 4 8 . 1 9 7 2 ) 

D i f f e r e n t i a l G e o m e t r y 
( A d d i s o n - W e s l e y , L o n d o n , 1 9 6 1 ) 
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T h e C o l l e c t e d W o r k s o f J . W i l l a r d G i b b s 
( Y a l e U n i v e r s i t y P r e s s . N e w H a v e n . 1 9 5 7 ) 
V o l u m e 1 , p . 2 5 2 
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1 4 . G E L F A N D a n d F D M I N C a l c u l u s o f V a r i a t i o n 
( P r e n t i c e - H a l l , N e w J e r s e y , 1 9 6 3 ) 
S e c t i o n 2 6 

1 5 . F U N K 

1 8 . M A X W E L L , 3.C. 
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I B . M A G N U S a n d 
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C a p i l l a r y A c t i o n 
( E n c y c l o p s e d i a B r i t a n n i c a , 9 e d . ' , 1 8 7 6 ) 

C a p i l l a r i t S . 
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C h a p t e r 4 
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