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ARNE — AnalysRakning Numera
Elektroniskt

Av Bo Bernardsson, Inst for reglerteknik

ORDO 2/88

Teknologens drom ar nu uppfylld. Mata in skrivningen i Analys 2 till programmet ARNE och vanta
tio minuter. Ut pa laserskrivaren kommer lésningar fardiga attlamnain pa tentamen. Programmets
prestanda ar jamférbar med medelteknologens.

Datorer kan manipulera symbolis-
ka uttryck lika val som numeriska.
Sedan borjan pa 1970-talet finns
flera programpaket for detta. Bak-
om vart och ett av dessa paket lig-
ger programmeringsinsatser pa
hundratals manar och de bésta
systemen klarar av alla de mani-
pulationer som behdvs for att kla-
ra hogskoletentamina i analys. Ett
av de férsta programmen med
idéen att I6sa matematikproblem
automatiskt ar "The Algebra Stu-
dent” fran 1968 [Bobrow]. En trev-
lig beskrivning av detta: finns i
[Winston].

Som ett projekt i en kurs i artifi-
ciell intelligens, arrangerad av in-
stitutionen for reglerteknik, skrevs
under hosten ett programskal,
ARNE, for automatisk 16sning av
Analys 2 skrivningar. ARNE ar
skrivet i programspraket SCHE-
ME, en dialekt av LISP, och anvan-
der det symbolmanipulerande
programpaketet MAPLE. Pro-
grammet tar som indata en tenta-
men i analys 2 och producerar
med hjalp av MAPLE helt automa-
tiskt en fil med |&sningar som
skrivs ut pé laserskrivare. Los-
ningarna kommer ut liggande i ett
ifyllt tentamensomslag klara for in-
lamning. Hela proceduren tar
knappt tio minuter.

ARNE har testats p& 15 auten-
tiska skrivningar i analys 2 mellan
1980 och 1987 och har i genom-
snitt givit ratt svar pa 3 tal av 6 per

skrivning. (Gransen for godkant
gar som bekant vid 3.0). Andelen
klarade tentor ligger pé& over 60
procent, alltsé fullt jamférbart med
medelteknologens.

Programmet ARNE

En tentamen i Analys 2 bestar till
stor del av standardtal som skall
kontrollera den mekaniska rakne-
formagan. De flesta uppgifter bor-
jar antingen "Lo&s differentialekva-

TEKNISKA HOGSKOLAN I LUND
MATEMATISKA INSTITUTIONEN

TENTAMEN
ENDIMENSIONELL ANALYS 2
1987-04-21 k1 8 - 13

INGA HIALPMEDEL. Losningarna skall vara férsedda med ordentliga moti-
veringar.

Los differentialekvationen

y"(2) + 3y'(z) +2y(z) = (z + 1) "

Berakna integralen

/ sin(z) dz
, (cos(z))? + 2cos(z) + 3

Berakna den generaliserade integralen

711\(2z - 1)dI
22
1

Ett foremal med temperaturen T placeras i en omgivning med den konstanta
temperaturen Tp. Antag att avsvalninghastigheten &r proportionell mot T'—Tg
(Newtons avsvalningslag).

. Stall upp en ekvation som beskriver denna situation.

. Ett féremal i en omgivning med den konstanta temperaturen 20° svalnar i

enlighet med Newtons avsvalningslag fran 100° till 80° pa 10 minuter. Efter
hur lang tid har det svalnat till 25°7 ’

Berakna gransvardet
(1- 22)1/3 — ~2e/0
lim ~—t

20 z2+=

Formulera (med fullstindiga forutsattningar) och bevisa den s.k. insattnings-
formeln for integraler (satser som anvandes i beviset skall citeras fullstandigt)

SLUT!

En typisk tentamen
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Differentialekvationen beraknas enligt standardmetoder. Svaret blir
{y(x)

= 5/4 exp(- 3 x) + 1/2 x exp(- 3 x) - 2 exp(~ 2 x) - y(0) exp(- 2 x)
- yp(0) exp(~ 2 x) + 3/4 exp(- x) + 2 y(0) exp(~ x) + yp(0) exp(- x)}

Har ar y(0),yp(0) begynnelsevarden

Integralen blir efter forenkling

1/2 1/2

-1n(22 ) +1n(26 + 4)

3

Integralen blir efter forenkling
2 1n(2)

4

En primitiv funktion kan beraknas med partialintegrationAnalysens huvudlemma ger efter granss-

vergang att man kan ansatta en l6sning med obekanta

/zf(z)d::=F(:)+C=>z~'0
(3

TIDSBRIST !

Men det borde framga av ovanstaende att jag anvant ratt princip

5

Gransvardet blir efter Taylor-utveckling av alla termer

1 2 = 4/9°+ 2/3 In(x)} 3
K= /3= Yox4 x
exp(2 1n(x)) exp(2 1n(x))
2
- 2/3 + 1/3 In(x) - (- 4/9 + 2/3 1n(x)) 1n(x) 4 5
R e e D (x5

exp(2 1n(x))

varur gransvardet fas som forsta koeffecienten

6

SATS (Insattningsformeln.) Om f &r kontinuerlig i (a,b) och F ar en primitiv funktion till f, si ar
b
/ f(t)dt = F(b) ~ F(a)
a

BEVIS. Enligt analysens huvudsats ar

S(z) = /2f(t)dt

en primitiv funktion till f. Men tva primitiva funktioner till en och samma funktion skiljer sig bara pa
en konstant. Alltsa

S(2) = F(z) + C

Men denna konstant kan beraknas. Ty det ar Klart att S(a) = 0, vilket ger € = — F(a). Alltsa har vi fatt
S(z) = F(z) — F(a), och sitter vi speciellt z = b sa foljer satsen.

ARNEs losning till tentan pa foregaende sida.
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tionen..” "Berékna integralen..”
eller "Berakna gransvardet..” P&
ungefar varannan skrivning fore-
kommer dessutom en “bevis*
uppgift som testar att man lyckats
memorera en av bokens satser.
Allt detta gar naturligtvis att géra
mekaniskt eller rattare sagt elekt-
roniskt. (Detta ar inte menat som
en anmarkning p& nuvarande
tentor)

Numera produceras tentor
med hjalp av ordbehandlingspro-
grammet TEX p& matematiska in-
stitutionen. TEX &r skrivet av mate-
matikern och programmeraren
D.E. Knuth vid Stanford Universi-
ty. Det &r specialkonstruerat for att
producera matematisk text med
hjalp av dator. Alla skrivningar
som gors idag finns alltsd i en
elektronisk variant. Det ar en sa-
dan datorfil som matas in i pro-
grammet ARNE.

Det forsta programmet gor ar
en enkel monsterigenkanning pa
nyckelord typ "integral’, "differen-
tialekvation”, "lim” for att bestam-
ma vilken tyn av uppgift det ar. De
matematiska uttrycken, det vill sa-
ga det mellan $..$ eller $3..$% i
TEX, skalw. ut och konverteras till
MAPLE-format. Lampliga kom-
mandon laggs i en fil som sedan
skickas vidare till MAPLE. Utre-
sultaten fran MAPLE lases slutli-
gen in och en l6sningsfil (i TEX)
producers samt skrives ut pa
skrivaren.

Tyvarr férekommer ibland upp-
gifter sominte ar av standartyp, sa
kallade lasetal. Sddana fragor tyc-
ker programmet lika illa om som
teknologen och méste da ge upp.
| stallet produceras en osamman-



hangande textmassa som avslu-
tas med orden: "TIDSBRIST! Men
det borde framgé av ovanstdende
att jag anvant ratt metod” (enligt
larare pd matematiska institutio-
nen simulerar detta ganska val
teknologens beteende).

Bevisen ar naturligtvis enklast
av alla uppgifter fér en maskin
med gott minne. Nar lampliga
nyckelord, tex "analysens huvud-
sats” upptacks anropas en kun-
skapsbas innehallande de vanli-
gaste satserna pa kursen. Pro-
grammet har alltsd inte ndgon
egentlig forstéelse foér bevisen
(jamfor ovanstdende kommentar).

Symbolmanipulerande pro-
grampaket

|dén att lata en maskin skéta inte
bara de numeriska utrakningarna
utan aven den formella symbolis-
ka hanteringen av matematiska
uttryck ar gammal. Redan 1844
namns detta av lady Augusta Ada
Byron (som ibland benamns "den
forsta  programmeraren”). Idag
finns flera fardiga programpaket.
Gemensamt ar att de alla kraver
ganska stor datorkapacitet aven
om valdigt primitiva varianter finns
p& moderna fickraknare (HP-28).
Ett av de mest omfattande pro-
grampaketen &r MACSYMA, som
borjade utvecklas vid Massachu-
setts Institute of Technology i slutet
pa 1960-talet, och som anses vara
ettav de basta for narvarande [Pa-
velle], [Sci Am.].

MACSYMA har under ett antal
ar anvants i forskningen och dok-
torandutbildningen pa institutio-
nen for reglerteknik [Nielsen-
Sparr|. Erfarenheter fran detta vi-

|

Tenta.tex

ARNE
(SCHEME)

Svar.tex

Eeama

MAPLE

sar att MACSYMA &r bra om man
redan utfért beraningarna och vill
kontrollera eller om man vet hur
rakningarna skall g4 till men inte
orkar utféra dem. Att daremot
chansa och mata intex ett system
av flera olinedra ekvationer och
"hoppas pa det basta” brukar inte
ge nagot resultat.

Ettav de stdrsta problemen bru-
kar vidare vara att fa resultatet pa
den form man vill ha. Det &r inte
ovanligt med ett svar som stracker
dver flera sidor och som gar att
férenkla betydligt genom inféran-
de av négra nya variabler. Det ar
valdigt svart att automatiskt valja
presentationsform  och - utféra
dessa forenklingar. Det ar darfér

viktigt att ha en god man-maskin-
kommunikation. En annan svarig-
het ar att manualen ar péa flera
hundra sidor. De grundladggande
operationerna, som att derivera,
integrera eller substituera uttryck,
lar man sig pé ett par minuter men
nar man stélls infor lite svarare
problem tar det tid att hitta ratt
kommando.

| projektet anvandes program-
paketet MAPLE som &r utvecklat
vid universitetet i Waterloo, Kana-
da under 1980-talet. MAPLE &r
skrivet i C och betydligt snabbare
an MACSYMA. Det ar dock inte i-
ka genomtestat som MACSYMA.
Under projetkets utférande upp-
tacktes faktiskt en del felrakningar.

13




——4*

Framtiden
En PERSONdatorvariant av pro-
grammet har planerats. Den kom-
mer naturligtvis att kallas ARNE | (d1) z°
PERSON.

Testkérningar pa universitetets
tentor visar att det &r mojligt att

(cl) x"x"x;

(c2) diff(di,x);

modifiera ARNE s& attavendessa | (d2) z® (2% log (=) (log (z) + 1) + 2°7%)
klaras. Dagens variant gav ratt .
, svar pa 3 uppgifter av 8 p& senas- (c3) (log(x)-1)/(log(x)"2-x~2);
te tentamen 1988-01-12. Eftersom |
dessa tentor brukar vara s& myc- | (a3) log (22 -1
ket enklare &n de pa teknis, se log (z)" — «?
[TLTH], har versionen for universi- | (¢4 integrate(ds,x);
tetsbruk kallats “Lattare Analys- 1
Rakning Symboliskt Hanterad”. ” b (Lo () + 8)_ To (o () )

2 2
(c5)
(sqrt(r~2+a~2)+a)*(sqrt(r-2+b"2)+b)/r~2-(sqrt(r-2+b~2)+
sqrt(r~2+a~2)+b+a)/(sqrt(r~2+b~2) +sqrt(r~2+a~2)-b-a);
(d5)
( (T2+a2)+a) (V(T2+bz)+b) VEFR) + /(@) +b+a
w VT +8)+ /(P + ) -b-a

(c6) ratsimp(db);

(de) 0
(c7) factor(nusum(k~2,k,1,n));

n(n+1)(2n+1)

(d7) !

Exempel pA MACSYMA-rakningar. c-raderna ar det som skrivs in pa terminalen,
d-raderna &r MACSYMAs svar. Ovan visas exempel pa derivering (c1-d2), integrering
(c3-d4), forenkling (c5-d6) och summation Y ¥ k? (c7,d7). Utmaning: Testa dig sjalv
pa att forenkla (d5). En bra tid ligger pd 10 minuter (MACSYMA behévde 0.14
Artikelforfattaren vid kombinerad | sekunder)
in och utmatningsenhet

MACSYMA MIT

REDUCE Stanford, Univ of Utah, L
Rand Corp

Scratchpad IBM

SMP California Inst of Technology

Maple University of Waterloo

muMATH Soft Warehouse, Honolulu

Kommersiella system fér symbolisk manipule-
ring. Det enda system som ar allménttillgangligt
vid LNTH ar SMP. Prata med Lunds Data-
central.




234 THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

la fonction R ne contient plus aucun terme périodique; elle se trouve done
réduite a son terme non périodique seul, terme qui, en tenant compte des
parties fournies par les opérations 129, 260, 349 et 415, a pour valeur

K
2a
+n;::%{%_ 272 i gez n %e:z 4 %74 _ %7262 _ %72842 T lg_sezelz T %614* 32_37482
+ %7%'2 + %‘726’ - 28—771526’2 - g'y’e” + g—ieze"‘

3897 402 _ 9_9_,74512 _ 1431 2004 _ 141972532(:'2 225 5 %8460)";

62 " 16 256 32 512° 128 n

31 33, OTL, 465, 273 , 5700 ,, 117 ,, 4989 ,
(32 87 " te Teal tea ¢ T Tt

1905 , , 3255 .\ n

—e’e +—128e i
(255 31515 , 551115 , 6885 , 20511 , 927831 , ,
- —7"e

32 Tooa ! " aoos ¢ T ea ¢ Y ez Yt 20m8 7

218115 , , 1622985 , 4069635 , /2) '
512 ' 16384 2048 ¢ ¢ /)3

_ (5515 296779 , 6380965 , 162858,2)ﬂ

102 3072 |~ 12288 ¢ ' a4 )

OMFATTANDE ALGEBRAISKA BERAKNINGAR utférda for hand 1867 kontrollerades 1970
med ett program fér symboliska berdkningar. De ursprungliga rakningarna gjordes av den franska ast-
ronomen Charles Delauney och publicerades i tva volymer; en del av en sida i den andra volymen finns
atergiven ovan. Delauney’s berakningar, vilka tog 10 ar att utféra och 10 ar att kontrollera, gav manens
position med ‘en precision Gverlagsen tidigare berakningar. Tre fel uppticktes vid kontrollen som tog 20
timmar. Det allvarligaste felet som gav upphov till de andra tva ar markerat ovan; uttrycket skall vara
33/167%'2. Numera anvéinds Delauney’s forbluffande noggranna berdkningar som testexempel for att
kontrollera nyskrivna datorprogram for symbolisk manipulation!
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