LUND UNIVERSITY

Punktkonstruktioner

Plem, Erik

1966

Link to publication

Citation for published version (APA):
Plem, E. (1966). Punktkonstruktioner. [Licentiatavhandling, Avdelningen for Brandteknik]. Lund Institute of
Technology.

Total number of authors:
1

General rights

Unless other specific re-use rights are stated the following general rights apply:

Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors
and/or other copyright owners and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the
legal requirements associated with these rights.

» Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study
or research.

* You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain

* You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal

Read more about Creative commons licenses: https://creativecommons.org/licenses/

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove
access to the work immediately and investigate your claim.

LUND UNIVERSITY

PO Box 117
221 00 Lund
+46 46-222 00 00


https://portal.research.lu.se/sv/publications/44ad26ea-6b6d-4b0d-9986-eae186bcfa8e

Download date: 18. Dec. 2025



U S




PUNKTXONSTRUKTIONER

av Erik Plemn

Ingenjérsbyrdn Centerldf & Holmberg AB, Lund

Licentiatarbete i Byggnadsstatik, LTH.
Lund 1966,



Innehall

Beteckningar

Inledning

{?

Pdké&nningstilistandet !

Jamviktsvilikoren

Bestdmning av vridmedelpunktens lége

Algoritm

Tilldmpningar

Temperaturexpansion

Avslutning

Litteraturhénvisningar

Sid.

12

26

38

L5

b7

ho



Beteckningar

A

h

ax

exponent som dr 0 eller 41 for en punkt i den plastiska
respektive den elastiska zonen.

radien R s horiseatalprojektion
radien R s vertikalprojektion
avstdndet fr8n C T till den yitre kraften.
den yttre kraftens excentricitet med avseende pd C.G.
avstidndet mellan C. T. och C. G.
en punkts vikt
Punktgruppens polira tréghetsmoment med avseende pi C. T.
punktgruppens poldra tréghetsmoment med avseende pd C.G.
elasticitetsfaktor
yitre moment
yitre momentets stor_iek vidg= 0
yitre momentets storlek vid ¢ = 1

yitre kraft
0 .

I

yitre kraftens storlek vid @

4
&

i

yitre kraftens storlek vid ¢
antalet punkter 1 konstrukticnen

punktkraft

flyt.krlaft vid en punkt med g = ¢

radien till en punkt riknad frén C. T.
gréinsradie mellan elastisk och plastisk zon.
max R

radien till en punkt riknad frén C.G.
Zg

tvdngskraft vid styrd vridm ng
temperaterstegring:
vridmedelpunktens abscissa
vridmedelpunktens ordinata

en punkis abscissa



y oo en punkts ordinata

a a i dimensionslés form

g b i dimensgionslds form

Yy vinkeln mellan abscissaaxeln och R

6 d i dimensionslés form alt. punkiférflyttning

O im® brottférflytining

8 rotationsvinkel

#, : uttryck ingdende i projektionsekvationerna {se sidan 00

M i dimensionslés form alt. lingdutvidgningskoefficient f&r

e

temperatur
I nisr g=1
v oo N i dimensionslés form
vy i y for e=1
T F i dimensionglés form
g R i dimens.onslés form
& : yitre arbete
¢ pdkédnningstillstingd
Plim’ pakdnmingstillstdnd vid brott
oo inre arbete
W formifaktor
Foérkortningar:

C.G. = centre of gravity

C.T. = centre of twist



Inle aning

En punktkonstruktion, sidan som behandlas i det f6ljande, kan be-
skrivas som ett dndligt antal diskreta punkter beligna i ett plan,
varmed de &r f&6rbundna pd ett sidant sétt, att en forflyttning i planet
av en punkt alstrar en forflyttningen motriktad kraft P, angripande
vid punkten. Fér vixande storlek pd forflyttningen antas att kraften
f6ljer Hookes lag {ceiiinosssttuv, Robert Hooke, 1635-1703) upp till
eit grinsvirde Po” varefter den f6rblir konstant oberocende av for-
flyttningen, Vidare antas att frflytiningen dr en kongruensflytining,
vilket innebdr att det é‘a-m‘sesidiga avstindet mellan tva godtyckliga

punkter inom konstruktionen &r invariant i avseende pd fﬁi-flyttningen.

En sddan konstruktion &r givetvis en idealisering men den kan tjina
som matematisk modell vid studiet av fenornen i samband med belast-
ning av en rad konstruktioner av utpréiglad punktkaraktir sisom frik-
tionsfdrband, nitforband, spikférband eller vridna palgrupper med

enbart vertikalpdlar,

Forutsditningen om kongruensflyitning fir anses vara acceptabel inom
det elastiska omrddet och god sedan grinsvirdet P har uppnitts vid

ndgon punkt. Den bor under alla férhillanden limna resultat pd sdkra

gidan.

Den klassiska teorien for berdkning av sddana konstruktioner har ut-
vecklats i samband med dimensionering av nit- och buliférband. Den
bygger pd Hookes lag, férutséitiningen om kongruensflyttning och jam-

viktsvillkoren.

Betrakta vi ett nitforband med n nitar enligt fig. 4 belastat med
kraften N behandlas detta efter den klassiska teorien si att kraften
forst parallelifsrilyttas striackan e till nitgruppens viktade tyngd-
punkt {C, G.) varefter den fﬁr&elas pd samtliga nitar e;fte-r vikt, vilken
hdr skall forstis som ett tal, som allt efter forhillandena &r propor-
tionellt mot antingen nitens diameter eller dess tvirsnittsarea.

Infres beteckaningen

e q
§=Zg (1)



didr g betecknar den enskilda nitens vikt och summationen utstrickes
Over gruppens samtliga punkier, kan kraftandelen vid en godtycklig
punkt tecknas

N .
P{xgn—é—— (2)

Kraftkomposanten har motsatt rikining mot N,

Det genom kraftfdrflytiningen uppkomna kraftparet med momentet
M= N . e fordelas didrefter enligt foljande:
P32 grundval av férutsitiningarna tecknas kraftkomposanten vid en
nit |
P =g-C.r (3)
ddr C 4r en konstant och r betecknar nitens avstind till tyngdpunkten.

Momentjimvikt uttryckes dd genom ekvationen
M=% P_ . C.Zg- 12 4
=% P .rxC.Zges (4)

Elimineras C mellan { 3 } och (4 ) £8s
M_.
Pm L IG I { 5 )
didr vi med I, menar gruppens polidra tréghetsmoment med avgeende
pd tyngdpunkten
I,= Zg- re (6)
Speciellt f8s for den mest anstringda niten, d.v.s. den med

stérst r = »

A

P ®geg— T (7)

Kraftkomposantens riktning dr vinkelrdit mot Ty

Genom vektciriell addition av {2} och (7) fis slutligen den resulterande
maximala kraften inom nitgruppen.

Exempel 1. F&r nitfsrbandet 'enligt fig. 1 gidller med 'n =15 och

samtliga punkters vikt lika med 4, att .
1
TE N=&,067. N

Foér gruppen dr vidare

Pf'—':

Iomiz-a,3+m.4&2+2e9a227032

r az:a.e'\{'i3 eaa—g-a



vilket ger
7, o aNiz o Ni3
mé“ai}l?gag " 30~‘N«hﬂ.129 N

Vektoriell addition ev P, och P ger maximal nitkraft
; m B

e

= 0,167 « W
max :

Den elastiska fOrilytiningen av punktkonstruktionen blir enligt detta
betraktelsesdtt sammansatt av en translation och en rotation kring
tyngdpunktes:.

Johansen 2] har winyitjat forhillandet atttranslation och rotation

i varje tidsmoment kan uppfatias som ren rotation kring ett momentan-
centrum. Med samma forutsdtiningar som tidigare bestdmmer han
momentancentrums ldge som en fuanktion av kraftens excentricitet i
fsrhdllande till gruppens tyngpunkt, Han kan direfter direkt ange stor-
leken av en punktkraft utan att gd omvigen Sver en vektoriell addition,
Vi skall senare Stervinda till denna metod, soms ndr man arbetar

under renodlade elastiska firhdllanden, 4r den klassiska metoden over-

ligsen.

Foérdelen med en approximativi elasticitetsteoretisk berdkning dr
enkel kalkyl, nackdelarna dr i huvudsak tvd. For det forsta kan det
forvdntas att de limnade resultaten ligger mycket pd sikra sidan pi
grund av det sémre uppfyllandet av forutsdtiningen om kongruens -
flyttning. Den andra nackdelen 4x den som i alla sammanhang vididter
on elasticiteisteoretisk behandling av problemen nidmligen den att inga
besked om konstruktionens brottsdkerhet erhdlles. Beakias dettay kan
det icke f8rvdnay att Sven andra vigar har provats. Sdledes har det

foreslagits av blea. Engelund | 4] att man skall rdkna med samma

kraift PO vid et nitfdrbands alla nitar. Hirvid har antagits att dven
under denna {irufefitining rotation sker i enlighet med den klassiska
teorin alitsd kring gruppens tyngdpunkt. Johansen {Z] &r mera

realistisk, d3 han utifrdn maximalprincipen uppstiller de korrekta

A
ekvationerna {8r bestimning av momentancentrum under forutsdtining
av konstant punktikraft inom gruppen, men avstir frdn ait 16sa desamma

pa grund av de numeriska svirigheter detia innebdr.



Som en approximation {féreslidr han att man begagnar samrma momentan-
centrum som vid elastiska férhdllanden. Som dst omedelbart framgar
av villkoret f8r momentjimvikt, erhdlles ddrv.d kraften vid en punkt

ur

N .
P=g‘-FO=g*§fgj§“ | {8)

adr P betecknar flytkraften vid en punkt med g = 1
och R betecknar en punkis radie med avseende pd vridmedelpunkten.
Det méste dock hirvid beaktas, att projektionsekvationerna 1 allmin-

het icke blir uppiylilida.

Vad som hittills har behandlats &r tvd grinsfall, ndmligen - med
ndgra approximationer - fallen d& antingen rent elastiskt eller rent
plastiskt tillstdnd rdder inom punktkonstruktionen. P 1 e m {3] har
angivet, hur dven olika gra.del; av plasticering kan behandlas sami an-
visat en metod, enligt vilken man fér var;e sddant _plasticeringstill-
stind kan berikna dartill hirande momentancentrum, allt under for-
utsdttning att punktkonstruktionen &r dverkad av enbart moment. Det
framgdr av denna undersdkning, att punktskarans konfiguration har
avgbrande betydelse f8r brottsikerheten. Sdledes kan beriknings -
méssigt pdvisas, att vissa konfigurat.oner ger en sprdd konstruktion,

andra en seg.

Det 4r en utbkning av denna metod, som utgdr huvaudinnehéllet 1 féiré-—-
liggande skrift, vilken : &vrigt efterstrdvar att framligga en komplett
teori f&r berdkning av plana punktg rupper under godtycklig yttre last
och vid en godtycklig idngt driven plasticering Arbetet motiveras av
den renfssans punkitgruppen har {3tt i senare tid dels i form av mt-
grupper for lattmetallkonstruktioner dels I form av friktionsforband
for st&lkonstruktione%. Det skall i sammanhanget ocksd erinras om
ridande brist p8 en vederhiftig metod f&r berdkning av vridna pil-
grupper med enbart vertikalpdlar under byggnader utsatta f&r efter sin
omkrets ojimnt férdelat jordtryck, en brist som h&rmed skulle vara

avhjdlpt.

Skriftens innehdll &r i huvudsak disponerad enligh f&l;ande.

Efter introduktion av begreppet "pidkidnningstilistdndet ¢' uppstilles
problemets grundekvationer, vilka l&ses via betraktningar dver punkt-
krafternas inre arbeten. En algoritm presenteras fir problemets
numeriska behandling, varefter metoeden demonstreras pd ett antal
exempel. Aven en punkigrupps beteende under inverkan av en temperatur-

expansgion gdrs till fdremadl fgr en analys.



Pikdnningstillstindet ¢

En punktkonstruktion enligt definitionen i bérjan av det forra kapitiet
vrides kring en linje, som 4r normal mot det av koustruktionen be~
staimda planet. Normalens skidmmingspunkt med planet betecknas i det
foljande f86r vridmedelpunkten, {C. Tn)mVridningeﬁ alstrar ett pdkinnings -
tillstind, som f6r punkter med vikten g = 4 dskddligglres i fig. 2, didr
koordinatsystemet har lagts med origo i vridmedelpunkten. Avstindet
dérifrdn till en godtycklig av konstruktionens punkter betecknas med R.
Speciellt betecknas avst&ndet £l cien‘ yitersta punkten med R’M’

Med p = R/R;, betecknas- det dimensionslosa avstindet till en punkt,
varvid avstindet till den ytiersta punkten blir lika med 1,

Med RQ avses radien i den cirkel med centrum i vridmedelpunkten, som
delar punktmingden i tvd delmingder karakteriserade av re spektive
elastiska och plastiska férhillanden. I dimensionslés form tecknas denna
radie ¢ = RO/ RM. Kraften vid en godtycklig punkt kan direfter enligt

fig. 2 skrivas
{

e >
Pag.DP . “&}A AmO forR_R.D
o Ro

i ferR< RO {9)

Viljer vi nu grinslasten P {PO betecknar hir och i det f6ljande undan-
tagslést flytlasten vid en punkt med g = 1} som enbit (6r kraft och be-

tecknar den dimensionslésa kraften i en punkt med v = P/ Po » Overglr

{9)5' {0 fsr p2 @
A m

A
Tr_ﬁg‘{mqe;} 1 for pXp (10)

vilket &r en dimensionslss beskrivning av pdkinningstillstindet,

Vi skall nu med stod av fig. 3 i detalj studera vad uttrycket { 40} utsdger.
Fig. 3a anger oit tillstind, dir flyming har uppnétts i konstruktionens
alla punkter. Tillstdndet karakteriseras av att ¢ = 0, Vikallar det f6r
brottstadiet, eftersom konstruktionens hela barfdrmdga dérvid har tagits
iansprik, Foér fig, 3b giller att 0 < v i, Deﬂti;a dr det elastoplastiska
stadiet, didr ¢, som tidigare nimnts, markerar gransen mellan elastiskt

och plastiskt omride.



Speciellt har vi fér ¢ = 4 situationen att flytning upptrider vid punkt-
skarans yttersta punkt och endast dir. Enligt vanligt spridkbruk kan vi
déribr sdga, att konstruktionen di befinner sig vid flytgransen. Det rent
elastiska tillstindet karakteriseras av att ¢ > 4, vilkel illustreras i fig.
3¢c. ¢ kan hir icke ges samina innebsrd som tidigare utan fir betrakias
som en fiktiv storhet, som anger graden av pdkinning i konstruktionen.
Av figuren framgir, att om ¢ gdr mot odndligheten pikinningstillstindet
samtidigt konvergerar mot nollpdkinning, Det dr cmellertid méjligt att
ge ¢ en reel innebérd dven inon det elastiska omridet. Vi skall i
foljande kapitel visa, at ¢ hir kan tolkas som sikerheten med avseende
pd flytgrénsen., Som framgdr av denna genomgdng av samtliga mojliga
virden pd ¢.kan konstruktionens pikinningstillstind entydigt beskrivas
med hjdlp av detta tal, varfér vii fortsdttningen ridtt och slidtt talar om

Hpdkinningetilistdndet ¢ ¥,

Brott intrdffar enligt definitionen, di pikinningstilistindet ¢ = O.
Vridmedelpunktens lige i relation till punktgruppen kan dock fordra si
stor rotation av den senare, férrin o antar virdet no.’tj.,,; att man i
praktiken anser ast brott har intriffat tidigare. Om emellertid brott
istdilet definieras som den gituation, 43 forilytiningen vid punkten med
radien Rog uppnir ett visst virde Qi vi _.I:*can kalla det brottférilytt-
ningen - kan vi berdkna motsvarande minsta tilldtna vdrde pd pdkinnings-
tillstdndet @, . V1 infér hirfsr ytierligare en materialkonstant k defi-

nierad genom sambandet
Pug.k- & (11 )

didr & &r den mot P svarande elastiska forflyttningen av en punki.

Enligt fig. 4 gdller d8 speciellt att

Pomlke§ =ke0«R_ {42)
dér © dr punkigruppens rotation. Detta ger
Po
2
Y (43)
Vid punkten med stérst forflytining erhilles direfter
§. %0+ R, & pe—i= R I (14)
lirer .?_\éﬂke}fia M k+olim
vilket ger grinsvirdet
P
g = e {15)

g .
Lim koo by,

uttryckt i de tre materialkonstanterna Fo» koch &
Det skall hdr papekas, att dven med denna begrinsning av ¢ samma

kraftfdrdelning inom punktgruppen kan erhillas, sorn di brott bestima



av villkoret ¢ = 0, ndmligen i de fall, di

Pmin = 71m {46)

dimviktsvillkoren

Var uppgift #r nu tvifaldig. Dels skall vi bestimma momentancentram

f6r punktkonstruktionens forflyttning under inverkan av den Vitre lasten,
dels skall vi bestdmma sambandet mellan den yitre lasten och pdkinnings-
tillstdndet ¢ . For lésuning av denna uppgift stir de tre jimviktsekva-
tlonerna till f&rfogande. Dessa disponeras sd, att de tvd projektions-
ekvationerna reserveras for éen fOrsta delen av uppgiften, varvid mo-
mentekvationen blir dver {6r losning av den andra., Vi behandlar de tvi
delproblemen vart f5r sig och bérjar med att uppstilla ekvationerna for

bestdmming av férflyttningens momentancentrum,

Punktskaran inligges i ett ravinkligt kocrdinatsystem pd s3dant sdtt,

att rikiningen £6r den yttre kraften N 4r motsatt y-axelns positiva rikt-

ning enligt fig. 5. Punkten med koordinaterna [ u, v} avser den tillsvidare
obekanta vridmedelpunkten {C.T.) ochen godtycklig av gruppens punkter
har koordinaterna {x.y}. I figuren har for dverskidlighetens skull visats

endast en av konstruktionens punkter.
Projektionsekvationerna ger nu

- ZP <« cosy +N=@ (17)

-~ ZP . siny = 0
Insédttes hiri { 9 ) och inféres beteckningarna

amx -u )
. (18}
b=y ~v

erhdlles efter division med PO

. B A N
“Ze(g) - gFrso=e
[} Q {:19)
_ R A b
" Zg gl g =0
o]



Summationerna uppdelas hirefter i tvd; en, som utstrickes Sver den
elastiska zonen ;{index e}, vars bidrag erhilles, om A = 1 och ey SO
utstrdckes ¢ver den plastiska zonen {index pls vars bidrag erhilles, om
A= 0, ' . A

Detta ger
—&Zgaa~§3 gam%m-%«-r&waf)
R 3 R P
o P o}
1 b (ZD}
~5 4 grbh X goem—u

Inféres beteckningarna

1 . & N
é&uz*R %gca~§-g--§*+'§zﬂ
{21)
#ox-t o gin.n .0
v Roeg pgR

kan projektionsekvationerna sammanfatias i det vektorislla uttrycket

{# & }=0 {z22)
Inféres vidare de dimensionslésa storheterna
a b
O i B o {23)
Ryg Ry
och
N
Vo (24
I

ger uttrycken {19 )

*%‘Egaa»{%l}ﬁﬂii« vl

(25)

1 . A4
e T e B . FE =0
5 Zeep (L)

vilket 4z projektionsekvationerna 1 dimensionslés form.
Ur dessa eller det alternativa uttrycket { 22 } kan vridmedelpunktens

lige berdknas,

Sambandet mellan pikinningstillstindet och den vitre kraften £4s

ddrefter ur momentekvati onen

ER:P.d.N=0 {z6)



som med P enligt { 9 ) efter division med P ger

A N
’R"d"i:";"z{) (27)

R
Zg Ag-
[}

Uppdelas som tidigare i summationer dver den elastiska respektive

den plastiska zonen erhilles

4 2 N
= 2pg R4+ ZTogR-d-= =0 | 28
R Ze z g ‘B {28)

Detta kan med de dimensionslésa beteckningarna

d
& 5~ (29)
R
och _
M N d
o= = . =y e & (30)
PO"RM po RM )

transformeras till momentekvationens dimensionslisa form

oA+

vilket ger sambandet meilan den yitre lasten p eller v och

pdkinningstillstindet T

Om den yitre lasten 4r ett moment M enligt fig. 6, blir N = 0,
varfdr sambandet 1) galler oféréndrat liksom projektionsekva-

tionerna i vektoriell form {22}.

Momentekvationen {28} ersittes av den motsvarande

i M
T-ZgRAHEgR - 2 =20 {32)
R, e P Po

vilket vid gvergdng till dimensionsltst skriveitt ger {31},

Speciellt gdller f6r rencdlade elastiska forhillanden, allts8 for
A w4 f6r samtliga punkter, att Vrldmedeipunkten enlz.gt {25 ) bestammes

ur ekvationerna

Zgeo ® @ oy {33)
LgeB o=
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Som vi senare skall :se. {sid 00), ger dessa ekvationer alltid samma
I6sning for alla virden av ¢ * 1 ., Deita medfor, att M enligt sam-

bandet { 31 }
4 -2 : '
E.;,:xﬁvwm“a“a};gp ,{34}
dr konstant lika med flytmomentet
Hy ® G-Vizzgpz { 35}

Ur {34 ) och { 35 } erhilles darfsr

v Fq

vilket visar att under elastiska forhilianden ¢ kan tolkas som

sdkerheten mot flytning.

Jamvikisekvationerna i dimensionslés form enligt {25) och (31}
har huvudsaklig akademiskt intesse. De har den nackdelen, att
enheten f6r lingd Ry 4 @ allminhet dndrar storlek vid variation av
prvaritr till clika @-virden hérande p-virden icke blir direkt
jdmigrbara. Fér praktisk tilldmpning i det f6ljande arbetas ddr-

£8r med ekvationerna {22} och {32).

Vad vi hittills har sysslat med 4r jamviktsvillkor f3r ett punkt-
system, vilket fritt kan forflytta sig och som darfér vill vrida

sig kring den mot situationen svarande naturiiga vridmedelpunkten,
Annorlunda stdller det sig om vi infér en tvungen vridmedelpunkt,
som icke sammanfaller med den naturliga, alltsd d& vi betraktar

ett fall av styrd vridning., Detta problem kan studeras pd en modell,
som framkommer av den ovan behandlade, om vi tillfogar en punkt,
som i tvd avseenden skiljer sig frdn systemets 6vriga punkter: Den
tilifogade punkten skall siledes karakteriseras avs pro primo att

den kan bira en godtycklig stor kraft, pro seconda att dess forflytt-
ning dr noll oberocende av kraften vid punkten. En sidan punkt kommer
att fungera som en pétvungen vridmedelpunkt for konstruktionen och
belastas med en tvingskraft T, vilken, di punkten icke sammanfaller
med vridmedelpunkten vid fri deformation, dr skild fridn ncll. Proble-
met atl bestimma mot ett givet pikinningstillstind ¢ och mot ett

givet kraftldge svarande storlek pd den yitre kraften och den uppkomna
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tvingskraften kan enkelt losas med hjdlp av jamviktsvillkoren i kombi-
nation med ekv. {3). Tillvigagingssitiet illustreras fdvst med ett exem-

pel.

Exempel 2. En punktgrupp med tre punkter alla med vikten g= 4 &r
given enligt fig. 7. Den yttre kraffens rikining dr bestdmd av att kraft-
linjen skall bilda vinkeln 4359 med x-axelns positiva riktning och inne-
billa punkten {8; 0}. Konstruktionen uttkas med en fast punkt C, T. med
koovdinaterna { -4, 1.5}, vilken blir deformationens tvungna vridmedel-
punkt. Stk den ytire kraftens storlek samt tvingskraftens storlek och
rikining d& pdkinningstillstindet ¢ = 0,8,

Den grafiska kon‘struktionen som uttryckes i ekv, {9) ger direkt punkt-
krafterna Py = P, = 0,441 och P,=i da P viljes som enhet f6r kraft.
Kraft- och linpolygon péd krafterna. Pig P cch 'P3 ger darnast storlek
och lige 6 en yttre kraft N~ som fOI’dI’dS for jamvikt. N uppdelas i
komposanter efter den givna krafiriktningen och en rikining som be-
stamimes av C. T. och skirningspunkten mellan den givna kraftlinjen
och verkningslinjen for N'*. Komposanterna N och T 4r nu de sokta
krafterna, Som jéimfi:‘:rels.e behandlas samma situation vid fri deforma-
tion i exempel 00 4 sidan Q0.

Analytiskt 16s8s problemet i anknytning till fig. 8.

Momentekvation med avseende pé den fasta punkten C.T. ger enligt
(28) den yttre kraften

Po o4 2 .
Nm“’g”“"[‘ﬁ”oggﬁ -E«%}gl{.} £37)

varefter tvingskraftens komposanter efter koordinataxjarna T och Ty

kan berdknas ar projektionsekvationerna. Vi erhiller
T%{-I‘xg Ty}ﬁ{éﬁvg & )P, {38).

Under renodiade elastiska forhiilanden ger {38} d& punktskarauns
tyngdpunkt viljes som tvungen vridmedelpunkt, att T s3val till
storlek som riktning motsvarar N, i dverenssti@mmelse med det

kKlassiska betraktelsesitiet, som studerades i inledningen och belyses

av exempel 1.
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Bestdmning av vridmedelpunktens ldge

Vi skall nu dgna oss dt uppgiften ail bestdmma vridmedelpunktens
lige for godtycklig grad av plasticering. I syfte att fillimpa principen
ormn minimum av inre arbete f8r ait I6sa problemet startar vi med
ndgra energibetrakislser, vilka vi bérjar med et studium av det

>

yttre arbete 1 anslutning till elementira jamviktsvillkor.,

Liter vi det betrakiade punkisystemet under inverkan av den yitre
kraften N sdsom i fig. 9 vrida sig vinkeln 8 kring vridpunkten
C.T. med de tills vidare obekanta koordinaterna {u,v}), forflyttar

sig kraften strickan s = 6 - d. Inséites hiri uttrycket (13) erhilles

P B 3
o d o d 4 4
SEETR, TR, T N (39

L]

vilket vigar linearitet mellan s och-;; .

I det generella fallet flyttar sig det momentana rotationscentrat
under den del av uppvrzidningsproceduren, som bestimmes av

¢ < 1. Foér att systemet under hela férloppet skall rotera kriﬁg C.T.
som fOrutsatt, maste vi ddrfsr i denna punkt inféra den i féregiende
kapitel introducerade tvidngskraften T vars storlek och rikining
bestims ur ,{38} . Detta komplicerar dock inte den fortsatta deduk-
tionen, dd dess hidrag till det inre arbetet dr identiskt noll.
Tvingskraftens storlek konvergerar mot nolly vilket virde uppnis
samtidigt med att € antar det till det givna pikinningstillstindet

¢ svarande terminalvirdet.

En kraftpolygon i godtycklig skala pd samtliga systemets inre
punktkrafter vari inkluderas kraften T, har eft gap, som till storlek
och rikining motsvarar den yttre kraften N . Lit N7 vara den ytire
kraft som hiller jirmvikt med de givna punktkrafterna P, dé kan

enligt (20} vertikalkomposanten av N uttryckas pd formen
N =a «ﬁm »%;ff“: ‘(40)
¥ @ 1 ‘

Ur {37} och {38) ses att vertikalkomposanten av T kan skrivas pd

likartat sidtt

. i
I’v Ry + B, (41}

dir @ys Uy s ﬁi och fiz dr konstanier som bestimmas av punktgruppens

konfiguration samt av belasiningssituationen. Av figuren, av (40}



£

i3

o 1- ;_’L"’l ! o g I o f( Cw\x 1~ Ty i " ry de 3 o 2
ch 44} saumni av (3Y) {ramgir sdledes aif linearitet rider mellan
4
Noech s, D& ~;- vixer irdn O 1 4 {dev.s. 44 det elastiska omridet
genormlidpes) iz By = u& s O och N dérfdr nroportionsll med s .

i " - e .
Da o uppndy virdet . bériar flyining vid punk i,en med radien R’M

Ef

varvid virdzaua ive o, och {37 momentant dndras.

Vid den fortsaton biir sambandet mellan N och s

fortfarande Incdrt, men oo med en ldgre proportionalitetafaktor

in tidigave. D& cirkeln med vadien R, under gin vidare inryckning
passerar en ny systempunkt, minskas dter proportionalitetsiaktorn
och deita upprepas tills den vid total plasticering, d& a, =, w 0,
antar grinsvirdet nwoll.

Det beskrivaa iailenprt s&g i fig,_ 10, déar i'i betecknar den vitre
kraften just dd flyining pabodrjas nom systemet och T\ZF dr motsvaranis
krait vid total plasticering. Det yiire arbetet & svarande mot ett
givet pAkinningstillstdnl ¢ representeras i figuren av den streckade

ytan med arean

"
It
i
[a]
o
=
ko
ot
Mo,
o
N
™
LN

Bwm - owe d B Y

-

dir ¢ idr en falior bercende av kur s form,

Fér senaze bruk irvamrdkpas derivatorerna $ill 8 1med avsesende pa

respektive v och v,

! N 8 "C{
- . EN
8% oo o ad . M
R R L T T ¢ %.R‘T s TR e W Ty T}
g u o« hi S gu -
; At
{43}
-~ T o Ty
:, & s L =
28 gt N4 L a . @Ry
ot a g s A T - R X
2 v k- & 1{2 s \‘I'v’i oo av
. -
M
s e e Z 3o
On: vi enligt fig. 5 beaktar att R={a™ + b ¥2 och att
8a v
gz -4 fblier att
u
& 51 oo 4 s .
S - N H N Y ) R {44)
Ju ba 3u z o R P - K
Pate 2 oIS
A _4_' &
5N
vilkst tillsammans med det znaloga vitryoeket {8 5, BT
i .
-~ T omr oL q 3 4
grad R L I3} ii”ff’}

didr gradienten hir och i det f8ljande refererar il etf u, ves -

koordinateystem, dir z {u, v} 4r den funktion av tvd variahler,

for vilken gradienten beriknas,



14

Speciellt erhdlles ur (45} med beteckningar enligt fig, 9

cad 4
gra RM” mmf{mhz {aMg bM} | {46)

vilket tillsammans med relationen
grad ¢ = {- 1,0} {47)

insatt i (43} ger

F « N a,.* d
5 & X M
= = (- 1+ =) |
i ke R, RmM {48)
3 & For N by« d
ov. "YU REIR T, 2
o RM

Om vi sorn vittre last istdllet f6r krafien N pdfdr punktkonstruktionen

ett yttre moment M enligt fig. 44, vrider sig gruppen vinkeln

O 8] I .E“‘é_’
S =R R Ry, ¢ = “m o (49)

En kraftpolygon pd samtliga systemets inre krafter vari inkluderas
tvingskraften T sluter sig., Elementen diri representerar emeller~
tid ett moment M, Med beaktande av att T icke Jdmwmar bidrag tili

momentet visar {32} att detta kan skrivas pd formen

i
M= a3;”+§33 {50)

dédr o, ach 53 ir konstanter sorn bestimmas av punkigruppens
konfiguration samt av belastningssitustionen. Av {49) och (50)
framgdr att linearitet rider mellan M och 6. D& o v.’a‘xei' fran

0 till 4 &r By = 0 och M dédrfér proportionell med 8 . DA o uppndr
viardet 1, inleds flytning vid punkten med radien RM" varvid koeffi~
cienzerna @y och §3 memen?:ant dndras. Vid den forf;satta stegringen
av = blir sambandet mellan M och 8 fortfarande linedri, men nu
med en ligre proportionalitetsfaktor dn tidigare., Varje ging cirkeln
med radien R, f6r vixande virde p3 —gf- passerar en eller flera
systempunkter minskas sdledes proportionalitetsfaktorn fér att slut-
ligen vid passage av den innersta punkten, d& g = 0; anta grins-

virdet noll.
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Det beskrivna forloppet dskadliggdres i fig., 12 dér M, betecknar
det yttre momentet just di flytning pdbérjas inom systemet och M,

motsvarande 4r momentet vid total plasticering.

Det yttre arbetet & svarande till ett givet ¢ representeras i figuren

av den streckade ytan med arean

JP{).M i

-0 M= -w- T e : {51}
k.g RM

ddr w &r den ovan definierade formiaktorn.
Deriveras uttrycket {51) med avseende p& u och v erhdlls
P M 4 &R gR

g gé .o
( R w =
M

du ' v

vilket med anvindande av {46) tvergir i
¥ - M
k¢

grad &= - w- ;3 (aM,bM} {53}

M

Vi fortsidtter hdrefter med ett studium av det av systemet konsu-
merade inre arbetet.

For att bestdmma detta tinker vi oss vinkeln 8 successivt dkad
frén O till det av det givna ¢ genom (49} bestdmda terminalvirdet,
varvid rotationen tdnkes ske kring den stkia vridmedelpunkten C.T.
Vid uppvridningsprocedurens bérjan rider elastiska férhillanden
inom hela systemet och betraktar vi fig. 13, ser vi, att en punkt

dédrfér bidrar till det inre arbetet p med andelen
Ay mc6-R-P {54)
e 2 '

vilket via uttrycken {9) och {13} alternativt kan tecknas

R _ R i 4
A= 3 k-RO'R g‘Po°RO A "y
Pf , .
- g R (55)
R
M

Fortsdites rotationen utdver det nathg = 1 svarande virdet av 6,

delas punktméingden i tvd delméingder, en elastisk och en plastisk,
varvid grédnslinjen utgdrs av cirkeln med radien R,. Punktskarans
delkrafter konstituerar hirefter ett icke-konservativt kraftsystem,

ett _-diséipati{zti%y stern.
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En punkt i den elastiska zonen limmar bidraget Ay, enligt (55)
till det inre arbetet, varemot en punkt i den plastiska zonen
enligt fig. 43 bidrar med andelen

1 ' ' _
Afy=-5 8 R "g+ P +(R-Ry} 8- gPg {56)

vilket kan vidareutvecklas enligt f6ljande

P B .

A =Rep—ec gP .2 28 R . .p
o]

1:1:2 R o 2 kRO o o
9 . T
"Tr, &R-3% K-«
2
4 4 PO 4 . Zai.
=25 Ry e R-ET R ooy £57)

Summation Sver det totala systemet ger ddrefter det inre arhetet

B¢ 4,14 4 1
P = = ~--~;(m--m—-zgR +2'%= *TgR-p- s){SS)
Zk ¢ % g R’i& RM P

dér S, stir {6r =g med summationen utstrickt 6ver cndast den

plastiska zonen.

Nu deriveras § med avseende pd u med tillimpning av sambanden
(45} och {46)

P gR
83 o 4 .4 .4 .2 9 R M 2
bu T IR ¢l e (Bt 2ZeRGrm- 2Ry 5 Z g R%)
M
1 BR  ORM
2o Ry Zegy - Hy 2 e R)]
M
P IR
4 . L8R 4 4 . Ry 2 oR L1,
akRO[RQ:::gRBU ”RQ RM g u EgR tZg du Ry
Z
3R P
M. Q i a i
ZgR] = [-= ZgR -Z g =t
Fu ER; VTR, GENR CEBRTER,
a a
=52 2grf+ M nor)] {59)
Ry Role Bm p “
eller alternativt
-5 Zga-Zg-=+ 5 [~ ZgR%+ 2gR)I[60)
Bu kR K, % 78R TR MR P

och analo gt
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P2 B
34 o . h M, 4 2
A - gb - Sgrm + = [« D gR"+ Z gR}] [64)
5v "ER, -TE, 2 S8R TR VRS p

Ar den yttre belastningen kraften N ompskrives dessa ekvationer
enligt f5ljande. Forst ersidttes de inre parenteserna med uitrycket
i momentekvationen §28), varvid erbilles

2

¥ a :
oy o . L LT M:d , N
Sw CER. LT R ZEr-Zgg t3 i
fo) o e B M o
* {62}
3y P 1 b PmMc® N
[_W - —rr——r @
ev "ER. LT R_ZEP-Eeg t T3 5
[+ O b R O
M
Utvecklas detta ytterligare, f8r man
P . F N a,.. d
g o - 1 a N . M.
5o “EKR L-R fgr-Zegtp-ltyg—l-1+ 7 ]
20 o€ @ o M {63)
9y _ P [~i~?“ b_z",“mé-]%- PoN  byoed
av kK R “8% - <SBR K R z
(o} o e o R
M
Jimidres med {48} och {21) inses att
PZ
2y 4 98 o A
gu w av k.Ro g1
{64)
2
oy , & _as _ FE&
av T o "By " KR éﬁv
eller i vektorform
grad § + 5 - grad @ep (d, £_) {65)
[9]

Ar den yttre belastningen istillet momentet M, fis utglende
frdn (60) ach (61} och med tillimpning av momentekvationen {32)

2
28] Po . 1 ) - . & PD‘M, AM
du "KR_ [- R, iga”;g”ﬁ“}* kv y R
M {66)
Z
a1 Po Po“l\i P

‘ i [}
=g l-g Zeb-Zgglegio— - m¥
av kRo RG . p@R k-g RM
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En jimfvrelse med {53} visar, att dven dessa uttryck {6 till
ekvationen [65}.

Beaktar vinu att ¢ - &= 0 £f&s ur {65)

PZ
12 i I
grad ¥ = gt wE (% € {7
O

Liaget f6r punktskarans vridmedelpunkt bestamxﬁes direfter
enligt principen om minimum av inre arbete ur villkoret

grad p = @ {68)
Enligt {58) och {67} gdr sdvil § som grad ¢ mot oindligheten,
dd ¢ gér mot noll. Detta dr dock en skenbar komplikations som
férsvinner enligt f6rutsdttningen att punkigruppen skall vara
uppbyggd av diskreta punkter. En £8ljd av denna .féirnts‘a:ttnihg
4r ndmligen, att det alltid skall vara mojligt att uppnd total
plasticering f6r ett ¢ > (., Detta innebir, att vi £6r ett fortsatt
studlum av grad ¥ 4r berdttigade att endast behandla parentesens
innehdll och bortse frdn den konstanta faktorn. Innan denna faktor

bortkastas, skall dock ett par ord sigas om dess storlek,

For rent elastiska forhilianden 8r o m%« varvid faktorn antar

i
virdet - * Pjﬂs:Ro « For total plasticering dr w = 1 varfor faktorn

blir 5+ B°/ kR_ . Mélian dessa granser miste virdet dirior
ligga i det allmé&nna faliet. Vi kan av kurvorna i fig. 10 och fig., 12
dessutom dra den slutsatsen, att om cirkeln med radien RO undezr
sin inryckning mot slutliget, svarande mot ett givet ¢, samtidigt
pagserar ett stort antal av punktskarans punkter, vi fir ett mindre
w~vdrde och en sprrt}dare konstruktion 4n om cirkeln med radien
RG successivt passerar gamma punkter, di vi f8r ett stdrre @ och
en segare konstruktion., Ett studium av w0’ s variation inom det
elastoplastiska omréddet kan alltsd ge upplysaningar om konstruk-

tionens seghet.
Vid det fortsatta arbetet med problemets grundekvation grad § = 0

gdr vi tvd skilda vigar avhingig av om ¢ Z 4 eller om @< 1.

Vi behandlar f6rst det elastiska lgsningsomridet alltss fallet ¢ SN



Ar punktgruppen dverkad av enbart momentet M ger

grad ¢ = 0 ekvationerna

b Zgaﬁe.

{69)

o

u R

(o)
J&vaﬁfi Zghbw O

o

vilket visar att vridmedelpunkten sammanfailer med gruppens
viktade tyngdpunkt. Momentjimnvikt enligt {32} ger ddrvefter

2 z 4. M | |
B FER ® & 1 s - {70)
o - o o

dar ZO betecknar gruppens polira tréghetsmoment med

avseende pd tyngdpunkten. Multiplikation med g . R ger nu

R ., M.
C T };Omgwﬁ" R : f?i}
Q 8]

eller med ett altermativt skrivsitt

Pmg.2b ) {72}
g

X

o}
vilket 4r problemets klassiska losning,

Ar punktgruppen belastad med kraften N ger grad p =0

£
R

Zpgasn fg—*
o G

{73}
i

= Zgb=0

R’o .

vilket som forsta resultat ger beskedet alt vridmedelpunkten

Ligger pd samma hijd som tyngdpunkten.

Fig. 14 ger didrefter sambandet
2 2 2 2

R®=a’ b g{f+c}z+b mrl b £t 20k {74

~

som insait i momentekvationen [28) gex

1 242 e . . N y
émg Zgr -{”R-;f*Zg-PZfZga:.adPO £75)

19



Med Zg % I, + Zg =5 och Zgc = 0 erhilles

-Ri-—{lo-{-fzbs}m-g&md-gl—- {76)
o] & Q

dér I betecknar gruppens polira trogheismoment med avseende
pé vridmedelpunkten, N/ P_ enligt {76) insatt i den forsta av

ekvationerna {73) ger

4 1 . _ ..l...., 2
RZg_{f-ﬁ-c)mﬂﬁ* f-S-—»dR {77
o o fol
varur erhilles sambandet
I ;
defm , {78)

Utnyttjas att d = e + f kan vi vidareutveckla enligt f6ljande

{e+f}-£meef+f2'aéf-— ‘ {79)
eller
c-£.5+85. =1 +£ .5 {88)

vilket slutligen leder till den av K W Johansen loc. ¢it.

angivna lésningen
I
e« f= -'—*S'-" (81)

Hirefter dr med anvindning av {9), {76}, {78} och (81)
M,

= o . S S d - N 4. e N_ . .
P=yg PO Roag R . 7 :::g.e i =g IO

(s2)

Exempel 3. Fig. 15 visar samma nitférband som behandlades

i exempel 1, dven belastningen dr den samma, varfér vi direkt

ur {841) kan beridkna ‘

L3170+ af
15 7+ a

= 5a vilket enligt {82} ger

f =2 a

Nu ar R'M

{ 5a 4
P * ® ° = smmene
k4 """“'3 =2 N "‘“““"“2 = A N=0.i6TN

alltsd samma resultat som vi erhsll i exempel 1.

20
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Inom det elastoplastiska Idsningsomradet, fallet ¢ <4, kan vi

i allminhet icke 18sa ut koordinaterna {u, v} 6r vridmedelpunktens
lige, utan vi fdr nioja oss med att konstatera, att vérf problem nu
i1 Aterfort till det triviala att soka minimum av en funktion av tva
variabler. For detta har vi till férfogande de tvd derivatorernadf
ach & v enligt {24}, vilket &r tilirdckligt £6r problemets lésning.
Den numeriska behandlingen Sverlimnas med fordel 4t en data-
maskin, varfor det dr nodvindigt att uppstilla en ldmplig algoritm.
Detta géres i f8ljande kapitel. Hir skall vi belysa nidgra genom

analys atkomliga specialfall.

Vi betraktar en punktgrupp belastad med enbart moment, didr
belastningen antas stegrad till brott, varmed vi hir avser att
pdkdnningstillstdndet ¢ = 0 intriffar. ‘

Villkoret grad ¢ = 0 kan i enligt {45) skrivas

(83)

SZgR

Hirmed &r utsagt att vridmedelpunkten f8r en punktskara, dir
alla punkter har samma vikt, i brottstadiet &r den punki, som
karakteriseras av att summan av avstinden frin den samma till
konstruktionens samtliga punkter &r minimal, Punkten med den
omtalade egenskapen dr Torricellis punkt {Evangelista Torricelli,
1608-47), Den spelar en viss roll fér Torricellis princip, for

vilket redogdrs i hans bok De Motu gravium naturaliter descenden~

tiurn et projektorum {Florence 1644},
¥or ndgra enkla punktfigurationer kan Torricellis punkt direkt angese.

En konstruktion med endast tvé punkier miste £for att upplyvila jam-
viktsvillkoren ha sin vridmedelpunkt belidgen pé linjestycket som
begrinsas av de tvd punkierna. I sjélva verket kan en godtyckiig
punkt pi detta liniestycks betraktas som Torricelli punkt 61

ifrd gavarande konstruktion, For en konstruktion med tre punkter
vilka bildar hérnpunkier i en triangel, dir ingen vinkel dr 120°
eller stérre kan Torricellis punkt bestimmas ur fig. 16, Denna
visar att villlkoret £6r kraftjidmviki dr, att vinkeln mellan krafterna

tvd och tvd alltid méste vara 60° oberoende av triangelns form.
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D4 vinkelsumman i fyrhérningen ATBE skall vara 360° blir
dérfér vinkeln ATB = 4209, vilket innebir att punkten T ligger
pd den geometriska orten for de punkter, frin vilka linjestycket
AB ses under 1209, Orten 4r en cirkelbdge. vars konstruktion
framgdr av figuren. Upprepas konstruktionen f&r de tvs andra
triangelsidorna erhdlles tre cirkelb8gar, som skdr varandra

i Torriceilis punkt.

Exempel 4. Rékna med enbart momentiverkan pd konstruktionen
ifig, 16, Vid flytgrdnsen sammanfaller vridmedelpunkten och

tyngdpunkten med koordinater { - —%—, -g—- J

Nu berdknas

R

As:ROéa/:‘:QSEwE R, = 3,902 R, = 2.749

B C

Flytmomentet dr da
, p )

o 2
MimRO PU+P§:~{RB %Rc}gggf)é‘?o

Vid brotigrinsen sammanfaller vridmedelpunkten och

Torricellis punkt. Enligt figuren 4r brottmomentet

M =10.97 - P
o o

Sedan flytmomentet har uppndtts, finnes s3ledes en yiterligare

hilifasthetsreserv om ca 15 % innan konstruktionen kollapsar,

Exempel 5. Vi betraktar en punktgrupp enligt fig, 417 med
tre punkter placerade som hérn i en likbent triangel.

Ala punkter har vikten 4 och konstruktionen angripes av
enbart moment,

Ur {9) erhilles

h ~-a i o
Paliif.p 2t ofn.a). 2 {84)
Ro < @ M
Ur kraftpolygonen fis .
P
Pu 2eP «siny=2saszo {85}
M
(84) och {85) ger darefter
Z{h-a)=za {86)
eller
h £87)

-§.+Zgo
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Relationen gdller d8 h -5 < R vilket villkor kan omformas

till det likvirdiga villkoret

7 "5 &
tg ¥ < Ewg—fjﬂ £ % g} {88}

For ¢= 0 erhdlles tgrtyj < *%—-:%- doves. 4P < 309,

Om villkoret 4t uppiylit, gdiler enligt {87) a = h,

Viljes den sdledes bestimda Torricellis punkt som vrid-
medelpunkt, uppiylles dock icke den horisontella projektions -
ekvationen. Problemet har siledes logen 16suning £8r ¢= 0 men

vdl £6r alla ¢ % O,

Om, = 0 och &, > 30° finnes en lésning, som dock inte
bestimmes av {87}, Torricellis punkt bestdmmes i detta

fall av konstruktionen i det fore gdende exemplet men fram-
gir £6r 6vrigt av kraft trxangem dér f6r P = P erhilles y = 309,
For ¢ = 1 erhdlles tg ’(ﬁl’{ N3 mvﬂsa o < éGOa

Om villkoret dr uppfyl t gdller enligt {87) atf a = .%,, h.
Vridmedelpunkten ligger sdledes som dven tadlgare vigai

i de tre punkternas tyngdpunkt,

For en konstruktion med fyra punkter placerade i hérnen pa

en egentlig konvex fyrhérning sammanfaller sis om framgir

av fig. 18 Torriceilis punkt och diagonalernas skérningspunkt.
Principen kan utstrickas att gdila for ett godiyckligt jamt antal
punkier placerade pd sidant siit att férbindningslinje rna mellan

punktparen skir varandra i en och samma punlkt,

Som omedelbart inses dndrar sig icke liget av Torvricellits punkt
for en sddan figur dérest en eller flera punkter férflyttas efter
den halvlinje som utgdr frén vridmedelpunkien cch innehiiler

punktens ursprungliga lige.

Dessutom inses att om man hay bestdmt ldget av Torricellis
punkt f8r en trepunktskonstrukiion férindrar sig icke detta,
om man utbkar till en fempunktskonstruktion, direst férbind-
aingsiinjen mellan de tillfogade tvg punkterna innehiller den
ursprungliga vridmedelpunkien., Efter dessa regler kan man
iblard uppleta Torricellis punkt f8r mera komplicerade punkt-

konfigurationezr,
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Lastfailet kraft inom det elastoplastiska lsningsomridet
dr 4n mindre tillgangligt f6r en analytisk behandling.

Vi skall dock som avelutning pd detta kapitel ge ett enkelt
exempel,

Exempel 6. Vi betraktar en punktgrupp enligt fig, 19 med
endast tvd punkter, den ena med vikten 1 den andra med
vikten g, Punktgruppen angripes av kraften N verkande

vinkelr4tt mot punkternas férbindningslinje.

Enligt (9} géller

: g g
Peg + P ocfe B 0.5 o2 20 o
< o R R @ o l-a ¢ s
M
En vertikal projektionsekvation ger
P -P+N=s0 _ {90)
som med P enligt (89) insatt kan skrivas
g N
a(1+2) 1 s g N (91)

9]

Momentjimvikt kring vridmedelpunkten C.T. ger

a2+ Ph{l-a}eP -{ate)e Nuo £92)
som med P insatt ger
Z‘ gO‘ z i . 5 N ;
a f_i%";‘—)-}l -Zalm_{a-l-e}.il—ag-ﬂ"f,‘“ {93)
o

Elimineras NfPO ur {94} och (93} erhiiles efter hyfsning

sambandet

&
a= e {94
¢+go°l+e

el

Relationen géller under forutsits tningen a < R, « vilket

kan transformeras till det lLikvardiga Vlllkoret

1+ < gy o (95)

Om detta villkor ej dr uppfylltg ga};ler ett pa likartat

siit hirlett samband
-4
: | 6
a = t}?"i n . = R A {C} )

ol+e

{89)
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For g =2 erhilles ur (89} och {91) for olika e-virden

4
e = oo am¢+2-1 {97)
¢ )
e =l amq}_g_i'l {98)
1 3
en-é—-l anga_i‘?}’l .‘_699)
e=0 a =1 {100)
N a = «1 {101)
) Te-2 ‘
e= -1 ' a=0 -~ f102)

De ur dessa uttryck beridknade sambanden mellan e och a
dskddliggsres i fig., 20 for pikdnningstillstinden ¢ = 0,5

och ¢ =0 o Som framgdr ger de erh8llna issningarna for

¢ =0 svar som, bortsett frin de tvd triviala fallen e = 0 och
e = - 1, strider mot jimviktsekvationerna, Fér o= 0 har

problemet sdledes generelit ingen losning.

Om wi betraktar grinsfallet e = 1 ser vi att a berdknas

enligt (98) d& e nirmar sig detta virde frin héger.

Dérest i stillet ¢ ndrmar sig virdet 1 fr&n vinster beriknas
ur {96)

4 )
as "‘m——“i £193)

Det existerar alltsd en neutral zon av lingden

i, AN S A
i~{-cpl"i+go }'"‘f‘aw'r-tp 1 ‘(104)

inom vilken vridmedelpunkten aldrig kan falla.
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Algoritm

I foreliggande kapitel skall presenteras en algoritm foér berdk-

ning av blkand annat vridmedelpunktens lige. Algoritmen har
skrivits som en procedure i ALGOL 60 {se t.ex. [ 4 1), varfsr

den dven kan anvindas som del i ett datamaskinprogram. I slutet
pd kapitlet skall exempel givas pd ett sddant, som har nyttjats vid
berdkning av de senare visade tilldampningarna, men f6rst visas och

kommenteras algoritmen.



g

rosedure Pim TLoxp.yn,pei %0, 30, 6., b )y

: ?‘n ¥o.oUsl. oy

o+

feal 8%, 8y,u.v.ut v w2 w2, d,e. " hy

gwn resl S5,%,u0,v0,ut, vi, =i, co,el,h0,R0,mi, epsy
BAITRY &,b,RE[f:EGG};
own reml array xi,yi,R[1:200];
gwitch parti=gravitycenter, cosrdirans, twigtcenter,forces
resl procedure RM(p,ql:
value v.gs resl p,o;
beglin Intever i
resl Upp.ag,rr.re
Ui=0s for 1:=t step 1 until n do
begin ppi=ali]i=xi[1]eps qotebl1]reyil1]-q;
rr:=R[ 1] :=ppeppiqoxags ri=R{1]:=aqrt{rr);
;.,:'.’: r20 then begin Ui=rp mi:=i end

ends
R
gnd RM;

resl procedure derivie,t); velue b
intezer t; array cp
begin integer 1:
regl sumi, swm? RO, U;
suml s=mun=0s
RO:=TiRM(u, v)e
for 1:=t gtep. ' until n do if RI172RC thea
sunrt =sumt +gf 4 I (17 R Rfi]nﬁ then O glse of1]/RM1]) else
mumﬁ'm%um?+pfiiy“ i] .
Uimgum! +{1" RO=0 then O else sum? /RO,
17 %40 then
beain smw?:=sum2:mﬁg
Tor i:=t sten 1 until n do if ﬁri]zﬁo then
sumi‘mﬁum1+gflfxﬁ{§1“élﬁe suw?‘~sum?+grijx32[i]g
su r=sumt +{ 17 RO=0 then O glge sum?2 /RO s
Ve, waum1/§6~ﬂ)
guds deriv:w.i]
end deriv

- veal provedure (v, e, t); wlue ts

#‘“

iateger Ty reml s arysy of
begip renl at,d2;
ate mderwvgc tis L1f &=C then bealn wisk: go.5¢ 12 gndy
hrwagign{at habslh);
it: rmtiehy d2:=derivie,t s
it {i{’!xd%{} then wisttthed2 /{a1-a2) else
begin d11=d2y go te L1 gnd:
?ﬁﬁ;
of pvaceﬁure:
2o %o part{tl;
vitycenter:
Bri=Byr=Bi=] =0y
Zor 1= glep | il e g
u{} =S /8 ; V{}'-‘Sy‘/cg H

5
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T opal C’} nsicO then
,t;gg; uwhr=uly vii=vl,
for iv=1 sten ' umtil n do
begin xiliTienfy 7* yifili=y{1] ena
&nc else '
Legln vi=nsl /ST, PQ%’??QR‘ git=sin{v); coi=cos{v};
Ut el - vihetory
vir=ulxco+vsesiy
For 1= gtep 1 until n do

bepin »if1]: w:rf‘faéxaix Pﬂca;
yifd j s=xl 1 jxco+y\_ij><5*l

- end
£2g5
congtants
1f i m begle hOo:=RM{ut.vt)/10; e0:=h0/20; eps:=e0/5;
for 1:=1 glep ! unbll n do T:=T+al1hR2[1] end;
Twigteenter: ,
ni=h0s x0:=ur=nl t=u2i=uty yOr=vi=v! i=v2isvhy J:i=0;
;i*“ psi(() then begin i: =Oe f:=0y go o 17 fi(‘! then 11 glse rotation end;
cr=11 pai=00 then ¥p elase xpesi-ypxco: &!l=deuty :
;;S‘ ah&{e}(mt} tl;;gg; g0 to translations
1=l /8 /ey wOimuient ety fiedy
if 7125 then go ko 12
B j:z’l +3
W0 szl rew{u. e, )
VCﬁ svitavdeste( v, b, 0}
ar=zart{ (vl w2 }?f?@—(v‘; -v2 112}
:jj_, ereps then begin LT 321 them ho=e; ul:=u2y vli=v2; go to L1 ends
2 31f pel=00"psic0 then go to rotation
20 teuBegl #vAaeooy
¥ r=au2ncobvBiBY g
rotation:
RG:-—*‘ixRM(uQ v2 s
1L 11 then begly Sx:=By:=0; for f:=1 glep 1 uniil »n do
it ffﬂ.}R{} tn@m Sw:=Bu+gl 1 Rl 1] g_lagg,g Sy:=Sy+ef 1 herof17;
Mwsﬁiy‘ RO=0 then O else Sy/RO) end eise M:={@erta4T } /RO;
LT pei20 then bepdn Timd.uly N:=M/¢ end else N:=0j
i“ 7140 then go to L%

e
¥
&
¥

cont ol
C ByieSy m"}z -
Jer iv= glen ' uatil » do 17 Rl il2eps then
Legin Sx: »Sw«gf’i wal11/R( 115 Syr=By+ef 110l 11/[1] eng
1 sart{{Sx-N} ?‘%y?ﬁ}}gfﬁ?ﬁ{ﬁ}ﬁﬁﬁf} then
‘begi el 0 go to bwistcenter @z&&;
LA Hresbe(N}; go to forcey
transintion:
- We=lf 137 then S/71 else
Me=y

9]

H

il m=0 then beglp mismiy Pieil £1¢) then g[mi] sise
g,krﬁi]f*"? end slze
Peail M= E&%& begdn 1f fi<0 then efm] else ofw]/T1 end
w‘is beein 12 Rimi<eps t‘ﬁen 0 else

1t R[mizR0 %h% gf!"ﬁj glse gimpR[m] /RO end

ayed B
u&z LR

™y
A

By
=N
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Proceduren forutsdtier de globala variablerna x, v, g och n,

dédr n dr av iypen integer och anger antalet punkter i punkt-

gruppen; medan xg ¥, g [4m] 4r deklarerade array och anger

punkternas koordinater i ett godtyckligt valt rdttvinkligt koordi~

natsystem jdmte punkteranas vikter,

P antar vid anrop virdet av punktkraften vid punkt pummmer m .

Punkterna antas hirvid numrerade i l6pande f61jd med bérjan vid

i.

De formella parametrarna har f5ljande betydelse:

Input.

Xp; ¥vp ¢  koordinater fGr en px:;nkt. pad den yitre lastens verknings~
linje for fallet dd den yttre lasten dr en kraft, D& den

yitre lasten dr ett moment 4r xp, yp odefinierade.

psi : vinkeln mellan x-axelns positiva rikining och verknings -
linjen for den yttre kraften, varvid giller relationen
06 < psi < 4809, Direst den ytire lasten &r ett mo-

ment,; sdttas psi= - 4,

ts en parameter som via en switch styr berdkningens om-

fattning.
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Input/ Cuiput

m: som input anger m nummmer pé den punkt fér vilken kraften
P onskas berdknad, Dérest m = 0 vid anrop, fis som

output m = nummer i1l den mest ans tré’.ﬁgda punkten,

fi e som input anger fi det bnskade pdkinningstillstindet ¢ for
vilket konstruktionen skall bersknas, Direst problemt icke
har ndgon lésning f6r ¢ = 0 genomfdrs berdkningen f&r

¢ = 0,01 vilket virde fi antar som ouput.

Qutput

x0, vO: de sokta koordinaterna till vridmedelpunkten. Fér ren-
odlad translation dr %0, v0 odefinierade.

N: mot pdkinningstilistdndet ¢ svarande ytire kraft. I fallet

dé den yttre lasten 4r ett moment, erhilles N = 0.

Mz kraften N“s moment med avseende pd vridmedelpunkten.

Far rencdlad translaiion erhdlles M=0,

For savdl P som N och M avses den med hinsyn tiil kraft dimen-

sionslésa foxmen, varisr resultatet skall multipliceras med PO p

Vi Gvergir hirefter till att konimentera procedurens interna deklara -
tioner, av vilken endast de tre procedurdeklarationerna skall gbras
till fSremal 6 en nirmare forklaring.

real procedure RM {p.q) 3 RM ¢ stérsta avstindet frin punkt {p; q)
till ndgon punkt inom punkigruppen. FProceduren beriknar samiliga

avstdnd och uipekar det stérsta. Alla beriknade avstind liksom

kvadraten pd dessa samt radiernas projektioner a respektive b
pd koordinataxlarna sparas f6r eventuellt senare bruk. Dessutom

antecknas numret f8r punkten vid RM,

real procedure deriyv 5:93 tiz deriv antar virdet pd det inre arbetets

derivata 1 punkt fu, v} med avseende pd antingen u eller v.
Vilken som skall viljas styrs via parametesn ¢, genom att denna

sdttas lika med antingen a eller b Derivatorn beriknas med ute-
o ;
i+w

ldmnande av faktor . k; {ifr 67} enlipgt uttrycken
o
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77777 1 a 4 4 2
o -m Fer-Feg v g (g FeR +3eR)
s O
: ., . {105)
CrwFsP-Rew

vilka erh8lles ur {24} i kombination med {28).

{105} kan skrivas i den gemerella formen

1 c i, 1 2 |«
= - ﬁo%gc~%g~§ +-af~(*-ﬁ0 E_éZgR +—>§gR) {106)

dir ¢ stdr for antingen a eller b. Om den sista termen skall
medrdknas eller ej, beror nu pd om derivatorn dnskas i n-led
eller i v-led. Termens medtagande eller uteldmmande styrs via

parametern t.

real procedure w [kic.t). Enligt {58) kan vi uppfatia en vriden

punktgrupps inre arbete som en funktion av de tvd variablerna

u och v. En geometrisk avbildning av denna funktion #r en krokt
yta, {0r vilken gdller att projektionen av dess ldgsta punkt pd
u~v-planet &r punktgruppens vridmedelpunkt. Ett plan parallellt
med antingen ’}bwuwplanet eller v~ '}(/ -planet skdr ytan i en kurva,
f6r vilka vi nu stker ett approximativt virde w pd den oberocende
variabeln svarande mof kurvans minimumspunkt, Tekniken dr
isljande. Med start i en given punkt beriknas kurvans derivata i
den betraktade rikiningen med hjdlp av proceduren deriv.

Dédrefter gis ett steg med en given steglingd h i den riktning som
1ox oss till en ligre punkt pd kurvan vilken rikining bestims av
derivatans tecken. Detta upprepas tills vi har bestdmt et inter-
vall av ldngden h for vilket gdller att derivatorn har motsatt
tecken i intervallets bida dndpunkter. Kurvans minimipunkt ligger
d4 inom det sdledes hestimda intervallet och utpekas approximativt
som lidget fOr minimumspunkten f6r en andragradsparabel med
samma tangeatluiningar i intervallindpunkterna scm den betraktade
kurvan. Férfarandet belyses i fig. 24 didr w framriknas ur

uttrycket
d

1
w®u, + = *h {107}
iody- ds

Av procedurens parametrar har ¢ och t samma betydelse som

i6r procedure deriv och k 4r det stegvis . framdtskridande virdet

pd antingen u eller wv.
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Den egentliga algoritmen kan nu kommenteras label f6r label.

[4

Begin of procedure:
Hér vdljes var { det f6ljande programmet berdkningen skall starta.
De alternativa mdéjligheterna framgédr av switchlistan och valet

styrs av parametfern t. Fi8rsia gingen méiste t &siitas virdet 1.

gravitycenter:

5= Zg jamte ldget for punkigruppens viktade tyngdpunkt berdknas.

coordirans:

for fallet dd den yttre lasten dr en kraft har vi vid deduktionen av
alla formler hittills forutsatt den vitre kraftens verkningslinje
parallell med y-zxeln, Som visades ovan dldgger vi icke kraften
uppiatiad som aktuell parameter denua restriktion utan vrider i
stdllet koordinatsystemet, tills villkoret dr uppfylit, och vi kan
nyttia tidigare hirledda formler.

constants:

Forsta gingen algoritmen genomldps berdknas hir vissa initial-
vidrden, hl, o0, eps och I. Di RM hetecknar stérsta avstindet
till ndgon punkt riknat med avseende pd tyngdpunkten giller
féljande samband

Ay

[
Caf

B
&

el = RM {108}

[
]

]

[N

too - BM

!

eps =

-

ddxr b0 betecknar startvirdet f&r den under procedure w. omtalade
steglingden h, €0 och eps kommer att omtalas nedan, I betecknar

hir punktgruppens poldra troghetsmoment med avseende pd tyngd-
punkten. | :

twistcenter;

Detta dr algolritmens centrala avsnitt dir vridmedelpunktens lige
berdknas. Forst undersskes om den ytire kraftens verkningslinje

gar genom punkigruppens tyngdpunkt., Om g8 4r fallet blir gruppens
rirelse en rencodiad translation och punktkrafterna {Hrdelas efter vikt.
Oundvikliga avrundaingsfel gér, att vissa grédnser fir anges inom
vilka den ytire kraften skall Iigga, £6r att translation skall anses fére-

ligga, Hir hax valts toleransen T a0 enligt {108} och vi skall ett



Ggonblick uppehdlla oss vid konsekvenserna av debta val,
Dé avstdndet frén punkigruppen till vridmedelpunkten &r mycket
stort, vilket dr fallet vid kvasitranslation erhilles praktiskt taget
samma punkikrafter f6r alla virden av @, d8 ¢ ligger i intervallet

0 <e< 1. Viar dirfor berdttigade att berikana vridmedelpunktens

lige enligt uttrycket {84}, som i samband med &0 enligt (108) ger

200 . 1
i m _(109)

Vid en antagen punktidrdelning svarande mot en konstant punki-
intensitet pd periferien av tvd koncentriska cirvklar ¢ av vilka
den ena har dubbelf sd stor radie som den andra, erhilles direst

samtliga viktar dr lika med %

2 2, 4,1 2_ 3 2
= Byt galy Ry Ts e Ry (140)
som insatt i {109) gex
2
200*3&I1'RM ~
£ > 3on Ry = 150 « Ry, {114)

Maximala felet pd en punktlast berdknas didrefter till

R..+ 4+« R _+ne 400
* R v‘%’-sii}ﬂm M M )
M N 200,3511.,1{22% _

AP‘ N - a0
5 100 = 7

% 0,67 % {(112)

vilket visar ait de fel, som kan uppkomma ganom bortseende
frin en viss liten excentricitet, 4r av acceptabel storleks-
ordning.,
Dérest translation icke kan anses fér eligga, berdknas vridmedel-
punktens lage enligt uttrycket {84). Om ¢ 21 4r det sdledes be-
rdknade laget definitivt, Om 2 andra sidan ¢< 1 miste en justering
ske med uigingspunkt frén det berikaade. Et plan parallellt med
“ié‘ -u-~planet innehdllande den funna vridmedelpunkten betraktas,
Punkten w y Pestdmmas i defta plan och ett n‘yt‘r plan parallellt med

- u pla.net l8ggs genom w ue = detnya p.Ea.net bestdms W ach
avstindet e mellan startpunkien och punkt l{'wu, B v} berdknas och
jamiras med eps enligt {108}. Férfarandet upprepas med feljande
modifikationer. Som staripunkt i nista berdkningssteg vidljes punkten
('Wu; Wv) ach steglingden ingfende i procedure W sités lika med e .
Sédledes fortsdttes il forsta gingen relationen e < eps dr uppfylld,

d& berdkningen avbrytes,
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rotation:
I detta avsnitt berdknas M cch N,
control:

D3 f5x @-»{ vridmedelpunkien konvergerar mot en av punktgruppens
punkter kommer punktkraften vid denna punki momentant att ut-
sléckas; d& grinsen nls for ¢ = 0. Som framgdr av exemplen 5 och
6 kan det di intridffa att jamviktsvillkoren hidrefter icke dr uppfyllda
och problemet s8ledes ingen ldsning har. Den hir betraktade algoritm
vill 1 en sidan oméjlig situation felaktigt utpeka denna till konstruk-
tionen hérande punkt som vridmedelpunkt. Fér att hindra detta verk-
stélles en kontroll baserad pd de tva brojektionsekvationerna. Om
dessa icke safisfieras; med en viss tolerans, dsittes ¢ det nya
virdet 0.01 och berdkningen gérs om, En svarighet 4r emellertid
att hidr fastsdtta en passasde tolerans. Fordrar man 4 den ena sidan
att krafisummorna skall vara exak: noll skall man med tanke pd
oundvikliga avrundningsfel med sikerhet aldrig finna jamvikt., Tilldter
man & andra sidan ett for stort glapp i kraftpolygonen férlorar
kontrollen sitt virde. En rimlig avvigning av glappets storlek har
forsokts enligt foljande. Ifig. 22 anger punkter {u,v) den verkliga
vridmedelpunkten svarande mot pikinningstillstdndet ¢ = 0 och ett
givet kraftlige, P4 grund av det iterativa f8rfarande som tillimpas
vid berdkningen hamnar. punkten i stillet nagonstans inom yian av
den visade felcirkeln med radiens ¢. I fortsdttningen antas att det
ogynnsammaste infriffar ndmligen ati den bersknade vridmedelpunkten_
kommer att ligga pd cirkelns periferi. Vi inskrénker oss hirefter
till att studera endast den vertikala projektionsekvationen vari
ingdr summan

g :,% (143)
och vi bérjar med att underséka storleken av bidraget till felet
i denna summa hidrrdrande frin en godtycklig punktkraft,

Felandelen kan enligt figuren tecknas

a. a)/' . - F
Asga - g5 =g (cosy - cosy”) (114}



Som framgér dr

, _ R+siny - ge5in@
gy = R cosy - £rcosb (115)

vilket i samband med {114) och under antagande att —é—- << i

ger
Aﬁgasiny'siﬂ{y~8)'—§{- {116}

Liter vi nu vridmedelpunkten rotera ett varv pd felcirkeln

beriknas medelfelen tild
Ny

1 Z
&mmﬂ:{;‘-‘ﬂ gs...._gslnyf sul('\fmg)de#""—g R Ism\{ (‘l‘i?)

vilket samband &skidliggors 1 fig. 23. Som framgar 4r

medelfelets maximala virde

" .--%-— L4 3 n-ae—-
Sam ™7 8K (118)

Det stérsta totala felet &, erhilles nu genom summation dver
samtliga inre krafter. Summationen baseras pé det maximala
medelfelet A - varfer vi med hinsyn till den i fig. 22 visade
fsrdelning uppskatmmgsms viljer att multiplicera med Nt i stdllet
i3r med punkternas totala antal n . Som medelradie vdljas Ry s

diar R, ridknas med avseende pd tyngdpunkteng och som medel-

M
vikt réknas $/n. Vi erbdller dd
2'..0._§—-u,_..§.,..._s .,.-..g'_..c,...f.:_.,. 3 S E
553w T Ry, Vs 5oge (449)

Med s/Ry, enligt{108) ger {449)

4. .8 ,
5% 560 gm (420)

som, med hinsyn till att ets liknande bidrag erhilles frdn

kraftpolyganens horiscntalprojekiions justeras till

“on ﬁ‘ 5 S
B % 000 B . {424)

translation:

{67 fallet renodlad translation berdknas hir N.

force:
3 detta sista avsnitt beriknas punktkrafien enligt utirycket {9)

Vid tillimpning av real procedure P har fsljande algol-program

begagunats:



dot structure:

J&g in nbgggg ident.alfe. n,nm,nfi np, e, i, i, %, a0,

real psi,FMN, =M, vM, 7

grray Xr}_gr1 ?0(}3&:;. X_ﬁf}rp['i 120
inteser srvay ml1:2007;

gwitch styri=11,12,13, 15, 18
comment insert procedure Pig

LS
~a

identi=read: n:=read; al@ rerends tis=tg
for 1= gtep 1 untilin
'bgg;n xf1]i=read; ¥yl ?~-1~ea@; glili=1f alfe=1 then 1 else rTead eng:
=ready
igg 1t=1 ghep 1 until mm do m{il:=17 nmen then 1 else read
nfii=read; _
for 1:=1 ghep 1 until nfi do 17 1]i=read;
17 te! then go %o styr{read];
peli=rend; 1f t=3% {hen t:=2;
LI 1 then go tg styr{resd| else if psid0 then
hegin nni=rend; '
fer 1=t glep 7 uniil nv do
hegin ol i]:i=read; yo[1]t=read eng
gnrd glse npisty
Lf t# then go to styr[read]y
Tor i:=1 sten 1 uypiil nn do
begln 17 1 then Li=7
Tor §:=1 step ! watil nfi do
hegin Lf 1 then ti=3; fretil i)y
For e stwl Tountil nm o do
bggin 1T 741 then ti='s o
Fr=P(a, . mflhmfz}ppm xhsyM,I% Mt s
i.,ﬁ J=1 =1 then
begin punch{t)s punch{i}; print{5,0,ident); punch{8);
print{t,0.n8)r if psiz0 g;gg begln for er=1 ghep 1 until
i n<10 then 10 else 4L n<100 then © else 8 do
punch{o )y print{3,2,p81 }: punch{0); punch(0};
vrint(5,2,xp[ 11); print{ypli]) ends pumen{1) end
12 =1 then
begin mmen(t); print(3,2,7); print(5,3,8); print{M);
1L M0 then beein punch(0)s print(5,2,xMM);
print{yM]) gnd; punch{t } ends
print(6,0,q)s print(3,%,F); punch{l}
gnd ¥

Ja

4

end J
end 1; t:=%; go Lo styr| read];
go to dot struc*“fe

i



Programmet som uteslutande dr av administrativ karaktidr skall

icke nirmare kommenteras utan det fir rdcka med en hinvisning

till fig, 24, dér ett flddesdiagram visar dess struktur. Av pro-

grammet inldsta variabler har den betydelse som framgir av

tabell 1.

Tabell 4. Datz {6r programmet

Y50t structure’f,

Identi~

fierare Type Begriansning Betydelse
ident integer Punktgruppens identifikations-
nummeyr
n integer | 2< n<200 Angalet punkter 1 konstruktionen
alfa integer 0.1 En parameter, ¢ =0 innebir at
kongtruktionens punkier har
olika vikter. a = 4 innebdr att
samtliga punkter har vikten
g =4
t integer | 1<t <4 Berskningsstyrande parameter.
Se real procedure P.
X ¥ array Punktgruppens koordinater
g array Punkternas vikier
nm integer | 4<am<n Antalet m-virden
m integer Punkitnummer f6r vilka punkt-
array kraften dnskas berdknat
nii integer | 1S nfi<2o Antalet ¢-~virden
fi ATTAaY [fiJ> 0 Pikénningstillstind ¢ f6r vilka
berékning skall ske
psi real 00<psi <480 |  Vinkeln med x-axeln och yitre
Teller | kraftens verkningslinje.
' 1 psi= -1 markerar ren momeht-
h verkan
np integer | 1<np<20 Antalet kraftligen med samma
psi.
1XPa2 VP array Verkningslinjebest&émmande
punkter for parallella kraftligen
B integer | 4<p <5 Berikningsstyrande parameter

enligt fig. 24.
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Tilldmpningar

mESnEs mgwp,m

I det foljande skall det utveckiads programmet demongtreras pé
nic enkla exernpels vilka har berdknats pd datamaskinen SMIL

vid Lunds datacentral. Dy of annat sigs har alla punkter vikten g = 1.

Exempel 7. Fig. 25 visar &nou en ging den nitgrupp som vi redan har
behandlat under elastiska forhilianden i exemplen 1 och 3. En genom-
rikning med sarmma kraftldge som tidigare gav inom det elastoplastiska
pakinningsomridet den i figuren visade vandringen av vridmedelpunkten
vars lige har markerats for o= i {- 022 )0s For p=1dr vridmedel-
punkten bestdmd av koordinaterna {-28,0} och kraftens storlek N, = 6 - P -
Den successiva stegringen av N slutade vid brojtvirdet

N_ = 9.143 « P_ med dértill hérande vridmedelpunkt {-1.76a, - 0.54a).

Av figuren framgdr att den maximala punktkraften vid brotf dr

P = 0.1095 Nc.u . Ett mitt pd konstruktionens seghet har man i for-

max
hillandet No/Ni . vilket for det betrakiade lastliget blir

No . 9.143 o,
Ny 6.000 7
vi kan s3ledes efter ati ha uppndtt flytlasten stegra N med ytterligare
52 9, innan konstruktionen kecilapsar och kan ddrfdr klasggificera denna

kombination av konstrukiion och lagt som seg.
@ -

Exempel 8. Det exempel som iliustreras i fig. 26 behandlar samma
konstruktion anstréngd il samma pdkinningstillstdnd (¢ = 0.8} av

en yttre kraft i samma lige som vi studerade i exempel 2, Medan

dir punkternas rérelser var bundna av den inférda tvingsmedelpunkten,
4r nu tvAnget bortiaget sd, att konstruktionen sjilv kan vilja sin
naturiiga vridmedelpunkt. En genomidrd berdkning ntpekade punkten
med koordinaterna {-6.29, 4.65) som vridmedelpunkt och den i
figuren visade konstruktionen av kraft- och linpolygon pa de hirav

bestimda punktkrafterna visar att detta var korrekt.

Exempel 9. Vi studerar den i det {éregiende exemplet betraktade
3 -punktskonstruktionen di den yttre lastens lage dar det i fig. 27 visade.
Exemploet skall illustreras etk fall, ddr vi erhiller en ling vendring

av vridmedelpunkien inoin det elastoplastiska pikénningsomrddet.
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D4 den ytire lasten vixer frdn 0 till {lytlasten Ny =0.775 - P
ligger vridmedelpunkten fast i punkten { ~2. 79, 1}. Flytning
intraffar na vid punkt 3. En yiterligare stegring av N sétter déir-
effer vridmedelpunkten i rorelse efter den i figuren visade krokte
linjen fram till brytpunkien, vilken uppnds samtidigt som flytning
pdbérjas vid punkt Z. D& N fortsétier att vaxa f6ljer vridmedel-
punkien sedan den ri&ta linje som pekar mot punkt 4. D3 denna
punkt uppnds intrédffar en oméjlig situation efﬁérs om vi uu icke
kan satisfiera jimvikisekvationerna. Konsekvent gav berdkningen
enligt programmet for begird vridmedelpunkt vid ¢ =0  detta f&r
¢ wm 0,01 varvid N antog virdet No m 4,023 - P_ - Konstruktionens

seghetl vid det givna lastldget uttryckes sdledes genom

2

Yo t.023
N, T 0,773

= 4. 32

Exempel 40, Vi betraktar dn en gdng 3 -punktskonstiruktionen frin
exempel 4 enligt fig. 28 a. Som f@rut 4r belasiningen enbart moment
- och pdkiunningstillstdndet ¢=0. En berikning av ldget for Torricellis
punkt gav { - 0.46, 2.23) i dverensstimmelse med vad vi tidigare
fann genom en geometrisk konstruktion. Brottmomentet berdknades

samtidigt till MO = 40, 97 PO .

Enligt vad somn sagts i kapitel 4 {sidan 00} kan vi utska den aktuella
punktgruppen till en 5-punkiskonstruktion med bibeh$llen Torricellis
punkt genom att kompleftera red tvd ytterligare punicter sd beligna,
att deras samrmnanbindningslinje innehdller den ursprungliga Torri-
celliz punkt. En ny berdkning 167 konstruktionen utskad med punkterns
£-6, 2.23) och {4, 2,23} enligt fig. 28 b gav i Gvercensstimmelse hir-
med Torricellis punkt f&r den kompletterade kenstruktionen

{-0.46; 2.23}). Brotimomentet bersknades harvid tiil M =20.97 - P,

fig. 28 ¢ visas dterigen 3-punkiskonstruktionen, denna ging belastad
med en yttre kraft vars verkningslinje dr bestimd av att den lutar
1359 mot x - axeln och innehdller punkien {0,2). Vridmedelpunkten
vid ¢ = 0. berdknades vara { -6.2Z. -3.02} och tillhtrande brogt-
last No = 2,844 - Po . Om vi nu uttkar konstruktionen till en 5-punkis -
konstruktion pd i fig. Z8 d antytt sitt, inses detl att vridmedelpunktens
lige icke hirigenom rubbas om det pd jdmvikisekvationerna bagerade
villkoret

R{_};«%RS;‘:: Z»a*sinkg

Ar uppiyid.
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I det valda fallet har de tvd tillkommande punkterna koordinaterna

{£~ 6.22, 2) resp. f 0, - 3.02} varior
R.+R.=502+6,22=41.24. & &r 5.62 - NZ och \?7 = 459 med

4 8
Z-a . sinl?7 = 2. 5.62 . Nz - —%—Z— = 14.24. De tvd tillkommande

punkterna #ndrar sdledes icke vridmedelpunktens lige. En ny be-

Qi

rikning gav i Sverensstémmelse hirmed koordinaterna {-6.22 , - 3.02}
for vridmedelpunkten.

Tillhgrande brottlast berdknades till N = 4.225 - P _.

De principer som hir har demonstrerats dger naturligtvis

giltighet dven di man utggr frian annat &n en 3-punktskonstruktion.

Exempel 14, Fig. 29 visar en konstruktion innehdllande 12 punkter
placerade asymmetriskt pd tvd varandra korsande linjer. Angrips
komstruktionen av ett yvitre moment, vet vi, att vridmedelpunktens
vandring skall bérja i punkternas gernensamma tyngdpunkt och sluts

i linjernas korsningspunkt { Torricellis punkt } df pdkinningstillstandet
@ gir frdn 4 till 0. Berdkningen gav den i figuren antydda vigen fsr
denna vandring.

Sambandet mellan & ena sidan det pikinningstillstdnd som rdder i
konstruktionen och & andra sidan det yttre momeniet {eller kraften)

som fororsakar detta, kan dskddliggéras i en f8r varje punktkonstruk-
tion sidrskild karakteristik. Fér den betraktade 42 -punkiskonstruktionen
gillande karakteristik har frarmriknats och dterges i figuren.

Kurvdelen till héger om ¢ = 1 &r hidr och generellt en del av en hyper-
belgren, varemot kurvdelen avseende det elastoplastiska omridet

f8r en av punktkonfigurationen betingad vdxlande form. Ur den hir

redovisade karakteristiken frarngdr att seghetstalet blev 1. 42.

Exempel 42. En punktskara med 41 punkier ordnade i koncentriska
cirklar enligt fig. 30 betrakias. Funkttitheten pd cirklarna dr den
samma for alla cirklarna och konstruktionen éverkas av det yitre
momentst M. Sambandet mellan moment och pdkinningstilistind har
framriknats och Sskidliggdres i fig. 30 med den visade karakteristiken.
Som synes finns det en tendens till en s¥rskild skning av momentet
varje ging den indtryckande cirkeln med radien R  skall passera en

punktbarriir.



Det ligger ndra till hands att jimfora denna konstruktion med en
konstruktion av jimfordelade punkter inom en cirkelyta, i synnerhet
som &n senare konstruktionen dr dtkomlig f6r en analytisk behandling
dé belastningen dr renodlad momentdverkan. Antag enligt fig. 341 en
cirkel med radien R och med punkttdtheten lika med n punkter per

ytenhet, dd dr det totala antajet punkter i konstruktionen

ten.m. R - {123)

Med vridcentrum i cirkelns centrum erhilles ur momentekvationen

och {9} fsljande samband gallande inom det elastoplastiska omridet

R R
5 ° 3 2 1 2
MxE'rr'—*--n'/ x“dx+27n P fx dx=——7nP -« R
RO O o 6 o
G
493y {424)

vilket med {123) ger

1 | |
M=zt -P_- R{4- 0% {125)

Ur {425} erhiiles brottmomentet M, vid ¢ =0

2 ;
—--‘Zm—é—‘t.R {126}

M .
e U B 3 {127)
PO

Fsrhillandet mellan brott- och flytmoment blir sdledes

Mo 4 { )
o m o= = 4, 33 1128
M, 73

Inom det elastoplastiska omrddet blir ekvationen fér

punktgruppens karakteristik ddrefter

3 .
M={i-2) M {129)
och inom det elastiska omridet
3 w

Med t = 44 och R = 4,5 vilket svarar mot den fdrst
betraktade konstruktionen erhidlles den i fig. 34 visade

karakteristiken.
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Exempel 13. Detta exempel skall illusirera att ett nitfgrbands
seghet d4r starkt beroende av den vitre kraftens ldge. Ett ldngsmalt
f&rband enligt fig. 32 belastas av en kraft i de tvd alternativa ligen
Ioch Il. F6r lasten i ldge I gav en berdkning flytlastens N, =
4304.13 - Po och brottlasten No = 41325, 30 . P

Detta ger

N
o
— = 1,04
Ny
vilket indikerar en synnerligen sprdéd konstellation,
Om 3 andra sidan lasten stod i lige II gav berdkningen Ny =152.52 - P_
och N, = 204. 50 med férhillandet
N
0
e 4 38
Ny

alltsd uppvisar denna konstellation en avsevidrd stdrre seghet.

Alla punkter hade vikten g = 4, varfér f3r hela konstruktionen
Zg=20.

For att vinna ytterligare kunskap om denna konstruktion upprepades
de ovannimunda berdkningar, men med olika viktiérdelningar inom
gruppen. Som f&rsia alternativ omférdelades vikterna sd att en punkts
vikt blev proportionerad med dess avstdnd frdn x-axeln men med
bibehdllen totalsumma Zg = 20. Berdkningen gav f6r kraften i lige

I Ny =1958.02 - P och N, =1974.02 - P, varior

N

o
Ny = 4.02

Med lasten i ldge II erhélls Ni w22, 12 - Po ach NO = 273,00 ¢ Po
samt

o .
mmi‘za

alltsd en Skning av den yitre lasten men till p%iset av en stérre spréd-

het jadmfsrt med grundkonstruktionen.

Som nédsta alternativ betraktades gruppen med en cmférdelning av
vikterna sia att en punkis vikt blev omvind proportional med punkiens
avstand fran x-axeln, men fortfarande med bibehdllen totalsumma

Z g = 20. Denna berdkning gav f6r kraften i ldge I. Ny = 504,33 - P_
och N_ = 533. 64 - P varfsr

N
S
Nti-_—ei.i?’
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Med lasten i lige II erhslls Ni = b4.14 - Po och No = 145. 68 - P,

samt

NC}

— = 41.83
Ny

Jémifstrt med grundkonstruktionen har vi hdr vunnit i seghet pd

bekostnad av barfsrmdga.

Konstruktionen har vidare undersdkts fér renodlad momentdverkan

d& alla punkter har vikten g = 4. Den framriknade karakteristiken
visas i figuren. Det ligger nidra till hands att jimftra denna konstruk -
tion med en konstruktion av jimitfsérdelade punkter utefter en rit

linje, eftersom den senare &r dtkomlig f6r en analytisk behandling

d& belastningen &r enbaré moment. Antag ett linjestycke med lidngden
Z R och med punkititheten lika med n punkter per lingdenhet, da ar

konstruktionens totala antal punkter
t=2-n-R {131)
Med vridcentrum i linjestyckets mitipunkt erhdlles ur moment-

ekvationen och {9) fsljande samband gillande inom det elasto-

plastiska omrddet

o R, R
an-n-—R*—o—“f x2dx+ 2n P fxdx:i-'n-P . R%
o o _ 3 G
O RO
{3-0%) {132)

vilket med {131) ger

1
Mezst- P+ R{3 - ¢") (133)
Ur {433) erhiiles brottmomentet M_ vid ¢ = 0

M
o 1
B =2 R {4134)

och flytmomentet M, vid ¢ = 1

M w
==t R {135)
o]

Férhillandet mellan brott- och flytmoment blir sdledes

M

(o} 3
H;g: gzi.SG {136}
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Inom det elastoplastiska omrddet blir ekvationen for punkt-
gruppens karakieristik dérefter
M=t - —‘f’i} - M {437)
4 3 s . >
och inom det elastiska cmridet
Ms 2 « M {138)
3¢ o ' ‘
Med t ® 20 och R = 20 vilket svarar mot den férst betraktade

konstruktionen erhdlles den i fig. 33 visade karakteristiken.

Exempel 14. Fig. 34 visar en vanlig stdnginfistning som vi
triffar den i t.ex. ett fackverk, Ofta gdr det icke ati undvika
en smirre avvikelse miellan kraftlinjen, som dr den infista
stdngens tyngdpunktslinjes och nitraden., Att deana exceﬁtricitet
medfsr en reduktion av forbandets kraftdverfarande f8rmiga
framgdr av den tillhérande karakteristiken som visas i figuren
f6r olika vidrden pé ejat Det skall sdrskild uppmirksammas att
med de excentriciteter som i detta sammanhang kan bli aktuella
och i synnerhet for e = 0 ir denna nitgruppsutformning extremt

sprid.

I en verklig konstruktion 4r segheten sannoliki ndgot stérre dn
hir visad beroende pd att forutsitining om-kongruensflytining

f6rst dr helt giltig 43 brott i nitarna intriffaxr.

Exempel 15. Som en kuriositet skall vi i det sista exemplet
betrakta stjirnorra o; B:y: 8. ¢, £, n i stjdrnbilden ursa major
som en punktkoanstruktion. Stjidrnan & ir av 37 magnituden, den
tilldelas vikten g = 2. De 6vriga sex stjélrnorna dr av 2 “magni-
tuden, de fir dérfor vardera vikten g = 5. Vi ska nu maximal
storlek samt lige f&r den kraft, som erfordras f6r atl fram-
bringa en rotation kring polstjirpan P av denna konstruktion,
dels di rorelsen skall vara helt elastisk och dels d4 den skall
vara helt plastisk. Resultatet som har framkommit genom yt-
interpolation mellan resultat frdn forsoksberidkningar framgir

av fig. 35,
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Vi betraktar som f&rut en punkikonstruktion vars enskilda punkter
ar elastoplastiskt férbundna med ett fast underlag. Det hittills
forutsatta kongruensvillkoret kan telkas som atf punkterna ingir

i en indeformabel pldt parallell med underlaget.,

Vid en likformig uppvirmning av denna plit vill punktgruppen
expandera varvid kongruensvillkoret upphér att gidlla och er-
sdttes av ett affinitetsvillkor, Vi stidller hir uppgiften ait finna

polen f6r denna aifinitet.

Inom det elastiska pdkdnningsomridet erhilies enligt {11}

Pmgek- d=gek-p-t: R {139)

didr p dr materialets langdutvidgningskoefficient och t &r

temperaturstegringen,
Inom det plastiska omridet kan vi analogt skriva

Pegek:.p-t: R {140}

didr R, som tidigare markerar grinsen mellan den

elastiska och den plastiska zonen.

Pikénningstillstindet ¢ inféres genom ati.betrakta en

punkt pd avstdndet R frdn polen och med g = 4, {140} ger dd
Pomkkga&tegveR.M £141)

eller alternativi
Py

‘?gk»p-t‘R

{142}
M

Det senare uttrycket ger det funktionella sambandet mellan
¢ och t. Elimineras k. p+« t mellan § ena sidan {139} jamte
{140} och § andra sidan {141} erhdlles

P=g-P_. {% } {elastiskt}) " {143)

Pag- P, {plastiskt}

Alltsd samma samband som utiryckes i {9), dock med den
skillnaden, atf punktkrafternas riktning nu har dndrats med

':r/Z mot tidigare.
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I enlighet med fig. 36 uppskrivas de tvd projektionsekvationerna
f6r punktkrafterna med tilldmpning av samma teckenregel som
f6rut
ZPsiny =0 : ' @44‘)
~-Z P cosy =l
Inséttes biri {9) och {18} ock uppdelas samtidigt summationerna
itva, en som uistrickes dver den elastiska zmonen och en som ut-

strdckes Over den plastiska, erhdlies

-y b ,
Rg%gb-f»}gg—R— = {145)
i a .

o= B opga - D g0

Roe ‘PgR

D& den yttre kraften i det aktuella fallet &4r N = 0 ger {145} i

samband med {21} prejektionsekvationerna 1 vektoriell form

g-,ggvﬁg{;u}mﬁ {146)
vilket villkor bestdmmer polen for den betraktade affinitets -
rorelsen. Det inses att den punkt som satisfierar §146) dr den
samma som satisfierar ;{68:{ varidr problemet har dterisrts till
det tidigare bshandlade, att finna punktgruppens vridmedelpunkt
vid renodlad momentbelasining., Polen ligger sdledes under
elastiska forhdllanden i gruppens viktade tyngdpunkt och vandrar,
dd pdkinuningstilistdndet gdr frin fiytgrins till brottgrins, frin

tyngdpunkten till Torricellis punkt.

Exempel 16, Fig. 37 visar samma 3-punktskonstruktion som vi
betraktade 1 e:;cempel 4. Vi skall hdr studera inverkan av en
likformig uppvdrmning av konstruktionen.

For en serie ¢-vidrden berdknades dels polens lage de_ls de enskilda
punkitkrafterna. Ur {142} bestdmdes de mot de olika 'ep—vélrdena
svarande temperaturstegringarna t. Det siledes erhillna sambandet
mellan de enskilda punktkrafterna och t redovisas till héger i

figuren. Som kontroll har f6r ¢ = 2/3 vilket svarar mot

PO
tsz,Z?'Fﬂ:g%k )

ritats kraft- och linpolygon pd de punktkrafter som uppkommer vid
denna temperaturstegring. Krafterna har hirvid orienterats mot
den berdknade polen. Som framgir sluter sig bdda polygonerna,

‘varfor jdmviktsekvationerna dr satisfieradas.



Avglutning

Punktkonstruktioner av den typ som hidr har behandlats forekommer

inom byggnadstekniken huvudsakligen i f6ljande former.

Nitfsrband 1 std8l- eller littmetallkonstruktoner
Skruvfarband

Friktions{drband

Spikfsérband

Pilgrupper av vertikalpdlar

For anvédndningen av den ovan framlagda berdkaingsmetodiken
fordras uppgift om matérialkonstanterna, flytgrinsen P och
elasticitetsfaktorn- - %k liksom ett tolerabelt virde p§. brott-
forskjutningen &g, 1 vissa fall maste fastliggas. Det faller emeller-
tid utanfor ramarns f6r freliggande arbete att redovisa numeriska
virden f6r dessa storheter, varidsr vihir néjer oss med en hinvis-
ning till hdllfasthetsldrans litteratur och avrundar med ndgra pa-

pekanden av mera principiell natur,

Fér inom byggradstekniken firekommande punktkonstrukiioner

kan sambandet mellan kraft och foérflyttning ofta 4skidliggdras

med hjdlp av kurva av i fig, 38 visad typ som kan sdgas vara
represeuntativ £6r t. ex. spikférband och palgrupper., I figuren har
likaledes visats en for herdkuingarna godtagbar approximation som

motsvarar de 1 inledningen uvppetilida férutsittningarna,

En variant av typen i fig, 39 dxr akiuell dd ett forband dr belastat
med en initial kldimkraft sd som #r fallet vid nitfrband och fram {&»
allt vid friktionsférband. Sambandet mellan kraft och férflytitning

dr hdr linefrt upp tills det att friktionen slipper, hidrefter fis en
forflyttning utan kraftstegring varefter vid begynnande hidlkantstryck
dterigen en kraftstegring intrdffar. For komstruktioner av denna

typ kan det idealiserade diagrammet vdljas.som 0-1-2 med P, pa
nivdn 1-2 eller altermativt 0-5-4 med P, pd nivdn 5-4 beroende pd
den faktiska kurvans form. En bittre approximation erhilles av

det idealiserade sambandet som dterges av 0-1-2-3-4, En berdk-
ning baserad pd detta antagande later sig emelliertid icke utidras
med det hir utvecklade datamskinprogrammet. De tilldmpade
principerna kan dock utan svidrigheter modifieras sa att de tidcker

dven detta fall, Intresserar man sig {6r endast det plastiska till-
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stindet, och siledes limnar det mellanliggande elastoplastiska
tilistindet utan avseende, kan datamaskinprogrammet i sin hir
visade form alltid tillimpas med P pd nivin 5-4 sivida icke hdnsyn

till §lim forbjuder detta.

I aﬁknytning hirtill padpekas, ait sist nimnda konstruktioner icke
kan anses vara egentliga punktkonstruktioner i samma bemirkelse
som t. ex. spikférbanden; di det krafidverférande mediet hir 3
en yta och icke en punkt. Johansen, loc.cit., har dock visat, att
de hir tillimpade idealiserade forutsidtiningar limnar resultat,

som 4r pa sikra sidan.

Awvslutningsvis skall ndmnas att vid en granslastberdkning av t. ex,
en ram har man vid bestémning av elementarmekanismernas

{ balkmekanismer och knutpunktférskjutningsmekanismer) grins-
lastmoment, f&r de fall di en flytled kan bildas i en stinginfist-
ning av punktkonstruktionskaraktir, att ta hinsyn till mekanismens
verkliga vridningspunkter, vilka icke alltid sammanfaller med

systemets knutpunkter.
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Bipurtexter

Nitherdkning enligt den klsssiska teorin.

Antagen pakinningsftrdelning incw en punkigrupp

1 det elsstoplastiske tillstindet,

Dimensionslds pakinningsfBrdelning vid oliks
pékEimmingstillsténg ¢ .

Sambandet mellan 0, forflytiningen vid grins-
radien Ry, och brotSforflyttmingen 6 q,.

Beteckningar fdr jimvikisekvationernas wuppstillande
A& yttre lasten #r en krafb.

Beteckningar fir jémviktsekvationernas uppstillande
d& ytire lasten Br ettt moment.

Exempel med tvéngsstyrning. C.T. &r en pdtvungen
vridmedelpunkt. Konstruktion av kraft- och linpolygon
ger tvéngskraften T.

Beteckmingar fir uppstiliandet av ett generellt uttryck
£or tvlngskraften T.

Storheter av intresse d& kraften N's yttre arbete
beriknas .

Sambandet mellan yttre kraften ¥'s storlek och dess
frflyttning 5. Den streckede yitan &r ettt métt pd
kraftens arhete.

Storheter av intresse d& momentet M's yiitre arbete
berdiknss.

Sembandet mellan ded ybttre momentet ¥°s storlek och
konstruktionsnens vinkelindring @. .
Den gireckade ytan Hr ettt métt pd nmomeniets arbete.

En punkt i den elastisks respektive den plestiske
zonen vid berikning av punktkrafternas inre arbete,

Geometriske samband som dr aktuella vid berdkming av
vridmedelpunktens l¥ge 42 konstrulrtionen som helhet
befinner sig i det elastisks skedet.

BerBlning av meximsl nitkwaft {6r nitférband i ded
elastiska tillstandet. :

Grafisk Bonmstrukiion av Torricellis punkt £6r en
Z-punktskonstrukiion.
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27.

28.
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Analytisk bestimning gv Torricellis punkt for en
Z-punkitskongtruktion.

Torricellls punkt vid en impﬁﬁkﬁﬁkﬁnstrukﬁian,

En Z-punkiskonstruktion belastad med en yitre
kraft vinkelrit mot punkiernas forbindningslinje.

Vridmedelpunkiens lige f0r konstruktionen i fig. 19
G4 ¢ = 0.9 och 84 » = O vid olika kraftligen.

Sektion genom ytan ¥ (u,v) och approximersnde
parabel.

Feleirkel med redius & .

Numeriskt virde av medﬂlfeieucﬁ 8y oliks virden

pé punktvinkeln y

Filsdesdiagran f8r Algol-programmet "dot siructure”.

Berskning av maximal nitkraft f8r nitfbrband i det
plastiska tillsténdet.

Punktkonstruktion snstringd 111 pékinningstillsténdet
= G,8 jimte kontroll ev kraftjéimvikien.

Exempel pé& ling v&nsrlﬁg av vridmedelpunktens lage vid
pékinningsstegring frén ¢ £ 1 t111l ¢ = Q.

Ut6kning av en Z-punkiskonstrukiion $ill en S-punkis-
konstruktion med bibehéllen vridmedelpunkt 43 den
vibre &verkan Br ettt moment (2 och b} och 44 den yttre
Sverkan r en kraft (¢ och &).

Punktkonstruktion belastad med moment.

Figuren viser vridmedelpunktens vandring frén tyngé-
punkten fram till Torricellis punkt. Kerakterisbiken
anger sambandet mellan det yitivre momentet och

pikEnningstillsténdet.

Roneentrisgk cirkuldr punkitkonstrukiion med tillhdrands
karakteristik svarande mot wmomentlverkan.

Cirkulirt begringat omrdde av punktkonstruktion med
konstant punkiintensitet J8mbte hirtill svarande pé
anglytiskt vig frambegen karaitteriatik.

Léngsmal punkikonstroktion med tvd lastligen jEmbe
mot momentiverken svarande karakteristik.

P4 anelytisk vig frambagen karaikieristik {Or linjeformig
vunktkonstruktion med konsitant punktintensitet.

Sthnginfistning av punktkeraktir med $ill olika
axentrieitetar Ifirande kesrskteristiker.



Fig.

5.

36.

37.

38.

39.

Urss major betrekiad som en punkitkonstruktion med
vridmedelpunkt i polstjiirnan P.

&. Vid renodlade elastiska forhédllanden.
b. Vid renodlede plastisks forhdllanden.

Beteckningar f8r jimviktsekvationernas uppstdllande
vid {temperaturexpansion.

Figuren &terger frén vinster till higer en 3-punkts-
konstruktion utsatt for tempersturexpansion, punkt~
krafterns pekande mot affinitetspolen jémte krafternas

linpolygon, kraftpolygonen samt krafternas variation

med temperaturen,

Iyp av arbetslinje fOr punktkonstrukiion med endast en
nivd fr flytkraften P,.

Typ av arbetslinje £6r punktkonstrukiion med tv& oliksa
nivler Fr flytkraften Py



Resume

Tunkitkonstruktioner

Punktkonstruktioner firekomper ipom byzgnadsiekniken huvud-
sakligen i form av $-, bult- friktioms— eller spikférband

samt som vridbelastade pilgrupper av vertikalpidlar. Berikning

av sldapa konstrulttioner I8retas [Hr pirvarande efter elassticitets-
teorin varefter eventuellt brotilasten bestimmes efter ndgot
approximativt fBrfarande.

Detine handling frawlfigger -en komplett teorl f£Or berskning av desss
konstruktioner. Teorin ticker sivil det elastisks som det plastiska
stadiet. Aven ett godtyeckligt plkEnningstillsténd inom det mellan-
liggande elastoplastisks omrédet ken behandlas.

Eﬁr berékningarnas genomftrande har ettt Jdatamaskinprogram utvecklats.
med vilket en konstruktions wverklige vridmedelpumkt kan framtagas
vid varierande last och vid 8nsket pékinningstillsténd. Programmet,
gom har skrivits i det universella progrummeringsspréket ALGOL 60,
redovisas och kommenteras. Det tillZmpas p& ett anial exempel,
vilks bl.a. ger anledning t1ill négra reflexioner Sver punkt-
konstruktioners geghet och sprédhet.

Et%t kapitel Hgnss &t ett gtudium av en punktkonstruktions beteende
vid en likformig temperatursexpansion.

Avelutningsvis berbrs kortfattat ssmbandet mellan gjorda antagen
och ingéende materials verkliga arbetslinjer.
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