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�
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������� 
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�� �����
� 3����� ��� ��� 
� ��� ��������� ��� �4�
����
� ��
��
�����
��5 ���� ����� 
0�� ��� ���6������� �� �6��� �
 ��� ������ �
����7�4����! �!�����

� ��� ��� ��� �� � �
���6������ �
� �  �0�� ��� ��� ����� �� 
��! � ������� ��
���

� ��������� ��� �4�
����
� �0����4�� �� ��! ���6����! �����0��� ���� ���'������� 
�
������
� �� �������4�� �
 � 4�
�� ��� � 
� ��
4���� �� ���
������� ��!���� ��0
�0�� 
+�0� ���������
� +��� ������� ��� �������
� ���� ���
 �
��� +��� ���
� ���� ��
�
 � ��� � ����� 
� ������ ��� ������
��� �������� 89:� �
������ +��� ��� ���������
������� 4
����� ��� ���
�! ��� �
��� �� 1��� 9 !����� ������� ���6��������� ���� �
��
���
������!� � ��+ ����������� ������������ 
� ������� �!������ �
���! 4����

� ��� �
+'���6����! �$�����
��

�
������ � �
�
 ��
�� ��� ��
��
��� ������ 
� ������ a� ��� ��� κ = ka� +����
k ���
��� ��� �� ���� +�0� ���4�� �� ���� ������ ����
���� ν(κ) = σext(κ)/πa2 ��
��� �$������
� ��
�� �����
� �
�����7�� +��� ���  �
�������� ��
�� �����
� ���� πa2�
*�� ε = ε(κ) ��� μ = μ(κ) ������� ��� ��������0��! ��� ������4����! 
� ��� ��� ��
������0� �
 ���� ������ ��� ������ ε ��� μ ��� �
�����
�� �� κ = 0� ��� �������
�
���� �� 1��� 2 ���� �����∫ ∞

0

ν(κ)

κ2
dκ = 2π

(
ε(0) − 1

ε(0) + 2
+

μ(0) − 1

μ(0) + 2

)
. 3%�%5

����
� � ��� ���� ��� �� 3%�%5 ��� � ������ ��
���'�
�� �$������
�� ���� ��  �������!
�
� ���� �
� ��� ���� ���� ν(κ)/κ2 �
� � ;$�� κ� �� ����������� �
�� ���� ��� �� ��
���� ���� 
� 3%�%5 �� ����������� 
� ��! ����
��� ��������
� 3����
� � ��� ���� ����
�� �
�5� �������� 
��! 
� ��� �
+'���6����! ����
��� 
� ��� ��� ��� �� �$�������
��� �� �� ���� ���� 
� 3%�%5 0������� �
� ε(0) = μ(0) = 1 +���� ����� ���� ��� ��� ��
������� �
 ���� ������ ���� ��� -������'-�
�� ������
�� �� 1��� <� 

��  �������!�



(

�� ��� �6�����! �� 3%�%5 �� �������� 4! � ���� ���� 
� �6��� �
� ��� ��+ ���6�����!
�
��� ���
 �
� ��! ��
��
��� ��� �
�
 ���
�� ��������� ����������4�� 4! � ������ 
�
������ a 82:�

/���� ��� ��������
� 
� �
�������! �� ��� �
+'���6����! ������ �� �
��
+� ��
�
��� -������'-�
�� ������
�� ���� ε(0) ��� μ(0) ��� 4
����� ��
� 4��
+ 4! ���
����������
�� ����
���� ε∞ = limκ→∞ ε(κ) ≥ 1 ��� μ∞ = limκ→∞ μ(κ) ≥ 1� ������'
��0��!� 	���� ε∞ ��� μ∞ ��� �
�'���6�� ��
� � �
����� �
��� 
� 0��+� ��� 1��� =�
�� �� ��>����� �
 ��� ε∞ = μ∞ = 1� ����� ε(0) ��� μ(0) ��� 4
����� ��
� 4��
+
4! ����!� ��� �� �
��
+� ���� ��� �� �� ���� ���� 
� 3%�%5 �� �
�'�� ���0� � ����
�
������
� �� �
�������� +��� ��� ���� ���� ��� ���� ���� ν(κ)/κ2 4! ��;����
� ��
�
�'�� ���0� 82� <:�

?
+�0��� ��� �������
� ���� 3%�%5 �� �
� 0���� �� ������ ε 
� μ ��� ����
�����
��
�� κ = 0 +���� �� ��� ���� �
� ��� ������ �
������0��! �
��� 8(� ��� %=@%<:� A��������
������� �� 1��� & +��� ����
��� ��������0� �������� ���������� �� ��� �
�� 
� � �����
�
���� ����� � ��B������ 4��+��� � ������ �
������0��! �
��� ��� � ��4�! �
����
��  ��� ���� ��� ���� ���� ���� 
� 3%�%5 �� ����������� 
� ��� ������ �
������0��!
�� �
� �� �� �� �
�'7��
� C�������
��� ����� ����� ��������� ��0� � �
+'���6����!
������4����! ���� ���� ����! +���� ���� �
 �
�������� 3%�%5 ����� ��� ���
�� ����

� ��� �� �� ���� ���� ���� 4��
��� �� ���0�� ��� 
4D����0� 
� ���� ����� �� �

������! ��� �B���� 
� ������ �
������0��! 3�������� ��� "�� 4
�����! �
�����
�5
��� ����� ����� �������� ���������� �� ��� �
���$� 
� 3%�%5 ��� ��� ���
�! ���
�
��� �� 1���� 2 ��� &�

� ��
�
	 	����	�
�
�� 
� ��� �����������	� �
�
�

����
���� ��� �������
����� 6������! ς = σaη > 0� +���� σ ���
��� ��� ������
�
������0��! ��� η �� ��� +�0� ��������� �� ���� ������ *�� ε′ = ε′(κ) 4� �� ��4�����!
�
����$'0����� ��������0��! ���� ���� ε′ �� �
�����
�� �� κ = 0� �
������ ��� ��� ��
����
����� �� 	��� % +��� ��� �
��
+�� ��������0��! �
��� +���� �� ��� ���� �� κ = 0,

ε(κ) = ε′(κ) + i
ς

κ
. 3(�%5

E���
�� �
�� 
�  ��������!� ��� ��� ��� �� 4� �
�'�� ����� �� ��� ����� ���� μ = 1
����������� 
� κ�� ���� �� �
��
+� ���� ��� ��������
� �����$ �� ��� 
��� +���
���������� 2�'�
�� 3���
��� 6������
��� � � � 5 ��������  �0�� 4! 8%):

t2�(κ) = − j�(κ)(κ
√

ε(κ)j�(κ
√

ε(κ)))′ − ε(κ)(κj�(κ))′j�(κ
√

ε(κ))

h
(1)
� (κ)(κ

√
ε(κ)j�(κ

√
ε(κ)))′ − ε(κ)(κh

(1)
� (κ))′j�(κ

√
ε(κ))

, 3(�(5

����� ������	�
� �� ���	�
�� �� 	�� ���	 	��	 ����	��� ��� �����	�� ����	� ���
���� �� 	��
�
����������� ����	� ���� 	�� ����	 ���� ���� 
� ������
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+���� 	 = 1, 2, . . .� ��� � ����� ���
��� ��B���������
� +��� ������� �
 ������ κ
√

ε(κ)


� κ �������� 
� ��� �� ������ 
� j� ��� h
(1)
� �� ?���� j� ��� h

(1)
� ���
�� ��� ���������

������ ��� ?��F�� ������
�� 
� ;��� F���� ��������0��! 8%� G%):� ��� �
�����7��
�$������
� ��
�� �����
� �� ������� �
 ��� ��������
� �����$ 0�� ν(κ) = −2 Re

∑
�(2	+

1)(t1�(κ) + t2�(κ))/κ2� ���� ��� ��������� 
�� ������ �
����
��
C
� ��� �
�
 ���
�� ��� ��
��
��� ������� ��� �� �� ���� ���� 
� 3%�%5 �� �6��� �


γ/2� +���� γ ���
��� ��� �� ������� �� ��0����� 
� ��� �� �'�
������ �
����7�4����!
�!���� 82� &:� ���� 6������! �� ��;��� 4! ��� �
��
+�� �
+'���6����! ����� �
� ���
�
+��� 
���� 3	 = 15 ��������
� �����$ �������,

γ = −6πi lim
κ→0

t21(κ)

κ3
. 3(�95

C
� � ��������0��! �
��� +���� �� �
�����
�� �� κ = 0� �� �� ����� ���
�+��� �

��
0� ���� γ/2 ������� �
 ��� �� �� ���� ���� 
� 3%�%5� ��� �
�����
���� �����
�
� ��� ��������0��! �
��� 3(�%5 �� �
��+��� �
�� �
��������� �� ��� ��!���
���
�$�����
�

√
ε(κ) = eiπ/4

√
ς/κ + O(

√
κ) +��� κ → 0 ���� 4� �������� ���
 3(�(5�

�
 ����� +��� ��� ��!���
���� j�(κ) = 2�	!κ�/(2	 + 1)! + O(κ�+2) ��� h
(1)
� (κ) =

−i(2	)!/2�	!κ�+1 + O(κ−�+1) �� κ → 0� ��� �� =92 �� 1��� %� �� �� �
� ���� �
 ��
+
���� γ = 4π� ����� �� ���� ��� ���� ���� ���� 
� 3%�%5 �� �6��� �
 γ/2� �� �� �
�������
���� ∫ ∞

0

ν(κ)

κ2
dκ = 2π. 3(�=5

	
� �� �
� �� �� ��4�������! ����� ������ �
������0��! ς > 0 �� ������� �� ��� ��� ���
��� ���� ��� 
� ��� ���� ���� ���� 
� 3%�%5 �� �6��� �
 2π ����������� 
� ��� ��
���

� ε′(0) ��� ς� ?���� ��� �����
$���� ��������� ���� �� ��� ���� ���� ��� ���� ��� 
�
��� ���� ���� ���� 
� 3%�%5 �� ����
�����
�� �� ��� ����� �� ς → 0� ���� �� � ��0���
���������
� �� ��� ����� ���� ����� �� �
 �
� �� � �����
� �
 �
��� �� ����������
�������
� �� ��0�� � �
+ 0���� 
� ς 
� �
 ������ �
������0��! �� ����

��� ��������
� �����$ ����
� ������4�� �4
0� �� ���� �
 0����! 3(�=5 4! �
�'
����� ��� �$������
� ��
�� �����
�� ��� ������ �� �������� 
� ��� ���� ���� ����

� C� � % 3��� �� �� ; ��� �� � ��
��'�� 
� ��� ���� ; ��� �
� �
+ ���6�������5 �
�
ε′ = 1 ��� ς ∈ {0.1, 1, 10, 104} ����������� 
� κ� � ��������� ���� ����
� ��
+�
���� ��� ���� ��� �� 3(�=5 ������ �� �6��� �
 2π 3+����� ������0� ���
�� ���� ���� 1%
4! ���� ����� �� �
 κ = 345 �
� ��� �
�� ���0�� �� C� � %� ��� ;��� ���0� ���F��
4! "�� �� ��������� �� 	��� 9� ��� �� ��� 4� ��
+� �
 ���� ���0� ��� �� ���� ���
+���� �� π ������ ���� 2π +��� +�� ���� +��� 1/κ2� �� � ;���  ������ 
�� �� ��
�
� �$���� ���� ��� �
�� ���0�� �
� ��� ������ �
������0��! ��0� ��� ���� ���� ��� 
�
ν(κ)/κ2� ?
+�0��� ��� ���� ; ��� �� C� � % ��F�� �� ������4�� ���� ��� ���0�� +��� �
�
+ 0���� 
� ς ��� ������� �
+��� �
+�� ���6������� �� ���� � ������ ���� ��� ���� ���

���� �
�����
����� �����	�� ������	� ������	� ���  �!"

t1�(κ) = − j�(κ)(κ
√

ε(κ)j�(κ
√

ε(κ)))′ − (κj�(κ))′j�(κ
√

ε(κ))

h(1)
� (κ)(κ

√
ε(κ)j�(κ

√
ε(κ)))′ − (κh(1)

� (κ))′j�(κ
√

ε(κ))
.
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&=104
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PEC

²(·)= i&/·1+

������ �, ��� �$������
� ��
�� �����
� �� ����� 
� πa2 �
� � �
�
 ���
�� ���
��
��
��� ������ +��� ε′ = 1� ��� �� �� ; ��� �� � ��
��'�� 
� ��� ���� ; ��� �
� �
+
���6�������� ��� �� � �
���6����� 
� 3(�=5� ��� ���0�� 3�$���� �
� ��� 
�� ��4����
"��5 ��0� ��� ���� 0���� 
� ��� ���� ��� +��� +�� ���� +��� 1/κ2�

�� ������0��� ���� 4���0�
� ��� ������� 4� �������

� 4! �$������ ��� 7��
� 
�
��� �
�����
� �� 3(�(5 �� ��� 0������! 
� ��� �� ���0� ��� ����! �$�� �� ��� �
����$
κ'������

��� ��77��� �������! 3(�=5 �� ��������! �$������� 4! ��D����� ��� �
������0��!
�
��� �� ��� �
+'���6����! ������ C
� �$������ ���� �� �
�� 4! ����
����� � ���'
6����! ��������� ������ �
������0��! ς = ς(κ) �
� ��>������! �
+ ���6�������� 
�
4! � �� �����7���
� 3����� �������� iς/κ 4! iς/(κ + iε) �
� ε > 05 
� ��� ������ �
�'
�����0��! �
��� �� ��� �
+'���6����! ������ ���� �� ����
 
�� �
 ��� ��
������ 
�
������ ��� ����$���
� ���� τ �� ��� ��4�! �
��� ����
��� ��;���!� ���������0��!�

�� ��! ������
�� 3(�=5 ���
 �� ���6�����! 4! ���
0�� � �
���
� 
� ��� ���� ��� ��
��� ��� �4
��

� 
� κ = 0� ����� �
� ��! ε > 0�∫ ∞

ε

ν(κ)

κ2
dκ ≤ 2π. 3(�H5

��� ���� ���� ���� 
� 3(�H5 �
+ ������� 
� 4
�� ε ��� ς� ���  �������! �� �� �

�
� �� ���� ���� ��� ���� ��� �� �6��� �
 2π�

� � 	���
�
��� �
�� ��� ��� �����
�� 	���
�
��

��� ����������
� 4
�����! �
�����
�� ���
������ +��� 3(�(5 ��� �
�������� ����
���� ��� ��� ������ �
��
����� 
� ��� �������� ��� �� ����� ;���� ��� �
�����
��

0�� ��� 4
�����! �������� ��� �
�����
���� "�� 4
�����! �
�����
� ������ ����
��� ��� ������ �
��
���� 
� ��� �������� ;��� 0������� 
� ��� ��� ��� C
� � ;$�� κ >
0� 3(�(5 ����
����� ��� ��������
� �����$ ������� �
� ��� "�� 4
�����! �
�����
�
�� ��� �� ������ 
� ε 3�
� �$������ 4! ������ ς → ∞ �� ��� �������� 
� � ������
�
������0��! ����5 ����� �
 ��;���! ����������� 
� μ� ���� ��  �������! �
� ����
�� ��� �
+'���6����! ����� �� �� �� ��6����� ���� ��� ����$ 
� ��������
�

√
ε(κ)μ(κ)

��
��� 4� 4
����� �� κ → 0� �������� ��� "�� 4
�����! �
�����
� �� 
4������



H

�� ��� �
+'���6����! ����� 4! ���������
���! ������ ε(0) → ∞ ��� μ(0) → 0 ��
��  ����� 4! ��� ��������
� �� 1��� 2�

 !

�
"���
	 �
���

�� 
� ��� �����������	� �
�
�

/���� ��� ��������
� ���� ����� ����� ��������� �$��� +��� μ(0) ���� ���� ����!�
�� � ;���  ����� �� ����� �
 �
�������� 3%�%5 ����� ��� ���
�� ���� 
� ��� �� ��
���� ���� ���� 4��
��� �� ���0� 8I� �� (&9:� ?
+�0��� ��� �� ���0� 0���� 
� μ(0)
�� �
��������� 4! � �
����0� 0���� 
� ε(0) �� ���� 4��
+� /�� ��� ���� ���� κε(κ)
��� κμ(κ) ��� ?�� �
�7 ������
��� ����� �
�
�
����� ������
�� �� ��� ����� ���� 
�
��� �
����$ κ'������ ����� ������!�� Im κε(κ) ≥ 0 ��� Im κμ(κ) ≥ 0 8<:� A
+�
κ(n(κ)−n∞) ��;��� � ��+ ?�� �
�7 ������
�� +���� n∞ = limκ→∞ n(κ) ��� n(κ) =√

ε(κ)μ(κ) ���
��� ��� ����$ 
� ��������
�� ?����� n(0) �� 4
����� ��
� 4��
+ 4!
n∞� ��� ��
� ��� ���6�����! 4��+��� ���  �
������ ��� ���������� ������ 
�� ��0�
3�6�����! 
� ��� ���� ���� ���� 
� 3=�%5 �� ��� 
��! �� ε(0) = μ(0)5 8H� ��� %I@%&:

ε(0) + μ(0)

2
≥

√
ε(0)μ(0) ≥ n∞. 3=�%5

A
+� ����� ��� ������0����� ��������! �
�����
� �
�������� ���� �
 �� ��� ��� ��
��'
 ��� +��� � ����� 0��
���!  ������ ���� ��� ����� 0��
���! �� ���� ������ �� �� �
�'
������ ���� n∞ �� 4
����� ��
� 4��
+ 4! ����! 3���������0��!� 
�� ��! ��� ���
-������'-�
�� ������
��J ��F� ε∞ ��� μ∞� ���
 n∞ �� �
�'���6�� ��
� � �
����� 
�
��� 
� 0��+5� ��� 3=�%5 !����� ���� ε(0) + μ(0) ≥ 2� /���� ��� ��������
� ����
ε(0) �� �
����0� 3
� �
��  �������!� �
� ���� ���� μ(0)5� ��� ����������� 
� ��� �� ��
���� ���� 
� 3%�%5 ��� 4� ��������� ��
� 4��
+ 4! (ε(0)+μ(0)−2)/(ε(0)+2) +����
������ �� �
�'�� ���0�� �� �� ���� �
������� ���� ��� �� �� ���� ���� 
� 3%�%5 �� �
�'
�� ���0� �� ��� �������� 
� ����� ����� �B���� �� ��� �
+'���6����! ������ ��� �����
�� �
 �
���������
� +��� ��� �
�'�� ���0� ������ 
� ��� �$������
� ��
�� �����
��

# ���	���
���

�� �� �
������� ���� ��� �$������
� ��
�� �����
� ���� ����� 
0�� ��� ���6������� ��
����������� 
� ��� ��
��� 
� ������ �
������0��! ς �� �
� �� �� �� �
�'7��
� ���
"�� 4
�����! �
�����
� �� 
4������ �� ��� �
+'���6����! ����� 4! ������ �
� 
��!
��� �� ������ 
� ε(0) ����
��� ��;���!� 4�� ���������
���! ������ μ(0) �
 7��

���� ���� n(0) =

√
ε(0)μ(0) �� +���'��;���� C�������
��� ����� ����� ��������

���������� �� ��� �
+'���6����! ����� ����� �
 ��
4��� �� 3%�%5 ����� ��! μ(0) ����
���� ����! �� �
��������� 4! � �
����0� ε(0) ���� ���� ��� �� �� ���� ���� 
� 3%�%5
������� �
�'�� ���0��

$������	��

8%: 
� �4���
+��7 ��� �� �� 	�� ��� ����
��� �	
��

� 
� �	����	���	� ��
���

��
������� 
���������� 	����� A
� HH� A���
��� ������ 
� 	��������� E����� �
�



I

����� %<2)�

8(: �� C� �
���� ��� �� 1� ?�B���� ���
����

 	
� ��	�����
� 
� ����� �� ��	��

�	�������� .
�� E���! K 	
��� A�+ L
�F� %<&9�

89: 
� ��������
�� �� 	
��� ��� �� -��������
�� "�!����� ��������
�� 
� ��������

� ��4�����! ������ ��
�� �� �
�� �� �	
� (H&<@(I)2� ())2�

8=: 
� ��������
�� #� ��� �
�'���6������ 
� ��� ������
�� ����� ����������
��
����
����  � ����� �! �	��� "�
�� 
	� %2=9@%2H&� ())9�

8H: �� ?� ?���!� .� �� *�����+

�� ��� �� "M�!�� #
�$�	������� ���4��� � /��0��'
���! "����� ���4��� �� /�-�� %<2&�

8I: *� �� *������ �� 
� *������7� ��� *� "� "����0�F�NO� %�����
��
	���� 
� &

��
'

�
�� ����	� "�� ��
�� #$�
��� ���
�� �����
�� %<&=�

82: �� 	
��� 
� ��������
�� ��� �� -��������
�� "�!����� ��������
�� 
� 4�
��4���
��������� 4! �����
 ���
�� 
4��������  � ����� �! �	��� (��
��� ��� %%%IH@
%%%&(� ())2�

8&: �� 	
��� 
� ��������
�� ��� �� -��������
�� "�!����� ��������
�� 
� ������'
�������, 1��������
�� 
� ��������� ��� �4�
����
� 
0�� � ���6����! �����0���  �
����� )! ������� ������ ��� 2%=I@2%H%� ())2�

8<: �� 	
��� )�������

 ���	��

� �
� %*��
���

 
� ��
����� 	
� %�����
�	�'


���� +	���� *��������� ������� *��� /��0�����!� ���������� 
� ����������
��� ���
�����
� �����
�
 !� "�#� �
$ %%&� 	'((% )) *���� 	+����� ())2�
����,PP+++������������

8%): "� �� E�������� 
����$ ����
�� �� �
������� ���
�! ��� ������
�� �����
��������� �  � ����� ������ ��325� =HH)@=HII� %<2<�




