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RL, 1987

LJUSPULS FRAN
MONOKROMATISK LJUSKALLA

Fouriertransform

: A
En tidsfunktion f{t) 4r definierad i -eo < t < +oo . Fouriertransformen f(f
till f{t) definieras

00
0= | o2 gy @
och inversionsformeln lyder
+o0
O P @

Om funktionen fl(x) faltas med funktionen fé(x) sa erhalles funktionen

+oc0
f30) = [f£(s) fy(x-s) ds (3)
vilket kan skrivas som
fa(x) = i (x) * £5(x) . (4)

Nagra rikneregler och ndgra tidsfunktioner med tillhérande fourier-
transformer 4r givna i tabell 1.



Tidsfunktion Fouriertransform

£, (t) - £,(1) £.0 1,0 (R1)
A A
£ (8) » (1) £.(0-£,00 (R2)
cos(2nf, ) % (8(E+E) + BBy ) (T1)
2 2 2

1 _t2d) 2oy’ 2
2nc

5(t) 1 (T3)

ft-ty) £(5 e 327t (T4)

Tabell 1 Réikneregler och transformpar

Liuspuls

En ljuspuls p(z,t) fortplantar sig lings en singelmodfiber. Antag att fib-
ern bérjar vid z = 0 och att filtkomponenterna dir varierar i tiden enligt

1 e-t2/(202)
2nc

p(0,t) = cos(2nf,t) (5)

déar ¢ 4r ett matt pa pulsbredden.

Fouriertransformen p(f till p(0,t) kan enligt (R1), (T1) och (T2) i tabell 1
skrivas

-(2nfo)%/2 .

P =e 2 U8(E+Ey) + S(E£) ) . ()

(A}



Faltningen (6) ger

2 2
ﬁ(f) - % [e-{27c(f+fo)c} /2 N e-{Zn(f-fo)c} /2 1. N
Inversionsformeln (2) ger att
400 .
pO) = [p@) S gr, (8)

Om den betraktade fibern antages vara forlustfri s erhalles
400 .
pzt) = | pip & BHEBOZ o ©

Denna puls kan ses som en superposition av sinusvagor som alla, var
och en f6r sig, utbreder sig i positiv z-led. Detta innebir att fashastig-
heten v, ska vara positiv for alla frekvenser f:

§=_2_K_€>O -°°<f<+oo_ (10)

ey

Ett teckenbyte pa f medfor enligt (10) ett teckenbyte pa B. Funktionen B(f
ar alltsa en udda funktion:

B-D = - B . 11

Funktionen p(f) 4r kéind enligt (7). Darmed erhalles enligt (9)

<00
2 2 .
p(zt) = f % [ Cr(frfal /2 | -2n(f-f)o) /2] J2nft-p(Dz} 4o 12)

Vi kan skriva (12) som
p(z,t) = I +1, (13)

med I, och I, enligt:



00

2 .
I, = f % o~ 2n(f+fpol /2 j{2nft-p(hz) at,
+o0 \
I, = f % o 2nEf)ol /2 jenf-pda) 4o

Integralen I, kan omformas enligt

oo
2 .
I, = f % e-{27t(f+fo)c} /2 e_]{27rﬁ:-[3(f)z} df =[ x=-f]=

“+ 00
_ J' % e-{21c(-x+f0)c}2/2 ej{-27rxt-[3(-x)z} dx =

= [ byt x mot f och utnyttja att B( - ) 4r en udda funktion ] =

=00
2 .
_ f % o~ (2r(f-fy)o) /2 J2rft-p(Dz) dar.
En jamforelse av (15) och (16) ger
dar strecket betyder komplexkonjugering.

Dérmed kan ljuspulsen enligt (13) och (17) skrivas

Pzt) = I +1, = T,+1, = 2Re(L,).

(14)

(15)

(16)

17

(18)



Enligt (18) och (15) erhalles

oo 2 .
p(zt)=Re[ | o 12nlffal /2 jontt-fflz) g 1. (19)

For att berikna integralen i (19) krdvs kdnnedom om hur det bundna
ljusets utbredningskonstant B varierar med ljusfrekvensen f.

Grupphastighet

-(2n(f-f,)o) /2

Eftersom funktionen e dr starkast kring f = f; s& approxi-

merar vi enligt

BE) = B(fy + B(Ey) (£-£,) . (20)

Infor beteckningen
Bo = B(fy) (21)

och definiera gruppléptiden per lingdenhet g enligt

Tg=————-—‘;=—nﬁ’(fo). (22)

Definiera grupphastigheten Vg enligt

v =Ll _do (23)

Det approximativa sambandet (20) kan nu enligt (21), (22) och (23) skri-
vas som

2
B = By + == (£Fy) . (24)
g



Substitution av (24) 1 (19) ger

o(z.t) = Re [ &/ @Fot-Bo?) "}2-(2n(f.fo)c}2/z J2RERN 2V 4oy (25)

Variabelsubstitutionen x = (£-£5) ger'

. +eo 2,5 -
B(zt) = Re[2MotPod) [ -(2mxol2 j2mx(talvg) 4o 1 (26)
Byt x mot f och skriv om enligt

. +oo 2 . . |
p(zt) = Re[ eJ(anot-Boz) J' e-{2nf0'} /2 e-,]2ﬂ:fz/vg e327tﬁ'. af7. @7

Inverstransformering enligt (R2), (T2), (T3) och (T4) ger

. 2 2
p(zt) = Re[2rotPo?) L SN2 5 2y (28)
2ro g

Om faltningen utfsres och realdelen tages sa erhdlles slutligen

2,6 2
1 o2V ) /(26%)

pzb) = - cos(2nfyt-Boz) . (29)

2no

Vi ser att ljuspulsens envelopp enligt (29) utbreder sig, utan formfor-
dndring, med grupphastigheten v, . Man kan tydligen, i en approxi-
mativ mening, hdvda att ljuspulsen utbreder sig med grupphastig-
heten Vg -



Kromatisk di .

Vi tillfogar ytterligare en term i taylorutvecklingen (20) och approxime-

rar ddrmed enligt

B = Blfy) + B(Ey) (E6y) + 5 B (6y) (E£°

Kromatiska dispersionen C definieras enligt

_
le

Sambandet mellan B**(f) och C(f) erhalles enligt

m_ddB 4 _d8 4

B(ﬂ=dfdf=df2ndm=32nt-2n
dt, dA, dA

—or —& 9 _ =L 0 _ . c 4

(30)

(31)

(32)

Det approximativa sambandet (30) kan nu enligt (21), (22), (23) och (32)

skrivas som

2r TC 2
B =B, + g (£-£,) - E Cfy) (£,)".

(33)

Substitution av (33) i (19) ger en ekvation som skiljer sig fran ekva-

tion (25) endast genom att en faktor har tillkommit under integral-

tecknet:
o i(ezC/E )(££)2
p(z,t) =Re[ - f g \CZUIg N Ly 1.

Variabelsubstitutionen x = (f-fy) ger

“+oo
pzt)=Re[ - |

-00

JmezClx”

(34)

(35)



Byte x mot f och omskrivning ger

p(z,t) = Re[ ej(ZﬁfOt-BOZ) .

+oo : . .
[ o 2nf0)2 ~j2nfarv, (mezCliy)f J2rft

-0

Vi kan skriva (36) enligt

(Qnfit-Bz) ¢ A . A ionft
p(zt) = Re[ & “T07 0% [ F (n.F, (0 ™ af]
med

2 .
’f§1 0 = e-{27tfo'} /2 e-‘]21tfz/vg

och

2.0 = JmezCIEOE

Enligt rdkneregel (R2) i tabell 1 kan (37) skrivas om enligt
p(zt) = Re [ Z™0HBo?) (¢ 1y 1))
Jémftrelse med (27) till (29) ger

2 2
£,(t) = 1 e-(t-z/vg) /(267)
2rnc

- och enligt inversionsformeln (2) giller

A jonft " nezCRE jontt
E®= [ £, ar= [ & ot T g <

df].

(36)

37

(38)

(39)

(40)

(41)



el jontt . ialfieentwn
=[oc=1tczC/t§]=jeJ ¢ df:fe‘] df =

) T Bt ) _ e T ot/

-00

. . 22,  teo,
=[7ct/aéirenreellkvantitet]=e'Jnt/a fejafzdf=

. 2.2 )
= [ se appendix 1 ] =37 ¢ /@ /I_:;T S/ Tal) _

. . 2
—(o=ncaCf =1, ]—c‘z—__nfc “ JAANC/ICD) gty t/(czC) (42)

Enligt (40), (41) och (42) giller

i2rf,t-B,z) 1 i(W4)(C/1C 1)
p(z,t) = Re[ & “™otPoZ) S ¢ «/-——I e F] (43)
[ 2“7r_0'2_ 0 czICl

dér integralen F berdknas enligt

+-o0
Fo | (tx-2v /(267  Ffox’/(czC)

dx =
“+oco
- | o 22 b2y ) 1267 jntix(eaC) dx o

- Te{-l/@cz)-jnﬁ/(czc» X+ (t2lvglo®) x + (v (20™) 4 _

00
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[A = (1/26")inty/(czC)} , B = (t-zv,)/o™) , D = (t-2lv %207} ] =

+oo 2 +oo 2
J' eAx +Bx+D dx = J' eA{x +(B/A)x+D/A} dx =

AL xeBI2A)E- B*(4A2%) + D/A ]
f e dx =

_ ~BY@anD ’}“eA{x+B/(2A)}2

dx =[ Cauchys integralsats ] =

2 A2 - [26%+jczC/nf2)] [t-ziv T2
= BIAARD [ AX 4y [ BaaD - X I (e
40 +[czC/ (nfg}]

=00

( [26°+jczC/(rf2)] [t-zfv J
= exp

dx = d1 1]=
46" +[czC/(rf)]" ) | exp(ax® [ se appendix1]=

- [20%+jezClinty)] t-2iv 12\ Vo exp(+ {1/2}arctan[2c2nf§/{czC}])
P 46* +[czC/ {n:fg 12 ntg -
45+ \ezC

- [20"+jezC/infg)] [t-2/v, 12
= &P 46 +[czC/ {7cf§}]2 .

o V2czIC] exp(-3{1/2 Jarctan[2c nfﬁ/{czC}])
f, (40*+czC/inl)1?) M4

(44)

Av skrivtekniska skil anvindes hir tva olika beteckningar pa exponen-

tialfunktionen: e och exp(---) .
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Enligt (43) och (44) erhélles

pzt) = Re[ exp(i(entyt-By2)) \/1—_ exp(imAXC/ICD)) -
T

- [202+jczC/{1tfg}] [t-z/v ]2 exp(-j{1/2}arctan[202nfg/{czC}])
- exp & ] 5)

4c™+[czC/ {nf%}]z (4c4+[czC/ {n.-fﬁ }]2) v

Uttrycket (45) kan fsrenklas nagot eftersom
. 2
exp( -j{1/2}arctan[2¢ nig/{czC}]) = [ arctan(x) + arctan(1/x) =
= @W2) («/1x1) 1 = exp( -§(1/2} (W2)(C/I C1)-arctanlezC/(26°nt2)] ) =
= exp(-j(w/4)(C/1C1) exp( (1/2)arctan(czC/(20°nfa)] ) . (46)

Enligt (45) och (46) erhélles slutligen

Pzt = Re[ exp(j(entyt-

Boz)) _\}l—;- :

(- [26°+jczC/infg)] [t-2/v ) ) exp(j{1/2)arctan(2’x/(c2C)] )
- exp ] @n

46" +[czC/ {7rf§}]2 (40’4+[czC/ {nff) }]2) v

Enligt (47) kan amplitudenveloppen tecknas

2 2
- 26° [t-2/
Aenvelopp = : 4 1 2N 14 X Y ol Vg] 5 . (48)
Vr (4c*+ezCr/mt2?) 40 +[czC/(nf2)]



Amplituden p4 filtkomponenterna ir i varje 6gonblick proportionell mot
(48). Effektamplituden &r i varje dgonblick proportionell mot kvadraten
pé (48). Effektenveloppen kan alltsa tecknas

=

P

envelopp

1 - 40” [tz )
T 4 2\ 12 X 3 e | (49)
T (40" +czC/(nt2)] ) 46" +[czC/{nf)]

Pulsbreddning

Vi definierar ljuspulsens pulsbredd X som den tid som forflyter fran
det 6gonblick som effektamplituden #r maximal till det ogonblick som
effektamplituden har sjunkit en faktor 1/e. Effektenveloppen kan enligt
(49) skrivas

1 - [t-zv )2

Penvelopp = y— exp ZQ (50)

med pulsbredden X enligt
(40*+lezC/imt2)]*) 2

T = P (51)
vilket dven kan skrivas som

p L (czg )2. (52)

nf, 20

Foér z =0 erhalles I = o. Inpulsens pulsbredd ar tydligen lika med o.
Pulsbreddningens storlek beror enligt (52) av inpulsens bredd o.

12



LAt oss bilda kvoten mellan ut- och inpulsens respektive pulsbredder:

z czC \2
- = . 53
= \/ 1+ (%—726) (53)

Det framgir med all 6nskvird tydli.ghet av (53) att pulsbredden skar
monotont allteftersom ljuspulsen utbreder sig lings fibern.

Ljuspulsens fouriertransform fa\(f) dr kénd enligt (7). Amplitudspekt-
rum ir Iﬁ(f)l och effektspektrum &r lﬁ(f} 12 . En ren cosinussignal av
frekvens f; "innehaller” enligt (T1) i tabell 1 endast frekvenserna -f, och
+f;, . Spridningen i frekvens i (7) bestims tydligen av spridningen kring
+fy (eller alternativt och likvirdigt av spridningen kring -£5).

Eftersom ljusfrekvensen f, 4r hég antages ljuspulsen (5) innehalla ett
stort antal ljusperioder. Fsljande olikhet antages gilla:

L << f, . (54)
c

Vi definierar ljuspulsens spektralbredd som avstindet mellan liget for
maximalt virde pa effektspektrum och det ldge dir effektspektrum har
dédmpats en faktor 1/e. Enligt (7) och (54) erhalles denna spektralbredd
som

1
Af = — | 55
2nc (35)

En viss bredd i frekvens svarar mot en viss bredd i vakuumviaglingd
enligt

Ary = %7 Af . (56)

13



Ljuspulsens spektralbredd kan alltsa, enligt (55) och (56), dven skrivas

c 1
AN, = - 57
0 %- 2rno (57)

Vi kan nu skriva (52) som

=0 + (azC) | (58)

dér o &r inpulsens tidsbredd och X 4r utpulsens tidsbredd. Enheten for
kromatisk dispersion C ar

= = = 10° —PS
[c] =—7=10 =0 . (59)

Vi ser av (58) att pulsbreddningen bestidms av produkten av fiberns kro-
matiska dispersion C, fiberns lidngd z och ljuspulsens spektralbredd
AL, . Sambandet (58) giller dven for en ljuspuls fran en polykromatisk
ljuskélla. Ljuspulsens spektralbredd A), bestims dérvid av modula-

tionen och av ljuskillans spektralbredd.

Optimal pulsbredd

En intressant iakttagelse 4r att en optimal bredd pa inpulsen existerar.
Fér en viss given ljusfrekvens f, , en viss given fiberldngd z och en viss

given kromatisk dispersion C si &r, som en konsekvens av (51), utpul-
sens pulsbredd I minimal nir

optimal = o % . (60)

14



Den minimala utpulsbredden kan, enligt (51) och (60), berdknas till

z:minimal = ‘]i <)-opi:imal .

(61)

15



Appendix 1
Betrakta integralen
oo 2
[e™ ax (Al.1)

dir z dr ett komplext tal. Integralen ovan konvergerar om
Re(z) 20 och z=# 0. (Al.2)

Integralens virde ar

+oo 2

[ ™ dx = %"_ med  Re(Vz) > 0 . (A1.3)
Skissartad hirledning

+oo 2 +oo 2

je-zx dx=2Je.zx dx =[{w=+z%x, Re(¥z)>0]=

2
= -% j eV dw = [ Cauchys integralsats ] =
r

+oo 2
=%J X dx =\/ng _ (A1.4)

16



