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Principal Components Regression

Inledning

“Principal Components Regression” (PCREG) som en metod frin ” biased regression metoder”
kan anvinds for att modellera data med hogt korrelerade forklaringsvariabler. Metoderna redan
diskuteras av ett antal forfattare (Marquardt 1970, Hoerl and Kennard 1970, Lott 1973, Hawkins
1973, Webster, Graces and Mason 1974, Hoerl, Kennard and Baldwin 1975, Marquardt and Snee
1975, Hocking, Speed and Lynn 1976, Smith and Campbell 1980, Park 1981).

Under de senaste é&rtionden har statistiker och forskare anvdnt sig av multipla
regressionsmodeller som ar relaterade till “Partial Least Squares regression” (PLSREG) och
SIMPLS- algoritm for att undvika multikollinjéritet i data. Dessa analysmetoder anvinds for att
skatta viarde av en responsvariabel frin ett stort antal hogt korrelerade forklaringsvariabler.
PCREG anvander de skattade komponenterna pd samma sitt som (PLSREG) vid skattning av
regressionskoefficienter, dvs som en linjir kombination av de ursprungliga variablerna. Dessa
metoder diskuteras i detalj av (Wold 1966, Horel and Kennard 1970, Dijkstra 1983, 1985, de Jong
1993 SIMPLS algoritm, Rdnnar et al. 1994, van der Voet 1994) och har under de senaste &r
utvecklats i ett antal mjukvaror (t.ex. SAS, MiniTab, Statistica och SPSS dar SPSS kraver ett
sarskilt tilligg) och ar fortfarande under utveckling. PLSREG- metoderna anviander
principalkomponenterna i ordning frdn den 1-a med storsta variationsférklaring och 2-a med nast
storsta osv. Syftet med denna uppsats ar att visa hur man kan vilja dessa komponenter beroende
pé deras vikt och betydelse och inte automatiskt i ordning efter egenvirde.

En allmén teori av PCREG i jamford med PLSREG, SIMPLS-algortim och “ridge” regression
(RREG) diskuteras i denna uppsats. Metoderna illustreras med tva olika dataset i syftet att bygga
en regressionsmodell (PCREG) med ett antal utvalda skattade komponenter som ger mer relevant
tolkning av data och dessutom liga medelkvadratsfel. Direfter skattar vi
regressionskoefficienterna, standardfelen av koefficienterna och t-virdena i PCREG med hjalp av
PROC IML i SAS 9.2.

Tolkning av regressionskoefficienter i PCREG sker exakt pd samma sitt som i sedvanliga
regressionsanalys. Var numeriska resultat tyder pd att teorin &ven kan anvéndas for att forbéttra
PLSREG skattningar som bygger pa roterade principalkomponenter. Aven om detta arbete har
motiverats av problemet med analys av kvantitativa variabler inom socioekonomisk och
demografisk statistik, &r metoden ocksd tillimpbar pa problem vid skattning av
regressionskoefficienter baserade pa hogt korrelerade kvantitativa forklaringsvariabler. Metoden
ar relevant for ett brett spektrum av problem inom de fysiska, kemiska, medicinska, ekonomiska
och tekniska vetenskaperna, vilket ocksd kommer att diskuteras i denna uppsats.

Nyckelord: Multiple Linear Regression (MLREG), Principalkomponentsregression (PCREG),
Partial Least Squares Regression (PLSREG), SIMPLS- algorithms, Reduced Rank Regression
(RRR), Ridge regression (RREG), Ridge coefficient (&), "Predicttive Error Sum of Squares"
(PRESS), Variation Inflation Factor (VIF).
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Abstract

"Principal Components Regression” (PCREG), as one of methods in "biased regression methods" can be
used to model data with highly correlated explanatory variables. This well-known method has been
discussed by many authors (Marquardt 1970, Hoerl and Kennard 1970, Lott 1973, Hawkins 1973, Webster,
Grace and Mason 1974, Hoerl, Kennard and Baldwin 1975, Marquardt and Snee 1975, Hocking, Speed
and Lynn 1976 Smith and Campbell 1980, Park 1981).

In recent decades, when modeling data with highly correlated explanatory variables, statisticians and
researchers have frequently used multiple regression models that are related to the "Partial Least Squares
regression (PLSREG) and SIMPLE algorithm to avoid multicollinearity in the data. PCREG uses the
estimated components in the same way as PLSREG to estimate the regression coefficients. Both of these
biased regression methods are discussed in detail by Wold 1966, Horel and Kennard 1970, Dijkstra 1983,
1985, de Jong 1993 SIMPLE algorithm, Rénnar et al. 1994, van der Voet 1994. Most available software;
however, only gives users the opportunity to run PLSREG analyses. Examples include SAS, Minitab,
Statistica and SPSS (although SPSS require that a special component be downloaded and installed to run
PLSREG analyses). All these programs are under development and each provides slightly different output.

All programs that run PLSREG analyses automatically rank principal components in descending order of
eigenvalues. One purpose of this essay is to clarify why this descending order may not always be the most
useful order in all kinds of research. A second purpose is to show that it is possible to use a newly
developed program that runs PCREG in SAS to choose components on the basis of their weight and
importance in relation to the explanatory variables. Additionally, the general theory of PCREG, PLREG
and “ridge” regression (RREG) will be discussed.

Two data sets (one large and one small) will be used to compare the results of analyses using PCREG,
PLSREG, and RREG. Two data sets were necessary because the more variables in a dataset, the more
difficult it is to choose how many estimated components must be used in the analysis and the more
potentially misleading the automatic eigenvalues choice of the existing software programs can be. The
PCREG analyses of the two data sets (run using PROC IML in SAS 9.2) will include an estimation of the
regression coefficients, standard errors of the coefficients, and t-test and (p) values.

Interpretation of regression coefficients in PCREG is done in exactly the same way as in regression
analysis. The numerical results of the PCREG analyses suggest that the PCREG algorithm used to write the
new program can also be used to improve PLSREG estimates based on rotated principal components.

Although this work has been motivated by the problem of analyzing quantitative variables in socio-
economic and demographic data sets, the method is also applicable to problems that involve estimating
regression coefficients that are based on highly correlated quantitative explanatory variables. Thus, the
method is probably relevant to a wide range of problems in the physical, chemical, medical, financial, and
technical sciences.

Keywords: Multiple Linear Regression (MLREG), Principal components regression (PCREG), Partial
Least Squares Regression (PLSREG), SIMPLS-algorithms, the Reduced Rank Regression (RRR), Ridge
regression (RREG), Ridge coefficient (§), "Predicttive Error Sum of Squares" (PRESS),, Variation
Inflation Factor (VIF).
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Bakgrund

Att anvianda skattade principalkomponenter (PC) som forklaringsvariabler i en multipel linjar
regression (MLREG) har bade fordelar och nackdelar. I de flesta fall, nir man tittar pa
forklaringen till en responsvariabel ar det acceptabelt att anvinda viktigaste komponenten i en
regressionsmodell som kidnnetecknar ett antal variabler, men i viss mén, ar 6nskan eller malet
med en regressionsmodell att skatta parametrar som ar direkt kopplade till de ursprungliga
forklaringsvariablerna. Problemet med vanlig MLREG som anvinder de berdknade
komponenterna som forklaringsvariabler i en regressionsmodell ar tolkningen dd man drar
slutsatser fran en regressionsparameter, dir flera forklaringsvariabler ingdr samtidigt. Vi kan
underlitta tolkningen av regressionsparametrar med hjalp av PCREG. Genom att standardisera
data och anvinda dem for att skatta regressionsparametrar som i sin tur péaverkar
kovariansmatrisen vilket i sin tur ger mindre skattade medelfel. Det andra skalet till att anvdnda
(PCREG) ar att standardisering av de  ursprungliga variablerna  undviker
multikollinjaritetsproblemet i data.

Kravet pd PCREG i denna uppsats ar att de slutliga modellerna ska vara jamférbara med den
sedvanlig MLREG och koefficienterna ska vara tolkbara pa samma sitt. Denna uppsats forsoker
samtidigt pavisa hur man med hjilp av metoder som PLSREG, PCREG eller RREG kan undvika
problemet med redundant information eller multikollinjiritet vid MLREG metoder som under de
senaste ar har utvecklats med mer fokus p4 PLSREG. Men nir antalet forklaringsvariabler och
observationer ir stort och korrelationsmatrisen speglas av hoga egenviarden (positiv och negativ)
ar det svart att valja antal roterade komponenter eller ridge- koefficientvirde. Dessa kritiska
moment diskuteras i denna uppsats och nagra tillgingliga metoder diskuteras. Samtidigt vet vi att
en multipel regressions modell (OLS) med méanga variabler skattar alla koefficienterna dnda och
rapporterar en hyfsad determinationskoefficient (R2). Men huvudfragan ar kan man pé ett enkelt
satt tolka dessa skattade parametrar? Och den andra fragan ar hur vid PLSREG eller PCREG ska
vilja antal komponenter: beroende pad deras variationsforklaring eller egenvirde? Vid PLSREG
har vi inte mdjlighet att sjalv vilja de vettiga komponenterna, detta goérs automatisk, och
huvudmalet med denna uppsats ar att pavisa hur kan vi sjilv styra analysen enligt vissa kriterier
och andra praktiska skal.

De ovan namnda metoderna jaimfors med PCREG dar forklaringsvariabler blir tolkbara enligt
Rawlings 2002. Flera biased regressionsmetoder har foreslagits som 16sningar pa kollinjaritets
problem. Dessa metoder diskuteras av (Stein, 1960, d.s.k Stein krympning), “ridge” regression
(Hoerl och Kennard, 1970) och PCREG och andra varianter av modell skattningar av (Lott, 1973,
Hawkins, 1973; Hocking, Speed och Lynn, 1976; Marquardt, 1970, Webster, Gunst och Mason,
1974). "Ridge” regression har fatt storst acceptans jamfort med andra metoder, men alla dessa
metoder anvinds med uppenbar framgang for olika problem. ”Biased” regressionsmetoder dr
inte allmdnt accepterade och bor anvindas med forsiktighet. Det ar medelkvadratfelet som ar
grundmotiveringen till att anvdnda “biased” regressionsmetoder. Sddana metoder kan ge en
bittre parameterskattning i den mening som avses for skattning av medelkvadratfelet. Detta
innebar inte nodvandigtvis att en “biased” regressionsmodell dr godtagbar eller rent av “béattre” dn
en minsta-kvadratlosning (OLS) for andra &ndamal an berdkning av modellparametrar (Rawlings
2002).

Aven om Kkollinjiritet inte paverkar precisionen i den skattade responsen (och prognoser) i
observerade punkter i X-rymden vid multipel regression, kan den orsaka variansinflation [VIF] av
den skattade responsen pé olika nivaer av forklaringsvariabler. Park (1981) visar att berdkning av
medelkvadratfel (SEM) for skattning av en respons 6ver vissa forklaringsvariabler i X-utrymmet
och restriktioner for parameterskattningar i PCREG ar optimal. Detta tyder pa att “biased”
regressionsmetoder ocksé kan vara till nytta i vissa fall for skattning av respons. Men forsiktighet
maéste iakttas vid anvindning av kollinjara data for parameter skattningar av respons pa andra
stillen 4n i de observerade punkterna.

Data

I detta dokument anvidnder vi tva olika dataset for att illustrera dessa metoder. Det forsta
datasetet omfattar bide stérre antal observationer och antal forklaringsvariabler dn det andra
datasetet. Nar antalet observationer och antalet variabler ar fa ger alla metoder (PCREG, PLREG,
SIMPLS) nistan samma svar, men nar stora dataset anvinds blir det lite svirare att vilja den
slutliga modellen.
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Det forsta datasetet som anvinds ar fran “Philips Geographical Digest” och "World
Resources” &rsbocker 96-97. Av 61 mojliga variabler har 16 valts att ingd som
forklaringsvariabler i en och samma modell (Alinaghizadeh 2009).
Forklaringsvariablerna ar hogt korrelerade med varandra, utan bortfall. Dessutom ar de
hogt korrelerade med responsvariabeln. Syftet med detta dataset dr en uppfoljning av en
studie dar vi forsokte anpassa en regressionsmodell for forvintad medellivslangd for
varldens liander (u=64,4 , 0=10,4 , N=144), utan att ta bort ndgon forklaringsvariabel
och samtidigt anviande ett antal valda komponenter som regressionsparametrar.

Det andra datasetet demonstrerar ett "biased" linjir regressionsproblem med
ekonomiska data (Longley, 1967) med 6 forklaringsvariabler utan bortfall och ar hogt
korrelerad. Med variabeln Employment som responsvariabel (u=65317, 0 =3511,97,
N=16) i en studie som visar hur ett regressionsprogram fungerar med uppgifter som ar
kinda att vara svar hanterbara och berdkningsintensiva. Analysresultat och beskrivande
analyser fran detta dataset redovisas i appendix.

Metoder

Vi borjar med en beskrivning av en “biased” regression metod med (PCREG) och en
sammanfattning av de Ovriga metoderna (PLS, NLPLS, SIMPLE). Att anvdnda en “biased”
regressionsmetod ar redan valkant i litteraturen, men denna uppsats ar fokuserad pa PCREG. For
mer information om de 6vriga metoderna hanvisas till angivna referenser.

Sedan principalkomponentsanalys (PCA) blivit kind har PCREG diskuterats av manga och sé
smaningom dyker metoden upp i litteraturen (Kendall 1957, Hotelling 1957, Jeffers 1967,
Mosteller and Tukey 1977, Mardia et al. 1979, Gunst and Mason 1980). Misstolkningar av
principalkomponenter i samband med PCREG att “uteldimnade principalkomponenter minskar
variationsforklaringen” diskuteras av Jolliffe (1982) som argumenterar att alla skattade
komponenter har sin egen betydelse och detta beror p&d den bakomliggande informationen som
ligger i data. I sedvanliga metoder vid PCREG viljer man automatiskt ett antal komponenter i
ordning fran den forsta med hogsta variationsforklaring och nedét. I denna studie demonstreras
hur man kan vilja vilka komponenter som ska ingd i PCREG- modellen (Alinaghizadeh 2008)
med tonvikt pa betydelsen av skattade komponenter.

Multikollinjaritet

I regressionsanalyser ar multikollinjdritet ett problem nir tva eller flera forklaringsvariabler ar
korrelerade med varandra eller ar beroende av varandra. Med multikollinjiritet menar vi att tva
eller flera av variablerna ar redundanta i modellen eller har samma information. Linjart beroende
i skattningar av regressionskoefficienter paverks av detta. Redundant information betyder att en
X variabel forklarar Y pé exakt samma sitt som en annan X variabel forklarar. I detta fall kan tva
eller flera redundanta forklaringsvariabler bli icke-relevanta eftersom b; skulle skatta samma
effekt for x; som andra b. Vidare skulle (X X)~! inte existera for att nimnaren 1-r2 r noll. Som en
konsekvens av detta kan virdet for j; inte skattas eftersom elementen for inversmatriserna och
koefficienterna blir ganska stora (Younger 1979). En annan konsekvens av multikollinjéritet ar att
variansskattningarna vid minsta kvadratskattningarna blir f6r stora, vilket i sin tur ger bredare
konfidensintervaller; sd ju hogre multikollinjéritet, desto farre tolkningsbara parametrar. Kort
sagt, multikollinjaritet péverkar alla skattningar vid regressionsanalys, minsta kvadratskattning
av regressionskoefficienter, medelkvadratfel (MSE), t-test, kvadratsummor och till sist
determinationskoefficienten R2.

Det finns ménga metoder for att hantera multikollinjaritet t.ex ridge regression,
principalkomponentsanalys, PLREG (Geladi 1986) och continuum regression (Stone 1990, Belsley
1980). Som nidmnts har koefficientskattningar i multipel linjar regression kravet att
modellparametrar ska vara oberoende (forklaringsvariablernas forhallande). Nar
forklaringsvariablerna dr korrelerade och kolumnerna i designmatris X har ett approximativ
linjart beroende, blir matrisen (X’X)* nistan singuldar. Som en foljd av minsta-
kvadratskattningen, blir ekvationen B = (X’X)™'X'Y mycket kinslig for slumpmissiga fel i den
observerade responsvariabeln (Y), vilka ger en stor varians. Multikollinjaritet kan uppst4, till
exempel nér data samlas in utan en experimentell design.
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Regression

Givet en uppsittning av forklaringsvariabler X1, X2, ...,Xp och en beroendevariabel eller
responsvariabel Y finner multipel linjir regressionsmetoden den basta minstakvadrat linjar
prediktionen av responsvariabel baserad pé alla férklaringsvariabler. Om X ar en (n x p) matris
av n observationer pa forklaringsvariablerna och Y ar en (n x 1) vektor av observationer pa
responsvariabeln blir multipel regressionsmodellen:

Y=XB (W
dir B dr en (p x 1) vektor av regressions koefficienter.

Minstakvadrat skattning for B blir:
B=(X'X)" X'Y (2)

och "lack-of-fit" av denna skattning d.v.s. medelkvadratfel skattning blir:

1/2

Y'Y-B'X'Y
r—oar (3)
n-p-1

Bland méanga problem relaterade till multipel regression dr multikollinjaritet svaraste situation
dar forklaringsvariabler ar hogt korrelerade med varandra. Detta gor att X'X inte har nigon invers
dven om dessa variabler inte dr kollinjira men ar de fortfarande korrelerade vilka i sin tur skapar
dessa problem:

1- Att skatta en stabil invers for X'X blir svart.

2- Ju mer korrelerade forklaringsvariabler dr desto storre blir medelkvadratfelet vid
skattning av regressionskoefficienterna blir vilket gor att regressionskoefficienterna blir
mer korrelerade. Detta gor det svart att tolka dessa koefficienter. Det "sanna" sambandet
mellan forklaringsvariabler och responsvariabel blir mer beroende av relationerna mellan
forklaringsvariablerna sinsemellan.

Ménga metoder har forslagits som 16sning, till exempel, stegvis regression eller ett subset av
variabler, men dessa metoder tas inte upp i denna uppsats. Vi fokuserar pa en multipel regression
med alla férklaringsvariabler samtidigt i modellen.

Principalkomponentsregression

“Biased” skattning av en regressionsekvation har under de senaste aren diskuterats inom olika
vetenskapliga omradden. En siddan metod ar regression med principalkomponenter. PCREG-
analys ar sirskilt anviandbar for att forstd sambanden mellan X-variablerna och for att tolka
regressionsparametrarna. Kunskap om variabler kan hjélpa till att avgora vilka som ska tas med
och hur viktiga de ar (Rawlings 2002).

For att tillimpa PCREG, borjar vi med att berdkna singuldra varden for en matris med centrerad
och skalade oberoende variabler (standardiserade variabler), dvs. egenvektorer av Z.

Z=ULv2V’ 4)

Uwmxp) 0ch Vipxp)

L2 ar diagonalmatris med singulédra varden eller roten ur egenvirdena.
Principalkomponenten ges av

W=ZV eller W=ULx/2 (5)
Varje kolumn i W ger virdena for n observationer i en av principalkomponenterna.

Kvadratsumman och multiplikations matris of principalkomponenterna W &dr en diagonalmatris
av egenvirden
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W’ W=(ULv2)" (ULV2)=L/2U" ULV/2=L, (6)

dir L = Diag(2%,23,-+,A2) samt principalkomponenterna &r ortogonala mot varandra,
eftersom produkten av summor ar lika med o0 och kvadratsummor av varje
principalkomponent ar lika med motsvarande egenvérde A7.

Principalkomponenten som motsvarar det minsta egenvirdet dr dimensionen av Z som har
minsta spridning. Dessa dimensioner av Z med liten spridning &ar orsaken till kollinjaritet. Den
linjara modellen ges av

Y=1B, +ZB + ¢ )

vilka kan skrivas i form av principalkomponent W som

Y=1B, + Wy +¢ (8)
Dessa anvander VV” = I for att transformera Zp till Wy.

7B = ZVV'B = Wy 9)

Lagg marke till att y = VB ar vektor av regressionskoefficienter for principalkomponenter och g
ar en vektor av regressionskoefficienten for alla Z. Transformation av y tillbaka till 8 fas genom:

B=Vy (10)

Den sedvanliga minstakvadrat skattningen fas genom att anvinda principalkomponenter som
oberoende variabler:

9= (WW)IWY = L'WY (11)
(Z WilYi>/)\%
i ~
Y
— (Z W12Y1>/7\% — ?2
T :
(D)
- 1 A

Regressionskoefficienter for principalkomponenter kan berdknas individuellt for att
principalkomponenterna &r ortogonala och att W*W ir en diagonal matris.

Liksom varians-kovarians matris av 7 ar en diagonal matris
Var(y) = L™10? (12)
dér variansen av ¥; dr 6®(§;) = 6°/A? och alla kovarianser ér noll.

Eftersom principalkomponenter &r ortogonala, s& blir kvadratsummorna for varje
principalkomponent lika och varje regressions kvadratsumma kan beridknas individuellt som

NIENS (13)

Om alla principalkomponenter anvinds i samma modell, blir resultatet lika men den sedvanliga
regression modellen (OLS regression). Skattning av 8 ges fran  som

p=Vy (14)

och regressionsekvationen kan skrivs som
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=17+ Wy (15)
eller
Y=1Y+Zp (16)

Idén bakom PCREG ir att eliminera de dimensioner (s) som orsakar Kkollinjaritet, dvs.
dimensioner som har minsta 4;. I denna uppsats kommer vi sjélv att vélja dessa dimensioner (g =
p - s) oavsett viardet for A;. Darefter skattar vi regressionsparametrar med (g) antal
principalkomponent y’, variansen s2(y’) och kvadratsumman for regressionen ss(y’j)) i en
regressionsmodell av Y pd W. Medelkvadratresidualen fran en full modell anvénds for att skatta o2
som ar s2(y ).

Vi testar hypotesen y’; = 0 for varje j. Student t-test eller F-test anvinds for att faststélla detta.
Enligt teorin reducerar vi principalkomponenter fran modellen som skapar kollinjaritets problem
(ett forslag till detta kriterium kan vara konditions index > 10).
Signifikanta slutsatser fran modellen eller modellparametrarna gors genom

Y' (g) ar vektor av skattade regression koefficienter som skattas med

SS(reg) = summa av SS(Y';) (17)

diar summeringen ir 6ver g komponenter som ar skattade fran SS(reg) med g frihetsgrader.
I nista steg transformerar vi regressions koefficienterna fran principalkomponentsregression till

regressions koefficienten till de ursprungliga oberoende variabler (som &r centrerade och skalade)
genom:

By = Vo - Yo (18)
(px1) (pxg) (gx1)

Vi anviinder beteckningen g+ i stillet for § for att urskilja principalkomponent skattning av f frin
minsta-kvadratskattningar. Lagg mirke till att det finns (p) element i Bzrg) fast det finns bara (g)

element iV och 7.
vilka har skattade variansen
Var[By)] = Vig Lg Vig)0” (19)
Dessa varianser bestar av bara stora egenviardena. De minsta som orsakar varians inflation i OLS

ar eliminerade. Kvadratsummorna for regression erholls fran (g) principalkomponenter som
tillskott med (g) frihetsgrader:

SS(Regression) = ¥ic(q) SS(Y;) (20)
dar summering ar Gver en delmingd av (g) principalkomponenter som erholls i modellen.

Regressions ekvationen dr antingen

?(g) = 1? + ZBE‘g) (21)
eller
Yoy = 1Y + Wigy (g (22)

dar W) ar matris of erhéllna principalkomponenter; B, = Y och #r ortogonal till varje Blo -
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Variansen av Y kan skrivas p4 flera sétt. Den enklaste ér:
Var[Yg] = [% + Wi Lid W, (23)
@l = |5 T W lgWe 3

Koefficienterna fran principalkomponentsregressionen kan skrivas som en linjar funktion av en
MK- skattning

By = Ve VigB = [1 - Ves) - Vi»)IB (24)
dar V) 4r matris av (s) egenvektor som elimineras frin analysen.

Eftersom B dr “unbiased”, férvintade och “biasen” of principalkomponentsregressions
koefficienterna foljer ekvationen enligt ovan

€[Bip] = B~ Vis) - V(5B (25)
eller biasen ar
Bias = €[B{y)] — B = —V(s) - V()B (26)

Det ar faktum att B(+g) har (g) element, en regressionskoefficienten for varje oberoende variabel,
dven om endast (g) regressionskoefficienter y(, uppskattades innebar att det finns linjara
restriktioner for ng). Det finns en linjar begransning for varje eliminerad principalkomponent.
Den linjira restriktion for Bzrg) definieras av V5 som

VigB=0 27)

Till slut kan koefficienterna tolkas som de sedvanliga regressionskoefficienterna och jamfors med
koefficienter fran OLS. Minimering av medelkvadratsumman gor att konfidensintervallet blir
mindre vilka i sin tur gor att modellen blir mer stabil. Skillnaden mellan R2 fran OLS och PCREG
borde inte vara s stor.

Partial Least Squares Regression (PLSREG)

Regression med partiell minstakvadratmetoden “Partial least squares regression” utvecklades
ursprungligen av Wold (1966) som en ekonometriteknik for att modellera “paths” av kausala
relationer mellan ett antal "block” av variabler. PLSREG har anvints i olika sammanhang inom
kemi, ekonomi, medicin, psykologi och farmaciutbildningen dir linjira modeller, speciellt nir ett
stort antal forklaringsvariabler dr nodvandig. Sarskilt i kemometri, har PLSREG blivit ett vanligt
verktyg for modellering av linjara forhéallandet mellan flera méatningar (de Jong, 1993).

Kort sagt, PLSREG ar formodligen den minst restriktiva av olika multivariata utvidgningar av
MLREG. Denna flexibilitet gor att man kan anvinda den i situationer dar traditionella
multivariata metoder ar starkt begransad, till exempel nir det finns farre observationer dn
forklaringsvariabler. Dessutom kan PLSREG anvidndas som en inledande analys for att vilja
lampliga forklaringsvariabler och identifiera extrema observationer infor en klassisk linjar
regressionsanalys.

Observera att PLSREG giller dven for mer allménna statistiska metoder som :

Enkel och multipel regression

Factorial regression

Polynomial regression

ANOVA, ANOCOVA, Factorial ANOVA, MANOVA och MANCOVA
Hierarkiska metoder

Overlevnadsanalys (PLS-Cox)

Dessa metoder tas ej upp i denna uppsats.
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SAS erbjuder en ytterligare PLSREG metod som heter "Reduced Rank Regression” (RRR) som
inte heller tas upp i denna uppsats. Men resultatet aven RRR analys presenteras i Tabell-2a och
Tabell-2b f6r den nyfikne l4saren.

Nonlinear iterative partial least squares (NIPALS) Algoritm

Standardalgoritm fér berdkning av komponenter for NIPALS ar ett icke-linjart
iterationsforfarande (Nonlinear Iterative Partial Least Squares (NIPALS)). Det finns manga
varianter av NIPALS-algoritmen som normaliserar eller inte normaliserar vissa vektorer.

SIMPLS Algoritm

Ett alternativ skattningsmetoden for komponenter i partiell minsta kvadratmetod regression ar
SIMPLS-algoritm (de Jong, 1993) som kraver mindre berdkningstid.

Den viktigaste delen i PCREG eller PLSREG metoden ir valet av antal komponenter som
inkluderas i en PCREG eller PLSREG modell. Detta kan utféras genom valideringskriterier se
nasta sektion. Optimalt antal komponenter bestims genom en empirisk metod som heter
“korsvalidering” av en PLSREG modell genom 6kning av antalet komponenter. Modell med
minsta PRESS virde antas vara den "béasta” modellen enligt Allen (1971).

PRESS-kriterier och R2(pred)

PRESS star for "Predictive Error Sum of Squares”, eller "PREdiction Sum of Squares”. Den
berdknas genom att summera alla prediktorers residualer under korsvalidering. Ett lagt PRESS-
varde anger en bra predicerad modell (0 dr optimal).

PRESS kan anvidndas for att hitta det optimala antalet komponenter med ett stegvist
urvalsforfarande. Den “bésta modellen” bestar av sa fa prediktorer som mojligt med det lagsta
(eller nastan lagst) PRESS - virdet. I Figur-5a och Figur-5b ser man ett exempel pa en hypotetisk
variabel urvalsforfarandet, vilket resulterade i en “basta” modell med 3 prediktorer i bida fallen, i
vart fall tre komponenter i PLSREG eller PCREG.

Som ett matt for att jamfora regressionsmodellerna 4r PRESS och R2(pred) ett bra alternativ. Om
modellen ar stabil och vilanpassad borde inte R2 skilja sig mycket fran R2(pred).

Variationsforklaring av X och Y vid PLSREG, PCREG och SIMPLS-
algoritms modeller

PLSREG modellen berdknar dessa variationsférklaringar genom:

X=TP +E (28)
och
Y=UQ +F (29)

Dar X och Y ar matrisen av forklaringsvariabler och en responsvariabel. Matrisen pa hogre sidan
av likhetstecknet definieras genom:

T = X- viarden
P = X-laddningar
E = X- residualer

U = Y- viarden
Q = Y- laddningar
F = Y- residualer

PLS algoritmer viljer ortogonala komponenter som maximerar kovariansen mellan varje X-varde
och Y-virde. For en vilanpassad modell visar de forsta skattade komponenterna en hog
korrelation mellan X- och Y- viardena. Korrelationen brukar 6ka frin en komponenten till den
andra. I SAS kan man anvanda en sarskild %macro for att rita detta i en graf (%plot_scr), men
dessa berakningar presenteras numeriskt i tabell.1a och tabell.1b.
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Ridge regression

Ridge regression utvecklades av Hoerl och Kennard (1970). Metoden ar baserad pa fordndringen
av minsta kvadratmetoden som tilliter ensidigt "biased” skattningar av regressionslinjens
koefficienter. Reducerad varians vid ridge regressionsskattningar ger ofta mindre medelkvadratfel
(MSE) jamfort med den sedvanliga minstakvadratmetoden (OLS eller BLUP). Dessa skattningar
ar forslagsvis mer objektiva, eftersom de har en storre sannolikhet att vara niarmare de sanna
parametervardena (John 1984).

Ridge regression loser problemet genom att skatta regressionslinjens koefficienter med hjilp av
B=XX+8) Xy (30)

dir 6>0 ar ridge parameter (minskningsparameter) och I ar identitetsmatris. Sma positiva viarden
av § forbattrar skattningarna och minskar variationen av skattningar, medan bias-skattning av
den minskade kvadratsumman av ridge-skattningar ofta resulterar i ett mindre medelkvadratfel
(SE) jamfort med de minsta kvadrat-skattningarna. Matris av (X'X) ersétts med (X'X + &I), och &
ar en liten positiv kvantitet som i sin tur forandrar den V:s diagonalmatris dar

MAS 0 e 0
vx+spv=| 0 A to 0 (31)
0 0 - Aetd

Egenvirdet for den nya matrisen (X'X + 8I) ar A; + 6 for i=1,2,..., k dar inkludering av § till
huvuddiagonalen ersitter 1; med 4; + §. En av egenskaperna hos § i ridge-skattning ar att dimpa
variationen av  skattningar. Effekterna av egenvirden p& varianser av ridge-
regressionskoefficienter kan illustreras som

Yi—o

Var(b1 R)

= Liaee N +8)2 (32)

Darfor kan 6 i ridge regression ddmpa de skadliga effekterna av smé egenvarden som leder till
kollinjaritet. Det finns flera metoder for att vilja minskningsparametern §. Ett alternativ vid val
av § virde kan vara den grafiska metoden som kallas for “ridge trace” (se Figur2a - Figur3sc).

Ridgespar (kriterier for att vilja ”ridge” koefficient)

En metod for att bestimma virdet pd & vid “ridge” regression att erhalla “ridge”
regressionsresultat gora flera val av 8 néra noll, t.ex inom intervallet 0,05- 0,20. Berdkningarna
av de enskilda regressionslinjernas koefficienter plottas mot standardiserade 8 eller VIF, givet en
viss “ridge” koefficient.

Figur av R2, tr(Var[B(8)]1)/q2 och [B(8)B(8)]1Y2; mot & kan ocksa vara till hjilp (se Figur-2a -
Figur-2c). Vardet for bista 8 ar den minsta varde nir stora férdndringarna i B (8) och Var [B
(8)] har realiserats och determinationskoefficienten R2 inte har minskat foér mycket. Detta
synsitt dr subjektivt och utmirkande for stabilitet hos modellen som till viss del beror pa
skalnivan av figuren.

Ett annat alternativ anges av Hoerl, Kennard och Baldwin (1975):
6 =ps?/[B(0) 'B(0)] (33)

dir p ar antalet parametrar utom B, och s2 ar kvadratmedelvardet av residualerna frdn den
sedvanliga regression (OLS) dir & = 0. Namnaren i ekvationen &r kvadratsumman av
regression koefficienterna B(0) frdn den sedvanliga minstakvadratmetoden, férutom
intercept, som skattas med centrerade och standardiserade oberoende variabler Z.

Det finns en tendens att anvéanda alltfor stora vardet pd 8 nar man véljer 8 baserat pa “ridge trace”
(Van Norstrand, 1980). Darfor ar det formodligen bist att 14gga storre vikt pa viardet av 8 som
bestams ur ekvationen enligt ovan. Regressionslinjens resultat med en utvalda varden bor dock
underlitta valet av 8.
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Korsvalideringsanalys

Ett alternativ metod for val av antal komponenter vid PCREG ar korsvalidering for att forbattra
modellskattningen (se Figur-5a och Figur-5b). Genom att vilja ut endast en del av tillgingliga
data (t.ex. demografiska variabler) och att mita hur vil modeller med olika antal komponenter
passar data jamfort med den andra delen av data (t.ex. socioekonomiska variabler) . Detta kallas
validering test. Normalt ar dock ovanligt att ha tillrackligt ménga forklaringsvariabler for att gora
bada delarna for att vara stora nog som ett test for validering vilka i sin tur kan vara anvandbara
och representativ for populationen. Ett annat alternativ till korsvalidering (Efron och Tibshirani
1993) ar "Bootstrap" metoden vilken syftar till att minimera medelkvadratfel i skattningar.

Alternativet ar att man gora flera olika grupperingar av observerade data for att faststélla och
testa antagandena. Detta kallas for korsvalidering och det finns flera olika typer. En
korsvalideringsmetod, “utelimna-en-i-taget” eller ”“Leave-one-out cross-validation”, en
observation i taget utlimnas. En annan metod ar att utelimna ett block av observationer, till
exempel observationer 1 till 7, sedan observation 8 till 14 och sa vidare, vilket ar kdnt som block-
validering. En liknande metod ar “spilt-sample korsvalidering”, dar successiva grupper enligt
vissa kriterier bildar en testgrupp.. Till exempel observationer (1, 11, 21,. . . ), sedan observationer
(2, 12, 22,. . . ) och sa vidare. Slutligen kan ett slumpmassigt test uppsattningar véljas fran de
observerade data, detta kallas "Random sample cross validation” (SAS User Guide 9.2, 2009).

Alla dessa metoder dr implementerade i PROC PLS SAS 9.2. For mer detaljer om algoritmerna
hénvisas till sjdlva referenserna i SAS dokumentation. Grafen frén denna procedur presenteras i
Figur-5a och Figur-5b.

Vilken validerings metod man viljer for att minimera “predicted residual sum of squares”
(PRESS) beror helt enkelt pa data, och en alternativ testmetod foreslas av van der Voet (1994)
infor val av antalet komponenter. Metoden ar lamplig dar man har tillrdklig manga observationer
i data for att skapa olika grupperingar, samt tillrdkligt stor for att vara representativt for
populationen.

Testmetoden ”van der Voet”

Anta R;j ar j predicerade residualer for respons k vilka har i skattade komponenter, da PRESS ges
av Yjx R?j . Anta i, dr antal komponenter for vilka PRESS ar minimerad. Kritiskt virde for van
der Voet test ir baserad pé skillnader mellan skattade residualer i kvadrat

Diji = R — RE . ik (34)

Ett alternativ for kritisk véarde ar C; = ¥ D; ji , vilket ar skillnaden mellan PRESS for i och i
komponenter. Ett alternativ som van der Voet foreslar ar Hoteling T2

Ci=d;Si'd; (35)
dar d; ar summan av vektor d;; = {D, 1 -0 Dy, jNy}' och S; ar kvadratsumman och
korsproduktsmatris

Si=2jd;;di; (36)

Betydelsen av van der Voets test erhélls genom att jamfora C; med fordelning av virdena som
uppstar pa grund av slumpmassiga utbyten av R2;jx och R2; minjk. I praktiken dr Monte Carlo urval
av sddana varden som simuleras och virde som signifikansnivan ar approximerad som proportion
av simulerade kritiska virden som &r storre dn C;.

”Gabriel‘s Biplot”

Korrelationsstrukturen mellan forklaringsvariabler presenteras med Gabriel’s Biplot (Gabriel
1971, 1981). Detta ar en formativ presentation av data och forhéllanden mellan variabler och
observationer som visar:

1) Relationerna mellan forklaringsvariabler (oberoende variabler)
2) Relativa likheter mellan férklaringsvariabler (oberoende variabler)
3) Relativt viarde av observationer gentemot forklaringsvariabler
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Namnet "biplot” kommer frdn metoden dar béde rader (observationer) och kolumner (variabler)
ar uppsatta pd samma graf. Man brukar rita en graf av de tva forsta principalkomponenterna som
tillsammans forklarar

A1+A, (37)
~3 37
XA
Biplot anvénder singularviarden av Z=UL/2V" (se ekvation 4)
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Resultat

De vanliga minsta-kvadratskattningarna (OLS) av regressionskoefficienterna fran bada dataseten
staimmer inte jAmfort med den information som man far fran korrelationsmatrisen vilka tyder pa
multikolinjaritet. Daremot ar skattningar av regressionskoefficienter frain PCREG mer trovardiga.
Om vi borjar med att jamfora tecknen pé korrelationerna med tecknen for
regressionskoefficienterna ser vi att 6verstimmelsen dr biattre med PCREG. Ett annat argument ar
det skattade standardfelet, som ar betydligt mindre vid PCREG. I tabell-1 redovisas ett exempel pa
resultatet frin PCREG och PLS jamfort med MLREG for en typiskt observation (Afghanistan) fran
data mot den observerade virde (X)

Tabell-1 Beriknad medellivslingd for Afghanistan (X11=43,5) med tre olika regression metoder.

REG REG PLS PLS PCREG PCREG Observerade
(BETA) B(X) (BETA) B(X) (BETA) B(X) (X)
Afghanistan

Intercept 83,22 83,22 60,75 60,75 59,93 59,93

X2: Befolkningsforandring 0,33 1,089 -0,24 -0,792 -0,3 -0,99 3.3
X3:Stadsbefolkning i procent av 0 0 0,03 0,6 0,03 0,6 20
befolkningen

X4: Antal fodda barn per kvinna -0,46 -3,22 -0,48 -3,36 -0,48 -3,36 7

X12:Andel av befolkningen i aldern 0 — -0,26 -10,92 -0,08 -3,36 -0,08 -3,36 42
14

X13: Andel av befolkningen i dldern 15 -0,01 -0,53 0,09 4,77 0,1 53 53
-59

X14:Andel av befolkningen i aldern 0,24 1,2 0,12 0,6 0,13 0,65 5

60+

X15: Spadbarnsdodlighetsfrekvens -0,07 -11,41 -0,02 -3,26 -0,02 -3,26 163
per 1000 levande fédda

X16:Fodelsefrekvens per 1000 0,03 1,56 -0,07 -3,64 -0,07 -3,64 52
manniskor

X17: Dodlighetsfrekvens per 1000 -1 -22 -0,2 -4,4 -0,14 -3,08 22
maéanniskor

X42: Inkomstkallor i procent Jordbruk -0,04 -2,08 -0,05 -2,6 -0,05 -2,6 52
X43: Inkomstkallor i procent Industri -0,05 -1,65 0,04 1,32 0,04 1,32 33
X44: Inkomstkallor i procent 0 0 0,03 0,45 0,03 0,45 15
Tjanstesektorn

X45: Andelen manniskor sysselsatta 0,05 3,05 -0,03 -1,83 -0,03 -1,83 61

med jordbruk i procent av
folkmangden

X46: Andelen sysselsatta inom 0,07 0,98 0,07 0,98 0,07 0,98 14
industrin i procent

X47: Andelen sysselsatta med service 0,12 3 0,04 1 0,04 1 25

i procent

X50: Vuxnas las- och skrivkunnighet i -0,03 -0,87 0,04 1,16 0,03 0,87 29
procent

X11: Skattade medellivslangd 41,419 48,388 48,98 43,5*%

* observerat varde for X11.

De gul markerade kolumnerna visar skattade beta koefficienterna frén tre olika regressionsmetoder MLREG, PLSREG och
PCREG. Bade PLSREG och PCREG ir skattade med den forsta komponenten. Blamarkerade celler visar variabler som med
hjalp av PLS och PCREG har fatt tillbaka sina betydelse i regressionssammanhang.

B(X) kolumnerna visar multiplikationen med observerade virde for X-variabler, vilka summeras i sista raden till Skattade
Xi1.

Frén Tabell-1 gar att avldsa att variabler som X3, X13, X16, X43, X44 och X50 har fatt tillbaka sina
betydelse vid bdde PLSREG och PCREG. Till exempel ser man att X50 6kar medellivslingden och
inte tvartom. En sant tolkning 6nskas vid de flesta studier inom biostatistik och epidemiologi. En
sammanstillning av skattade koefficienterna fran olika valmojligheter jamfort med de sedvanliga
regressionskoefficienterna redovisas i Tabell-2a.

I PCREG, jamfort med PLSREG ar man mer fri att vilja komponenter som dr mer relevanta ur
studiens perspektiv att ingd i modellen. Vid PLSREG kan man bara vilja komponenterna i
ordning frén 1 och uppat. Regressionskoefficienter frin PCREG och PLSREG ar identiska nar man
anvander den forsta PC. Koefficienterna fran multipel regression ar identisk med RRR. De flesta
mjukvaror forutom SAS och MiniTab kraver ett sarskild tillagg for att utféra PLS och SIMPLS. For
att utféra analysen med SAS méste man skriva egna kommandon (PROC IML) for att skatta
regressionskoefficienterna for PCREG. Just nu finns ingen mjukvaror som utfor PCREG.
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Att reducera onodig variation (medelkvadratfel) i modellen med RREG jamfort med PCREG och
PLSREG var inte s& anvindbart. Metoden fungerar bara nar nigra av det totala antalet variabler
ar multikollinjara. PLSREG, med tre olika val, ger inte heller ett battre svar an PCREG. Med
PCREG fér vi vilja vilka komponenter som ska vara med vid skattning av regressionskoefficienter.
Regressionsdiagnostiska metoder uteldimnas i denna uppsats utan jamforelser och
bedomningskriterier 4r R2 och grafiska illustrationer.

Tabell-1a visar forklarad varians for X och Y vid val av antal komponenter. Vid val av bara en
komponent i modellen &r resultaten nastan identiska med varandra. Men nir man 6kar antalet
komponenter i modellen (g) ldgger PCREG mer vikt pad X-variablerna dn de andra metoderna.
Tabellen ska vara avgorande i fall man vill betona vikten pa Y-respons! eller p&d X-variabler for att
vilja ndgon av PLS- metoderna. En annan avgérande faktor ar valet av antal komponenter, da
man ser hur vikten fordndras med ¢kande antal komponenter. I detta fall ar tre komponenter
optimalt och PCREG bedoms vara acceptabel jamfort med de ovriga metoderna. Observera att
detta inte betyder att de andra metoderna ger daliga skattningar, utan vart syfte ar att anvinda
PCREG.

Tabell-1a Procent av variation forklarad varians for olika regressionsmodeller jamfort med
PCREG baserat pa forsta dataset.

W-Y W-X; W-Y W-X;
8=1 8=1 8=3 £=3
PLSREG 88,3342 61,7806 95,4843 75,9696
SIMPLE 88,3342 61,7806 95,4843 75,9696
RRR 96,4598 56,1530
PCREG 86,7281 61,8456 89,0063 80,9063

g = antal komponenter, Y= X11, Xi = X2-X50, W = procent av variation vikt i modellen (se sidan 9)

Tabell-1b visar hur de olika metoderna forklarad varians for X eller Y vid val av antal
komponenter for Longley dataset. Siffrorna skiljer sig i decimaler i detta fall vilka beror pé antal
observationer i data, men dnda ser man hur PCREG har med lite decimal lagt mer vikt eller
variation forklaring pa X-variabler.

Tabell-1b Procent av variation forklarad varians for olika regressionsmodeller jamfort med
PCREG baserat Longley dataset.

W-X W-Y W-X W-Y
g=1 g=1 g8=3 g=3

PLSREG 76,6545 92,5743 99,7022 98,6238

SIMPLE 76,6545 92,5743 99,7022 98,6238

RRR 70,9455 99,5479

PCREG 76,7230 91,4253 99,7024 98,5967

g = antal komponenter

En jamforelse mellan dessa tva tabeller visar att variation forklaring (W) vid det forsta dataset
med 16 variabler och 144 observationer skiljer sig fran modell till modell beroende pa antal
komponenter som anvénds i regression modeller, men analys med den andra dataset som har
mindre observationer lagger stora vikt pA W-Y vid modellen med bara en komponent. Nar vi 6kar
antal komponenter i modellen, 6kar variationsférklaringen for W-X. En annan anméarkning vad
giller Tabell-1b ar att nir antalet observationer &r fa ger alla regressionsmodeller ungefar samma
svar oavsett antal komponenter i modellen.

Figure-1 visar forhéllanden mellan responsvariabel och skattade respons variabel frin PCREG
(PREDICTED) med hjilp av den forsta komponenten (PC1). Modell med den forsta PC visar
tillracklig stryka med R2 for en godtycklig statistisk slutsats. Modellkoefficienternas betydelse i
forhéllande till informationen som man har fran korrelationerna mellan forklaringsvariabler och
X11 stammer ocksé vl (se Tbell-2a).

! Dessa kriterier géller ocksa for multivariat data analys da antal responsvariabler dr ménga.
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Figur-1. Skattade responsvariabel med PCREG och observerade virde for X11.

Fit Plot for x11

Observations 144

Parameters 2
Error DF 142
MSE 1444

R-Square 086873
Adj R-Square 0.8663

Fénvantade medellivslangd vid fadelsen 90-95

50 60 70 80
PREDICTED
Fit O 95% Confidence Limits ------ 95% Prediction Limits |

Fiugur-1a. "Multidimentional preference analys” som motsvarar Gabirel’s biplot.
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Multidimentional preference analys i SAS 9.2 ger motsvarande graf som Gabriel’s biplot fran PCA (Carroll 1972).

Figur-1a visar tydligt att X15 har positivt virde vid den forsta komponenten och o vid den andra.
Variablerna X42, X45 och X17 klustras i eget grupp. Vidare X2, X4, X12 och X16 i en grupp, X3,
X43, X46 och X47 i en annan grupp och X13, X14, X44 och X50 i en tredje grupp. Om syftet var
att gruppera data efter variabler ser man vilka observationer som bidrar till vilka grupperingar.
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Dessa variabler ar en blandning av bade socioekonomisk och demografisk information. Men
spadbarnsdodlighet (X15) dr den enda variabel som definitivt har sin egen riktning, dar de
afrikanska landerna, linder med 1ag medellivslangd och Afghanistan bidrar till detta. En annan
tolkning av figuren &r att rika lander har identiska férklaringsvariabler (X14, X13, X50, X44, X3,
X46, X47 och X43) medan de o6vriga har andra variabler. Det vill siga att typiska
informationskallor for dessa ldnder kan vara dessa variabler. Observera att X11 inte ar involverad i
detta sammanhang. En tredje tolkning &r att linder som har ett negativt virde for den foérsta och
andra principalkomponentens ekvation (Z;) motsvarar hogre medellivslangd (Alinaghizadeh
20009).

Slutlig tolkning av grafen blir att forklaringsvariabler i forhallande till varandra har bade negativa
och positiva samband. Detta kan vi jamféra med nasta figur med Longley dataset dar alla
variabler ar stark korrelerad mot varandra forutom X4 och X3 som ar negativ korrelerad med
varandra.

Fiugur-1b. "Multidimensional preference analysis” med Longley dataset.
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Det som framgar fran Figur-ib ar att alla variabler har en positiv laddning vid de tva forsta
komponenterna forutom X3 som har ett negativ laddning vid den andra komponenten. Bada
variablerna X3 och X4 har hoga laddningar i den andra komponenten. Den foérsta komponenten
forklarar 77,58 % av variansen i data och den andra forklarar 22,42 % av variansen vilket betyder
att med tvd komponent kan vi forklara 100 % av variansen i data. Variablerna X3 och X4
korrelerar 1agt med alla variabler (se appendix for korrelationsmatris).

Vidare kan man avldsa att de forsta observationerna (1-7) inte har s stort inflytande pa
principalkomponenterna. Observationerna 12, 13, 14 och 15 som forklaras av PC1 och PC2 har
storst inflytande pa X3. Observation 8, 9, 10 och 11 ger sitt bidrag till X4. Observation 16 ir enda
observation som har sin inflyttande pa X1, X2, X5 och X6.

Figur-1b visualiserar lattare observationernas inflytande pa principalkomponenterna samt deras
bidrag i samband med forklaringsvariabler till komponentsskattningar.
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Figur-2a Ridge spar for X11 med 10 forklaringsvariabler.
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Figur-2b Ridge spér for X11 med rest av variabler.
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Observera att bdda figurerna skapas med en och samma analys, men eftersom antal variabler ar for ménga d& programmet

delar upp grafen i variablernas ordning i modell.

Figurerna 2a och 2b ger underlag vid valet av “ridge” koefficienten (8), som ligger i intervallet
0,10-0,30. Enligt ekvation (32-33) blir det berdknade resultatet for 6=0,30. D4 har vi information
fran alla variabler som visas i Tabell-2a. Variabler som skiljer sig mycket frdn andra kan
identifieras fran grafen genom att markera dem i ett intervall pa hogre sidan av grafen, forutsatter
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ett approximationsantagande. Variabler som bryter kurvan vid 0,05-0,10 ger en littare
bedémningsmojlighet i vart fall.

Figur-2¢ Ridge spér for Longley dataset med responsvariabeln Employment.
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Figur-3a Forandring av VIF virde vid olika varde av ridge koefficient.
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Figur-2¢ ger underlag for att vilja ridge koefficienten (8) for Longley dataset vilka ar ldttare och
den ligger inom intervallet 0,02-0,03. Enligt ekvation (32-33) resultatet blir 6= 0,03 vilka vissas i
Tabell-2b. De tva variabler X3 och X4 som skiljer sig frdn de andra ligger under o och svért att
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vilja deras brytningspunkt infor valet av att “ridge koefficient” verkligen ar 0,03, di ett

approximativantagande maste goras. Variabler som ger en bra bedémningsmojligheter ar X1, X5
och X6.

Figur-3b Forandring av VIF virde vid olika varde av ridge koefficient.
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Figurerna 3a och 3b sidger samma sak som Figurerna 2a och 2b men med utgangspunkt fran VIF,
dvs gransvirdet for “ridge” koefficienten dr mellan 0,10 och 0,30. Men linjernas lutning ar
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fortfarande avtagande aven efter 0,80 vilka gor det svért att vilja ett gransviarde for “ridge”
regression. Det dr onskvart att dessa linjer ska minska sin lutning vid ett viss gransvirde precis
som i Figurerna 2a och 2b, men eftersom antalet variabler ar stort och korrelationerna hoga
kommer dessa lutningar att fortsdtta vidare. Alltsa, det blir svart att kombinera VIF och “ridge”
koefficienten i en sddan situation. Griansvirdet 0,10 - 0,30 ar igen en optimal approximation for
“ridge” koefficienten.

Figur 3c visar att “ridge” koefficient ar mellan 0,02 och 0,03 gentemot VIF=(1/1-R2). Men
linjernas lutning ar fortfarande avtagande éven efter 0,04 vilka gor det svért att vilja ett
griansvarde infor “ridge regression”. Onskvirt ar att dessa linjer ska minska sin lutning vid ett viss
gransvarde. Det blir svart att kombinera VIF och “ridge” koefficient dven i denna situation.

Figur-4a Determinationskoefficients analys "R-Square Analysis” frin PLSREG med vdrlds

datasetet.
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Figur-4a visar att PLSREG proceduren foreslar att 7-8 komponenter ska riacka for att fa en bra
modell med en bra determinationskoefficient pa 6ver 9o % med varldsdata. "Model term R Squar'
motsvarar procentuella variationsforklaring med antal komponenter och "Dependent Variable R
Square" motsvarar procentuella variationsforklaring med Y i samma modell. Dessa siffror
presenterades i tabell-1a.

il
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Figur-4b Determinationskoefficients analys "R-Square Analysis” for Longley dataset.
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Figur-4b visar att PLS proceduren ocksa foreslar att 2-3 komponenter ska racka for att f4 en bra
modell med en bra determinationskoefficient pa ungefar 98 % (se Tabell-1b). I bada fallen kravs
det minst 3 skattade komponenter for att nd det hogsta determinationskoefficienten R2.

Figur-5a "Korsvalideringsanalys” fran PLS regression med vdrldsdataset.
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Figur-s5a foreslar att tre komponenter ska ricka for att skatta den bésta modellen
(PRESS=0,2383), dvs. minsta antal komponenter som ger ett viarde for p < 0,25 ar tre. Det andra



Principal Components Regression

kritiska omrédet dr determinationskoefficienten (R2) som ligger nira 9o % vid val av tre
komponenter. Men som foregiende analys antyder, kvaliteten pa observerade data kan inte
anviandas for att vilja antal extraherade faktorer, utan dessa skall viljas pa grundval av hur vil
modellen passar observationerna som inte ar inblandade i sjalva modelleringsférfarandet.

Figur-5b “Korsvalidering analys” fran PLS regression med Longley dataset.
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Figur-5b foreslar att tre komponenter ska riacka for att skatta den béasta modellen med minsta
viarde pd PRESS=0,1274. Minsta antal komponenter som ger p<0,10 ar tre. I detta fall har vi
mindre PRESS—virde vilka tyder pd att fiarre observationer i data och mindre antal variabler

underléttar approximationer.
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Tabell-2a Resultat med forsta dataset. Multipel regression, Ridge regression (§ =0,10 §=0,30), Principalkomponentsregression (g=1, g=3, g=4 och g=8). PROC PLS med tre
olika val alternativ med forsta komponent. Medelvirdet (1) av X11=64,4 SD=10,4. N=144

Multipel Deskriptiv analys PROC PLS med en komponent Principalkomponents Ridge
regression regression regression
Means X11 SIMPLS RRR PLS g=1 g=3 g=4 g=8 6=0,30 6=0,10
Variabler/koefficienter BETA (SE) (SD) Corr. B (SE) B (SE) B (SE) B (SE) B (SE) B (SE)
Intercept 83,22 60,75 83,22 60,75 59,93 59,33 70,84 70,83 72,06 77,73
(10,27) (4,77) (5,51)
X2: Befolkningsforandring _ 2,04 - -0,24 0,33 -0,24 - 0,08 0,54 0,60 0,22 0,33
1,77) (0,0369) (0,1146) (0,1284) (0,1735) (0,1676)
X3:Stadsbefolkning i procent av 0,00 50,19 0,73 0,03 -0,00 0,03 0,03 0,04 0,009 -0,004 NS 0,01 0,003
befolkningen (0,01) (23,22) (0,0006) (0,0015) (0,0030) (0,0059) (0,0154) (0,0157)
X4: Antal fodda barn per kvinna -0,46 3,98 -0,87 -0,48 -0,46 -0,48 -0,48 -0,37 -0,50 -0,56 -0,51 -0,50
(0,41) (1,91) (0,0086) (0,0137) (0,0210) (0,0313) (0,2300) (0,2805)
X12:Andel av befolkningen i ldern o — 14 -0,26 35,40 -0,76 -0,08 -0,26 -0,08 -0,08 -0,04 -0,05 -0,06 -0,07 -0,091
(0,10) (10,50) (0,0018) (0,0043) (0,0073) (0,0086) (0,0420) (0,0536)
X13: Andel av befolkningen i dldern 15 — 59 _ 55,59 - 0,09 -0,01 0,09 - 0,06 -0,03 -0,015 NS 0,02 0,006
(6,97) (0,0046) (0,0106) (0,0300) (0,0465) (0,0465)
X14:Andel av befolkningen i dldern 60+ 0,24 8,80 0,63 0,12 0,24 0,12 0,13 0,04 0,10 0,10 0,12 0,174
(0,11) (5,52) (0,0024) (0,0102) (0,0221) (0,0290) (0,0694) (0,0801)
X15: Spadbarnsdodlighetsfrekvens per 1000 -0,07 52,06 -0,96 -0,02 -0,07 -0,02 -0,02 -0,03 -0,04 -0,05 -0,05 -0,06
levande fodda (0,02) (42,33) (0,0004) (0,0005) (0,0017) (0,0020) (0,0101) (0,0119)
X16:Fédelsefrekveper 1000 ménniskor 29,90 - -0,07 0,03 -0,07 - -0,05 -0,08 -0,10 -0,08 -0,08
(13,48) (0,0022) (0,0043) (0,0050) (0,0337) (0,0433)
X17: Dodlighetsfrekvens per 1000 -1,00 10,37 -0,78 -0,20 -1,00 -0,20 -0,14 -0,29 -0,57 -0,60 -0,57 -0,72
ménniskor (0,13) (4,26) (0,0025) | (0,0150) (0,0288) (0,0315) (0,0833) (0,0944)
X42: Inkomstkéllor i procent Jordbruk -0,04 21,16 -0,72 -0,05 -0,04 -0,05 -0,05 -0,08 0,008 NS -0,013 NS -0,03 -0,02
(0,04) (15,70) (0,0009) (0,0029) (0,0069) (0,0097) (0,0245) (0,0291)
X43: Inkomstkillor i procent Industri 31,85 - 0,04 -0,05 0,04 - 0,05 -0,03 -0,024 NS -0,003 -0,02
(12,48) (0,0075) (0,0078) (0,0136) (0,0270) (0,0304)
X44: Inkomstkillor i procent Tjanstesektorn 0,00 46,79 0,46 0,03 -0,00 0,03 0,03 0,06 0,02 0,044 0,03 0,03
(0,04) (14,21) (0,0006) | (0,0029) (0,0024) (0,0097) (0,0242) (0,0282)
X45: Andelen ménniskor sysselsatta med 38,75 - -0,03 0,05 -0,03 - -0,04 -0,04 -0,03 -0,03 -0,02
jordbruk i procent av folkméangden (29,20) (0,0010) (0,0010) (0,0035) (0,0152) (0,0199)
X46: Andelen sysselsatta inom industrin i 0,07 20,55 0,77 0,07 0,07 0,07 0,07 0,06 0,09 0,06 0,03 0,02
procent (0,07) (12,12) (0,0012) (0,0029) (0,0059) (0,0226) (0,0310) (0,0337)
X47: Andelen sysselsatta med service i 0,12 40,53 0,80 0,04 0,12 0,04 0,04 0,06 0,05 0,033 0,05 0,05
procent (0,07) (20,32) (0,0007) (0,0019) (0,0027) (0,008) (0,0190) (0,0227)
X50: Vuxnas las- och skrivkunnighet i 74,67 0,04 -0,03 0,04 0,04 0,07 0,076 0,02 0,006
procent (24,60) (0,0006) (0,0029) (0,0058) (0,0153) (0,0160)
R2 96 % 88 % 96 % 88 % 88 % 95 % 96 % 96,3% 89 % 93 %

PCREG med (g=1) innehéller PC1, PCREG med (g=3) innehaller PC1, PC2, PC4, PCREG med (g=4) innehaller PC1, PC2, PC4, PC7, PCREG med (g=8) innehaller PC1-PC8.
Markerade koefficienter ar signifikant pa 5 % niva, vid OLS och ridge regression. Alla variabler vid PCREG ar signifikant forutom de som &r markerad med NS. Tolkning av
koefficienter gors precis som vid OLS regression. Variablerna X2, X13, X16, X43, X45 och X50 fér tillbaka sin betydelse i PCREG jamfort med multipel regressionsmodell.



Principal Components Regression

Tabell-2b Resultat med Longely dataset. Multipel regression, Ridge regression (§ =0,03 §=0,10), Principalkomponentsregression (g=1, g=3) och PROC PLS med tre olika
val alternativ (SIMPLE, RRR och PLS). Medelvirdet av Employment (Y)=65317 SD=3511,97 N=16.

Multipel Deskriptiv analys PROC PLS med tre komponent Principalkomponents Ridge
regression regression regression
BETA Means Korre. SIMPLS RRR PLS g=1 g=3% g=3 6=0,03 6=0,10
Variabler/koefficienter (SE) (SD) (Y) 3 factors 1 faktor 3 factors B (SE) B (SE) B (SE) B (SE)
Intercept -3482258,635 -389001,3526 -3482258,635 -389001,3526 | -258158,4 -2083193 -358712,8 -500076,087  -367980,643
(890420,384) (378805,688)  (299255,1)
X1: PRICES 15,062 101,68 0,97 94,4148 15,062 94,4148 66,98 -124,1277 * 94,79 * 85,655 83,656
(84,915) (10,79) (1,5700) (48,819329) (2,90) (76,092) (65,668)
X2: GNP 387698,44 0,0127 -0,036 0,0127 0,0167614 * 0,0127 * 0,012 0,011
(99394,94) (0,0023512)  (0,00052) (0,009) (0,007)
X3: JOBLESS 3193,31 -1,1674 -2,020 -1,1674 0,2275083 * -1,1615 * -0,986 * -0,680
(934,46) (0,0503681) (0,1442) (0,335) (0,425)
X4: MILITARY 2606,69 -0,6097 -1,033 -0,6097 0,6875878 * -0,5987 * -0,452 -0,160
(695,92) (0,0999799) (0,16396) (0,96) (0,492)
X5: POPSIZE 117424,00 0,1446 -0,051 0,1446 -0,385124 * 0,15386 * 0,102 0,120
(6956,10) (0,12290289 (0,0055) (0,125) (0,103)
X6: YEAR 1829,151 * 1954,50 0,97 219,0581 1829,151 219,0581 152,84 1124,245 * 202,9575 * 278,552 209,340
(455,478) (4,76) (3,5827083) | (245,32928) (5,90684) (198,284) (156,603)
R2 99 % 98,62 % 99,55 % 98,62 97,13 % 93,7 % 98,60 % 95,5 % 91,13 %

Markerade koefficienter med (*) ar signifikant pa 5 % niva. Principalkomponent med (g=1) innehdller PC1. Principalkomponent med (g=3*) innehéller PC1,PC2,PC5,
Principalkomponent med (g=3) innehaller PC1, PC2, PC3. PROC PLS anvander de tre forsta faktorer (komponenter) forutom RRR som anviander bara den forsta.

X2, X3, X4 och X5 som har en negativ tecken vid den sedvanliga regressionsmodellen har fatt tillbaka sina ratta tecken i PCREG som stammer med korrelation sambandet.
Variabler som har storst betydelse i detta ssmmanhang ar X1 och X6 som 6kar (Y) kraftigare dn de andra, medan de andra variabler X2, X3, X4 och X5 6kar (Y) med
decimaler. En enhet 6kning for X1 och X5 6kar Y vilka speglar den naturliga 6kningen gentemot multipel regression som ger fel svar att X5 har negativ paverkan. Variabeln
som X2 brukar inte 6ka med en enhet och det normal stigningen enligt data &r 100 000 under 5 &r och detta betyder att en positiv 6kning i Y (Employment) ar ett naturlig
tolkning av data och sjalvklart denna 6kning maéste justeras for de 6vriga variablerna for att tolkningen ska vara korrekt.

Om vi antar vid PCREG att PC1, PC2 och vidare PC5 ska involveras vid parameterskattningar fir vi ett annorlunda svar an de 6vriga "biased" regressionsmodellerna, fast
antal komponenter ar lika. PLS proceduren tilléter inte val av PC och de viljas ut i ordning. Denna ordning av anvindning av komponenter ar diskuterad av Jolliffe (1982),
som kritiserar feltolkning av komponenternas betydelse. I verkligheten inom demografi, medicin och socioekonomiska data, dar multipla faktorer anvénds for att skatta
regression modellen med forklaringsvariabler ger olika vikt vid olika komponentsladdning. Dessa skattade komponenter fér sin karaktir (indexering) efter sina laddningar
och efter den forsta komponenten vill man helst anvinda komponenter som har en stor laddning av en viss karaktir (som finns hos férklaringsvariabler), oavsett deras
variationsforklaring.
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Slutsatser:

Ett antal procedurer diskuterades som alternativ till den vanliga minstakvadratmetoden (OLS
regression) for att forbdttra tolkningen av forhallandet mellan forklaringsvariabler och beroende
variabeln och / eller for att 16sa problemet med multikollinjiritet bland forklaringsvariabler. Aven om
det mest populéra alternativet historiskt sett har varit PCREG, har det vissa brister och ersitts av
metoder som PLSREG och "maximal redundans". Eftersom PLSREG och "maximal redundans” har
utvecklats mycket i olika omraden, har det dnnu inte faststillts vad de relativa fordelarna ar med
PLSREG forutom tiden som diskuteras av de Jong, S. (1993). En enhetlig behandling av dessa metoder
som diskuterades i denna uppsats tillsammans med information om berdkningsmetoder kan hittas i
(Jackson 1991).

PCREG definierar alla termer i form av ursprungliga antalet variabler (centrerade och skalade) dvs.
prediktorer av X, liksom SIMPLS-metoden. Men till skillnad frén bade PLS- och SIMPLS-metoderna,
viljer PCREG-metod X-weights/X-scores utan hinsyn till respons variabeln Y. X-virdena forklarar sa
mycket variation i X som mgjligt, allt annat ar lika. X-vikterna for PCREG-metoden ar egenvektorer
fran kovariansmatrisen X'X. Aterigen, X-och Y-laddningar definieras som i PLS algoritm, men som i
SIMPLS éar det latt och mindre tidskriavande att berdkna de 6vergripande modellkoefficienterna for
ursprungliga antalet variabler (centrerade och skalade) jamfért med de ursprungliga
forklaringsvariablerna X.

Ingen av de regressionsmetoder som genomfors i PLSREG (SAS) passar observerade data battre dn
PCREG; i sjdlva verket foreslar alla metoder niasta samma svar som PCREG, nir antal komponenter
okar, forutom RRR som ger identiskt svar med MLREG oavsett antalet komponenter. Den avgorande
punkten ar att ndr det finns méanga forklaringsvariabler, kan PCREG eller PLSREG anpassa
observerade data i en regressionsmodell battre dn andra metoder. Diremot kan den sedvanliga
regressionsmetoden med fiarre forklaringsvariabler forklara responsvariabeln battre. Skattad
regressionsekvation med sedvanlig regressionsmodell ger en Dbéatire anpassning enligt
determinationskoefficienten R2, men tveksamt att acceptera de skattade koefficienterna till exempel
variabler som har negativ tecken vid parameterskattningar enligt regressions ekvationen. PLS-
proceduren dr anvindbar om man héller ordning pd anvindningen av antalet komponenter, speciellt
vid modeller som innehéller litet antal observationer (30-60). "Ridge” regression ger bittre resultat
vid mindre antal férklaringsvariabler och med tillrackligt manga observationer i data.

Om syftet ar att belysa informationen frdn data, krivs det att man visualiserar materialet pa ett
fornuftigt satt. Dagens mjukvaror ger dessa mdjligheter och SAS 9.2 ger en bra mojlighet att studera
kritiska laggen for att gora en korrekt val vid RREG och tolkning av resultat vid PLSREG
(Alinaghizadeh 2008).

Det ar svért att vilja antal komponenter vid PLSREG och PCREG nir antalet forklaringsvariabler ar
for ménga. Men i detta arbete presenterades nigra metoder for att underlatta detta. Om man vill utga
fran variationsvikter antigen W-x eller W-y presenterades ett resultat i tabell-1a och tabell-1b. Ett
annat kriterium for att vélja antal komponenter som ofta sker vid medicinska och epidemilogiska
studier ar att man vill 14gga vikt pa négra grupperade variabler som brukar kallas for mediator”. Da
viljer man komponenter efter variablernas betydelse i samma gruppering eller grupperingar som sker
efter laddningar i komponenter. I ett annat fall anvinder man dessa faktorer for att standardisera data
som kommer fran ett slumpmaissigt urval fran en population (férslagsvis kan man anvinda dessa
metoder infor SF-36). Den forsta komponenten ar given och kan inte utelamnas. Darefter viljer man
komponenter beroende pa betydelsen av variablerna i en modell och deras vikt.

Amnet PCREG och PLSREG #r mycket storre dn det material som omfattades i denna uppsats. Vissa
fragor diskuterades inte alls eller inte i detalj, liksom metoder for att identifiera extrema observationer,
behandling av uppgifter som saknas, F- och t statistik, klassificering, "leverage", val av variabler, data
transformationer, utvidgningar av flera block, hierarkiska modeller och brist pd modell anpassning
”lack of fit”. Det finns ocksd andra PLS algoritmer som kan ha vissa fordelar vid modell tillampningar.
Den slutliga slutsatsen ar att vid PCREG eller PLSREG far alla variabler tillbaka sina riktiga tecken och
varden for regressionskoefficienterna vilka i sin tur gor det lattare for forskare att tolka de skattade
koefficienterna gentemot forklaring av responsvariabeln med hjilp av forklaringsvariabler.
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Appendix-1 Longley dataset och specifikations resultat

Labor Data Longley (1967) visar sig vara i daligt kondition. Datasetet innehaller en
beroende variabel, Employment (totalt sekundar sysselsiattning) och sex oberoende
variabler: Prices (GNP implicita prisdeflatorn med 1954 = 100), GNP
(bruttonationalprodukt BNP), Jobless (arbetsloshet), Military (storleken av de
vapnade styrkorna) PopSize (icke-institutionella befolkningen 14 ar och &dldre) och
Year (ar).

Longley, J. W. (1967), "An Appraisal of Least Squares Programs for the Electronic
Computer from the Point of View of the User," Journal of the American Statistical
Association, 62, 819 - 41.

Variabler/observationer i datasetet Longley med predicerade och
skattade residualer fran PCREG.

EMPLOYME PRICES GNP JOBLESS MILITARY POPSIZE YEAR Predicted Residual
Value

1 60323 83 234289 2356 1590 107608 1947 60445,105 -122,1047
2 61122 89 259426 2325 1456 108632 1948 61800,011 -678,0106
3 60171 88 258054 3682 1616 109773 1949 60731,495 -560.4947
4 61187 90 284599 3351 1650 110929 1950 61832.759 -645.7593
5 63221 96 328975 2099 3099 112075 1951 63011.864 209.13556
6 63639 98 346999 1932 3594 113270 1952 63435.907 203.09324
7 64989 99 365385 1870 3547 115094 1953 64342.521 646.47902
8 63761 100 363112 3578 3350 116219 1954 63434.914 326.08557
9 66019 101 397469 2904 3048 117388 1955 65291.235 727.76533
10 67857 105 419180 2822 2857 118734 1956 66565.408 1291.592
11 68169 108 442769 2936 2798 120445 1957 67640.096 528.90424
12 66513 111 444546 4681 2637 121950 1958 66900.706 -387.7063
13 68655 113 482704 3813 2552 123366 1959 68848.094 -193.0944
14 69564 114 502601 3931 2514 125368 1960 69692.713 -128.7128
15 69331 116 518173 4806 2572 127852 1961 69758.707 -427.7068
16 70551 117 554894 4007 2827 130081 1962 71340.465 -789.4654

“Predicte Value” och "Residual” ar frAn PCREG med tre komponenter (PC1- PC3)
med R2=97,13 %.

Observerade data fran 1951-1954 har extrema laga varde for JOBLESS och hoga for
MILITARY

Deskriptivanalys och korrelations tabell Longley data N=16

PRICES GNP JOBLESS MILITARY POPSIZE YEAR EMPLOYME
PRICES 1,00000
GNP 0,99159 1,00000
JOBLESS 0,62063 0,60426 1,00000
MILITARY 0,46474 0,44644 -0,17742  1,00000
POPSIZE  0,97916 0,99109 0,68655 0,36442 1,00000
YEAR 0,99115 0,99527 0,66826 0,41725 0,99395 1,00000
EMPLOYME 0,97090 0,98355 0,50250 0,45731 0,96039 0,97133 1,00000

Means 101,68 387698,44 3193,31 2606,69 117424,00 1954,50 65317,00
Std.Dev. 10,79 99394,94 934,46 695,92 6956,10 4,76 3511,97
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Korrelationsmatris for Longley data.

Korrelationsmatris (Longley, J. W. (1967))
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Variablerna X3 (JOBLESS) och X4 (MILITARY) har samre korrelations forhallande
med alla variabler i jamford med de andra variabler. Korrelationen mellan dessa tva
variabler och responsvariabeln (EMPLOYMENT) ar lite tveksam.

Enkel regression modeller med all forklaringsvariabler i Longley dataset.

Fit Plot for Employment Fit Plot for Employment
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Fit Plot for Employment
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Alla figurer tyder pa ett starkt positivc samband mellan responsvariabeln
(EMPLOYMENT) och forklaringsvariabler, forutom JOBLESS och MILITARY som
har en bred spridning. Variabeln har en misstanksam positiv lutning mot
responsvariabeln (EMPLOYMENT), dvs. tar vi bort extremt laga virden blir
sambandet negativ. Daremot ar dessa variabler hogt korrelerade med de andra
forklaringsvariabler som i sin tur skapar multikollinjaritet.

Egenvektor av korrelationsmatrisen och proportion av variansforklaring
av skattade komponenter.

Eigenvalue % Total - variance Cumulative - Eigenvalue Cumulative - %
1 4,603377 76,72295 4,603377 76,7230
2 1,175340 19,58901 5,778718 96,3120
3 0,203425 3,39042 5,982143 99,7024
4 0,014928 0,24880 5,997071 99,9512
5 0,002552 0,04253 5,999623 99,9937
6 0,000377 0,00628 6,000000 100,0000

Skattade principalkomponents laddningar baserad pa korrelationsmatris

(Egenvektor)
PCl1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6
PRICES 0,46 0,06 -0,15 -0,80 0,34 -0,14
GNP 0,46 0,05 -0,28 0,12 -0,15 0,82
JOBLESS 0,32 -0,60 0,73 -0,01 0,01 0,11
MILITARY 0,20 0,80 0,56 0,08 0,02 0,02
POPSIZE o046 -0,5 -0,20 0,60 0,55 -0,31
YEAR 0,46 0,00 -0,13 0,05 -0,75 -0,45

Den forsta PC har hoga variationsforklaringar for PRICES, GNP, POPSIZE och YEAR
och den tredje PC har dessa variationsforklaringar for JOBLESS och MILITARY.
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Dessa tvd komponenter blir valda i en stegviss regressionsmodell med
EMPLOYMENT som responsvariabel. Vi kommer att acceptera de tre forsta skattade
principalkomponenterna vid PCREG, men som har vi tidigare sett i tabell-2b ska det
racka att anvianda den forsta skattade komponenten.

”Scree plot” av egenvirdena och varians forklaring av
principalkomponenter.

Scree Plot Variance Explained
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Figuren visar att den forsta principalkomponentens egenvarde och proportion av
variationsforklaring av forklaringsvariabler. I detta fall med sa fa observationer
forslar metoden att de tre forsta komponenterna kan forklara nastan 100% av
variansen i data.
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2 Dimension graf med observerade Y-viarde mot skattade Y-hat fran
PCREG.

Predicted vs. Observed Values
Multiple Regression
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“Predicte Value” ar frain PCREG med tre komponenter (PC1 - PC3) med R2=97,13 %
mot "Observed Value” av Employment. PCREG har verkligen lyckat i detta fall att
skatta alla virde sa nira observerade varde som majligt.
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3Dimension diagram med PRICE och POPSIZE i relation till
EMPLOYMENT.

3D Surface Plot of EMPLOYME against PRICES and POPSIZE
EMPLOYME = 15464,4184+2620,595%x-1,8197*y+15,2278*x*x-0,0475*x*y+2,9502E-5*y*y

EMPLOYMENT

Il > 95000
Hl < 94000
Il < 89000
Il < 84000
] < 79000
[_] < 74000
I < 69000
Il < 64000
Bl < 59000

EGTRITGES

Fran ett ekonomiskt perspektiv (balansekonomi inom Nationalekonomi); tolkning av
denna figur siager att 6kning av priser och populationsstorlek okar anstillningen
(detta samband ar sinsemellan). Den centrala vardet eller balansen ligger i den grona
omrade (EMPLOYMENT 74000-69000).

Bilden kan latt tolkas ur en nationalekonomisk synvinkel vad giller de centrala

begrepp inom dmnet for arbetsloshet och inflation i samband med den naturliga
okningen av population.
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”Korrelations laddning graf” vid PLSREG

Correlation Loading Plot
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Korrelationsladdningsfigur ar en kompakt sammanfattning av valmojligheter som
man kan utfora vid PLSREG. Har kan vi avlasa att forsta komponent (PLS Factor =
PC1) ar starkt positivt korrelerad med alla variabler och att den andra komponent har
lagsta varde av alla variabler forutom X3 som har ett negativt samband och X4 som
har positivt samband. Observationerna ligger ganska spridda (vilka presenteras med
deras id nummer) och tyder pa att data ger ganska bra information om de tva forsta
komponenterna.

En kombination av dessa tva faktorer ger storsta variationsforklaring fran data. Om
man utgar fran figuren ovan den forsta PLS faktorn har den storsta
variationsforklaringen for Y medan den andra faktorn ger storre variationsforklaring
for X. Denna karaktir hos PLSREG har vi redan diskuterat, men ju mer faktorer i
modellskattningarna desto jamnare variationsforklaring for bade Y och X-variabler.
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Transformations grafer infor PLREG.

Transformations

120 4 5000 A
€ 1104 2 500000 - E
S S S 4000 +
ol W n
o 100 4 o 400000 w©
o = =
£ =] S 3000
c E g
5 90 S 300000 | =]
= = =
2000 A
BD L T T T T T I I T T ' T
80 90 100 110 120 300000 o 500000 2000 3000 4000 5000
1 %3
3500 4 130000
o = o 1960 —
£ S 125000 =
c?: 3000 4 &DJ) (E
120000 1955 -
g 2500 4 g g
3 5 115000 1 g
2000
= = 110000 - = 1950
1500 4 . . |
T T T T T 110000 120000 130000 T T T
1500 2000 2500 3000 3500 X5 1980 1955 1960
®4 )

Infér PLSREG ir nistan alla variabler valtransformerade. X3 har flera varden som
ligger under och 6ver 3000 som ar transformerade till 3000 gentemot EPLOYMENT.
For mer forklaring om grafen se SAS dokumentation. Om variablerna verkligen hade
en bra korrelation med responsvariabeln da skulle dessa linjer ha en rak lutning
uppat.
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Skattade enkel regression modell med den forsta principalkomponenten.

Fit Plotfor Y
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Observations 16
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. Error DF 14
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Ad] R-Square  0.9081

£0000 A

-4 -2 0 2
Frin1
Fit O 95% Confidence Limits ------- 85% Prediction Limits |

Grafen skapas automatisk med SAS vid PROC REG. Prin1= den forsta principalkomponent

SAS output for enkel regression med den forsta principalkomponenten (Prin1). Den
forts principalkomponenten kan forklara var responsvariabel med ungefar 91%
determinationskoefficient.

Resultat for stegvis regression med principalkomponenter

Step Variable Partial Model C(p) F Value P-viardet
Entered R-Square R-Square

1 PC-1 0,9143 0,9143 158,697 149,27 <,0001

2 PC-3 0,0571 0,9713 47,0604 25,89 00,0002

3 PC-2 0,0146 0,9860 19,9357 12,51 0,0041

4 PC-5 0,0079 0,9938 6,2558 14,07 0,0032

5 PC-6 0,0015 0,9953 5,3076 3,17 0,1055

Stegvis regression med skattade principalkomponenter visar att den fjarde
komponent kan utelamnas i en regression samband och den tredje komponent viljas
som andra forklarings variabel i en multipel modell.
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3D diagram med tva komponenter i relation till EMPLOYMENT.

3D Surface Plot of EMPLOYME against Factorl and Factor3
EMPLOYME = Distance Weighted Least Squares
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Figuren visar att den forsta PC ar vdl korrelerad mot responsvariabeln
EMPLOYMENT. Figuren ar skapad med PCi och PC3, dar PC3 har ar mindre
korrelerad med EPLOYMENT. Ju storre negativa varden for bada PC1 och PC3 desto
hogre varde for EMPLOYMENT. Grafen visar ocksa sambandet mellan PC1 och PC3 i
en modell gentemot EMPLOYMENT och att problemet med multikollinjaritet ar 16st.
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Appendix-2 The SIMPLS algorithm

de Jong, S. (1993), “SIMPLS: An Alternative Approach to Partial Least
Squares Regression” Chemometrics and Intelligent Laboratory Systems, 18, 251—

263.

Input:

n * p matrix X

n * m matrix Y
Number of factor A

Yo =Y - Mean(Y)

t =t - mena(t)
normt=sqrt(t'*t)

t=t/normt
r=r/normt
p=X"*t
q=Y,o*t
u=Yo%q
vV=p
ifa > 1then

v=v-V(V' *p)
u=u-T(T *uw)

v=v/sqrt(v’*v)
S=S-v*v’*S)

center Y

cross-product

per dimension

Y block factor weights

X block factor weights

X block factor scores
center scores

compute norm

normalize scores

adapt weights accordingly
X block factor loadings

Y block factor loadings

Y block factor scores
initialize orthogonal loadings

make v to previous loading
make u to previous t” values

normalize orthogonal loadings
deflate S with respect to current loadnings

Storer, t,p,q, uand vintoR, T, P, Q, Uand V

B=R*Q’
h=DIAG(T*T’) + 1/n
varX = DIAG (P"* P) / (n-1)
varY = DIAG (Q "*Q) / (n-1)

regression coefficients
leverages of objects
variance explained for X variables
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Appendix-3 The PLS algorithm

Geladi, P. and Kowalski, B. (1986),” Partial Least Tutorial” Analystical Chimica
Acta, 185, 1-17.

It is assumed that X and Y are mean centered and scaled:

For each component:
(1) take ustart = sOme y;.

In the X block:
@w'=u'X/u’u
(3) W new=w old / | |w old || (normalization)
4) t=Xw/w'w

In the Y block:
(5)q'=t’Y/t't
(6) @ new =q “o1d /||q “o1d || (normalization)
(Nu=Yq/q’q

Check convergence:

(8) Compare the t in step 4 with the one from the preceding iteration. If they are
equal (within a certain rounding error) go to step 9, else go to step 2. (if the Y block
has only one variable, step 5-8 can be omitted by putting g = 1, and no more iteration
is necessary).

Calculate the X loading and rescale the scores and weights accordingly:

Qp =t’X/t't

(10)p new=p oa/ || p o || (normalization)

(11) t new = told | |p “old | |

(12) W new=w old || p "od ||
(p’, q” and w’should be saved for prediction; t and u can be saved for diagnostic and
/ or classification purposes).

Find the regression coefficient b for the inner relation:
(13)b=u't/t't

Calculation of the residuals. The general outer relation for the X block (for
component h) is:

(14) Eh = E h1 — thp “'n; X=Eo
The mixed relation for the Y block (for component h) is:

(15) Fh=F h-1 — bntng 'n; Y=F,

From here, one goes to step 1 to implement the procedure for the next component.

(Note: After the first component, X in step 2, 4 and 9 and Y'in steps 5 and 77 are
replaced by their corresponding residual matrices E, and Fp).
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Matrices and vector are shown graphically in Figure form

m 1 1 p
X t u Y
n n n n
m 1 p
p’ b q
1 1 1
m
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