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Sammanfattning

Examensarbetet har som syfte att utreda betydelsen av pakénningar pa grund av
vilvning och tvérsnittsdeformation orsakade av vridbelastning hos
broladekonstruktioner med farbanekonsoler, se figur nedan. Examensarbetet
behandlar ett antal handberdkningsmetoder som jamfors med finita element
berdkningar. Med handberdkningsmetoderna kan man bland annat berékna
hérnmoment och axiella spdnningar. Vid jaimforelser mellan handberdkningsmetoder
och finita element modell har enkla lastfall och olika slankhet pa tvdrsnitten anvénts.
Examensarbetet innehdller dven ett avsnitt dir laster enligt normen BRO94
applicerats pé finita element modellen, detta for att undersoka vilka hornmoment och
axiella spanningar som uppkommer pa grund av vridning i ett verkligt fall.

Tre olika handberidkningsmetoder har behandlats. Den forsta behandlar blandad
vridning med delvis 6ppna och slutna odeformerbara tunnvéiggiga tvarsnitt, vilket ar
en modifiering av motsvarande teori for Oppna tunnviggiga tvarsnitt. Den andra
metoden anvénds for att berdkna effekter av att tvérsnittet deformeras vid vridning.
Den tredje metoden &r en superponering av de tva forsta.

Tva finita element modeller har utforts, en enkel tvadimensionell modell for
berdkningar av pakénningar orsakade av tvérsnittsdeformation, och en
tredimensionell skalmodell. For skalmodellen har olika tithet av elementindelning
anvints for att undersoka dess effekt pa resultatet.

Resultatet visar att handberdkningsmetoderna och FE-modellen stimmer vil verens
for undersokta fall. Berdkning med laster enligt BRO 94 visar att man i vissa fall bor
ta hinsyn till axiella spAnningar uppkomna pé grund av vridning. Resultaten visar
ocksa att man i samtliga fall bor ta hinsyn till uppkomna hérnmoment.






Summary

The purpose of this master thesis is to investigate effects of warping and distortion in
thin-walled box-girder bridges, see figure below. The master thesis deals with a
number of different analytic methods, which are compared to finite element models.
Transverse distortional bending moments and direct stresses, caused by torsional and
distortional warping, is determined by analytic methods. Simple load-cases and
different wall-thickness have been used, when the methods have been compared.
The master thesis also contains a chapter, which deals with load-cases according to
the Swedish code, BRO 94. The load-cases according to BRO94 give realistic
stresses.

Three different analytical methods have been investigated. The first analytical
method considers the problem of mixed torsion, St Venant’s and Vlasov’s torsion, in
thin-walled structural members with partly closed, partly open cross-sections. The
second method considers the effects of distortion. The third metod deals with effects
from both previous methods.

Two finite element models have been established, one simple two-dimensional
model and one three-dimensional model based on shell elements. The two-
dimensional model deals only with distortional effects. Different element meshes
have been used to determine how the mesh density effects the result.

The analytical methods and finite element methods give similar results. The
determined stresses, with load-cases according to BRO 94, show that in some cases
the direct stresses should be considered. In the investigated cases the transverse
bending moments have been significant and should not be neglected in design.
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1 Inledning

En bro definieras som ett barverk som transporterar nagon form av trafik forbi eller
over ett hinder. En specifik egenskap for broar dr att huvudlasten bestér av en stor
rorlig trafiklast. Detta medfor att antalet lastfall/lastplaceringar blir betydligt fler dn
vid vanlig balkdimensionering i byggnader. Andra komplikationer ar effekter som
dynamiska laster och temperaturlaster.

Indelning av brotyper kan ske pa olika sitt sdsom anvindningsomrade, storlek,
statiskt system, byggmetoder med mera. Vanligen indelar man brotyperna efter deras
statiska system av vilka nédgra foljer nedan:

Platt- och balkbroar
Rambroar
Bégbroar

Héangbroar
Snedkabelbroar

Platt/balkbroar

I

. A

E—

[

BAVAVAVAVAN
e

Bagbroar

Héngbroar
Mﬂ\mﬂmwmmw
Snedkabelbroar

Figur 1.1. Olika typer av statiskt system for broar [Hdkan Sundquist, Infrastrukturkonstruktioner”,
Kungl. Tekniska hégskolan, Rapport 13, Brobyggnad 1995, Utgava 4].

Till de vanligaste brotyperna hor platt- och balkbroar dé de ticker de mest anvénda
spannviddsomradena, 5-200 m, samt dr ekonomiskt rimliga.




Det vanligaste byggnadsmaterialet for broar dr betong som ér ett relativt billigt
material och det finns nédstan inga begrinsningar vad det géller formgivning. Betong
har hog tryckhallfasthet men ringa draghallfasthet, ca 1/10 av tryckhallfastheten. Det
stdlls ddrmed hoga krav pa armering i platt- och balkbroar. Vanligen spdnnarmeras
betongbroar med spannvidder 6ver 25 m.

Vid valet av statiskt system enligt ovan, beaktas ekonomiska aspekter, spannvidd,
estetik med mera. Det statiska systemet méste viljas 1 ett tidigt projekteringsskede,
varvid det kravs enkla dverslagsberidkningar.

1.1 Platt- och balkbroar

Med en balkbro menas en bro som far sin barighet genom balkverkan. Den kan besta
av en eller flera balkar, en platta eller en lada. Vid val av tvérsnitt foreligger ofta
restriktioner pa tvarsnittets hojd samt krav pé att tvirsnittets utformning inte bor vara
for komplicerad. Egentyngden dr en stor del av belastningen, varfor man vill hilla
vikten nere, ldgre vikt innebar ocksd mindre materialdtgang. Ett sétt att halla vikten
nere dr att skapa ett tvérsnitt med s stort troghetsmoment som mojligt vid given
tvirsnittsarea.

1 r T AL
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Figur 1.2. Olika typer av balkbrotvdrsnitt.

1.2 Betongbrolidor

Ladtvérsnitten dr vl anpassade for stora spannvidder och komplicerade
belastningar. Materialet utnyttjas maximalt d& det 4r placerat ldngt frén
tyngdpunkten. Eftersom tvérsnittets utformning medger bade stora positiva och
negativa moment passar lddbroar utmérkt som flerstodsbroar. Ett utmérkande drag
hos ladtvérsnitt ar deras stora vridstyvhet. Figur 1.3 nedan visar olika typer av
ladtvérsnitt.




Figur 1.3. Olika typer av ladtvdirsnitt.

Eftersom materialet ar placerat 14ngt fran tyngdpunkten blir konstruktionerna ofta
mycket slanka. Detta medfor att man bor ta hansyn till effekter som vélvning och
tvirsnittsdeformation da bron utsétts for vridande moment. Forhindrad vilvning ger
ett tillskott till normalspanningar i tvérsnittet, och &r speciellt uttalad for tunnviggiga
Oppna tvirsnitt. Slutna tvérsnitt vdlver mindre och i de flesta fall negligeras effekten
av valvning for dessa typer av tvérsnitt. Da en betongbalk spdnnarmeras kan smé
tillskott till normalspanningar dock vara av stor betydelse eftersom det inte tilldts att
betongen spricker vid armeringens niva. Tvirsnittets deformation péa grund av
vridning medfor att det uppkommer betydande tillskott till hornmomenten och dessa
maste dédrvid beaktas vid dimensionering av tvdrsnittet i transversell led.

Trafiklaster utgor en stor del av belastningen vid dimensionering. Eftersom
trafiklasterna &r fria laster ska de placeras sa att maximala spidnningar uppkommer
for de olika delarna av bron som ska dimensioneras. Trafiklasterna kan medfora att
det uppkommer stora vridande moment, till exempel genom att endast en fil belastas.
Dessutom kan bron vara konstruerad med horisontalkurva, vilket 6kar
vridmomentet.

Det finns ett flertal olika handberdakningsmetoder for att ta hinsyn till de ndmnda
effekterna pa grund av vridning. I denna rapport jamfors olika
handberikningsmetoder och finita element modeller. Dessutom kontrolleras axiella
spanningar och hdrnmoment vid ett lastfall enligt BRO94.







2 Forutsattningar

Tre olika tvidrsnitt har valts, alla tvérsnitten dr betongbrolador med farbanekonsoler,
se Figur 2.1. Tvirsnitten har olika slankhet, detta for att undersoka slankhetens
inverkan pé de olika metoderna och axiella spanningarnas storlek. Det slankaste
tvirsnittet dr s& pass slankt att det ej gar att utfora i betong och ar darfor endast av
teoretiskt intresse. Centrumavstandet mellan vaggar och farbana/underplatta ar
samma for de olika tvirsnitten. Det normala tvérsnittet har baserats pa en verklig bro
[Bro N842 6ver Susedn] som Skanska Teknik AB konstruerat. Det har dock
forenklats till att ha vertikala livviggar. Votning och kantbalkar har ocksé
ignorerats. Det bor observeras att det normala tvirsnittet ej har samma tjocklek pa
farbana och underplatta, vilket &r fallet for de andra tvérsnitten.

12000
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3600 \/ |,200 4400 I/ |/200 3600 J/
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12000
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Normalt
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A
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12000
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3300 J, 800 J, 3800 J, 800 J, 3300

Figur 2.1. Geometri for tvdrsnitt, slank, normal och grov, mdtt i millimeter.

Bron antas vidare vara fritt upplagd och gaffellagrad med en spannvidd pa 30m
enligt nedan.
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Gaffellagringen medfor att tvérsnittet ar forhindrat att rotera samtidigt som det
valver fritt. Detta motsvaras i1 verkligheten ndrmast av ett andtvarskott (forhindrar
dock vilvning nagot) i vardera balkénde. Da endast effekter av vridning ska
undersdkas belastas bron endast av antisymmetriska laster. Tva fall undersoks.

Figur 2.2. Statiskt system.

Utbredda antisymetriska laster angriper over vertikalvdggarna enligt nedan.

Figur 2.3. Utbredda antisymmetriska laster.
Antisymmetriska punktlaster angriper dver vertikalviggarna i mittsnitt enligt nedan.
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Figur 2.4. Antisymmetriska punktlaster.

Storleken pd de antisymmetriska punktlasterna kan anses motsvara en axellast enligt
BRO 94 och siitts till 250kN. Storleken pd de utbredda antisymmetriska lasterna har
valts sd att de ger samma vridmoment vid stod som fallet med punktlaster, det vill
sdga ungefar 8kN/m.




Materialet &r betong och anses fungera linjdrelastiskt sé lange det dr osprucket. D&
betongen spricker reduceras styvheten och beror av armeringsinnehéllet. Detta
fenomen berédknas till exempel med hjilp av olinjdra FE-berdkningar. I denna
rapport utfors ej berdkningar som tar hiansyn till att betongen spricker upp.

I alla berdkningar forutom avsnitt 9, som behandlar laster med BRO 94, har
karakteristisk E-modul pa 30GPa anvints. Denna E-modul motsvarar i stora drag
kvalitéer fran K30 till K45. I avsnitt 9 har karakteristisk E-modul pé 33 GPa anvints
vilket motsvarar betongkvalitet K45.







3 Odeformerbara tvarsnitt med blandad vridning

3.1 Allménna forutsattningar for blandad vridning

Med blandad vridning menas att viidmoment tas upp dels av Saint Venantsk, dels av
Vlasovskt vridmoment. Forutsittningarna for balkteori med blandad vridning ar att
balkarna &r prismatiska (tvarsnittskonstanter oberoende av x, dér x-axeln ar parallell
med balkens ldngdriktning). Vidare antas materialet vara isotropt linjédrelastiskt,
vilket medfor att spanningar kan superponeras. Tvirsnitten antas rotera stelt kring
vridcentrum och rotationen dr liten. For balkar med linjdrelastiskt isotropt material
sammanfaller vridcentrum och skjuvcentrum [Handboken bygg].

Balkteori for blandad vridning &r framst tillimpbar for balkar med tunnviggiga
Oppna tvirsnitt. Detta hinger samman med att teorin forutsitter att
skjuvdeformationer i balkvdggarnas centrumlinje &r forsumbara. For alla sorters
tvérsnitt upptrader Saint- Venatska skjuvspinningstrajektorier i slutna slingor. Detta
innebdr att for 6ppna tunnviggiga tvarsnitt ar skjuvspanningen noll i balkviggarnas
centrum, vilket ger att skjuvdeformationen &r noll dir. Ddrmed behdvs endast
skjuvdeformationer pd grund av Vlasovska skjuvspianningar forsummas.

(——)—)4—(-]

] ]

Figur 3.1. Skjuvspdnningstrajektorier pd grund av vridning av tvdrsnitt enligt Saint Venatskt och
enligt Vlasovsk teori.

For tunnvéggiga slutna tvérsnitt blir skjuvdeformationen pa grund av Saint
Venantska skjuvspanningar inte noll, vilket syns i Figur 3.1 ovan. Detta medfor att
balkteori for blandad vridning inte ar vél tillimpbar pa slutna tunnviggiga tvarsnitt.
Dock finns en approximativ balkteori for blandad vridning av slutna odeformerbara
tunnvaggiga tvarsnitt som dr snarlik den for 6ppna, men som tar hansyn till
skjuvtdjning pd grund av Saint Venantsk vridning.

3.2 Teori for tunnviaggiga 6ppna tvarsnitt

Det totala vridmomentet tas upp av Saint- Venantskt och Vlasovskt vridmoment.




T=T,+T, Ekv. 3.1

T och Ty, beror av vridningsvinkelns variation ldngs balken enligt nedan:

3
T,x)=-E-K, 3% Ekv. 3.2
dx
T.(0=G-K, 3¢ Ekv. 33
dx

E = elasticitetsmodul

Ky = vilvtroghetsmoment

G = skjuvmodul

K, = vridstyvhetens tvirsnittsfaktor
¢ = tvérsnittets vridningsvinkel

En jamviktsbetraktelse enligt Figur 3.2 ger:
G

T —s ———— |—»» [ ]

dx

Figur 3.2. Jamvikt for en infinitesimal del av balken.

T+dT-T+q, -dx=0«<

dT Ekv. 3.4
—_ V. .
Ix Jo
Jo =q - b= konstant utbrett vridmoment
Ekvation Ekv. 3.1 och Ekv. 3.4 ger:
(dTw dij
- + =q, Ekv. 3.5
dx dx
Derivering av Ekv. 3.2 och Ekv. 3.3 samt insdttning 1 Ekv. 3.5 ger:
4 2
Bk, -4 g de_g Ekv. 3.6
dx* dx’

3.3 Teori for tunnviggiga slutna tvérsnitt

Teorin 1 avsnitt 3.2 kan modifieras for att approximativt dven gélla for tunnvaggiga
slutna tvirsnitt [Akesson, Handbok i analys av balkars vridning].
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d* d*¢
X4_G.Kv. 2=q, Ekv. 3.7

p w dx

dér p &r en dimensionslds tvérsnittsfaktor.
Ih
I, -K

p = Ekv. 3.8

I, = centrala troghetsmomentet, se definition Ekv. 3.13.
3.4 Tvirsnittskonstanter
Tvérsnittskonstanterna bestdms enligt nedan.
Koordinatsystemet, (yz), 1 tvérsnittets plan ersétts med axeln s. s-axeln foljer
balkvédggarnas medellinjer, se Figur 3.3. Dér beteckning for kurvintegral anvinds

sker integration endast lings medellinjer, vilka bildar slutna kurvor. Ovriga
integraler giller samtliga medellinjer.

S <—¢

~<
A

Figur 3.3. Koordinatsystem for tvirsnitt.

2
K, = 4-A;
iﬁ 1 Ekv. 3.9

A, = arean mellan vdggarnas medellinjer.
2
K, = J‘(D(S)2 dA = J'u)(s) -t(s)-ds Ekv. 3.10
A s

(s) dr den normerade sektoriella koordinaten vilken ges av sektoriella koordinaten
€)(s) enligt nedan:

jQ(s)- t(s)ds
)= It(s)ds

S

o(s) = Q( Ekv. 3.11

Den sektoriella koordinaten, for hdrledning se appendix B, for slutet tvirsnitt fis ur
foljande samband:

11



A, 1
Ih s 4 () Ekv. 3.12

§ (l)ds 0o

dér h(s) ér det vinkelréta avstdndet mellan s- axelns tangent i punkten s och
vridcentrum, se Figur 3.4 nedan. Uttrycket €(s) for slutet tvérsnitt skiljer sig fran
motsvarande uttryck for 6ppet tvirsnitt med avseende pé den sista termen i uttrycket
ovan. Uttrycket €2(s) dr uppbyggt enligt foljande:

Den forsta termen beréknas som om tvérsnittet vore Oppet genom att man placerar
ett tinkt ldngsgdende snitt till exempel vid farbanans mitt. Med hjdlp av den andra
termen infors kompatibilitet vid det tidnkta snittet, det vill siga valvforskjutningarna
skall vara lika stora bada sidor om snittet, vilket reducerar valvforskjutningarna
avsevirt. Den andra termen beréknas endast dver den slutna delen av tvérsnittet.

Figur 3.4. Definition av h(s).

Det centrala troghetsmomentet ges av:
L, :iﬁhz(s -t(s)-ds Ekv. 3.13

3.5 Vilvspinningarnas fordelning i tvirsnittet

Vilvspinningarna ska vara i jdmvikt 6ver tvérsnittet vilket medfor att foljande tre
jamviktsvillkor ska vara uppfyllda:

IGWdA =0 Ekv. 3.14
A
[y-o,da=0 Ekv. 3.15
A
[z-0,da=0 Ekv. 3.16
A

12



Vilvspanningen antas ha samma fordelning i tvirsnittet oberoende av x, men dess

storlek beror av x och kan skrivas enligt Ekv. 3.17.
0. (5,3.7)=0.(x,5)= 2 of)

w

B(x)=—pE- Kw[q,r,(x)Jr q, J

G-I,

B(x) = bimoment

Ekv. 3.17

Ekv. 3.18

Den normerade sektoriella koordinaten beskriver alltsa vilvspanningsfordelningen i

tvédrsnittsplanet enligt Figur 3.5.

('03 m\ 0)1 m
W

T

G

W

Figur 3.5. Normerad sektoriell koordinat axs) (vilvspdnningsfordelning).

For aktuella tvérsnitt finns fardiga uttryck for berdkning av normerad sektoriell
koordinat enligt f6ljande [Handbok i analys av balkars vridning, Bengt A Akesson]:

e-b K, b
W = -
2 4.A,-8,
b-h K, -h
w, =0 + —
2 2-A,-8,
e-d
0)3:031+7

e = vertikala avstandet mellan centrum farbana och vridcentrum (skjuvcentrum)

b = cc- avstand vertikalviggar
0, = farbanans tjocklek

8, = vertikalviaggens tjocklek

h = cc- avstand mellan Gverplatta och underplatta
d = by -b = farbanekonsolernas sammanlagda bredd

3.6 Vridcentrums lige

Vridcentrums lage 1 y-led sammanfaller med tvirsnittets vertikala centrumlinje pa
grund av symmetri. Vridcentrums lége i z-led kan antingen beréknas med hjilp av
villkoret att vélvspdnningarna skall vara 1 jamvikt 6ver hela tvirsnittet eller genom

13



att berdkna skjuvcentrums ldge, vilket ej &r helt enkelt for slutna enkelsymmetriska
tvirsnitt, och utnyttja att skjuvcentrums och vridcentrums placering sammanfaller
for isotropt linjdrelastiskt material. I denna rapport berdknas vridcentrums ldge enligt
den forst nimnda metoden. Jimviktsvillkoren som géller for vilvspianningarna géller
dven for den normerade sektoriella koordinaten ty denna beskriver
vilvspdnningarnas fordelning dver tvirsnittet. Den normerade sektoriella
koordinaten uttrycks som funktion av e, se avsnitt 3.5. Villkoret som ger
vridcentrums vertikala ldge, e, ges nedan.

IY - (s, e)dA =Iy -(s,e) - t(s)ds =

Berdkningarna finns detaljerat redovisade i bilaga I och resultaten finns i Tabell 3.1.
3.7 Allmin losning av diffrentialekvation

Den allménna 16sningen av differentialekvationen

d*e d*e
p.E.KW.dX4 _G‘KV'dXZ :qw

ges av:

2
(p(x)z(ph(x)+(pp(x)=Cl-cosh(c-x)+C2-sinh(c-x)+C3-X+C4— 9o X

2-G-K,
G-K,
c= |[——
p-E-K,

C,.4= konstanter vilka bestdms med hjilp av randvillkor
3.8 Randvillkor

For att bestimma konstanterna i den allménna 16sningen kravs fyra randvillkor, tva i
varje dnde av balken. Gaffellagring innebér att tvérsnittet dr forhindrat att rotera
samtidigt som det vilver fritt. Fri vidlvning innebér att bimomentet &r noll, vilket
innebadr att dven vilvspannningarna &r noll. Randvillkor for en gaffellagrad balk
belastad med jimt utbrett vridmoment far ddrmed randvillkor enligt nedan.

(p(O) 0 Gaffellagring forhindrar vridning.
B(O) =0=0 ( ): —Gq—“i Gaffellagring medger fri vilvning.
“1h
o(L)=0
q
L)=0=> =——"
B(L)=0= ¢L)=- 1%

B(x) = bimoment, se Ekv. 3.18

14



Randvillkor for en gaffellagrad balk belastad med punktvridmoment T, blir ndgot
mer komplicerade. Detta beror pa att punktvridmomentet méste foras in som
randvillkor, vilket medfor att man ansitter en 16sning for varje balkhalva. Vid
bestdmning av konstanterna hos 1sningarna kan man utnyttja att vridningsvinkeln
har gemensamma virden vid balkmitt, dock bor observeras att till exempel
forvridningen ej dr kontinuerlig 6ver balkmitt. Om man ansétter en 16sning for varje
balkhalva far man atta obekanta konstanter, det vill siga man behover atta
randvillkor. Nedan ges forslag pa randvillkor, dir index 1 motsvarar forsta
balkhalvan och index 2 andra balkhalvan.

Upplag vid x=0

9,(0)=0 Gaffellagring forhindrar vridning.
B,(0)=0= ¢/(0)=0 Fri vélvning, observera att qq, = 0.

T,+T,=G-K, -¢/(0)-E-K_o70)= F_2b Snittvridmoment vid upplag.
Balkmitt (x=L/2)

(PI(L/2): (pz(L/2)
B,(L/2)=B,(L/2)= ¢!(L/2)=¢%(L/2)

Upplag vid x=L

(Pz(L): 0
B,(L)=0= ¢:(L)=0
T, 4T, =GK, 0h(L)-E-K g7(L) = -2

For att minska berdkningsarbetet ndgot har istdllet endast ena balkhalvan studerats.
Detta dr mojligt pa grund av att vridningsvinkeln samt forvridningen 1 mittsnittet dr
kiinda fran elementarfall [Akesson, Handbok i analys av balkars vridning].

0(0)=0 Gaffellagring forhindrar vridning.
B(0)=0=¢"(0)=0 Fri vélvning, observera att qq, = 0.

o(L/2)= L (1— 1 .tanhVJ
p-v

4.G K,
T-A-o .
V= dér
2
_ G-K, L’
' -p-BE-K,
oL/2)=—t 1oL
2-G-K, p

Konstanterna blir relativt omfattande och finns redovisade 1 bilaga VI.
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3.9 Resultat

3.9.1 Tvarsnittskonstanter

Tabell 3.1 nedan anger numeriska vérden av tvirsnittskonstanterna for de olika

tvirsnitten. For detaljerade utrdkningar, se bilaga L.

Tabell 3.1. Tvdrsnittskonstanter.

Tvarsnittskonstanter | Slank Normal Grov
A [m’] 8.786 8.786 8.786
K, [m"] 2.779 5314 11.117
K. [m°] 1.848 3.561 7.390
I [m"] 4.887 9.684 19.547
p [dimensionslds] 2.319 2216 2.319
e [m] 0.873 0.825 0.873
o [m’] -1.631 -1.581 -1.631
w; [m’] 1.252 1.368 1.252
w; [m’] 1.598 1.471 1.598

3.9.2 Utbrett vridmoment

Vridningsvinkel mellan x = 0 till x = /2 pa grund av utbrett vridmoment for de

olika tvédrsnitten ges 1 Figur 3.6 nedan.

x 10
14— S EECEEEEEERER S EECEEEEEERER ;
| | |
| | |
| |
1.2F--- =glank  |----—-—-—-—-—--—---- P e —==TTT
| - |
= normal J }
4| - =grov | S l
| |
| |
| | |
| | |
0 7 o _____ e |
=) l l |
© 3 | |
—_ o | |
C06L- S e SUESEESS ‘
| ‘ |
| | |
04F--------fmmmo Tt EEE LR R R e 1
| |
, | o —
| P | |
0.2p -t T T |
' P | |
e ! ! !
O L L |
0 5 10 15

x [m]

Figur 3.6. Vridningsvinkel for balk, utbrett vridmoment, odeformerbart tvirsnitt.

Vilvspéanningsfordelningen i hornet dir vertikalviagg ansluter till farbanan mellan x
= 0 till x = L/2 pé grund av utbrett vridmoment for de olika tvidrsnitten ges 1 Figur

3.7 nedan.
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o _[Pa]

x [m]

Figur 3.7. Vilvspdnningsfordelning, utbrett vridmoment, odeformerbart tvdrsnitt.
3.9.3 Punktvridmoment

Vridningsvinkel mellan x = 0 till x = L/2 pa grund av punktvridmoment for de olika
tvérsnitten ges 1 Figur 3.8 nedan.

x 10"

I I |
I I I
: : :
I I
o5l ____ .. =slank [ (O ;
= normal l 7
I - I
---- = grov : ///’ :
2p--nn-- — T SRR :
I I - I
I o I
| L7 |
—_— | _ 7 |
o | g | |
® 15— e e I
= | . |
l l ‘
I e I I
N N Bl :
[Phs I
A | I
ROl l l
P I I o
0.5*********74/ ****** =T :*:_j_,;*’—’:’_:*fj ***** :
7 I - — I
. I — I I
e L I |
- —— T I I
o | | |
0 | | J
0 5 10 15

x [m]

Figur 3.8. Vridningsvinkel for balk, punktvridmoment, odeformerbart tvdrsnitt.




Vilvspanningsfordelningen i hornet dér vertikalvigg ansluter till farbanan mellan x
= 0 till x = L/2 pa grund av punktvridmoment for de olika tvérsnitten ges i Figur 3.9
nedan.

x [m]
Figur 3.9. Vilvspdnningsfordelning, punktvridmoment, odeformerbart tvdrsnitt.

Vilvspanningar for de olika tvdrsnitten och lastfallen plottade i samma diagram, se
Figur 3.10 nedan.

|
|
250 - =grov. . |- N
|
|
|

Med prickar = \\
a3l utbreddlast | __ Lo
0 5 10 15
X [m]

Figur 3.10. Vilvspdnningsfordelning for olika tvérsnitt och lastfall, odeformerbart tvirsnitt.
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Man kan se i plottarna ovan att kurvornas form skiljer vasentligt mellan de olika
lastfallen. Vilvspanningarna pa grund av punktvridmoment avtar relativt snabbt med
avstandet fran balkmitt. I fallet med utbrett vridmoment ar vilvspianningarna néstan
konstanta 1 x-led och avtar inte forrdn i niarheten av upplagen. For lastfallet med
punktvridmoment syns tydligt sambandet mellan krokningen hos kurvan &ver
vridningsvinkeln och vilvspdnningens storlek, se Figur 3.8 och Figur 3.9. Dir
vilvspanningen avtar évergar kurvan over vridningsvinkeln till att bli linjar.
Motsvarande samband géller inte for utbrett vridmoment, se Ekv. 3.17 och Ekv.
3.18.

Att jamfora vdlvspanningarnas storlek for de olika lastfallen ar svért, ty dd maste
punktvridmomentet ha ekvivalent storlek med det utbredda vridmomentet. Att
bestimma ekvivalensen mellan punktvridmoment och utbrett viidmoment kan goras
pa manga olika sitt. I denna rapport har storleken hos punktvridmomentet och
utbrett vridmoment valts sé att ungefdr samma snittmoment erhalls vid x =0 och x =
L. Utifran denna ekvivalens kan man i aktuella fall konstatera att punktvridmoment
ger betydligt storre vilvspanningar dn utbrett vridmoment.
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4 Deformerbara tvarsnitt
4.1 Forutsittningar

I detta avsnitt behandlas en berdkningsmetod som tar hénsyn till att tvirsnittet
deformeras vid vridning enligt Figur 4.2 nedan. Tvérsnitten forutsétts vara konstanta
1 langsled och enkelsymmetriska samt att materialet 4r homogent linjérelastiskt.
Hornen forblir vinkelrdta vid deformation. Skjuvtdjningar vid bojning, bade i ldngs
och tvirled, forsummas. Tvérsnittsdeformationerna antas vara sma. Teorin bygger pé
att axiella spanningar uppstar pa grund av tvarsnittets deformation och inte pa grund
av tvirsnittets rotation. Det bor papekas att de axiella spdnningarna i detta avsnitt
och de i avsnittet om odeformerbara tvérsnitt beror av skilda orsaker. Verklighetens
spanningar bestdr formodligen av en kombination av dessa tva.

4.2 Allman teori

Nér ett tvérsnitt utsitts for ett viidmoment 1 form av antisymmetriska laster vill
dessa deformera tvérsnittet. Storleken av tvarsnittets deformation beror pé lasternas
storlek och tvérsnittets transversella styvhet. De antisymmetriska lasterna kan delas
upp 1 tva delar, en som tar upp vridmomentet och en som deformerar tvérsnittet
enligt figur nedan.

A

| e+ !

_’ ‘_

Figur 4.1. Uppdelning av antisymmetriska laster.
4.3 Differentialekvationer

Tva kopplade differentialekvationer, Ekv. 4.1 och Ekv. 4.2, hirleds med hjilp av
jamvikter, kinematiska och konstitutiva samband (se appendix A). Huvudfunktioner
1 differentialekvationssystemet dr axiell spdnning samt hornbéjmoment. Axiella
spanningar och hornbdjmoment som anvinds i differentialekvationer nedan
upptréader i anslutning mellan farbana och vertikalvéiggar, se markering i Figur 4.2
nedan.

=~

D

Figur 4.2. Deformation av tvdrsnitt pd grund av vridning.
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2 2
do, _b-h )((l+a)-Av+(b?kj A0+oc-Au]—m0=

dx* 48-(1+B

d’m, ‘ 24-(1+ ) B

x> ° (2-B))

X b.h.(_mh(_zrﬂ]
10 1V

Genom derivering och inséttning av Ekv. 4.1 1 Ekv. 4.2 fis en homogen

differentialekvation av fjdrde ordningen, enligt nedan.

4
dd<540 +4-k*-6,=0
X

q-b

4-(1+B)

288-(1+a)-(1+B)

kK =

1

o

il (6-ny -[(l+0c)-AV+AO '(]i;‘j2+a-Auj-(.b+w

o= =
3-A, +A, o,

3-h
ot
1 m

B: N (9 — u
Shybom,
1V u

h = cc-avstand mellan farbana och botten
b = cc-avstand mellan vertikala viggar
b= farbanans bredd

A= tvdrsnittsarean hos en vertikalvigg
A= tvarsnittsarean hos farbanan

A= tvdrsnittsarean hos bottenplattan

i,= troghetsmoment per lingd meter, x-led, hos vertikalvigg
1,= troghetsmoment per ldngd meter, x-led, hos farbana
1,= troghetsmoment per lingd meter, x-led, hos bottenplatta

m,= hornmoment kring hornet: vertikalvigg- farbana

m,= hdrnmoment kring hornet: vertikalvigg- bottenplatta

G,= vilvspinning vid hornet: vertikalvigg- farbana

o= vélvspdnning vid hornet: vertikalvagg- bottenplatta

1

v

|

Ekv.

Ekv.

Ekv.

Ekv.

Ekv.

Ekv.

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6
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4.4 Axiella spinningars fordelning i tvirsnittet

Axiella spanningsfordelningen, se Figur 4.3 nedan, bygger pa de antaganden som
gjorts 1 hdrledningen (se appendix A).

A

u

Figur 4.3. Axiell spdnningsfordelning for deformerbara tvdrsnitt.

4.5 Allmén losning till differentialekvation
Den allmédnna l6sning till differentialekvationen ovan ges av:

o, =C,sinh(k-x)-cos(k-x)+C, -cosh(k - x)-cos(k - x)+ C, cosh(k - x)-sin(k - x) +
+C, sinh(k - x)-sin(k - x)

Ci.4= konstanter vilka bestdms med hjélp av randvillkor.

4.6 Randvillkor

For att bestimma konstanterna i den allménna 16sningen krévs fyra randvillkor, tva i

varje rand. For en fritt upplagd balk med éndtvérskott blir randvillkoren vid stod
enligt foljande:

Axiella spinningarna blir noll eftersom balken #r gaffellagrad. Andtvirskotten
forutsétts vara odndligt styva i sitt eget plan och oéndligt veka transversellt sitt eget
plan, vilket innebdr att tvirsnittet dr forhindrat att deformeras 1 sitt eget plan och

diarmed ar hornmomenten noll. 4xb

o - e e S e - S~ 2
L] L]

b

Figur 4.4. Lastfall med jiamt utbredd antisymmetrisk last.
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For fallet med jaimnt utbredd antisymetrisk last och upplagsforhéllanden enligt Figur
4.4 ovan blir randvillkoren

Go(0)=0
m,(0) =0
Go(L)=0
my(L)=0

Konstanterna C,4 finns redovisade i bilaga VII.

Fxb

L L

b

Figur 4.5. Lastfall med antisymmetriska punktlaster.

For fallet med antisymmetriska punktlaster och upplagsforhéllanden enligt Figur 4.5
ovan blir randvillkoren mer komplicerade. I likhet med fallet f6r odeformerat
tvdrsnitt studeras endast ena balkhalvan. Randvillkoren for x = 0 blir samma som i
fallet for utbredd last. I det ena randvillkoret i mittsnittet utnyttjas att lastfallet &r
symmetriskt i ldngsled, vilket ger att hornmomentets derivata vid L/2 dr noll. Det
andra randvillkoret 1 mittsnittet maste innehélla punktlasterna. For att fora in dessa
madste man dterga till hdrledningen, se appendix A, och sitta upp jidmvikt for
tvérsnittet vid L/2. Denna jimviktsberdkning utfores ej 1 denna rapport. Istéllet
anvénds randvillkor enligt [ Vridning och lastférdelning, Tage Petersson och Hikan
Sundquist 1995].

P
Z-o

csf)(L/Z):2

Z=na,+ 2P LB
b 12

I, =farbanans troghetsmoment med avseende pé z- axel.
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4.7 Resultat
4.7.1 Utbredda antisymmetriska laster

Axiella spianningen i hornet dér vertikalvdgg ansluter till farbanan mellan x = 0 till x
= L/2 pa grund av utbrett vridmoment for de olika tvdrsnitten ges 1 Figur 4.6 nedan.

14
0

X [m]
Figur 4.6. Axiella spdnningar pd grund av utbredda antisymmetriska laster, deformerbara tvdrsnitt.

Hornmoment kring hornet vertikalvdgg- farbana vid belastning av antisymmetrisk
utbredd last, se Figur 4.7 nedan.

6000

5000

4000

3000

[Nm/m]

© 2000

m

1000

-1000
0

X [m]

Figur 4.7. Hornmoment, utbredd antisymmetrisk last, deformerbara tvdrsnitt.
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4.7.2 Antisymmetriska punktlaster

Axiell spanning i hornet dér vertikalvdgg ansluter till farbanan mellan x = 0 till x =
L/2 pa grund av punktvridmoment for de olika tvérsnitten ges i Figur 4.8 nedan.

x [m]
Figur 4.8. Axiella spinningar pd grund av antisymmetriska punktlaster, deformerbara tvdrsnitt.

Hornmoment kring hornet vertikalvagg-farbana vid belastning av antisymmetrisk
punktlast, se Figur 4.9 nedan.

14000 [~~~ — -  EEEEEEEEE  EEEEEEEEE ;

l | .
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= normal i Y l

———— — I‘OV | |

10000} - - - - gove L / 7777777777 |

T | |

| | |

| | |

— 8000 ,,,,,,,,,,,,,,,,, - _ _ _____________r - ___________ |
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€ | A |
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Figur 4.9. Hornmoment pd grund av antisymmetriska punktlaster, deformerbara tvdrsnitt.
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Axiella spanningar for de olika tvérsnitten och lastfallen plottade i samma diagram,
se Figur 4.10 nedan.

0.5 - T e

|

_ l
25 =grov. . |--------- S N |

|

|

|

|

Med prickar = i
S utbredd last ~ |[---—------ P i
BB e b S
4 l l l
0 5 10 15
x [m]

Figur 4.10. Axiella spinningar for olika tvérsnitt och lastfall, deformerbara tvdrsnitt.

Hornmoment for de olika tvérsnitten och lastfallen plottade 1 samma diagram, se
Figur 4.11 nedan.

14000~~~ - S R EEEEEEE e S R EEEEEEE e ;
| | |
| | |
12000~~~ - —o oo e S EEREEE = P
= slank | |
10000 - - - - = normal ST |
---- = grov l l
. | |
8000 - - Med prickar = |-~ |
£ utbredd last }
£ 6000} ---- — T Loae=IIilio
° - I
E l
4000 --------------~> - e
= l
2000F - - - — - NP AN b e :
| |
l l
| |
(I T L |
| | |
| | |
| | |
| | |
-2000 : : :
5 10 15
x [m]

Figur 4.11 Hérnmoment for olika tvérsnitt och lastfall, deformerbart tvirsnitt.
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Man kan konstatera att axiella spanningarna 6kar med 6kad slankhet. Detta dr en
direkt f6ljd av att tvérsnittdeformationerna okar dé slankheten kar.
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5 Deformerbart tvirsnitt med blandad vridning

5.1 Allmént

I detta avsnitt beskrivs en metod som medger kombination av metoder for
odeformerbara och deformerbara tvérsnitt, [Zhang, Lyons, A thin-walled box beam
finite element for curved bridge analysis; Boswell, Zhang, A box beam finite
element for the elastic anlysis of thin-walled structures; Kermani, Waldron,
Behavior of concrete box girder bridges of deformable cross-section]. Vid vridning
av en ladbalk bestar vridmomentet av Saint Venantskt och Vlasovskt vridmoment.
Dessutom kommer tvérsnittet att deformeras. Tvéarsnittsdeformation och Vlasovsk
vridning ger upphov till normalspénningar enligt figur nedan.

I
7 —

N 4=

Ll — /‘e
=+
A )

Odeformerbart tvérsnitt Deformerbart tvarsnitt

Figur 5.1. Superponering av axiella spdnngsfordelningar pd grund av vridning.

Differentialekvationerna nedan beskriver sambandet mellan vriddeformation och
vridbelastning for odeformerbart och deformerbart tvirsnitt:

d* d’*e .
p-E-K,-—-§-GK,-—=q, (odeformerbart tvérsnitt)
dx dx
' q
E-K,u- d_Z +k-y= 7"’ (deformerbart tvérsnitt)
X

Tvérsnittsdeformationen () orsakar en 6kning av vridningsvinkeln @, se Figur 5.2
nedan [Zhang, The effect of distortion in thin-walled box-spine beams]. Detta
medfor att 16sningen av differentialekvationen for odeformerbara tvirsnitt pdverkas
av losningen av differentialekvationen for deformerbara tvérsnitt. For att ta hdnsyn
till denna effekt reduceras vridstyvheten i differentialekvationen fér odeformerbara
tvédrsnitt enligt nedan.
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Figur 5.2. Tvirsnittsdeformationens paverkan av vridningsvinkeln.

¢
= Ekv. 5.1
: ¢0—-0.5-v V-3

€ kommer att variera med x, det vill sdga vridstyvheten blir ej konstant ldngs x,
vilket leder till att differentialekvationen for odeformerbart tvirsnitt blir véldigt
svarlost. Genom att 16sa differentialekvationerna ovan numeriskt med hjilp av till
exempel FEM, kan man dela in balken i flera element. Differentialekvationerna
16ses sedan iterativt. FOr varje iteration reduceras vridstyvheten i vart och ett av
elementen. Iterationen avslutas nir & —§&_, ar tillrickligt litet. I denna rapport 1oses

differentialekvationen endast med & = 1.

5.2 Differentialekvation for odeformerbart tviarsnitt
Se avsnitt 3.

5.3 Differentialekvation for deformerbart tviarsnitt

Denna metod bygger pa samma principer som avsnitt 4, men framstills hér pa nagot
annorlunda vis.

5.3.1 Definition av y

_2:v, u tuy
Y= - Ekv. 5.2
b h

(beteckningar enligt figur ovan)
5.3.2 Vilvspanningsfordelning
Precis som vid vélvning av 6ppna tunnvéggiga tvérsnitt forsummas skjuvtdjningar

for deformerat tvérsnitt. P4 detta sétt fas ett samband mellan y och axiell
forskjutning.
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dx

> X
dv

ds

v

S

du

vxs=a—v+a—u=0

oxX 0s

Forskjutningen v som r parallell med s-axeln kan uttryckas enligt nedan:

v=v,(8) Y(x)
s-axeln definieras som i avsnittet for odeformerat tvarsnitt.

Integration av Ekv. 5.3 ger:

8_u+8_vdS:0
0 0s  OX

Insittning av Ekv. 5.4 och Ekv. 5.5 ger:
[ (v, 700)+ s =0

) 0X o0s

Vilket kan skrivas som:

—J.Vs(s)ds-ﬂ:u
0 dx

Ekv.5.3

Ekv. 5.4

Ekv. 5.5

Ekv. 5.6

Ekv. 5.7

Med hjélp av EKv. 5.7 definieras sektoriell koordinat for deformerat tvarsnitt enligt

nedan:

S

() = [ v,(s)ds

0

Ekv. 5.7 kan nu skrivas enligt nedan:

Ekv. 5.8
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u=-0,(s) g—z Ekv. 5.9

Tojningen fas genom derivering av forskjutningen enligt nedan:

2
e = d—u = -y (S) . M Ekv. 5.10

*odx dx?

For linjarelastiska material fis axiella spdnningen enligt nedan:

2

d
6qu=E-&g =-E-0,() de Ekv. 5.11

Axiella spidnningen kan ocksé uttryckas med hjalp av bimoment for deformerat
tvarsnitt dar bimomentet definieras enligt nedan:

d*y

B, = J-Gxn -0, (s)dA =-E-K_, 7 Ekv. 5.12

A

K = [0 (s)dA Ekv. 5.13
A

Ky dr vilvtroghetsmoment for deformerat tvarsnitt.

Genom att kombinera Ekv. 5.11 och Ekv. 5.12 kan axiella spidnnigen uttryckas
enligt nedan:

B, (x
a = 12( )‘OJH(S) Ekv. 5.14

wil
5.3.2.1 Sektoriell koordinat for deformerbart tvarsnitt

Den sektoriella koordinaten beskriver den axiella spanningens fordelning i
tvérsnittet. Den axiella spanningen &r helt 1 jamvikt sett 6ver hela tvérsnittet, vilket
medfor att foljande tre villkor maste vara uppfyllda:

[oudAa=0 Ekv. 5.15
A
[y-0,dA=0 Ekv. 5.16
A
[z:0,da=0 Ekv. 5.17
A

Ekv. 5.15 och Ekv. 5.17 ir uppfyllda da tvdrsnittet minst dr enkelsymmetriskt och
axiella spanningen antisymmetrisk. Ekv. 5.16 anvinds for att bestimma forhédllandet
mellan sektoriell koordinat i ovan och underkant av vertikalvigg. Forhallandet
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resulterar i o enligt Ekv. 4.5 avsnitt 4. For att fa fram vérdet pa den sektoriella
koordinaten anvénds skalteori enligt [H. R. Evans and K. C Rockey, A folded plate
approach to the analysis of box girders]. I en skrift av Zhang [The effect of
distorsion in thin walled box- spine beams] anges formler for berédkning av sektoriell
koordinat for ladtvérsnitt. Formlerna ar relativt generella da det kan finnas flera
livviggar, vertikala eller lutande. Tvérsnittet ska dock vara minst enkelsymmetriskt.
Nedan redovisas formeln for berdkning av sektoriella koordinatens vérde i
anslutning farbana/vertikalvagg for aktuella tvirsnitt.

h-b

= or)

Ekv. 5.18

Nar sektoriella koordinaten ér kénd i en punkt kan man berdkna vérdet pa sektoriella
koordinaten for hela tvirsnittet eftersom forhdllandet mellan sektoriell koordinat 1
ovankant och underkant i vertikalvigg ar kénd samt att sektoriella koordinaten
varierar linjért over tvérsnittet.

5.3.3 Tvirsnittets transversella styvhet

Storleken pé tvérsnittsdeformationen beror pa hur styvt tvirsnittet ar transversellt
langdaxeln. Material- och tvérsnittskonstanten k i differentialekvationen for
deformerbart tvérsnitt dr ett métt pd denna styvhet. Styvheten k beréknas pé ett
brosegment med lingden 1m enligt Figur 5.3 nedan. Segmentet l1ases fast i vertikal
och horisontell led 1 anslutning mellan bottenplatta och vertikalvdgg och belastas
med en horisontell enhetslast. k fas med hjélp av Ekv. 5.19 nedan.

As
- F=1
\\\\\\ =1y 1~
I T T ———
/ / ———
/ /
/ /
/ /
Figur 5.3. Tvdrsnittets transversella styvhet.
1
k=— Ekv. 5.19
As

For ett komplicerat tvdrsnitt dr det lampligt att bestimma k med hjélp av FEM.
Eftersom de aktuella tvérsnitten har relativt enkel geometri finns analytiska uttryck
for k, [se R. Dabrowski, Gekriimmte diinnwandige Triger], vilket ges nedan.

_24-E-i,
n-h

k Ekv. 5.20
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2-—+3°>
1V
1Al_1+10+1u h-i, -1,
+6- 5
1 b-i

5.3.4 Hornmoment pa grund av tvirsnittsdeformation

Samband mellan h6rmoment och tvérsnittsdeformation (y) ges av formler nedan, [R.
Dabrowski, Gekriimmte diinnwandige Trager].

k 1, —1
m, =~ |1+ o T w |y Ekv. 5.21
4 . 1,01,
1, +1, +6- .
.lv
k 1, —1
m, =——| 1+ vTo iy Ekv. 5.22
4 o h-i, -1,
i, +1, +6- :

1

5.4 Losning av differentialekvation, odeformerbart tvirsnitt
Se avsnitt 3 Odeformerbara tvirsnitt.
5.5 Losning av differentialekvation, deformerbart tvirsnitt

Den allmédnna 16sningen bestar av en homogen 16sning och en partikuldr 16sning
enligt nedan.

’Y='Yh+’Yp

¥, =C, -sinh(A-x)-cos(A-x)+C, -cosh(A-x)-cos(r-x)+
+C, -cosh(A-x)-sin(A-x)+C, -sinh (A -x)-sin (A - x)

g
T
= —K

4.E-K

Differentialekvationen 16ses for utbredd last med foljande randvillkor:

Pé grund av stela dndtvirskott vid balkens bada d@ndar forblir tvérsnittet odeformerat
dér, vilket ger:

34



Eftersom balken kan vélva fritt vid upplagen kommer de axiella spanningarna vara
noll dir. Ekv. 5.11 ger:

Axiella spidnningarnas storlek och fordelning pa grund av tvirsnittets deformation
blir samma som i avsnitt 4.7.1.

Randpvillkor for punktlaster fis pa samma sétt som i avsnitt 4.
5.6 Resultat for utbredda antisymmetriska laster

Genom att summera Vlasovska vilvspianningar och axiella spdnningar pa grund av
tvérsnittsdeformation fas resultat vid utbredda antisymmetriska laster enligt nedan.

x 10°
\ [ | \
N | |
2N T e — |
N | | |
N | | |
R I I I
Q- - TS - — e e |
. I I I
. | | |
] o B :
\ I I I
\ | | [
*w | | |
w 8 R R |
ol S | | [
° \\ | | |
(o) [0 N s e e |
N | |
ol N S . |
N | | !
~ l l
_ L e ______ o _________ |
Y =tk ] : :
I S I I
61 =normal | T S ;
---- = grov ‘ BRI ‘
£ | |
-18 | | il
0 5 10 15

X [m]

Figur 5.4. Axiella spinningar o, for de olika tvdrsnitten, deformerbart tvirsnitt med blandad
vridning, utbredda antisymmetriska laster.
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X [m]

Figur 5.5. Axiella spdnningar tvdrs farbana, deformerbart tvirsnitt med blandad vridning, utbredda

antisymmetriska laster.

X [m]

Figur 5.6. Axiella spdnningar tvirs underplatta, deformerbart tvdrsnitt med blandad vridning,

utbredda antisymmetriska laster.
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5.7 Resultat for antisymmetriska punktlaster

Genom att summera Vlasovska vélvspanningar och axiella spAnningar pa grund av
tvirsnittsdeformation fas resultat vid antisymmetriska punktlaster enligt nedan.

X [m]
Figur 5.7. Axiella spdnningar o, for de olika tvdrsnitten, deformerbart tvdrsnitt med blandad
vridning, antisymmetriska punktlaster.

o [Pa]

Figur 5.8. Axiella spinningar o for de olika tvirsnitten tvirs farbana, deformerbart tvirsnitt med
blandad vridning, antisymmetriska punktlaster.

37



. . A . S x[ml . N
Figur 5.9. Axiella spinningar o for de olika }varsmtten tvdrs underplata, deformerbart tvdrsnitt med

blandad vridning, antisymmetriska punktlaster.
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6 Enkel tvadimensionell FE-modell
6.1 Finita Element Metoden

I de flesta ingenjorssammanhang stoter man pé fysiska problem som kan modelleras
med differentialekvationer. Differentialekvationerna blir ofta komplicerade och
analytiska 16sningsmetoder for svéra. Finita element metoden dr en numerisk
16sningsmetod for generella differentialekvationer. Konstruktionen delas upp i noder
och element. Elementen dr ihopkopplade med gemensamma frihetsgrader, vilka
befinner sig i nodpunkterna. For statiska strukturmekaniska problem skall varje nod
vara 1 jimvikt med pédlagd yttre last. Detta villkor anvénds for att assemblera
samman elementens styvhet till en styvhet for hela strukturen. Hela strukturens
ekvationssystem kan skrivas i matris form enligt nedan.

K-a=f

K = strukturens styvhetsmatris
a = forskjutningsvektor
f = lastvektor

Varje frihetsgrad i strukturen har antingen last eller forskjutning kénd. Alla laster
forutsatts angripa 1 noderna. Om man har utbredda laster maste dessa fordelas ut till
frihetsgraderna i noderna, vilket lampligast gors med hjilp av elementets
formfunktioner.

6.2 Allméint

Handberékningsmetoden for deformerat tvirsnitt, som redovisats innan, blir véaldigt
komplicerad och arbetsintensiv d4 man har flera olika laster. FE-modell med
skalelement &r dels relativt arbetskrdvande att modellera och post-processa, dels
krévs god berdkningskapacitet. Med anledning av det ovan ndmnda finns skal att
anvinda en enkel tvddimensionell FE-modell. I den tvAdimensionella FE-modellen
modelleras ena vertikalviggen som en balk pa fjadderbadd. Fjaderbddden motsvarar
kopplingen mellan vertikalviggen och 6vriga delar av balken. Tvérsnittskonstanter
och ekvivalent biddmodul finns redovisade i [C.Menn, Prestressed Concrete
Bridges]. Den tvddimensionella modellen modelleras enkelt i till exempel Calfem,
vilket ocksa har gjorts.

6.3 Teori

Den grundldggande differentialekvationen for vertikalviaggens nedbdjning ges

nedan.

El, d'w

C ’ dX4 +kekvwv :qv,def
2

E= elasticitetsmodul

3
v

= 3 = vertikalviggens troghetsmoment kring y-axeln

v
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C,= proportionalitetskonstant mellan verkligt moment och moment i balkmodell
wy= vertikalviggens vertikala nedbdjning

ko= ekvivalent biddmodul

qv.der= kraft, som deformerar tvérsnittet, i vertikalvigg

Inneborden av C, illustreras i ord och bild enligt nedan.

El

\

G,

5 0 Jo
L

Figur 6.1. Analogi mellan balk pa fjdderbddd och livvégg i ladtvirsnitt.

El

<

0 H

T
?

M= CzMo och V= V()

C, ar en geometrisk konstant enligt uttryck nedan.
3 3
1 1+ 8—“ L +2 ho, b
3 o, | b, bd, \ b,

" yws, 2 5. (b)) B (b)Y
s s I B S B B B el
3h5, 3| &, (b, b3, ( b,

d,= bottenplattans tjocklek

d,= farbanans tjocklek

d,= vertikalviggens tjocklek

b= cc-avstdnd mellan vertikalvdggar

by= farbanans bredd

h= cc-avstdnd mellan farbana och bottenplattta

Den ekvivalenta bidddmodulen, keky, berdknas enligt formel nedan.

_4Ed}

ok dar
C,hb

C, ar en tvarsnittskonstant enligt formel nedan.
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3 3
2 8i+83+b8v +3E 9,9,
2h | bl S,
1 3
R
o u b 8

v

Belastningen, qqer, dr den del av yttre last som deformerar tvérsnittet. De angripande
antisymmetriska krafterna delas upp 1 vridande krafter och tvérsnittsdeformerande
krafter. Metoden forutsitter att hela vridmomentet tas upp genom enbart Saint
Venansk vridning. Antisymmetrisk belastning delas upp enligt Figur 6.2 nedan.

q q
A
Qe Ui et
qsv,vi T qsv,v + qV'dEfL Tqv,def
—> <+—
Qg Uy et

Figur 6.2. Uppdelning av antisymmetrisk last.

Om det vridande momentet angriper som sy v+n skulle tvérsnitt inte deformeras,
vilket kan dstadkommas med till exempel ett tvédrskott. De Saint Venantska krafterna
fds med hjélp av formlerna nedan.

_gbh _gbh _q
Ao oA 260 2
_gbb _gbb _gb

dr =5 " 20h 20

De tvirsnittsdeformerande krafterna fs genom statisk ekvivalens mellan hdger- och
vénsterledet 1 Figur 6.2 och ges 1 formler nedan.

For punktlaster sker samma uppdelning (det r bara att byta q mot Q).

6.4 Element beskrivning

For att modellera vertikalviggen anvédnds elementstyvheten for balk pé winklerbadd,
vilken redovisas nedan.
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K& =K +KS dir

K® =elementstyvhetsmatris for Bernoulli-Euler-balk
K| =styvhetstillskott pa grund av fjdderbadd
K? =elementets totala styvhet

Elementstyvhetsmatrisen for vertikalvigg ser ut enligt matriser nedan.

| 12EI,  6EI,  12BEI,  6EI
c,l’ ¢l c,L' c,r’

6EI,  4EI,  6EI,  2EI, 156k, 22k, L 54k,,  —13k, L
c,l’ C,L Cc,l> C,L s 22k, L 4k, L* 13k, L -3k, L’
12EI,  6El, 12EI, 6EI, 54k, 13k, L 156k,  —22k,L

¢l cL cLU Gl |-k, L -3k,L* -22k,L 4k, L’
6EI,  2EI,  6EI,  4EI,

| C,L? C,L C,I* C,L |

6.5 FE-modell

Elementet enligt ovan assembleras som vanliga balkelement. Randvillkor tolkas
enligt Tabell 6.1 nedan.

Tabell 6.1. Randvillkor.

fritt upplagd andtvarskott som &dr odndligt styvt i eget plan och helt vekt
transversellt eget plan

fast inspand andtvérskott som &r odndligt styvt i alla riktningar

Tvérskott som har begrénsad styvhet i sitt eget plan kan modelleras som en diskret
vertikal fjider. Motsvarande géller tvarskottet som har begransad styvhet
transversellt sitt eget plan och modelleras d& som en diskret rotationsfjader.
Tvarskott har vanligtvis stor styvhet i eget plan och betydligt mindre styvhet

transversellt eget plan. Detta kan modelleras som om balken ér fritt upplagd med en
rotationsfjdder, vilken begransar vilvningen.

6.6 Axiella spanningar

Neutrala lagrets ldge 1 vertikalviggen berdknas med nedanstdende formel.

1+3E§V
a=h - dar
1+8—0 b +6h$V
o, \b bd,

a= cc-avstdndet mellan neutrala lagret och farbanan
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De axiella spanningarna berdknas med hjilp av formlerna nedan.

5. :& _ C,Ma
IV IV
- - M(a—h) C,M,(a—h)
S I,

6.7 Hornmoment

Hornmomenten &r direkt proportionella mot reaktionen hos fjaderbddden enligt
nedan.

mo = CSkekvwv (X)

C; ér en tvarsnittskonstant enligt nedan.

3
1+3E S
bl d,
3_5 3 3
1+ 9, +6E 8—“
00 b\ dv

6.8 Berikningar

Metoden som beskrivs ovan har applicerats pa den hogra vertikalviggen hos de tre
tvérsnitten (slank, normal och grov). Axialspdnningar och hornmoment har bestdmts
for lastfallen; antisymmetrisk utbreddlast och antisymmetrisk punktlast. Randvillkor
som anvénts ir foljande; my(0) = my(L) = 0 och 6,(0) = (L) = 0, vilka motsvarar
fritt upplagd balk. Modellen bestar av 300 balkelement, vilket medfor 903
frihetsgrader. Vid mer komplicerade upplagsforhallanden, till exempel for balkar
som &r statiskt obestdmda, kan man enkelt skapa influensdiagram med modellen.
Berdkningarna dr gjorda med hjélp av Calfem i MatLab och finns redovisade i
bilaga IV.

6.9 Resultat
6.9.1 Utbredd antisymmetrisk last
Tvérsnittsdeformerande skjuvflode, axiella spanningar och hornmoment redovisas i

form av plottar enligt nedan. Redovisade axiella spidnningar och h6rnmoment
upptrader dar den hogra vertikalviggen ansluter till farbanan.

43



Skjuvildde i vertikalvagg

X [m]

Figur 6.3 Tvdrsnittsdeformerande skjuvflode, antisymmetrisk utbredd last, balk- fjdder modell.

Axiell spanning

X [m]

Figur 6.4 Axiella spdnningar, antisymmetrisk utbredd last, balk- fidder modell.
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Hérnmoment

4000} - - -~ - -

-6000

15 20 25

x [m]

10

Figur 6.5 Hornmoment, antisymmetrisk utbredd last, balk- fjdder modell.

Skjuviode i vertikalvagg

6.9.2 Antisymmetrisk punktlast

2L .

|
|
|
|
|
|
|
|
™
1

x [m]

Figur 6.6 Tvdrsnittsdeformerande skjuvflode, antisymmetrisk punktlast, balk- fidder modell.
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Axiell spanning

x 10°

X [m]

Figur 6.7 Axiella spdnningar, antisymmetrisk punktlast, balk- fjider modell.
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Figur 6.8 Hornmoment, antisymmetrisk punktlast, balk- fjdder modell.

Resultatet ovan ar nast intill identiskt med resultaten fran avsnitt 4 och 5.3.
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7 Skalmodell

7.1 Allméant om skalmodellering

Den enkla finita element modellen i foregdende avsnitt tar ej hiansyn till tvarsnittets
vilvning. Ett sitt att ta hansyn till effekter av vdlvning &r att gora en skalmodell. En
skalmodell krdver mer av programvaran och datorn som anvidnds da det ofta blir
manga frihetsgrader. Programvaran bor vara utrustad med en pre-processor som
skapar och pa ett grafiskt sétt 4skadliggér geometrin. En post-processor bor dven
vara tillgdnglig for att man ska kunna tolka resultatet frin berdkningen.

Uppbyggnad av en skalmodell sker i tre dimensioner. Detta medfor att
modelleringen kan bli ndgot mer komplicerad i jamforelse med till exempel
balkelement i tva dimensioner.

7.2 Programvara

Programvara som anvénds vid modellering &r LUSAS Version 13.3-2. Lusas &r ett
generellt finita element program anpassat for Windows miljo. Vid en finita element
analys arbetar programmet i foljande tre steg:

e Pre- Processor
e [osning av ekvationssystem
e Post- Processor

I Pre- Processorn skapas en geometrisk representation (topologi) av modellen samt
anséttning av material och geometri- egenskaper, laster, randvillkor med mera.
Egenskaperna skrivs till en formaterad datafil (.dat), vilken LUSAS sedan kan
behandla for vidare analys.

Vid 16sning av ekvationssystemet erhalls de obekanta forskjutningarna, ur vilka
spanningar, t6jningar med mera kan tas fram. Erhallet resultat skrivs till en
resultatfil.

I Post- Processorn kan man med olika verktyg redovisa resultatet. Detta kan goras
till exempel 1 form av diagram och deformationsfigurer.

Det finns méanga insticksprogram till LUSAS varav “’bridge” &r ett av dem.
Insticksprogrammet bridge medger tillgdng till olika bronormer och lastfall.

7.3 Modellering av problem

Vid modellering av ladbalken anvénds tunna skalelement, vilka beskrivs i avsnitt 7.5
nedan. Upplagen modelleras enligt Figur 7.2 dér anslutning mellan tvérskott och
bottenplatta 1dses i vertikalled och ladbalkens &ndar forses med tvérskott. De
vridande momenten ldggs pa som antisymmetriska laster enligt Figur 7.3 och Figur
7.4.
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Figur 7.2. Modellering av upplag (indtvdrskott med gaffellagring).
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Figur 7.3. Modellering av antisymmetrisk utbredd last.




Figur 7.4. Modellering av antisymmetriska punktlaster.

7.4 Material och tojningsantagande

Materialet &r linjarelastiskt isotropt. Eftersom konstruktionen bestar av tunna skal sa
ar det lampligt att anta plan spanning. Vid plan spinning dr de enda spanningar som
kan vara skilda frdn noll 6., Oy, och Ty, se Figur 7.5. Det bor papekas att vid
plattverkan finns dessutom 7, och 1y,. I analogi med Bernoulli- Euler balkar har
man antagit for plattor, dir tjockleken &r vasentligt mindre &n dess utbredning, att
skjuvdeformationerna Yy, och 7, ar noll. T, och t,, maste dock finnas for att
uppfylla jamvikten.

Sambandet mellan spianning och tdjning enligt linjértelastiskt isotropt material ges
av

EXX 1 _V XX
1

€, 5 -v 1 ‘10,

Yy 0 0 2:(I+v)| |1,

€, ar 1 allménhet skild fran noll, men ger ingen spéanning i z- led eftersom tdjningen
ar oforhindrad. Genom att invertera materialmatrisen erhalls foljande:

~ . I v 0 €.

w |= — dv o1 0 | €,y vilket kan skrivas
-V 1-v

. 0 0 - Vxy

7.5 Tunna skalelement

Skalelementen dr en kombination av skiv- och plattelement analogt med stdng och
balkelement. Skiv- och plattverkan ar helt okopplade vilket syns i uttrycket nedan:
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K skiva 0 a skiva fskiva
0 K platta a platta fplatta

Att skalelementen bendmns tunna innebér att man forsummat skjuvdeformationerna
Yxz och 7Yy, det vill séga plan spénning.

7.6 Skivelement

Skivelementet bygger pa foljande differentialekvationer

TG +dO
Yy Yy

Htxyﬂj’cxy N
b)’
<—i . T—» 5
G b)( GXX+dGXX
Txy

Figur 7.5. Jamvikt for infinit litet element.

Jamvikt horisontalled:
do, -dy+b, -dy-dx+dt -dx=0<

dt
dG_X".|__Xy+bX =0
dx dy

Jamvikt vertikalled:

dt,
—2+—=+b,=0
dy dx Y

by= utbredd last per enhetsarea i x-led
by= utbredd last per enhetsarea i y-led

7.7 Plattelement

Differentialekvationen for ett plattelement ges av:
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o'w d'w  d'w 12‘(1—\12)
+2- + =
ox* ox’dy’  ay’ E-t’

q

w = utbdjning vinkelritt xy- plan (utbdjningarna forutsétts vara sma)
t = plattans tjocklek
q = utbredd last/ enhetsarea vinkelritt xy- plan

7.8 Resultat

Handberdkningsmetoderna bygger pa tunnviggig teori, det vill siga man tar ingen
hénsyn till att spanningarna varierar dver tvérsnittsviggarnas tjocklek. For att kunna
jamfora FE-modellen med handberdkningsmodellen redovisas dérfor spidnningar i
skalelementens mittplan. Detta innebér att det kan upptréda storre spanningar vid
skalelementens ytor &n vad som redovisas nedan.

7.8.1 Utbredda antisymmetriska laster

Axiella spianningen i hornet dir vertikalvigg ansluter till farbanan mellan x = 0 till x
= L/2 pé grund av utbrett vridmoment for de olika tvérsnitten ges i Figur 7.6 nedan.

|
T \ 1 ‘
& 8-~ b N —————__——" ‘
° . | |
A0k Ll ______ I
\ ! |
" | = slank |
12 - - - - - - - - N - ___ I
0 ! = normal !
44l R R Bt = grov L
\\\\'\\ :
| ~ - | |
B 5 o TS L _______ |
| -l | |
| B |
| r T T T T T T T T |
-18 L L ]

0 5 10 15
x [m]

Figur 7.6. Axiella spinningar ldngs lddbalk (0<x<L/2), utbredda antisymmetriska laster.

Axiella spdnningen Over tvérsnittets olika delar vid x = L/2 ges av Figur 7.7, Figur
7.8 och Figur 7.9 nedan.
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| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
1 1 1
N o o ¥ 9

Figur 7.7. Axiella spdnningsfordelningen i overplatta, utredda antisymmetriska laster.

x[m]
Figur 7.8. Axiella spinningsfordelningen i underplatta, utbredda antisymmetriska laster.
52




x [m]

Figur 7.9. Axiella spinningsfordelningen i vertikalvigg, utbredda antisymmetriska laster.

Axilella spadnningsfordelningen tvérs farbanan enligt Figur 7.7 verkar vara en
superponering av axiella spidnningar pa grund av Vlasovska vélvspanningar samt
axiella spanningar orsakade av tvirsnittets deformation, se Figur 5.1. Axiella
spidnningarna minskar da tvérsnittets slankhet minskar vilket beror pa att andelen
Saint Vernanskt vridmoment dkar. Man kan dven se att dominansen av axiella
spanningar pa grund av tvérsnittsdeformation minskar da tvéarsnittets slankhet
minskar. Denna effekt kan dven fis genom att forstiarka hornen genom till exempel
mer armering eller votning.
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Figur 7.10. Hornmoment, m,, utbredda antisymmetriska laster.

7.8.2 Antisymmetriska punktlaster

Axiella spanningen i1 hornet dar vertikalvigg ansluter till farbanan mellan x = 0 till x
= L/2 pé grund av punktvridmoment for de olika tvérsnitten ges 1 Figur 7.11 nedan.
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Figur 7.11. Axiell spinningsfordelning lings lddbalken (0<x<L/2), antisymmetriska punktlaster.

Axiella spanningsfordelningen 6ver tvirsnittets olika delar ges av Figur 7.12, Figur

7.13 och Figur 7.14 nedan.

X [m]

Figur 7.12. Axiella spdnningsfordelningen i 6verplatta, antisymmetriska punktlaster.
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Figur 7.13. Axiella spinningsfordelningen i underplatta, antisymmetriska punktlaster.
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Figur 7.14. Axiella spinningsfordelningen i vertikalvigg, antisymmetriska punktlaster.
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Figur 7.15. Hornmoment, m,, antisymmetriska punktlaster.

7.9 Elementindelning

For de flesta finita element berdkningar géller att resultatets noggrannhet dkar vid
finare elementindelning. For att kontrollera att tillrdckligt fin elementindelning
anvénts vid berékningarna ovan, utfors berékningar dels med farre och dels med fler
element for fallet jimt utbredd antisymmetrisk last. Resultatet redovisas 1 Figur 7.16

nedan.
x10
L Co T T T T Co T T T
oLV [ =950 element  |---- |
| _ =2000 element
\ N = 15200 element

x[m]

Figur 7.16. Skillnader i axiell spdnning vid olika elementindelning.
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Som figuren visar foreligger inga stora skillnader i resultatet mellan de olika
elementindelningarna.

Skalelementen har 24 frihetsgrader. Det medfor att antalet ekvationer som datorn
maste 10sa dr antal element - 24. Detta medfor att det gar at vésentligt mer datorkraft
vid finare elementindelningar.
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8 Sammanstillning av metoder

I detta avsnitt diskuteras skillnader mellan de olika berdkningsmetoderna, hur enkelt
det &r att utfora berdkningar med metoden for olika lastfall samt hur arbetskrdvande
de &r. De analytiska berdkningsmetoderna bestér av tva olika teorier, en for
odeformerbart tvérsnitt och en for deformerbart tvirsnitt. Dessa metoder
superponeras och jamfors med en tredimensionell finita element modellering
uppbyggd av tunna skalelement.

8.1 Odeformerbart tvirsnitt

Med denna metod kan fordelningen mellan Saint Venatskt och Vlasovskt
vridmoment berdknas 1dngs balken. Metoden ger bland annat vridningsvinkel,
skjuvspannings och vilvspanningsfordelning. For att kunna fa fram detta kravs att
man ridknar ut en hel del tvérsnittkonstanter vilket &r relativt arbetskrdvande. Ofta
kan de flesta tvirsnittskonstanter tas fram for 6ppna tvarsnitt med hjélp av ndgot
kommersiellt datorprogram, men eftersom det dr ovanligt att man rdknar med
blandad vridning for tvirsnitt som bestar av bade 6ppna och slutna delar finns det fa
program som klarar av att rdkna fram tvérsnittskonstanter for dessa. Da
tvarsnittskonstanter och sektoriella koordinater dr framtagna kan spénningar
beriiknas med hjilp av tabellfall [Handbok i analys av balkars vridning, Bengt A
Akesson] for enkla lastfall och upplagsforhallanden. D& man har mer komplicerade
lastfall och upplagsforhallanden maste konstanterna till 16sningen av
differentialekvationen bestimmas med hjélp av lampliga randvillkor, vilket ofta
leder till omfattande berdkningsarbete.

8.2 Deformerbart tvirsnitt

Med metoden for deformerbart tvérsnitt kan hdrnmoment och axiella spédnningar pa
grund av tvarsnittets deformation berdknas. For enkla lastfall och
upplagsforhdllanden kan spidnningar och hdrnmoment tas fram med hjilp av
tabellfall [Vridning och lastférdelning, Tage Pettersson och Hékan Sundquist.
Fenomenet kan beskrivas och hérledas pa en méngd olika sétt men har det
gemensamt att den slutliga differentialekvationen &r av fjarde ordningen. I denna
rapport redovisas tre olika framstéllningar enligt avsnitt 4, 5.3 och 6, varav den
tredje 16ses med hjilp av finita element. De tva handberédkningsmetoderna ger
samma resultat vilket d&ven géller den tredje om en tillrdckligt fin elementindelning
viljs, se Tabell 8.1 - Tabell 8.6. Vid generella lastfall och upplagsforhéllanden
lampar sig den tredje metoden mycket vil, dels pa grund av att modellen ar véldigt
enkel och dels pé att den inte krdver ndgon storre datakapacitet. Metoden for
deformerbart tvirsnitt ger begridnsade axiella spanningar medan h6rnmomenten kan
vara av storre betydelse.

8.3 Superponering av metoder i avsnitt 8.1 och 8.2

For ett verkligt tvédrsnitt upptrader bada fenomenen ovan och skall darfor
superponeras. Eftersom tvérsnittsdeformationen paverkar vridningsvinkeln, se
avsnitt 5, kommer de Vlasovska vélvspdnningarna att vara beroende av tvirsnittets
transversella styvhet, vilket leder till komplicerade berdkningar. Vid en jimforelse
mellan resultaten av superponering av axiella spanningar, utan hinsyn till
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kopplingen mellan Vlasovska vilvspanningar och tvirsnittets transversella styvhet,
och den tredimensionella finita element modellen kan man konstatera att de stimmer
relativt bra dverens.

8.4 Tredimensionell finita element modell

Denna metod dr den mest generella var det géller placering av laster, modellering av
upplagsforhdllanden samt framtagning av olika pdkinningar och deformationer.
Trots att modellen dr tredimensionell och bestar av relativt manga element
modelleras den enkelt i LUSAS. Efter berdkning kan reaktioner, inre krafter och
deformationer redovisas numeriskt eller grafiskt.

8.5 Jamforelse mellan handberikningsmetod och tredimensionell FE-modell

Nedan foljer en grafisk representation av skillnader mellan
handberidkningsmetoderna och den tredimensionella FE-modellen, bade {for
antisymmetriska punktlaster och for utbredda antisymmetriska laster. Vid jaimforelse
av axiella spanningar ar virdena fran handberdkningsmetoderna en superponering av
vérden fran oderformerbart respektive deformerbart tvérsnitt. Vid jamforelse av
momenten dr det likgiltigt vilken av de deformerade metoderna som anvinds da de
ger samma virde. Superponering har ingen inverkan pa hdrnmomenten.

8.5.1 Utbredda antisymmetriska laster
Figur 8.1-Figur 8.3 nedan visar axiella spdnningen G, (anslutning vertiklavagg /

farbana) vid utbredda antisymmetriska laster ldngs 1adbalken for de olika tvarsnitten
vid utbredda antisymmetriska laster.

X [m]

Figur 8.1. Axiella spdnningar pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita element modell
och handberdkningsmodell, slankt tvdrsnitt.
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c, [Pal

Figur 8.2. Axiella spdnningar pd grund av utbredda antisymmetriska laster, finita element modell

och handberdkningsmodell, normalt tvirsnitt.
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Figur 8.3. Axiella spdnningar pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita element modell

och handberdkningsmodell, grovt tvdrsnitt.
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Man ser i plottarna att resultaten med FE-modellen skiljer sig nadgot fran
handberidkningsmetoden vilket kan bero pd en miangd faktorer.
Handberikningsmetoden bygger pa teori for tunnviaggiga tvarsnitt varfor
handberidkningsmetoden stimmer bast 6verens med FE-modellen for det slanka
tvérsnittet. En annan faktor dr att randvillkoren vid handberdkningsmetoden bygger
pa att man har ett dndtvirskott som dr odndligt styvt i sitt eget plan medan det &r
odndligt vekt transversellt detta. Ett sddant dndtvarskott finns av naturliga skél inte i
verkligheten. Andtvirskott i FE-modellen och i verkligheten har styvhet dven
transversellt sitt eget plan vilket leder till att balkens dnde blir delvis
vilvningsforhindrad. Detta syns i plottarna genom att axiella spinningarna for FE-
modellen ej dr noll vid x = 0.

Figur 8.4-Figur 8.9 nedan redovisar axiella spanningen ¢ tvirs farbana och

underplatta for handberédkningsmetod och FE-modell i mittsnittet pa balken vid
utbredda antisymmetriska laster.

o [Pa]
o

.... = handberédkning
] ___=FEM

o
NF----~-
IN

o b-————
o b--

N

o

N

N

Figur 8.4. Axiella spdnningar tvdrs farbana pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita
element modell och handberdikningsmodell, slankt tvirsnitt.
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_ =FEM

o [Pa]

Figur 8.5. Axiella spdnningar tvirs farbana pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita
element modell och handberdkningsmodell, normalt tvdrsnitt.

2p - I | =FEM

o [Pa]

Figur 8.6. Axiella spanningar tvdrs farbana pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita
element modell och handberdikningsmodell, grovt tvirsnitt.

Man ser i Figur 8.4 - Figur 8.6 ovan att dominansen av axiella spanningar pa grund
av tvérsnittsdeformation minskar da tvérsnittets slankhet minskar, vilket dr naturligt
da tvérsnittets transversella styvhet okar.
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handberédkning

FEM

4.5

2.5

x [m]
Figur 8.7. Axiella spinningar tvirs underplatta pd grund av utbredda antisymmetriska laster, finita

1.5

0.5

element modell och handberdkningsmodell, slankt tvirsnitt.

x [m]

Figur 8.8. Axiella spdnningar tviirs underplatta pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita

element modell och handberdikningsmodell, normalt tvdrsnitt.
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Figur 8.9. Axiella spinningar tvirs underplatta pd grund av utbredda antisymmetriska laster, finita
element modell och handberdkningsmodell, grovt tvirsnitt.

For slankt och normalt tvérsnitt sa ar de axiella spanningarna betydligt storre 1
underplatta dn i farbana. Detta beror pd att spdnningsfordelningen for deformerat
tvérsnitt ger cirka fem ganger storre spanning i underplatta dn i Gverplatta. I det
grova tvarsnittet dominerar odeformerad spanningsférdelning varpa spénningarna ar
ungefdr lika stora 1 farbana som 1 underplatta.

Figur 8.10 - Figur 8.12 nedan visar hornmomenten m, (anslutning vertiklaviagg /
farbana) lings ladbalken for de olika tvérsnitten vid utbredda antisymmetriska laster.
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Figur 8.10. Hornmoment ldngs lddbalk pd grund av utbredda antisymmetriska laster, finita element
modell och handberdkningsmodell, slankt tvirsnitt.
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Figur 8.11. Hornmoment ldngs ladbalk pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita element
modell och handberdikningsmodell, normalt tvirsnitt.
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Figur 8.12. Hornmoment lings lddbalk pa grund av utbredda antisymmetriska laster, finita element
modell och handberdkningsmodell, grovt tvdrsnitt.

FE-modellens hornmoment skiljer sig 1 vissa fall fran noll vid upplag vilket
formodligen beror pé att dndtvarskottet ej &r modellerat odndligt styvt. I samtliga fall
Overskattas hdrnmomenten av handberdkningsmetoden jaimfort med FE-modellen.

8.5.2 Antisymmetriska punktlaster

Figur 8.13 - Figur 8.15 nedan visar axiella spanningen G, (anslutning vertiklavigg /
farbana) vid antisymmetriska punktlaster 1dngs l1ddbalken for de olika tvidrsnitten.
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.... = handberdkning

x [m]

Figur 8.13. Axiella spinningar pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita element modell och
handberdkningsmodell, slankt tvérsnitt.

05— e
.... = handberédkning

Pa]

I
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Figur 8.14. Axiella spdnningar pd grund av antisymmetriska punktlaster, finita element modell och
handberdkningsmodell, normalt tvdrsnitt.
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2 e .... = handberdkning

o, [Pal

X [m]

Figur 8.15. Axiella spinningar pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita element modell och
handberdkningsmodell, grovt tvirsnitt.

Forutom de lokala effekter hos FE-modellen i narhet av punktlast och dndtvérskott
stimmer resultatet frain FE-modellen vil 6verens med resultatet fran
handberdkningsmodellen.

Figur 8.16 - Figur 8.22 nedan redovisar axiella spdnningen ¢ tvirs farbana och
underplatta for handberédkningsmetod och FE-modell i mittsnittet pa balken vid
belastning av antisymmetriska punktlaster.
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Figur 8.16. Axiella spdnningar tvdrs farbana pad grund av antisymmetriska punktlaster, finita element
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Figur 8.17. Axiella spinningar tvdrs farbana pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita element
modell och handberdikningsmodell, normalt tvirsnitt.
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Figur 8.18. Axiella spinningar tvdrs farbana pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita element
modell och handberdkningsmodell, grovt tvirsnitt.

Som synes 1 plottarna ovan ger FE-modellen ej linjdr spanningsfordelning dver
tvarsnittet. Detta beror formodligen pa skjuvdeformationer i tvérsnittets viggar,
vilket handberdkningsmetoden ej tar hinsyn till. Figuren nedan visar axiell
spanningsfordelning med och utan hénsyn tagen till skjuvdeformationer.

Vriddeformerad ladbalk

L

B

Gﬂ cﬁ
J h i| h
Gu G“
Axiella spanningar uftan Axiella spanningar med
hansyn till bajskjuvtdjning hansyn till bojskjuvtdjning

Figur 8.19. Axiell spinningsfordelning i balk med och utan hénsyn tagen till skjuvdeformationer.
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x [m]

Figur 8.20. Axiella spinningar tvdrs underplatta pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita

element modell och handberdkningsmodell, slankt tvirsnitt.

X [m]

Figur 8.21. Axiella spinningar tvirs underplatta pad grund av antisymmetriska punktlaster, finita

element modell och handberdikningsmodell, normalt tvdrsnitt.
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Figur 8.22. Axiella spinningar tvdrs underplatta pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita
element modell och handberdkningsmodell, grovt tvirsnitt.

Aven i plottarna for axiella spinningar tviirs underplatta gor sig
skjuvdeformationerna paminda.

Figur 8.23 - Figur 8.25 nedan visar hornmomenten m, (anslutning vertiklavigg /
farbana) ldngs ladbalken for de olika tvérsnitten vid antisymmetriska punktlaster.
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Figur 8.23. Hornmoment ldngs lddbalk pd grund av antisymmetriska punktlaster, finita element
modell och handberdkningsmodell, slankt tvdrsnitt.
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Figur 8.24. Hornmoment ldngs lddbalk pd grund av antisymmetriska punktlaster, finita element
modell och handberdkningsmodell, normalt tvirsnitt.
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Figur 8.25. Hornmoment ldngs ladbalk pa grund av antisymmetriska punktlaster, finita element
modell och handberdkningsmodell, grovt tvdrsnitt.
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Hornmomenten for de olika metoderna vid antisymmetriska punktlaster stimmer
nagot béttre dn vid utbredda antisymmetriska laster, men FE-modellens virden &r
fortfarande ndgot lagre &n de beréiknade med handberdkningsmodellen.

I bada lastfallen kan man se att hormomentet dkar dé tvérsnittets slankhet minskar.
Armeringsméngden beror dels pd hornmomentens storlek och dels pa viggarnas
tjocklek, vilket medfor att man inte direkt kan avgora vilket av tvdrsnitten som
kréver storst armeringsméngd.

8.6 Slutsatser

Handberékningsmetoden enligt avsnitt 5 stimmer relativt vil dverens med FE-
modellen. FE-modellen ir inte gjord for att i forsta hand efterlikna
handberdkningsmetoderna, utan for att likna en verklig balk. Ett exempel pé detta &r
andtvarskottet vilket d&r modellerat som ett skal for att efterlikna verkligheten. For att
efterlikna handberdkningsmodellen kunde istéllet andtvirskotten ha modellerats som
korslagda stinger, vilka hade medgivit friare vdlvning. Det har visat sig att lastfallet
med antisymmetriska punktlaster ger battre Gverensstimmelse, med avseende pa
relativa fel, mellan FE-modell och handberidkningsmodell i jimforelse med utbredda
antisymmetriska laster. Vad det giller hornmomenten dverskattas dessa med
handberikningsmetoden i jimforelse med FE-modellen for alla i denna rapport
undersokta fall. Det bor noteras att det uppstér tvaaxiellt spanningstillstind pd grund
av hornmoment och axiella spanningar.

Handberdkningsmetoden ldmpar sig endast for enkla upplagsférhallanden och
lastfall, da mer komplicerade lastfall och upplagsférhallanden medfor att
berdkningsarbetet for att 16sa differentialekvationen blir mycket omfattande.

D4 lasternas placering skiljer sig frdn elementarfall, samt da man vill fa mer
verklighetstrogna randvillkor och balkgeometri rekommenderas en tredimensionell
FE-modell uppbyggd av skalelement. Dé vél FE-modellen &r skapad gér den att
anvénda for att berdkna pakinningar av en mingd olika lastfall

8.7 Resultattabeller

Nedan redovisas axiella spanningar for de olika tvédrsnitten vid x=L/4 och x =L/2 i
tabellform. Spénningarna i tre olika punkter i tvérsnittets plan, se figur nedan,
redovisas bade for antisymmetriska punktlaster och for utbredda antisymmetriska
laster.

7

Figur 8.26. Punkter i tvirsnitt ddr axiell spdnning redovisas i tabeller nedan.
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Tabell 8.1. Axiella spinningar i MPa for punkt 1, utbredda antisymmetriska laster.

x=L/4 x=L/2

Slank | Normal | Grov Slank | Normal | Grov
Odeformerat tvirsnitt med blandad vridning
Avsnitt 3 [-0.0528  [-0.0268  |-0.0132  |-0.0539  |-0.0273  |-0.0135
Deformerat tvérsnitt
Avsnitt4  [-0.1053 -0.0215 -0.0035 -0.1243 -0.0189 -0.0008
Avsnitt 5.3 [-0.1053 -0.0215 -0.0035 -0.1243 -0.0189 -0.0008
Avsnitt 6 [-0.1053 -0.0215 -0.0035 -0.1243 -0.0189 -0.0008
Deformerat tvérsnitt med blandad vridning
Avsnitt 5 [-0.1581 -0.0483 -0.0167 -0.1782 -0.0462 -0.0143
Avsnitt 7 [-0.1603 -0.0473 -0.0149 -0.1651 -0.0400 -0.0115

Tabell 8.2. Axiella spinningar i MPa for punkt 2 , utbredda antisymmetriska laster.

x=L/4 x=L/2

Slank | Normal | Grov Slank | Normal | Grov
Odeformerat tvérsnitt med blandad vridning
Avsnitt 3 |0.0405 10.0232 |0.0101 |0.0414 |0.0237 |0.0104
Deformerat tvirsnitt
Avsnitt4  [0.6108 0.1283 0.0201 0.7205 0.1127 0.0049
Avsnitt 5.3 [0.6108 0.1283 0.0201 0.7205 0.1127 0.0049
Avsnitt 6 |0.6108 0.1283 0.0201 0.7205 0.1127 0.0049
Deformerat tvdrsnitt med blandad vridning
Avsnitt 5 [0.6513 0.1515 0.0302 0.7619 0.1364 0.0153
Avsnitt 7 [0.5934 0.1307 0.0233 0.6738 0.1164 0.0136

Tabell 8.3. Axiella spinningar i MPa for punkt 3 , utbredda antisymmetriska laster.

x=L/4 x=L/2

Slank | Normal | Grov Slank | Normal | Grov
Odeformerat tvirsnitt med blandad vridning
Avsnitt 3 |0.0517 |0.0249 10.0129 10.0529 |0.0254 10.0132
Deformerat tvérsnitt
Avsnitt 4 [-0.2748 -0.0561 -0.0090 -0.3242 -0.0492 -0.0022
Avsnitt 5.3 [-0.2748 -0.0561 -0.0090 -0.3242 -0.0492 -0.0022
Avsnitt 6 |-0.2748 -0.0561 -0.0090 -0.3242 -0.0492 -0.0022
Deformerat tvirsnitt med blandad vridning
Avsnitt 5 [-0.2231 -0.0312 0.0039 -0.2713 -0.0238 0.0110
Avsnitt 7 |-0.1848 -0.0204 0.0058 -0.2320 -0.0195 0.0083
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Tabell 8.4. Axiella spinningar i MPa f6r punkt 1, antisymmetriska punktlaster.

x=L/4 x=L/2
Slank | Normal | Grov Slank | Normal | Grov
Odeformerat tvirsnitt med blandad vridning
Avsnitt 3 [-0.0094  [-0.0045  |-0.0023  |-0.4296  |-0.2220  |-0.1074
Deformerat tvérsnitt
Avsnitt 4 [-0.0962 0.0009 0.0081 -0.3887 -0.1211 -0.0402
Avsnitt 5.3 [-0.0962 0.0009 0.0081 -0.3887 -0.1211 -0.0402
Avsnitt 6 |-0.0962 0.0009 0.0081 -0.3887 -0.1211 -0.0402
Deformerat tvérsnitt med blandad vridning
Avsnitt 5 [-0.1056 -0.0036 0.0058 -0.8183 -0.3431 -0.1476
Avsnitt 7 [-0.0718 0.0110 0.0094 -0.7838 -0.2853 -0.1100
Tabell 8.5. Axiella spdnningar i MPa for punkt 2, antisymmetriska punktlaster.
x=L/4 x=L/2
Slank | Normal | Grov Slank | Normal | Grov
Odeformerat tvérsnitt med blandad vridning
Avsnitt 3 0.0072 10.0039 10.0018 10.3299 10.1920 |0.0825
Deformerat tvérsnitt
Avsnitt4  [0.5581 -0.0054 -0.0470 2.2539 0.7229 0.2329
Avsnitt 5.3 [0.5581 -0.0054 -0.0470 2.2539 0.7229 0.2329
Avsnitt 6 |0.5581 -0.0054 -0.0470 2.2539 0.7229 0.2329
Deformerat tvdrsnitt med blandad vridning
Avsnitt 5 [0.5653 -0.0015 -0.0452 2.5838 0.9149 0.3154
Avsnitt 7 0.5113 0.0022 -0.0311 2.1970 0.7253 0.1950
Tabell 8.6. Axiella spinningar i MPa f6r punkt 3, antisymmetriska punktlaster.
x=L/4 x=L/2
Slank | Normal | Grov Slank | Normal | Grov
Odeformerat tvirsnitt med blandad vridning
Avsnitt 3 |0.0092 |0.0042 10.0020 |0.4211 |0.2065 10.1053
Deformerat tvirsnitt
Avsnitt4  [-0.2511 0.0023 0.0212 -1.0140 -0.3159 -0.1048
Avsnitt 5.3 [-0.2511 0.0023 0.0212 -1.0140 -0.3159 -0.1048
Avsnitt 6 [-0.2511 0.0023 0.0212 -1.0140 -0.3159 -0.1048
Deformerat tvirsnitt med blandad vridning
Avsnitt 5 [-0.2419 0.0065 0.0232 -0.5929 -0.1094 -0.0005
Avsnitt 7 [-0.2405 -0.0112 0.0107 -0.4631 -0.0615 0.0145
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9 BRO 94

9.1 Inledning
Foregaende avsnitt avser endast att kartligga skillnader mellan olika
berdkningsmodeller vad det géller vridning. I f6ljande avsnitt tillimpas normen

BRO 94 i1 FE- modellen.

Som ndmnt 1 avsnitt 1 dr det vanligt att broar spdnnarmeras. P& grund av
spannarmeringen tillkommer speciella krav enligt BRO 94, vilka ndmns nedan.

Eftersom det endast 4r hornmoment och tillskott till normalspanningar pé grund av
vridning som undersoks, tas i1 detta avsnitt endast upp sddana krav som &r relevanta
for detta omrade.

9.2 Materialparametrar

Resultatet i detta avsnitt jamfors med dimensionerande virden for betongkvalitet
K45 enligt Tabell 9.1 nedan.

Tabell 9.1 Hallfasthetsvirden for betong K435.

Bruksgrinstillstind Brottgrinstillstind
fee 2.10 MPa 1.17 MPa
fee 33.0 MPa 17.8 MPa
Eud 33.0 GPa 22.9 GPa

9.3 Brottgrinstillstind

Nar det géller brottgrénstillstandet dr det hornmomenten som primért paverkar
dimensioneringen. Som ndmnt i tidigare avsnitt uppkommer hérnmoment pd grund
av att tvarsnittet deformeras vid vridning. Negligeras tillskott till h6rnmoment pa
grund av vridning kan det hidnda att brolddekonstruktionen spricker i hornen, vilket
paverkar bestiandigheten.

9.4 Bruksgrinstillstind

BRO 94 anger i avsnitt 42.31 f6ljande begransningar av pakénningar:

42.311 For laster enligt lastkombination 5:B godtas inte berdkningsmaissig
dragpakanning i betongen pd armeringens niva for korrosionskénslig
armering.

42.312 En spannbetongkonstruktion ska i niva med den korrosionskénsliga

armeringen, vid belastning enligt lastkombination 5:A, visas vara
osprucken enligt BBK 94, avsnitt 4.5.3.

Med i niva med” menas i detta fall ett omrdde med diametern 200mm
centriskt placerat kring varje korrosionskdnslig armeringsenhet.
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9.5 BRO 94 lastfall
I normen finns tre huvudlastgrupper med undertyper, av vilka nagra foljer nedan:

e Permanenta laster
- egentyngd
- beldggning och dverfyllnad
- stodforskjutningar
- krympning
- spannkraft

e Variabla laster
- trafiklast
- snolast
- vindlast
- temperaturlast

e Olyckslaster
- pakorningskraft av fordon
- brott i kabel 1 spannbetongbro

De enda laster i en rak bro som bidrar till ett vridande moment &r de orsakade av
trafik. Vertikala trafiklaster av fordon inklusive dynamiska effekter delas in 1 fem
typer av ekvivalentlast. Varje konstruktionsdel ska berdknas for den last som ger
ogynnsammast inverkan. For broar med spdnnvidder som understiger 200m behdver
ekvivalentlasttyp 5 ej beaktas.

Ekvivalentlast av typ 1, 2 och 5 ska forutséttas belasta med korbanans langdriktning
parallella ytor, kallade lastfilt, vardera med bredden 3.0m.

Lastfdltens antal och placering ska véljas s att ogynnsammaste inverkan erhélls.
Antalet lastfdlt &r hogst lika med det antal lastfélt som ryms inom det omrade som ar
tillgéngligt for trafik, det vill sédga korbana plus vaggren.

Lastfdlten ska placeras pd ogynnsammaste sitt i brons tvir- och lingdriktning. I
denna undersokning innebér det placering som medger maximalt vridmoment.

9.6 Symmetri och antisymmetri

Da effekter av vridning ska undersokas, delas lasten in i ett symmetriskt (vilket i
dessa berdkningar ej tas hdnsyn till) och ett antisymmetriskt lastfall (vilket ger ren
vridning). Principen for uppdelning av punktlaster och utbredda laster sker enligt
Figur 9.1 nedan.
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Figur 9.1 Uppdelning av punktlaster och utbredda laster.

De bada lastfallen ovan delas in i ett symmetriskt och ett antisymmetrikst lastfall
enligt Figur 9.2 och Figur 9.3 nedan. Uppdelningar fas genom jamviktsbetraktelser.

gs qs qa q2

+

Figur 9.2 Symmetriskt och antisymmetriskt lastfall for utbredd last.
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Figur 9.3. Symmetriskt och antisymmetriskt lastfall for punktlaster.
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9.7 Ekvivalentlasttyp 1

Ekvivalentlasttyp 1 bestar av en jimnt fordelad last, ¢ kN/m och en lastgrupp
bestdende av tre axellaster om P kN med axelavstdnden > 1.5m och = 6.0m. P ir for
ett lastfalt 250kN och for det andra 170kN. Lasten q dr jamnt fordelad 6ver
lastféltets bredd och &r for ett lastfalt 12kN/m i vardera korriktning, 9kN/m for ett
korfalt 1 vardera riktning och 6kN/m 1 6vriga korfalt.

Axellasten bestér av tva punktlaster om P/2kN med ett centrumavstand av 2.0m och
de &r placerade symmetriskt i lastféltet, se Figur 9.4. Hogst tva lastfilt belastas med
lastgrupper,

Den ogynnsammaste placeringen av laster med avseende pa vridning ges i Figur
9.4.

r 2000 2000

A LUl

« g [ !

+vc I\ |

! 15000 15000

3800
‘ s

6800

Figur 9.4. Placering av laster for maximalt vridmoment vid ekvivalentlasttyp 1.
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P, =125kN

P, =85kN
q, =4kN/m?
q, =3kN/m’

9.7.1 Punktlaster
Vertikaljamvikt ger:
r, +1, —250-170=0
Momentjamvikt vid rg ger:
250-6.8+170-3.8—r, -4.6=0
Ovanstaende ger stodreaktionerna:

r, =510kN
r; =—90kN

De symmetriska och antisymmetriska lasterna blir:

510-90

P =210kN

p =109 _ 355N
9.7.2 Utbredda laster

Vertikaljimvikt ger:

r, +1r5,—12-9=0
Momentjamvikt vid rg ger:
12-6.84+9-38—r, -4.6=0
Ovanstaende ger stodreaktionerna:

r, =25kN/m
1y =—4kN/m

De symmetriska och antisymmetriska lasterna blir:
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q, :252—_4:10.51<N/m

_25+4

a

=14.5kN/m

9.8 Ekvivalentlasttyp 2

Ekvivalentlasttyp 2 bestar av en axellast om PkN. Axellasten bestar av tva
punktlaster om P/2kN med centrumavstandet 2.0m. P &r for ett lastfdlt 310kN och

for det andra 210kN. Punktlasterna &r placerade symmetrisk i lastfaltet enligt Figur
9.5.

Hogst tva lastfilt belastas med lastgrupper. Den ogynnsammaste placeringen av
laster med avseende pa vridning ges i Figur 9.5.

2000 2000

— 11— 1

155KkN  [155KN
105kN  (105kN
v v y

e & ‘ L

! 15000 15000 ‘

rA rB

‘ 3800

6800

Figur 9.5. Placering av laster for maximalt vridmoment vid ekvivalentlasttyp 2.
Vertikaljimvikt ger:

r, +15 —310-210=0

Momentjamvikt vid rg ger:

310-6.8+210-3.8~r, -4.6=0

Ovanstidende ger stodreaktionerna:

r, =632kN
r, =—112kN

De symmetriska och antisymmetriska lasterna blir:

p :632—112

S

=260kN

p :632+112

a

=372kN
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9.9 Ekvivalentlasttyp 3

Ekvivalentlasttyp 3 bestar av en enstaka punktlast om 155kN. Punktlasten ska
placeras godtyckligt i kdrbanans tvirriktning. Minsta avstand till ricke eller annan
begransning ska séttas till 0.5m, se Figur 9.6 nedan.

500
=

fSkN L] i
i i ‘ L

! 15000 | 15000 ‘
rA rB

Figur 9.6. Placering av laster for maximalt vridmoment vid ekvivalentlasttyp 3.

Genom att studera Figur 9.5 och Figur 9.6 inses att ekvivalentlastfall 3 ger ett

mindre ogynnsamt vridmoment dn ekvivalentlastfall 2, varvid den inte behandlas
vidare.

9.10 Ekvivalentlastfall 4

Ekvivalentlastfall 4 bestdr av en enda lastgrupp enligt ekvivalentlasttyp 1 med P lika
med 325kN. Lastgruppen ska forutsittas placerad pa korbanan med en
sidoforskjutning av hogst 1.0m frin korbanans centrumlinje enligt Figur 9.7 nedan.

.
[ PR S
+vc

! 15000

15000

rA rB

\ 4600

Figur 9.7. Placering av laster for maximalt vridmoment vid ekvivalentlasttyp 4.

Vertikaljamvikt ger:

r, +15, —325=0
Momentjimvikt vid rg ger:
325-43—-r1, -4.6=0

Ovanstiende ger stodreaktionerna:
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r, =304kN
ry =21kN

De symmetriska och antisymmetriska lasterna blir:

p :304+21

S

=162.5kN

p :304—21

a

=141.5kN

Genom att studera resultatet av P, for ekvivalentlasttyp 1 inses att ekvivalentlasttyp
4 ger ett mindre vridmoment, varvid den inte behandlas vidare.

9.11 BRO 94 Lastkombinationer

Lastkombinationer anvinds for att kombinera laster s att de kan anses motsvara
verkligheten. Eftersom endast trafiklast ingdr 1 undersdkningen sitts denna som
huvudlast.

I normen finns 9 olika lastkombinationer, varav 4 och 5 dr kombinationer for
brottgrins respektive bruksgranskontroller. Ovriga kombinationer avser dverhdjning,
utmattning, byggnadsskede med mera och behandlas ej hir.

9.11.1 Lastkombination 4
Lastkombination 4 &r uppdelad i tva dellastkombinationer, A och B, dér B avser
inverkan av dominerande permanenta laster och negligeras dirmed i denna
undersokning. Lastkombination 4A ar huvudbelastningsfallet i brottgrinstillstandet.
Eftersom det 4r hornmomenten man &r intresserad av i brottgranstillstindet, anvénds

lastkombination 4A vid berdkningar av dessa. Vilvspanningarnas storlek
kontrolleras dven for detta lastfall.

Vid lastkombination 4A é&r lastkoefficienten yy 1.5 for ekvivalentlast 1-5. Det
medfor att dimensionerande laster i lastkombination 4A blir:

Ekvivalentlasttyp 1:

P, =300-1.5=450kN
q, =14.5-1.5=22kN

Ekvivalentlasttyp 2:

P, =372-1.5=558kN
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9.11.2 Lastkombination 5

Denna lastkombination dr uppdelad i tre dellastkombinationer, A, B och C, dir C
utgdr grund for deformationsberdkningar och behandlas ej vidare hér.

A utgor huvudbelastningsfall 1 bruksgrénstillstdndet. Den anvédnd bland annat for att
kontrollera att betongen dragspanningskapacitet inte dverskrids i niva med
spannarmeringen. Den dr ddrmed relevant for berdkning av normalspanningstillskott
pa grund av vridning. Vid lastkombination SA ir lastkoefficienten yy 1.0 for
ekvivalentlast 1-5. Det medfor att dimensionerande laster 1 lastkombination 5A blir:

Ekvivalentlasttyp 1:

P, =300-1.0=300kN
q, =14.5-1.0=14.5kN

Ekvivalentlasttyp 2:
P, =372-1.0=372kN

B utgor grund for berdkning av sprickbredder 1 bruksgrinstillstindet. Den anvénds
bland annat for att kontrollera att det inte forekommer négra berdkningsmissiga
dragspédnningar i nivd med spdnnarmeringen. Den dr dirmed relevant for berdkning
av normalspédnningstilskott pd grund av vridning. Vid lastkombination 5B &r
lastkoefficienten yy 0.3 for ekvivalentlast 1-5. Det medfor att dimensionerande
laster 1 lastkombination 5B blir:

Ekvivalentlasttyp 1:

P, =300-0.3=90kN
q, =14.5-0.3=4kN

Ekvivalentlasttyp 2:
P, =372-0.3=112kN

9.12 Resultat
Resultaten av FEM- korningen for de olika tvidrsnitten, lasttyperna och
lastkombinationerna visas i avsnitten som foljer. Maxvirden redovisas i tabeller.
Lasternas placering &r enligt avsnitt ovan.

9.12.1 Hornmoment lastkombination 4A

De maximala hornmomenten for lastkombination 4A, ekvivalentlast 1 och 2,
redovisas i Tabell 9.2. Hornmomentens fordelning lings x- axeln redovisas i figurer.
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Tabell 9.2. Maximala hornmoment for lastkombination 4A.
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Figur 9.8. Hoynmoment m, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp I, lastkombination 44.
Figur 9.9. Hornmoment m,, for de olika tvdr).éig?qt}en ekvivalentlasttyp 2, lastkombination 44.
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x[m]

Figur 9.10. Hornmoment m, for de olika tvirsnitten, ekvivalentlasttyp 2 , lastkombination 4A.

slank
normal
grov

X [m]

Figur 9.11. Hérnmoment m,, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp 2, lastkombination 4A.
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9.12.2 Axiella spinningar lastkombination 4A

De maximala axiella spAnningarna for lastkombination 4A, ekvivalentlast 1 och 2,
redovisas 1 Tabell 9.3. Axiella spidnningarnas fordelning langs x- axeln redovisas i
figurer.

Tabell 9.3. Maximala axiella spdnningar for lastkombination 4A.
Slankt tvirsnitt | Normalt tvirsnitt | Grovt tvirsnitt

Ekvivalentlasttyp 1

oy [MPa] 10.23 2.65 0.66
Ekvivalentlasttyp 2
oy [MPa] 4.71 1.63 0.41

I
I
I
[ i .
I .
\ | | |
\ ! ! |
I 1 1
T R | | » | :
o [N I I e I I
S I \ I I ! I I
C 5 N S T F A L |
l N l S l l
| \\ | | /’ | | |
I N I , I I I
8 S o S Y S I |
I I , I I I
= slank l ) l l |
_ I N / I I I
10+t = normal R S b !
---- = grov | | l l l
‘ l l l l l
12 ! ! ! ! ! J
0 5 10 15 20 25 30
X [m]

Figur 9.12. Axiella spinningar o, for de olika tvirsnitten, ekvivalentlasttyp 1, lastkombination 4A.
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x[m]

Figur 9.13. Axiella spinningar o, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp 2, lastkombination 4A.

9.12.3 Axiella spanningar lastkombination SA
De maximala axiella spAnningarna for lastkombination 5A, ekvivalentlast 1 och 2,

redovisas 1 Tabell 9.4. De axiella spanningarnas fordelning ldngs x- axeln redovisas i
figurer.

Tabell 9.4. Maximala axiella spinningar for lastkombination 5A.

Slankt tvirsnitt Normalt tvarsnitt | Grovt tvarsnitt

Ekvivalentlasttyp 1

Oy [MPa] 6.68 1.69 0.42
Ekvivalentlasttyp 2
ou [MPa] 3.29 1.08 0.33
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X [m]

Figur 9.14. Axiella spinningar o, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp 1, lastkombination 5A.

x [m]

Figur 9.15 Axiella spinningar o, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp 2, lastkombination 5A.
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9.12.4 Axiella spinningar lastkombination 5B
De maximala axiella spAnningarna for lastkombination 5A, ekvivalentlast 1 och 2,

redovisas 1 Tabell 9.5. De axiella spdnningarnas fordelning lings x- axeln redovisas 1
figurer.

Tabell 9.5. Maximala axiella spinningar for lastkombination 5B.

Slankt tvirsnitt Normalt tvarsnitt | Grovt tvarsnitt

Ekvivalentlasttyp 1

oy [MPa] 1.98 0.51 0.13
Ekvivalentlasttyp 2
oy [MPa] 0.94 0.32 0.09

| i
| |
| i |
| | |
l l l
| | ¥
4 I n
| | | | | |
— N | | | ’ | |
© N | | | s | |
o, AN I I I , I I
S I\ | | v | |
© s l l L l l
10F+------- J,,L\ ,,,,, - - - - 4 lp— - — - — — _ 1 ___ |
| N | | r | |
| . | | /1 | |
| \ | | // | | |
| N | | S | |
| \ | | , I I |
| \ | | , |
a5l N R = slank N
| LN J = normal |
| | N | / |
| | N ---- = grov |
: : \\: / T T :
-20 | | [ind | I ]
0 5 10 15 20 25 30
x [m]

Figur 9.16. Axiella spdnningar o, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp 1, lastkombination 5B.
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S, [Pa]

Figur 9.17. Axiella spdnningar o, for de olika tvdrsnitten, ekvivalentlasttyp 2, lastkombination 5B.
9.13 Slutsatser

Vid dimensionering av en spdnnbetongbro utgar man i forsta hand frén
bruksgranstillstindet. De ovan nimnda dimensioneringskraven i
bruksgrénstillstidndet avgor antalet spannkablar och kabellinjeforing. Ofta ér det
spickkriterier som dr avgorande vid bestimning av antalet kablar. For fa kablar
medfor sprickor vid kablar, vilket ej tilldts i bruksgrénstillstdndet. For manga kablar
medfor att tvirsnittet kan komma att spricka pd motsatt sida kablar pa grund av
uppspdnningsmoment. D& man inte tar hdnsyn till axiella spanningar pa grund av
vridning sa dr det bojmomenten som dr den huvudsakliga kéllan till uppkomsten av
axiella spdnningar i1 brotvérsnittet. De dr frin dessa axiella spdnningar man utgér vid
bestimning av antal spdnnkablar. For att avgéra om man behdver ta hinsyn till
axiella spadnningar uppkomna av vridning jimfors betongens tilldtna
dragspanningspakidnning i bruksgrénstillstdnd med den dragspanningspakianning
som uppkommer vid vridning. Detta pa grund av att en 6kning av normalspanningar
1 denna storleksordning kan orsaka att betongen spricker upp och att man inte klarar
normen (se avsnitt 9.4). I tabellen nedan redovisas de olika lastkombinationernas
maxvirden.

Tabell 9.6. Maxvdrden for axiella spinningar i MPa, lastkombination 54 och 5B.

| Slankt tvirsnitt | Normalt tvirsnitt | Grovt tvirsnitt

Lastkombination 5A, ekvivalentlast 1

6. [MPa] |6.68 | 1.69 |0.42
Lastkombination 5B, ekvivalentlast 1
. [MPa] [1.98 |0.51 |0.13
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For det slanka tvérsnittet uppkommer relativt hoga axiella spanningar pa grund av
vridning varvid man bor ta hinsyn till denna effekt. Det dr dock sé att tvérsnitt med
denna slankhet inte kan konstrueras med tanke pa att spdnnarmeringen méste fa plats
1 vdggarna. Vidare tillater inte BRO94 mindre tjocklek pa farbanan &dn 170mm (for
det slanka tvérsnittet ar tjockleken 100mm). For det normala tvirsnittet dr de axiella
spanningarna 1 den storleksordning att de inte &r helt betydelselosa. Om man vid en
dimensionering utan hinsyn tagen till axiella spdnningar pa grund av vridning
hamnar néra griansvérdet, bor hinsyn tagas till effekter av vridning. For det grova
tvdrsnittet dr de axiella spidnningarna sa pass 1aga att de har ringa betydelse. For att
pa ett l4tt sitt kunna avgdra om hénsyn till effekter av vridning behdver
uppmérksammas, skulle man moéjligen kunna utveckla en metod dir man berdknar
tvirsnittets slankhet och direfter jamfor med nigot gransvérde.

Det dr dven av vikt att kontrollera om ifall uppkomna hérnmoment péd grund av
vridning ar av betydelse vid dimensionering. Svagt armerade horn i betongbrolador
kan medfora att det uppkommer sprickbildning vilket i sin tur medfor att
bestdandigheten minskar. Tabell 9.2 redovisar maximala hornmomenten i
brottgréinstillstdindet (lastkombination 4A). For att avgdéra om de har betydelse
Oversitts viardena till antal armeringsenheter (¢12 Ks40) per meter for de olika
tvérsnitten enligt formler nedan.

Al M
. .d.(l_wj
2
E
0, =0.8 o s
fst +8Cu 'ES

w=1-+/1-2m

For underarmerat tvérsnitt giller att ® < Wpq.

— M
m=————
b-d*-f,
€eu=3.5-107
For Ks40 géller:

E; = 159GPa (sk3)
fit = 297MPa (sk3)

A=1-0.012>/4=1.131-10" m* (Area/jirn)

Betongparametrar hinvisas till Tabell 9.1.

Téackskikt = 35 med mera (BRO94, miljoklass A3, livslangdsklss L1)
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I tabellen nedan redovisas hornmomentens inverkan pa armeringsmiangden. Som
ndmnt tidigare dr det slanka tvdrsnittet endast av teoretiskt intresse dd det &r for
slankt for att armera. Hérav finns det ej med i tabellen nedan.

Tabell 9.7. Armeringsmdngd i horn f6r moment uppkomna av tvérsnittsdeformation.

Normal Grov
d [m] 0.165 0.365
m 0.103 0.027
Wbl 0.522 0.522
O 0.109 0.027
A, [m?] 1.075:10° 5.938-10™
n = antal jirn/m 10 6

Man kan konstatera att hornmomentens tillskott pa grund av vridning har stor
betydelse for armeringsmingden for samtliga tvérsnitt varvid denna effekt alltid bor

beaktas.

96




Referenser

BBK 9%4
BRO 94
L. F. Boswell, S. H. Zhang

“A box finite element for the elastic analysis of thin-walled structures, 1983

R Dabrowski

”Gekriimmte diinnwandige Triger®, Springer-Verlag Berlin/ Heidelberg/
New York 1968

9.14 Department of Mechanics and Materials, Lund University

”CALFEM A finite element toolbox to MATLAB Version 3.3”, Lund 1999

Lennart Elfgren, Inge Karlsson

”Vridning av betongkonstruktioner, en litteraturoversikt”, Chalmers tekniska
hogskola, Rapport 69:2, 1969

B. Kermani, P Waldron

“Behaviour of concrete box girder bridges of deformable cross-section”,
1993

Bengt Langesten

“Byggnadsstatik”, ISBN 91-24-35469-4, Forsta upplagan, Almqvist &
Wiksell Tryckeri, Uppsala 1989

F. Laudiero, M. Savoia

”Shear strain effects in flexure an torsion of thin-walled beams with open or
closed cross-section”, 1989

C. Menn

“Prestressed concrete bridges” Springer-Verlag, Wien 1986

P. E. Mondorf

“Betongbroer, plade- og bjaelkebroer”, bind1, 1981






Niels Ottosen, Hans Petersson

“Introduction to the Finite Element Method”, Prentice Hall 1992
Handboken Bygg
Hékan Sundquist

“Infrastrukturkonstruktioner” Kungl. tekniska hdgskolan, Rapport 13,
Brobyggnad 1995, Utgéva 4

Sven Thelandersson

”Konstruktionsberdkningar med dator*, andra upplagan, Studentlitteratur,
Lund 1990

N. S. Trahair and M. A. Bradford

“The behaviour and Design of Steel Structures”, ISBN 0 419 16060 4,
London 1998

Vigverket
“BRO 94 Publ 1994:2

P. Waldron
”Sectorial properties of straight thin-walled beams”, Department of civil
engineering, University of Bristol, Bristol 1986

P. Waldron

“Sectorial properties of straight thin-walled beams”, 1986
9.15 S. H. Zhang, L. P. R. Lyons

“A thin walled box beam finite element for curved bridge analysis” 1984
9.15.1 O. C. Zienkiewicz and R. Taylor

“The Finit Element Method”, volume 1 + volume 2, fourth edition, 1989
Bengt A Akesson

”Handbok 1 analys av balkars vridning, del 1+del 27, Chalmers tekniska
hogskola, publikation 70:1 1970






A Appendix Deformerat tvirsnitt

I detta avsnitt hirleds en berdkningsmetod som tar hansyn till att tvérsnittet
deformeras. Hérledningen bygger pa en rapport av Lennart Elfgren och Inge
Karlsson, [ Vridning av betongkonstruktioner, En litteraturdversikt av Lennart
Elfgren och Inge Karlsson]. En differentialekvation tas fram med hjdlp av jimvikter,
kinematiska och konstitutiva antaganden. Geometrin som anvénds till hirledningen
visas i figur AI nedan.

v bk Y

Figur Al. Geometri.
A.1 Deformation av tvirsnitt
Tvérsnittet antas deformeras enligt figur A2. Hornen antas forbli ratvinkliga och

roterar ej. P4 grund av deformationer uppstar moment och tvarkrafter.
Deformeratf tvarsnitt

)

Momentdiagram

mo mo
mo 7V/
%Z n

mu

Tvarkraftsdiagram

mo
2y

mo+mu mo+mu
h h

mu
2y

Figur A2. Deformation, moment och tvirkraft for tvdrsnitt.



A.2 Jamvikt for sidovigg

Go
™ to [ 7
1=
My YV Mv+dMy
Nv
= o
Nv+dNv
¢ Vv+dVv
J4d >
1% -
, dx ,
FigurA3. Jimvikt sidovdgg.
Horisontell jdmvikt:
dN
—:N, +t, -dx—t -dx—(N,+dN )=0 dvztu—to [A1]
X
Vertikal jamvikt:
2 2
TVV_(VV+dVV)+ 1’]:1;10 'dX+—I]:1:u dX—qu:0<:>
dv
“=—(m,+m,)- A2
o T pmomo)-q [A2]
Momentjamvikt kring punkten o:
2 2
MV+dMV—MV+qd)2( —2-(mu+mo)-dX ~V, -dx+t, - —+t -%:O@
dM h
=V ——-(t, +t A3
o =V o) [A3]
Derivering av [A3] ger:
d°M.  dV dt. dt
2v — v _E 0 + u [A4]
dx dx 2 dx dx

[A2] insatt i [A4] ger:



d’M, 2 h (dt, dt,
==-(m,+m,)—q——- +—
dx b 2 \dx dx

Samband mellan vélvspidnningar och vilvsnittkrafter:

N. M
c =|—+— aviers formler
A tw, (N )
NV MV
o, =-—+
AV WV

A, = Area vertikalvigg
W, = Bojmotstand vertikalvigg

Kombinering av [A6] och [A7] ger:

Derivering av [A8] tva ganger ger:

d°M, (d’c, d’c,) A, -h
+ .
dx?

- dx? dx? 12

[A10] insatt i [AS] ger:

2 b-h h

d’c, d’c, ) A, (dt, dt,) 1 2(m +m,) gq
5 + 3 . + + —_——— —~ } :0
dx dx 12 dx dx

Derivering av [A9] tva ganger ger:

d’N, _(d’c, d’c, | A,
dx’

Tl a2
Derivering av [A1] en gang ger:

d*N.  dt. dt

A u [

dx? dx dx

[A12] insatt 1 [A13] ger:

d’c, d’c, | A, (dt, dt,
-y, =0
dx? dx? 12 dx dx

[AS]

[A6]

[A7]

[A8]

[A9]

[A10]

[A11]

[A12]

[A13]

[A14]



A.3 Jamvikt for overplatta

— (|
F—<—<—<—
Mg Vo Mo +dMo
= o
mEy )| Vordve
N :’—’—’?L
, dx ,
Figur A4. Jamvikt overplatta.
Jamvikt tvérled:
2-(m, +m
TV, +dv, -V, —M-dx =0
dav, 2
=—(m, +m,)
dx h

Momentjimvikt kring punkten B:

M, - (M, +dM )+ V, -dx +

2-(m, +m,) dx

2

h

V, = M, —t,-b
dx

Derivering av [A16] ger:

dv. d*M d
° = e —— -t -b
dx dx? dx

Insdttning av [A15] 1 [A17] ger:

2
d Nﬁ" =£(mu +mo)+i-t0 ‘b
dx h dx

: +t,-b-dx=0&
2

[A15]

[A16]

[A17]

[A18]



Vilvspanningar i hornpunkter:

M, -6b
A, b’

(4]

Derivering av [A19] tvé ginger ger:

d’c, d’M, 6-b

[

dx>  dx> A_-b,’

Kombinering av [A18] och [A20] ger:

2 2
dt, _d'o, AgbS 2

dx dx* 6-b? h-b "

A.4 Jamvikt underplatta

~ ==
[
Mu Vu Mu+dMu

1, Vu+dVu

Figur AS. Jimvikt underplatta.

Jamvikt tvirled:

2:(m, +m,)

TV, —(dV, +V, )+ dx =0

dv,
dx

Zﬁ(mu +mo)

Momentjamvikt kring punkten v:

2-(m0+mu)'dx2

M, +dM, -M, -V, -dx -
h 2

-t,'b-dx=0&

[A19]

[A20]

[A21]

[A22]



Derivering av [A23] ger:

dav, d’M, d
=——"——"t,-b
dx dx dx

Kombinering av [A22] och [A24] ger:

2
d Ni“ :i-tLl -b+£(mu+mo)
dx dx h

Vilvspanningar i hornpunkter:

_6-M,
YOAD
Derivering av [A26] tva ganger ger:

)

d’c, d°M, 6

u

dx>  dx’> A,-b

Kombination av [A25] och [A27] ger:

dt d’c. A 2
=0 B (m, +m,)
dx dx*> 6 h-b

A.5 Samband mellan hornmoment och krokning i sidoviagg

Tvarsnittet deformeras enligt figur A6 nedan. Avstandet mellan vertikalskivans
ovankant och viggens inflektionspunkt betecknas a. Viggskivans vertikala

[A23]

[A24]

[A25]

[A26]

[A27]

[A28]

translation betecknas y, och den horisontella y;,. Alla deformationer antas vara sma.

0
= / v
e el - 1 "
R o
2 /:Z/E/
| ; |

Figur A6. Deformation av tvdrsnitt.



Eftersom deformationsantagandet &r forenklat till att hornen forblir 90° och ej
roterar blir a=h/2 om den vertikala vidggen har konstant styvhet.
Samband mellan moment och krokning enligt elastiska linjen ger:

Sy, M) _M,()-12

dx’ E-I, E-A, -h?

Med hjélp av [A8] fas:

d2
dezv _ 0h+§ [A29]

Uttryck for vinkeldndring:

0, =" [A30]

Derivering av [A30] tva ganger ger:

d’y, 2
y_dy, 2 A31
dx? dx* b [ !

[A29] 1 [A31] ger:

d’¢, _ o,+0, 2
dx? h-E b

[A32]

A.6 Samband mellan hornmoment och krokning i overplatta

P& samma sétt som for vertikalviagg fas foljande samband:

2
2.
4y, 20, [A33]
dx E-b

Uttryck for vinkeldndring:

Oy =" [A34]

Derivering av [A34] tva génger och inséttning av [A33] ger:

d’¢, _ 2-0,

dx’ E-a-b [A35]




A.7 Samband mellan hornmoment och krokning i underplatta

Pé samma sétt som for vertikalvigg fas foljande samband:

2 .
4y, _ 20 [A36]
dx E-b

Uttryck for vinkeldndring:

0, = Yn [A37]

Derivering av [A37] tva génger och inséttning av [A36] ger:

d*o, 2.0,

dx’ E-(h—a)b [A38]
Kombinering av [A35] och [A38] ger:

dzq)h __2'(60 +Gu)

dx’ E-b-h [A39]

Jamforelse mellan [A32] och [A39] ger:

A.8 Koppling av upprittade samband

Inséttning av [A21] och [A28] i [A14] ger:

2 2 2
d—G;‘-(3-AV+Au):d62°- 3.A,+A, O [A40]
dx dx b

Med samma randvillkor for spanningarna och deras andraderivator erhalls:

2
3-AV+AO-(Z“j
c,=0," =00, [A41]
3-A,+A,




Detta pa grund av foljande:

GO
c, a
= =0
6, h-a
J 6,=0-0,
- o, =00,
m ” ”
i c,=0-0,
il ty o(x ) = konstant

Inséttning av [A41], [A21] och [A28] i [A11] ger:

2 2
00 [(ra)a,+a, (2] o, |- #mtm) 120, [A42]
dx b b-h h

Ett samband mellan m, och m, soks nu. Figur A6 ovan ger kordornas ligen efter
deformation. Den totala vinkeldndringen i knut 1 &r lika med den totala
vinkeldndringen i knut 2. Detta ger med hjélp av elementarfall:

m,-b m b my-h m,-h m,-h m,-h m,-b m, -b
= - + — — o

3-E-i, 6-E-i, 3-E-i, 6-E-i, 3-E-i, 6-E-i, 3-E-i, 6-E-i,

'M:mo'ﬁ [A43]

i, = vertikalvdggens troghetsmoment/m kring x- axel
1, = Overplattans troghetsmoment/m kring x- axel
1, = underplattans troghetsmoment/m kring x- axel

Vinkeldndringen i knut 1 tecknas:

m,-b m -b m, -h -m,_ -h
Oy +0, =2+ °.—B o
3-E-1, 6-E-i, 3-E-1, 6-E-1,

o]

Forenkling, derivering och anvindning av [A39] ger:

2 2 2
_4:(c,+0,) _d’'m, b d’m, h dn;o‘ B-h‘ [Ad4]
dx® 6-E-i,

E-b-h  dx> 6:E-i, dx> 3-E-i,

Inséttning av [A41] 1 [A44] ger:



= +
b-h dx? i i

o v

24-6,-(1+ ) dzmo.[P+h‘(?‘B)j=o [A45]

Efter omformning erhalls:

d’m ' 24-(1+ )

[

, t0,
dx b.h.(})+h~(2—B)]

1 1

[} v

=0 [A46]

Inséttning av [A43] 1 [A42] ger:

oo 4 do, b .(1+oc)-AV+A0-[b—kj ro A, [A47]
4-(1+B) " dx> 48-(1+P) b

Ekvationerna [A46] och [A47] bildar det sokta differentialekvationssystemet med
m, och o, som huvudvariabler.

Derivering av [A47] tva ganger och insdttning 1 [A46] ger:

4
dd64°+4'k4'00=0 [A48]
X

dar

288-(1+a)- (1+P)

1l (b-h)’ -((1+0c)-AV+AO (%jZJra'A“J'[PJFMJ

1 1

[ v

k=

A.9 Allmiinna losningen till differentialekvationen [A48]
Den allménna 16sningen ges av:

o, =C, -sinh(k - x)-cos(k - x)+C, - cosh(k - x)-cos(k - x)+ C, - cosh(k - x)-sin(k - x ) +

o

+C, -sinh(k - x)-sin(k - x)

Konstanterna, C4, 16ses ut med hjélp av randvillkor.



B Appendix. Odeformerat tvarsnitt

I detta appendix hirleds normerad sektoriell koordinat for ett tvérsnitt med bade
slutna och 6ppna delar. Appendix fortydligar d&ven uttrycken for bimoment,

vilvspdnningar och vélvfunktion.
B.1 Sektoriell koordinat

B.1.1 Skjuvtdojning
Skjuvtdjning for ett infinit litet element enligt figur B1 kan uttryckas enligt ekvation
[B1].
dx

T > dv

ds

v
S
du
Figur Bl. Infinitesimalt element.

Jov du
=—+— B1
Yxs x + 3 [B1]

B.1.2 Oppna tunnviggiga tviirsnittsdelar

Enligt tidigare kapitel kan skjuvtdjningar for Oppna tvérsnittsdelar forsummas.

yx5=0:>g—:+g—lsl:0 [B2]

Forskjutningen v &r parallell med s-axeln och kan skrivas enligt [B3].

v(x,s)=h(s)- ¢(x) [B3]
h(s) = vinkelrita avstandet mellan s-axelns tangent i punkten s och vridcentrum, se
figur B2 nedan.

¢O(x) = tvérsnittets vridningsvinkel

Ekvation [B3] insatt i [B1] samt integrerat over intervallet s till s.



Qs

Figur B2. Definition av h(s).

s g_lslds + i%ds ou(x,s)-u(x,s, )+ Js-h(s)ds. d(gix) ~0

So So

Vilvforskjutningen blir:
u(x,s)=u(x,s, ) - jh(s)ds . d(p_(x)
5 dx

B.1.3 Slutna tunnviggiga tvirsnittsdelar

Enligt tidigare kapitel kan inte skjuvtdjningarna forsummas for slutna tunnviggiga
tvérsnitt. Skjuvspanningen i tvirsnittet &r summan av Saint Venantska och
Vlasovska skjuvspanningar. Skjuvtdjning pa grund av Vlasovska skjuvspénnigar
forsummas men skjuvtdjning pé grund av Saint Venantska skjuvspanningar
forsummas ej. Skjuvtdjningen blir dirmed enligt uttryck [B4].

== B4
Y =75 [B4]

Txs berdknas enligt teori for ren Saint Venantsk vridning.

T, (x)

Ty = m [BS]

A= ar arean mellan viggarnas medellinjer

Genom att sitta in [B5] 1 [B4] fas:

’YXS =

T, (x)
2-A,

t(s)-G

Sambandet kan skrivas enligt nedan.
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B.1.4 Sektoriella koordinaten
Vilvspanningen ar proportionell mot den axiella tjningen, vilken &r:

du(x,s)
dx

Den sektoriella koordinaten beskriver valvspanningsfordelningen i tvérsnittet och
blir enligt nedan:

Oppna tvirsnittsdelar: Q(s)= jh(s )ds
Slutna tvérsnittsdelar: I h ds __2A it; %ds

1 S
3£t(s)dsso -

For att normera den sektoriella koordinaten placeras s-axelns nollpunkt i ett
symmetrisnitt och sp=0. Om tvirsnittet ej dr belastat med normalkraft &r u(x,0)=0,
vilket betyder att &ven den sektoriella koordinaten &r noll vid s=0.

Normerad sektoriell koordinat for ett tunnvéggigt tvérsnitt med 6ppna och slutna
tvirsnittsdelar blir dirmed enligt nedan:



2-A, 1
jh ds—§ (l)dsi _[h i@ds
tls

Dir den forsta termen appliceras pd hela tvérsnittet och den andra termen endast pa
slutna tvérsnittsdelar.

B.2 Vilvfunktion

Profilen ir i sig sjélv valvforhindrad p& grund av att den delvis &r sluten. Detta
medfor att man méste infora en vilvfunktion enligt [B8].

£(x)= é(l) p-p ‘gix) (B8]

Om balken dr belastad med ett konstant utbrett vridmoment, q,, géller foljande:

dT(x)
dx

do =~

Vilvfunktionens andraderivata kan da skrivas enligt [B9].

’ q d*e(x) _ d*¢(x)
f —_ o S_ 5. = + B9
(X) G-I, p=Pp dx? P G I dx? [B9]
B.3 Vilvspinning
c,=E-g(x) [B10]

€(x) dr tdjningen i x-led och kan skrivas enligt nedan.

(x) = d;i(j‘). jh(s)ds_; A, i%ds :_d;i(j‘).m(s) [B11]
("

Vilvspanningen kan ddrmed skrivas:

d*f(x)

2

O, =-E-afs)-

[B12]

dx
B.4 Bimoment

Med hjélp av normerad sektoriell koordinat och vélvspénning definieras
bimomentet.



d*f(x)

B(x)= [0(s)-0,dA =—E- [ ((s))*dA - = [B13]
" " dx
B(x)= bimoment
A= tvirsnittets area
K, = J-(D2 dA = vilvtroghetsmoment [B14]
A

Med [B14] och [B9] insatt i [B13] blir bimomntet enligt nedan.

B(x)=E-K,p- [Gqf} + dd(i(zx)j [B15]

Samband mellan vélvspanning och bimoment fas med hjéilp av ekv [B12] och [B13].







I Bilaga tvarsnittskonstanter
I.1 Slankt tvirsnitt

> restart;
Sektoriella koordinaten pkt 1,2 och 3.

> w1 :=unapply(e*b/2-Kv*b/(2* Ac*2*tjo),e):

> w2:=unapply(w1(e)+b*h/2-Kv*h/(2* Ac*tjv),e):

> w3:=unapply(wl(e)+e*3.7,e):

Integration enligt villkor: sektoriellkoordinat*y*dA=0
> wls:=unapply(wl(e)/2.3*s,s):

> w2s:=unapply((w3(e)-wl(e))/3.7*s+wl(e),s):

> w3s:=unapply((w2(e)-wl(e))/1.91*s+wl(e),s):

> :wés:=unapply(-w2(e)/2.3*s+w2(e),s):

> dell:=unapply(int(w1s(s)*s*tjo,s=0..2.3),e):

> del2:=unapply(int((w2s(s))*(2.3+s)*tjo,s=0..3.7),e):
> del3:=unapply(int((w3s(s))*b/2*tjv,s=0..1.91),e):

> del4:=unapply(int((w4s(s))*s*tju,s=0..2.3),e):

> sumdel:=unapply(dell(e)+del2(e)+del3(e)+deld(e),e):

Tvarsnittskonstanter

> b:=4.6:

>h:=1.91:

> Ac:=b*h:

> tjo:=0.1:

> tjv:=0.2:

> tju:=0.1:

> Kv:=4*Ac"2/(b/tjo+2*h/tjv+b/tju):

> sumdel(e):

> e:=solve(sumdel(e)=0,e):
Kw:=2*(tjo*(int((w1s(s))"2,s=0..2.3)+int((w2s(s))"2,s=0..3.7) ) +tjv*int((w3s(s))"2,s
=0..1.91)+tju*int((w4s(s))"2,s=0..2.3)):
>wl(e):

>w2(e):

>w3(e):

Centrala troghetsmomentet

> Th:=b*tjo*e 2+b*tju*(h-¢)"2+2*tjv*(b/2)"2*h:
> rho:=Ih/(Th-Kv):

1.2 Normalt tvarsnitt

> restart;

Sektoriellakoordinaten pkt 1,2 och 3.

> wl:=unapply(e*b/2-Kv*b/(2*Ac*2*tjo),e):

> w2:=unapply(w1(e)+b*h/2-Kv*h/(2*Ac*tjv),e):
> w3:=unapply(wl(e)+e*3.7,e):



Integration enligt villkor: sektoriellkoordinat*y*dA=0

> wls:=unapply(wl(e)/2.3*s,s):

> w2s:=unapply((w3(e)-wl(e))/3.7*s+wl(e),s):

> w3s:=unapply((w2(e)-wl(e))/1.91*s+wl(e),s):

> wés:=unapply(-w2(e)/2.3*s+w2(e),s):

> dell:=unapply(int(w1s(s)*s*tjo,s=0..2.3),e):

> del2:=unapply(int((w2s(s))*(2.3+s)*tjo,s=0..3.7),e):

> del3:=unapply(int((w3s(s))*b/2*tjv,s=0..1.91),e):

> del4:=unapply(int((w4s(s))*s*tju,s=0..2.3),e):

> sumdel:=unapply(dell(e)+del2(e)+del3(e)+deld(e),e):

Tvarsnittskonstanter

> E:=30e9:

> G:=0.4*E:

> q:=4.6*8e3:

> L:=30:

> b:=4.6:

>h:=1.91:

> Ac:=b*h:

> tj0:=0.2:

> tjv:=0.4:

> tju:=0.18:

> Kv:=4* Ac"2/(b/tjo+2*h/tjv+b/tju):

> sumdel(e):

> e:=solve(sumdel(e)=0,¢):
Kw:=2*(tjo*(int((w1s(s))"2,5=0..2.3)+int((w2s(s))"2,s=0..3.7))+tjv*int((w3s(s))"2,s
=0..1.91)+tju*int((w4s(s))"2,s=0..2.3)):
>wl(e):

>w2(e):

>w3(e):

Centrala troghetsmomentet

> Th:=b*tjo*e 2+b*tju*(h-¢)"2-+2*tjv*(b/2)"2*h:
> rho:=Ih/(Th-Kv):

1.3 Grovt tvirsnitt

> restart;

Sektoriellakoordinaten pkt 1,2 och 3.

> wl:=unapply(e*b/2-Kv*b/(2*Ac*2*tjo),e):

> w2:=unapply(w1(e)+b*h/2-Kv*h/(2*Ac*tjv),e):
> w3:=unapply(wl(e)+e*3.7,e):

Integration enligt villkor: sektoriellkoordinat*y*dA=0

> wls:=unapply(wl(e)/2.3*s,s):
> w2s:=unapply((w3(e)-wl(e))/3.7*s+wl(e),s):



> w3s:=unapply((w2(e)-wl(e))/1.91*s+wl(e),s):

> wés:=unapply(-w2(e)/2.3*s+w2(e),s):

> dell:=unapply(int(w1s(s)*s*tjo,s=0..2.3),e):

> del2:=unapply(int((w2s(s))*(2.3+s)*tjo,s=0..3.7).e):
> del3:=unapply(int((w3s(s))*b/2*tjv,s=0..1.91),e):

> del4:=unapply(int((w4s(s))*s*tju,s=0..2.3),e):

> sumdel:=unapply(dell(e)+del2(e)+del3(e)+deld(e),e):
>

Tvaérsnittskonstanter

> b:=4.6:

>h:=1091:

> Ac:=b*h:

> tj0:=0.4:

> tjv:=0.8:

> tju:=0.4:

> Kv:=4* Ac"2/(b/tjo+2*h/tjv+b/tju):

> sumdel(e):

> e:=solve(sumdel(e)=0,¢):
Kw:=2*(tjo*(int((w1s(s))"2,s=0..2.3)+int((w2s(s))"2,s=0..3.7))+tjv*int((w3s(s))"2,s
=0..1.91)+tju*int((w4s(s))"2,s=0..2.3)):
>wl(e):

>w2(e):

>w3(e):

Centralatroghetsmomentet
> Th:=b*tjo*e 2+b*tju*(h-e)"2+2*tjv*(b/2)"2*h:

> rho:=Ih/(Th-Kv):
>



II Bilaga odeformerbart tvirsnitt med blandad vridning

I1.1 Generellt uttryck for differentialekvation

Vridningsvinkel for balk som funktion av x. Konstanter A, B, C och D bestims med
hjilp av randvillkor.

> restart;

Ansittning av vridningsvinkelns funktion:

> fil:=unapply(C1*cosh(c*x)+C2*sinh(c*x)+C3*x+C4-
q*x"2/(2*G*Kv),x,C1,C2,C3,C4):

> fil prim:=unapply(diff(fil(x,C1,C2,C3,C4),x),x):

> filbis:=unapply(diff(fil prim(x),x),x):

> filtris:=unapply(diff(filbis(x),x),x):

> fil fyr:=unapply(diff(filtris(x),x),x):

> c:=sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw)):

I1.2 Randyvillkor for utbredda antisymmetriska laster

Vridningsvinkeln dr noll vid x=0 och x=L ty gaffellagring. Fri vélvning innebér att
bimomentet dr noll vid x=0 och x=L vilket medfor att ¢"" &r noll.

> 111(0,C1,C2,C3,C4):
> f11bis(0):
> fil(L,C1,C2,C3,C4):
> filbis(L):

I1.3 Randvillkor for antisymmetriska punktlaster

Vridningsvinkeln &r noll vid x=0 ty gaffellagring. Fri vdlvning innebar att
bimomentet dr noll vid x=0 vilket medfor att ¢ &r noll. Vid x=L/2 ges
randvillkoren av elementarfall.

> 111(0,C1,C2,C3,C4):

> f11bis(0):

> fil1(L/2,C1,C2,C3,C4):

> filprim(L/2):

> alpha:=-G*Kv/(Pi"2*rho*E*Kw/L"2):
> v:=Pi*sqrt(-alpha)/2:

I1.4 Generell losning av ekvationssystem, utbredda antisymmetriska laster

Diffekvationssystemet som fas med randvillkoren ovan skrivs pa matrisform och
konstanterna 16ses ut (AB=C).

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected



>A:=array([[1,0,0,1],[G*Kv/(rtho*E*Kw),0,0,0],[cosh(sqrt(G*Kv/(tho*E*Kw))*L),s
inh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))*L),L,1],[ cosh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L)*G*Kv/(rho
*E*Kw),sinh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L)*G*Kv/(rho*E*Kw),0,0]]):

> C:=array([[0],[q/(G*Kv)-q/(G*1h)],[1/2*q*L"2/(G*KV)],[q/(G*KV)-q/(G*Ih)]]):

> invA:=inverse(A):

> B:=multiply(invA,C):

> filx:=unapply(fil(x,B[1,1],B[2,1],B[3,1],B[4,1]),x):

IL.S Generell 16sning av ekvationssystem, antisymmetriska punktlaster

Diffekvationssystemet som fas med randvillkoren ovan skrivs pa matrisform och
konstanterna 16ses ut (AB=C).

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

>A:=array([[1,0,0,1],[G*Kv/(tho*E*Kw),0,0,0],[cosh(1/2*sqrt(G*Kv/(tho*E*Kw))
*L),sinh(1/2*sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L),L/2,1],[sinh(1/2*sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))
*L)*sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw)),cosh(1/2*sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))*L)*sqrt(G*Kv/(rh
o*E*Kw)),1,0]]):

> C:=array([[0],[0],[ T*L*(1-tanh(v)/(rtho*v))/(4*G*Kv)],[ T*(1-1/rho)/(2*G*Kv)]]):
> invA:=inverse(A):

> B:=multiply(invA,C):

> filx:=unapply(fil(x,B[1,1],B[2,1],B[3,1],B[4,1]),x):

II.6 Slankt tvarsnitt

I1.6.1 Utbredda antisymmetriska laster

> rho :=2.318679668:

> Kv :=2.779254582:

> L:=30:

> q:=36800:

>Kw :=1.847532576:

> G:=0.4*30*10"9:

> E:=30*10"9:

> [h:=4.886858612:

> plot(filx(x),x=0..15):

> filx(x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
>wl =-1.630621326:

> sigmao:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w1,x):
>w2:=1.251914227:
>w3:=1.598266444:

Vilvspédnningar 1 hornpkt.

> plot(sigmao(x),x=0..15):



Spéanningar 1 punkt 1

> sigmao(X):
> sigmao(15):
> sigmao(7.5):

Spéanningar 1 punkt 2

> sigmao2:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w2,x):
> sigmao2(15):
> sigmao2(7.5):

Spéanningar 1 punkt 3

> sigmao3:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w3,x):
> sigmao3(15):
> sigmao3(7.5):

11.6.2 Antisymmetriska punktlaster

> rho :=2.318679668:

> Kv :=2.779254582:

> L:=30:

> T:=250000*4.6:

> Kw :=1.847532576:

> G:=0.4*30*10"9:

> E:=30*10"9:

> plot(filx(x),x=0..15):

> filx(x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
>wl :=-1.630621326:

> sigmao:=unapply(-tho*E*filxbis(x)*w1,x):
> w3:=1.598266444:
>w2:=1.251914227:

Vilvspédnningar i hornpkt.
> plot(sigmao(x),x=0..15):
Spénningar i1 punkt 1

> sigmao(15):
> sigmao(7.5):

Spéanningar 1 punkt 2

> sigmao2:=unapply(-rho*E*filxbis(x)*w2,x):
> sigmao2(15):

> sigmao2(7.5):



Spéanningar 1 punkt 3

> sigmao3:=unapply(-rho*E*filxbis(x)*w3,x):
> sigmao3(15):
> sigmao3(7.5):

I1.7 Normalt tvirsnitt

I1.7.1 Utbredda antisymmetriska laster

> rho :=2.216008757:

> Kv :=5.314038924:

> L:=30:

> q:=36800:

> Kw :=3.560604734:

> G:=0.4*30%10"9:

> E:=30*10"9:

> Th:=9.684105252:

> plot(filx(x),x=0..15):

> filx(x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
>wl :=-1.580833974:

> sigmao:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w1,x):
>w2:=1.368133711:
>w3:=1.470765463:

Viélvspnningar i hornpkt.

> plot(sigmao(x),x=0..15):

> sigmao(X):

> svar:=filfyr(x)-(G*Kv/(rtho*E*Kw))*filbis(x)-q/(tho*E*Kw):
> filfyr(10):

Spénningar i1 punkt 1

> sigmao(15):
> sigmao(7.5):

Spéanningar 1 punkt 2

> sigmao2:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w2,x):
> sigmao2(15):

> sigmao2(7.5):

Spéanningar 1 punkt 3

> sigmao3:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w3,x):

> sigmao3(15):
> sigmao3(7.5):



I1.7.2 Antisymmetriska punktlaster

> rho :=2.216008757:

> Kv :=5.314038924:

> L:=30:

> T:=250000%4.6:

> Kw :=3.560604734:

> G:=0.4*30*%10"9:

> E:=30*10"9:

> plot(filx(x),x=0..15):

> filx(x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(fil xprim(x),x),x):
>wl :=-1.580833974:

> sigmao:=unapply(-tho*E*filxbis(x)*w1,x):
> w3:=1.470765463:
>w2:=1.368133711:

Vilvspédnningar i hornpkt.
> plot(sigmao(x),x=0..15):
Spénningar i1 punkt 1

> sigmao(15):
> sigmao(7.5):

Spéanningar 1 punkt 2

> sigmao2:=unapply(-rho*E*filxbis(x)*w2,x):
> sigmao2(15):
> sigmao2(7.5):

Spéanningar 1 punkt 3

> sigmao3:=unapply(-rho*E*filxbis(x)*w3,x):
> sigmao3(15):
> sigmao3(7.5):

I1.8 Grovt tvirsnitt
11.8.1 Utbredda antisymmetriska laster

>rho :=2.318679667 :
>Kv:=11.11701832 :
> L:=30:

> q:=36800:

> Kw :=7.390130304 :
> G:=0.4*30*10"9:

> E:=30*10"9:



> Th:=19.54743444:

> plot(filx(x),x=0..15):

> filx(x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(fil xprim(x),x),x):

>wl :=-1.630621325:

> sigmao:=unapply(-tho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w1,x):
>w2:=1.251914229:

>w3:=1.598266442:

Vilvspéanningar i hornpkt.
> plot(sigmao(x),x=0..15):

Spéanningar 1 punkt 1
> sigmao(x):

> sigmao(15):

> sigmao(7.5):

Spéanningar 1 punkt 2

> sigmao2:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w2,x):
> sigmao2(15):
> sigmao2(7.5):

Spéanningar 1 punkt 3

> sigmao3:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w3,x):
> sigmao3(15):
> sigmao3(7.5):

I1.8.2 Antisymmetriska punktlaster

>rho :=2.318679667:
>Kv:=11.11701832:

> L:=30:

> T:=250000*4.6:

>Kw :=7.390130304:

> G:=0.4*30*10"9:

> E:=30*10"9:

> plot(filx(x),x=0..15):

> filx(x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
>wl :=-1.630621325:

> sigmao:=unapply(-rho*E*filxbis(x)*w1,x):
>w3:=1.598266442:
>w2:=1.251914229:

Vilvspédnningar 1 hornpkt.



> plot(sigmao(x),x=0..15):
Spéanningar 1 punkt 1

> sigmao(15):
> sigmao(7.5):

Spénningar 1 punkt 2

> sigmao2:=unapply(-rho*E*fil1xbis(x)*w2,x):
> sigmao2(15):
> sigmao2(7.5):

Spénningar i1 punkt 3

> sigmao3:=unapply(-rho*E*fil1xbis(x)*w3,x):
> sigmao3(15):

> sigmao3(7.2):

>



III Bilaga deformerbart tvirsnitt

Denna bilaga innehéller Maple- kod for berdkningar av hdrnmoment och
vilvspanningar for deformerbart tvarsnitt, jadmt utbredda antisymmetriska laster och
antisymmetriska punktlaster.

I11.1 Generellt uttryck for differentialekvation
> restart;

Vilvspanningar i1 sidoviggens ovankant som funktion av x. Konstanter A, B, C och
D bestdms med hjilp av randvillkor.

> sigmao =
unapply(A*sinh(k*x)*cos(k*x)+B*cosh(k*x)*cos(k*x)+C*cosh(k*x)*sin(k*x)+D*
sinh(k*x)*sin(k*x),x,A,B,C,D,k):

> sigmaoprim:=unapply(diff(sigmao(x,A,B,C,D.k),x),x,A,B,C,D,k):

> sigmaobis:=unapply(diff(sigmaoprim(x,A,B,C,D,k),x),x,A,B,C,D,k):

Med hjélp av vilvspianningens andraderivata och diffekvationssystemet fés
hérnmomentet i sidovidggens ovankant som funktion av x.

>mo:=unapply(q*b/(4*(1+beta))+sigmaobis(x,A,B,C,D,k)*b*h/(48*(1+beta))*((1+a
Ipha)* Av+Ao*(bk/b)*2+alpha* Au),x,A,B,C,D,k):
> moprim:=unapply(diff(mo(x,A,B,C,D.k).x),x,A,B,C,D,k):

I11.2 Randyvillkor for utbredda antisymmetriska laster

Randvillkor for att bestimma konstantern A, B, C och D. I: Vilvspinningen vid
x=0, x=L &r 0 ty gaffellagring. [l: Hornmoment vid x=0, x=L &r 0 ty tvérskott over
stod.

> sigmao(0,A,B,C,D.k):
> mo(0,A,B,C,D,k):
> sigmao(L,A,B,C,D,k):
> mo(L,A,B,C,D.k):

II1.3 Randvillkor for antisymmetriska punktlaster
Randvillkor enligt avsnitt 4.
> sigmao(0,A,B,C,D.k):
> mo(0,A,0,C,D,k):
> sigmaoprim(L/2,A,0,C,D.,k):
> moprim(L/2,A,0,C,D,k):

I11.4 Generell 16sning av ekvationssystem, utbredda antisymmetriska laster

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected



Diffekvationssystemet som fas med randvillkoren ovan skrivs pa matrisform och
konstanterna 16ses ut (MP=N).

>M:=array([[0,1,0,0],[0,0,0,2*k*2*b*h*((1+alpha)* Av+Ao*bk"2/(b"2)+alpha*Au)/
(48+48*beta)],[sinh(k*L)*cos(k*L),0,cosh(k*L)*sin(k*L),sinh(k*L)*sin(k*L)],[ (-
2*cosh(k*L)*k"2*sin(k*L))*b*h*((1+alpha)*Av+Ao*bk"2/(b"2)+alpha* Au)/(48+4
8*beta),cosh(k*L)*cos(k*L),2*sinh(k*L)*k*2*cos(k*L)*b*h*((1+alpha)*Av+Ao*b
k*2/(b"2)+alpha* Au)/(48+48*beta),2*cosh(k*L)*k"2*cos(k*L)*b*h*((1+alpha)*A
v+A0*bk"2/(b"2)+alpha*Au)/(48+48*beta)]]):

> N:=array([[0],[-q*b/(4+4*beta)],[0],[-q*b/(4+4*beta)]]):

> invM:=inverse(M):

> P:=simplify(multiply(invM,N)):
>sigmaox:=unapply(sigmao(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1].k),x,b,k,L.,q,h,Av,alpha,Ao
,bk,Au,beta):

> simplify(P):

IIL.5 Generell l16sning av ekvationssystem, antisymmetriska punktlaster

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

Diffekvationssystemet som fis med randvillkoren ovan skrivs pd matrisform och
konstanterna 16ses ut (MP=N).

>M:=array([[0,0,2*k"2*b*h*((1+alpha)* Av+Ao*bk"2/(b"2)+alpha* Au)/(48+48*be
ta)],[cosh(1/2*k*L)*k*cos(1/2*k*L)-
sinh(1/2*k*L)*sin(1/2*k*L)*k,sinh(1/2*k*L)*k*sin(1/2*k*L)+cosh(1/2*k*L)*cos(
1/2*%k*L)*k,cosh(1/2*k*L)*k*sin(1/2*k*L)+sinh(1/2*k*L)*cos(1/2*k*L)*k],[ (-
2*sinh(1/2*k*L)*k"3*sin(1/2*k*L)-
2*cosh(1/2*k*L)*k"3*cos(1/2*k*L))*b*h*((1+alpha)* Av+Ao*bk"2/(b"2)+alpha*
Au)/(48+48*beta),(2*cosh(1/2*k*L)*k"3*cos(1/2*k*L)-
2*sinh(1/2*k*L)*k"3*sin(1/2*k*L))*b*h*((1+alpha)* Av+Ao*bk"2/(b"2)+alpha* A
u)/(48+48*beta),(2*sinh(1/2*k*L)*k"3*cos(1/2*k*L)-
2*cosh(1/2*k*L)*k"3*sin(1/2*k*L))*b*h*((1+alpha)* Av+Ao*bk"2/(b"2)+alpha* A
u)/(48+48*beta)]]):

> N:=array([[-q*b/(4+4*beta)],[F/(2*Z*alpha)],[0]]):

> invM:=inverse(M):

> P:=multiply(invM,N):
>sigmaox:=unapply(sigmao(x,P[1,1],0,P[2,1],P[3,1],k),x,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,
Au,beta,F):

II1.6 Slankt tvarsnitt
I11.6.1 Utbredda antisymmetriska laster
Virden for aktuellt tvarsnitt

>b:=4.6:
> bk:=12:



>h:=1.91:

> Av:=h*0.2:

> Au:=b*0.1:

> Ao:=bk*0.1:

> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)"2)/(3*Av+Au):
> 1v:=0.2"3/12:

>10:=0.1"3/12:

> ju:=0.1"3/12:

> beta:=(3*h/iv+b/io)/(3*h/iv+b/iu):

> L:=30:

> q:=8000:
>k:=((288*(1+alpha)*(1+beta))/((b*h)"2*((1+alpha)* Av+Ao*(bk/b)"2+Au*alpha)*
(b/io+h*(2-beta)/iv)))(1/4):

Vilvspanningen och hornmomentet som funktion av x i intervallet 0<x<L/2.

> plot(sigmaox(x,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta), x=0..30):
> mox:=unapply(mo(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1].k).x):

> plot(mox(x),x=0..30):

>

I11.6.2 Antisymmetriska punktlaster
Virden for aktuellt tvérsnitt.

>b:=4.6:

> bk:=12:

>h:=1.91:

> Av:=h*0.2:

> Au:=b*0.1:

> Ao:=bk*0.1:

> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)*2)/(3*Av+Au):

> 1v:=0.2"3/12:

>10:=0.1"3/12:

> 1u:=0.1"3/12:

> beta:=(3*h/iv+b/io)/(3*h/iv+b/iu):

> 1.:=30:

> q:=0:

> F:=250000:

> Jo:=Ao0*bk"2/12:

> Z:=h*(Au+12*alpha”(-1)*Io/b"2+(1+alpha”(-1))*Av)/12:
>k:=((288*(1+alpha)*(1+beta))/((b*h)"2*((1+alpha)* Av+Ao*(bk/b)*2+Au*alpha)*
(b/io+h*(2-beta)/iv)))(1/4):

Vilvspanningen och hdrnmomentet som funktion av x i intervallet 0<x<L/2.

> plot(sigmaox(x,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta,F), x=0..15):
> mox:=unapply(mo(x,P[1,1],0,P[2,1],P[3,1].k),x):

> plot(mox(x),x=0..15):

>



II1.7 Normalt tvarsnitt
I11.7.1 Utbredda antisymmetriska laster
Virden for aktuellt tvirsnitt.

> b:=4.6:

> bk:=12:

>h:=1.91:

> Av:=h*0.4:

> Au:=b*0.18:

> Ao:=bk*0.2:

> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)"2)/(3*Av+Au):
> 1v:=0.4"3/12:

>10:=0.2"3/12:

> ju:=0.18"3/12:

> beta:=(3*h/iv+b/io)/(3*h/iv+b/iu):

> L:=30:

> q:=8000:
>k:=((288*(1+alpha)*(1+beta))/((b*h)*2*((1+alpha)* Av+Ao*(bk/b)*2+Au*alpha)*
(b/io+h*(2-beta)/iv)))(1/4):

Vilvspéanningen och hdrnmoment som funktion av x 1 intervallet 0<x<L/2.

> plot(sigmaox(x,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta), x=0..30):
> mox:=unapply(mo(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1].k),x):

> plot(mox(x),x=0..30):

>

I11.7.2 Antisymmetriska punktlaster

>b:=4.6:

> bk:=12:

>h:=1.91:

> Av:=h*0.4:

> Au:=b*0.18:

> Ao:=bk*0.2:

> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)"2)/(3*Av+Au):

> 1v:=0.4"3/12:

>10:=0.2"3/12:

> 1u:=0.18"3/12:

> beta:=(3*h/iv+b/io)/(3*h/iv+b/iu):

> 1.:=30:

> q:=0:

> F:=250000:

> Jo:=Ao*bk"2/12:

> Z:=h*(Au+12*alpha”(-1)*Io/b"2+(1+alpha”(-1))*Av)/12:
>k:=((288*(1+alpha)*(1+beta))/((b*h)"2*((1+alpha)* Av+Ao*(bk/b)*2+Au*alpha)*
(b/io+h*(2-beta)/iv))) (1/4):



Vilvspanningen och hdrnmoment som funktion av x i intervallet 0<x<L/2.

> plot(sigmaox(x,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta,F,Z), x=0..15):

> mox:=unapply(mo(x,P[1,1],0,P[2,1],P[3,1].k),x):

> plot(mox(x),x=0..15):

> sigmaomax:=simplify(sigmaox(L/2,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta,F,Z)):

111.8 Grovt tvarsnitt
I11.8.1 Utbredda antisymmetriska laster
Virden for aktuellt tvarsnitt.

> b:=4.6:

> bk:=12:

>h:=1.91:

> Av:=h*0.8:

> Au:=b*0.4:

> Ao:=bk*0.4:

> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)*2)/(3*Av+Au):
> iv:=0.8"3/12:

>10:=0.4"3/12:

> u:=0.4"3/12:

> beta:=(3*h/iv-+b/io)/(3*h/iv+b/iu):

> L:=30:

> q:=8000:
>k:=((288*(1+alpha)*(1+beta))/((b*h)"2*((1+alpha)* Av+Ao*(bk/b)"2+Au*alpha)*
(b/io+h*(2-beta)/iv)))(1/4):

Vilvspédnningen och hornmoment som funktion av x i intervallet 0<x<L/2.

> plot(sigmaox(x,b,k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta), x=0..30):
> mox:=unapply(mo(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1].k),x):

> plot(mox(x),x=0..30):

>

II1.8.2 Antisymmetriska punktlaster
Virden for aktuellt tvérsnitt.

> b:=4.6:

> bk:=12:

>h:=1091:

> Av:=h*0.8:

> Au:=b*0.4:

> Ao:=bk*0.4:

> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)"2)/(3*Av+Au):
> 1v:=0.8"3/12:

>10:=0.4"3/12:

> ju:=0.4"3/12:



> beta:=(3*h/iv+b/io)/(3*h/iv+b/iu):

> L:=30:

> q:=0:

> F:=250000:

> lo:=Ao*bk"2/12:

> Z:=h*(Au+12*alpha”(-1)*lo/b"2+(1+alpha”(-1))*Av)/12:
>k:=((288*(1+alpha)*(1+beta))/((b*h)*2*((1+alpha)* Av+Ao*(bk/b)*2+Au*alpha)*
(b/io+h*(2-beta)/iv)))™(1/4):

Vilvspanningen och hdrnmoment som funktion av x 1 intervallet 0<x<L/2.
> plot(sigmaox(x,b.k,L,q,h,Av,alpha,Ao,bk,Au,beta,F), x=0..15):

> mox:=unapply(mo(x,P[1,1],0,P[2,1],P[3,1],k),x):
> plot(mox(x),x=0..15):



IV Bilaga Deformerbart tvirsnitt med blandad vridning
IV.1 Slankt tvirsnitt
> restart;

Losning till differentialekvation

> lambda:=(k/(4*E*KwII))*(0.25):

> gammadef:=
unapply(qw/(2*k)+A*sinh(lambda*x)*cos(lambda*x)+B*cosh(lambda*x)*cos(lam
bda*x)+C*cosh(lambda*x)*sin(lambda*x)+D*sinh(lambda*x)*sin(lambda*x),x,A,
B,C,D):

> gprim:=unapply(diff(gammadef(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D):

> gbis:=simplify(unapply(diff(gprim(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):

> gtris:=simplify(unapply(diff(gbis(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):

> gfyr:=simplify(unapply(diff(gtris(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):

Kontroll av ansats

> Test:=gfyr(x,A,B,C,D)+k/(E¥*Kwll)*gammadef(x,A,B,C,D):
> simplify(Test)

Randpvillkor: x=0, x=L, gamma=0, gammabis=0:

> gammadef(0,A,B,C,D):

> gammadef(L,A,B,C,D):

> gbis(0,A,B,C,D):

> gbis(L,A,B,C,D):

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

>
M:=array([[0,1,0,0],[sinh(.7071067812*(k/(E*KwII))".25*L)*cos(.7071067812*(k/
(E*KwlII))*.25*L),cosh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*cos(.7071067812*(k/(E
*Kwll))*.25%L),cosh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*sin(.7071067812*(k/(E*
KwlII))*.25*L),sinh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*sin(.7071067812*(k/(E*K
wll))*.25*1L)],[0,0,0,(k/(E*KwII))*.501,[-
1.000000000*cosh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*(k/(E*KwII))".50*sin(.7071
067812*(k/(E*KwII))*.25*L),-
1.000000000*sinh(.7071067812*(k/(E*KwII))"*.25*L)*(k/(E*KwII))*.50*sin(.7071
067812*(k/(E*KwII))*.25*L),1.000000000*sinh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L
)*(k/(E*KwII))*.50*cos(.70710678 12*(k/(E*KwII))*.25*L),1.000000000*cosh(.70
71067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*(k/(E*KwII))*.50*cos(.7071067812* (k/(E*KwII))
A25%D)])):

> N:=array([[-1/2*qw/k],[-1/2*qw/k],[0],[0]]):

> invM:=inverse(M):

> P:=simplify(multiply(invM,N)):

> gammax:=unapply(gammadef(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):

> gammabisx:=unapply(gbis(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),X):



Tvirsnittskonstanter, materialkonstanter, deformerbart tvarsnitt

> E:=30e9:

> L:=30:

> qw:=4.6*8e3:
> b:=4.6:

> bk:=12:
>h:=1.91:

> tjo:=0.1:

> tjv:=0.2:

> tju:=0.1:

> Av:=h*tjv:

> Au:=b*tju:

> Ao:=bk*tjo:
> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)"*2)/(3*Av+Au):

Sektoriell koordinat och vélvtroghetsmoment

> omegalll:=-h*b/(4*(alpha+1)):

> omegall2:=-alpha*omegalll:

> omegall3:=6*omegalll/2.3:

> Kwll:=2*(tjo*int((omegall3/6*x)"2,x=0..6)+tjv*int(((-
omegalll+omegall2)/h*x+omegalll)"2,x=0..h)+tju*int((-
omegall2/2.3*x+omegall2)"2,x=0..2.3)):

Transversell fjdderstyvhet, k

> ivi=tjv*3/12:

> 10:=tjo"3/12:

> ju:=tju"3/12:

> n:=1+(2*b/h+3*(10+iu)/iv)/((1o+iu)/iv+6*h*io*iu/(b*iv"2)):
> k:=24*E*iv/(n*h):

> axsp:=unapply(-E*omegall1*gammabisx(x),x):

> sigmaoodef:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w1,x):

> filx:=unapply(rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*Ih))*cosh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))*x)/(G*Kv)+(-
cosh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L)*rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*Ih))/(G*Kv*sinh(sqrt(G*Kv/(tho*E*Kw))*L))+rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*1h))/(G*Kv*sinh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L)))*sinh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))
*x)+1/2*¥L*q*x/(G*Kv)-rtho*E*Kw*(q/(G*Kv)-q/(G*1h))/(G*Kv)-
1/2*q*x"2/(G*Kv),x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
>rho :=2.318679668:

> Kv :=2.779254582:

> q:=36800:

>Kw :=1.847532576:

> G:=0.4*30*10"9:



> Th:=4.886858612:
>wl :=-1.630621326:
>w2:=1.251914227:
>w3:=1.598266444:

>

> plot(axsp(x)+sigmaoodef(x),x=0..30):

> gammabisx:=unapply(gbis(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):
> axsp(15):

> axsp(15)+sigmaoodef(15):

> sigmaoodef(15):

Fjardedelspunkter

> axsp(7.5):

> axsp(7.5)+sigmaoodef(7.5):

> sigmaoodef(7.5):

> sigmaoodef(x):

> axsp3:=unapply(-E*omegall3*gammabisx(x),x):

> sigmaoodef3:=unapply(-rho*E*(fi1xbis(x)+q/(G*Ih))*w3,x):
> axsp3(15)+sigmaoodef3(15):

> axsp3(7.5)+sigmaoodef3(7.5):

> axsp3(15):

> axsp3(7.5):

> axsp2:=unapply(-E*omegall2*gammabisx(x),x):

> sigmaoodef2:=unapply(-rho*E*(fi1xbis(x)+q/(G*Ih))*w2,x):
> axsp2(15)+sigmaoodef2(15):

> axsp2(7.5)+sigmaoodef2(7.5):

> axsp2(15):

> axsp2(7.5):

IV.2 Normalt tvarsnitt

> restart;
>

Losning till differentialekvation

> lambdanorm:=(knorm/(4*E*KwIInorm))"*(0.25):

> gammanorm:=
unapply(qw/(2*knorm)+A*sinh(lambdanorm*x)*cos(lambdanorm*x)+B*cosh(lamb
danorm*x)*cos(lambdanorm*x)+C*cosh(lambdanorm*x)*sin(lambdanorm*x)+D*s
inh(lambdanorm*x)*sin(lambdanorm*x),x,A,B,C,D):

> gprim:=unapply(diff(gammanorm(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D):

> gbis:=simplify(unapply(diff(gprim(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):
>

> gtris:=simplify(unapply(diff(gbis(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):
> gfyr:=simplify(unapply(diff(gtris(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):
Kontroll av ansats



> Test:=gfyr(x,A,B,C,D)+knorm/(E*KwlInorm)*gammanorm(x,A,B,C,D):
> simplify(Test):
Randpvillkor: x=0, x=L, gamma=0, gammabis=0:

> gammanorm(0,A,B,C,D):

> gammanorm(L,A,B,C,D):

> gbis(0,A,B,C,D):

> gbis(L,A,B,C,D):

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

>
M:=array([[0,1,0,0],[sinh(.7071067812*(knorm/(E*KwIInorm))*.25*L)*cos(.70710
67812*(knorm/(E*KwlInorm))*.25*L),cosh(.7071067812* (knorm/(E*KwIInorm))*
25*L)*cos(.7071067812*(knorm/(E*KwIInorm))*.25*L),cosh(.7071067812*(knor
m/(E*KwlInorm))*.25*L)*sin(.7071067812* (knorm/(E*KwIInorm))*.25*L),sinh(.7
071067812*(knorm/(E*KwlIInorm))*.25*L)*sin(.7071067812*(knorm/(E*KwIInor
m))*.25*%L)],[0,0,0,(knorm/(E*KwIInorm))*.50],[ -
1.000000000*cosh(.7071067812*(knorm/(E*KwIInorm))*.25*L)*(knorm/(E*KwlII
norm))”.50*sin(.7071067812*(knorm/(E*KwlInorm))*.25*L),-
1.000000000*sinh(.7071067812* (knorm/(E*KwIInorm))”*.25*L)*(knorm/(E*KwIIn
orm))"*.50*sin(.7071067812* (knorm/(E*KwlInorm))*.25*L),1.000000000*sinh(.70
71067812*(knorm/(E*KwlInorm))*.25*L)*(knorm/(E*KwIInorm))*.50*cos(.70710
67812*(knorm/(E*KwlIInorm))*.25*L),1.000000000*cosh(.7071067812* (knorm/(E
*Kwllnorm))".25*L)*(knorm/(E*KwlInorm))*.50*cos(.7071067812*(knorm/(E*K
wllnorm))*.25*L)]]):

> N:=array([[-1/2*qw/knorm],[-1/2*qw/knorm],[0],[0]]):

> invM:=inverse(M):

> P:=simplify(multiply(invM,N)):

> gammaxnorm:=unapply(gammanorm(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):

> gammabisxnorm:=unapply(gbis(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):
Tvrsnittskonstanter, materialkonstanter, deformerbart tvrsnitt

> E:=30e9:

> L:=30:

> qw:=4.6*8e3:

> b:=4.6:

> bk:=12:

>h:=1.91:

> tjonorm:=0.2:

> tjvnorm:=0.4:

> tjunorm:=0.18:

> Avnorm:=h*tjvnorm:

> Aunorm:=b*tjunorm:

> Aonorm:=bk*tjonorm:

> alphanorm:=(3* Avnorm+Aonorm*(bk/b)"*2)/(3* Avnorm+Aunorm):
Sektoriell koordinat och vlvtroghetsmoment

> omegallnorm1:=-h*b/(4*(alphanorm+1)):
> omegallnorm2:=-alphanorm*omegallnorm1:



> omegallnorm3:=6*omegallnorm1/2.3:

> Kwllnorm:=2*(tjonorm*int((omegallnorm3/6*x)"2,x=0..6)+tjvnorm*int(((-
omegallnorm1+omegallnorm2)/h*x+omegallnorm1)"2,x=0..h)+tjunorm*int((-
omegallnorm?2/2.3*x+omegallnorm2)"2,x=0..2.3)):

Transversell fjderstyvhet, k

> jvnorm:=tjvnorm”3/12:

> ionorm:=tjonorm”3/12:

> junorm:=tjunorm”3/12:

>
nnorm:=1+(2*b/h+3*(ionorm+iunorm)/ivnorm)/((ionorm+iunorm)/ivnorm+6*h*ion
orm*iunorm/(b*ivnorm”2)):

> knorm:=24*E*ivnorm/(nnorm*h):

> axspnorm:=unapply(-E*omegallnorm1*gammabisxnorm(x),x):

> sigmaoodefnorm:=unapply(-rtho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w1,x):

> filx:=unapply(rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*Ih))*cosh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*x)/(G*Kv)+(-
cosh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))*L)*rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*1h))/(G*Kv*sinh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L))+rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*Ih))/(G*Kv*sinh(sqrt(G*Kv/(tho*E*Kw))*L)))*sinh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))
*x)+1/2*L*q*x/(G*Kv)-rtho*E*Kw*(q/(G*Kv)-q/(G*Ih))/(G*Kv)-
1/2*q*x"2/(G*Kv),x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):
> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
> rho :=2.182388901:

> Kv :=5.314038924:

> q:=36800:

> Kw :=4.897244960:

> G:=0.4*30*10"9:

> [h:=9.808363015:

>wl :=-2.037100095:
>w2:=1.368133711:
>w3:=1.470765463:

>
> plot(axspnorm(x)+sigmaoodefnorm(x),x=0..30):
> axspnorm(15):

> axspnorm(15)+sigmaoodefnorm(15):

> sigmaoodefnorm(15):

Fjardedelspunkter

> axspnorm(7.5):

> axspnorm(7.5)+sigmaoodefnorm(7.5):

> sigmaoodefnorm(7.5):

> sigmaoodefnorm(x):

> axsp3:=unapply(-E*omegallnorm3*gammabisxnorm(x),x):

> sigmaoodef3:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*1h))*w3,x):
> axsp3(15)+sigmaoodef3(15):



> axsp3(15):

> axsp3(7.5):

> axsp2:=unapply(-E*omegallnorm2*gammabisxnorm(x),x):

> sigmaoodef2:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*1h))*w2,x):
> axsp2(15)+sigmaoodef2(15):

> axsp2(15):

> axsp2(7.5):

IV.3 Grovt tvirsnitt

> restart;
>

Losning till differentialekvation

> lambda:=(k/(4*E*KwII))"(0.25):

> gammadef:=
unapply(qw/(2*k)+A*sinh(lambda*x)*cos(lambda*x)+B*cosh(lambda*x)*cos(lam
bda*x)+C*cosh(lambda*x)*sin(lambda*x)+D*sinh(lambda*x)*sin(lambda*x),x,A,
B,C,D):

> gprim:=unapply(diff(gammadef(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D):

> gbis:=simplify(unapply(diff(gprim(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):

> gtris:=simplify(unapply(diff(gbis(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):

> gfyr:=simplify(unapply(diff(gtris(x,A,B,C,D),x),x,A,B,C,D)):

Kontroll av ansats

> Test:=gfyr(x,A,B,C,D)+k/(E*KwlIIl)*gammadef(x,A,B,C,D):
> simplify(Test):
Randpvillkor: x=0, x=L, gamma=0, gammabis=0:

> gammadef(0,A,B,C,D):

> gammadef(L,A,B,C,D):

> gbis(0,A,B,C,D):

> gbis(L,A,B,C,D):

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected

>
M:=array([[0,1,0,0],[sinh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*cos(.70710678 12*(k/
(E*KwII))*.25%L),cosh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*cos(.7071067812*(k/(E
*Kwll))*.25*L),cosh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*sin(.7071067812*(k/(E*
KwI))*.25%L),sinh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*sin(.7071067812*(k/(E*K
wil))*.25*L1)],[0,0,0,(k/(E*KwIT))*.50],[-
1.000000000*cosh(.7071067812*(k/(E*KwII))*.25*L)*(k/(E*KwII))*.50%sin(.7071
067812*(k/(E*KwII))*.25*L),-

1.000000000*sinh(.70710678 12*(k/(E*KwII))*.25*L)*(k/(E*KwII))*.50*sin(.7071
067812*(k/(E*KwII))*.25*L),1.000000000*sinh(.70710678 12*(k/(E*KwII))*.25*L
Y (k/(E*KwII))*.50%cos(.70710678 12*(k/(E*KwII))*.25%L),1.000000000*cosh(.70
710678 12*(k/(E*KwID))*.25*L)* (k/(E*KwID))*.50%cos(.7071067812*(k/(E*KwII))
A 25*L)]]):



> N:=array([[-1/2*qw/k],[-1/2*qw/k],[0],[0]]):

> invM:=inverse(M):

> P:=simplify(multiply(invM,N)):

> gammax:=unapply(gammadef(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):
> gammabisx:=unapply(gbis(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):

Tvrsnittskonstanter, materialkonstanter, deformerbart tvrsnitt

> E:=30e9:

> L:=30:

> qw:=4.6*8e3:
> b:=4.6:

> bk:=12:
>h:=1.91:

> tj0:=0.4:

> tjv:=0.8:

> tju:=0.4:

> Av:=h*tjv:

> Au:=b*tju:

> Ao:=bk*tjo:
> alpha:=(3* Av+Ao*(bk/b)"2)/(3*Av+Au):

Sektoriell koordinat och vlvtroghetsmoment

> omegalll:=-h*b/(4*(alpha+1)):

> omegall2:=-alpha*omegalll:

> omegall3:=6*omegalll/2.3:

> Kwll:=2*(tjo*int((omegall3/6*x)"2,x=0..6)+tjv*int(((-
omegalll+omegall2)/h*x+omegalll)"2,x=0..h)+tju*int((-
omegall2/2.3*x+omegall2)"2,x=0..2.3)):

Transversell fjderstyvhet, k

> ivi=tjv*3/12:

> 10:=tjo"3/12:

> ju:=tju~3/12:

> n:=1+(2*b/h+3*(i0+iu)/iv)/((io+iu)/iv+6*h*io*iu/(b*iv"2)):
> k:=24*E*iv/(n*h):

> axsp:=unapply(-E*omegall1*gammabisx(x),x):

> sigmaoodef:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*Ih))*w1,x):
> filx:=unapply(rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*1h))*cosh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))*x)/(G*Kv)+(-
cosh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))*L)*rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-

q/(G*1h))/(G*Kv*sinh(sqrt(G*Kv/(rtho*E*Kw))*L))+rho*E*Kw*(q/(G*Kv)-
q/(G*Ih))/(G*Kv*sinh(sqrt(G*Kv/(tho*E*Kw))*L)))*sinh(sqrt(G*Kv/(rho*E*Kw))
*x)+1/2*L*q*x/(G*Kv)-rtho*E*Kw*(q/(G*Kv)-q/(G*1h))/(G*Kv)-

1/2*q*x"2/(G*Kv),x):

> filxprim:=unapply(diff(filx(x),x),x):

> filxbis:=unapply(diff(filxprim(x),x),x):
>rho :=2.318679667:



>Kv :=11.11701832:

> q:=36800:

>Kw :=7.390130304:

> G:=0.4*30%10"9:

> Th:=19.54743444:

>wl :=-1.630621325:
>w2:=1.251914229:

> w3:=1.598266442:

> plot(axsp(x)+sigmaoodef(x),x=0..30):
Reduktion av vridstyvhet

> gammabisx:=unapply(gbis(x,P[1,1],P[2,1],P[3,1],P[4,1]),x):
> axsp(15):

> axsp(15)+sigmaoodef(15):

> sigmaoodef(15):

Fjardedelspunkter

> axsp(7.5):

> axsp(7.5)+sigmaoodef(7.5):

> sigmaoodef(7.5):

> sigmaoodef(x):

> axsp3:=unapply(-E*omegall3*gammabisx(x),x):

> sigmaoodef3:=unapply(-rho*E*(fi1xbis(x)+q/(G*Ih))*w3,x):
> axsp3(15)+sigmaoodef3(15):

> axsp3(15):

> axsp3(7.5):

> axsp2:=unapply(-E*omegall2*gammabisx(x),x):

> sigmaoodef2:=unapply(-rho*E*(filxbis(x)+q/(G*1h))*w2,x):
> axsp2(15)+sigmaoodef2(15):

> axsp2(15):

> axsp2(7.5):



V Bilaga Enkel tvidimensionell FE-modell
V.1 Slankt tvarsnitt, utbredd last

clear all;
%Slankt tvérsnitt utbreddlast
Y%tvirsnittets geometri
tjonrm=0.2;%farbanans tjocklek
tjvnrm=0.4;%vertikalviggens tjocklek
tjunrm=0.18;%underplattans tjocklek
bk=12;%farbanans bredd
b=4.6;%cc-avstand mellan vertikalviggar
h=1.91;%cc-avstdnd mellan underplatta och farbana
%Tvérsnittskonstanter
Clnrm=2*(jonrm”3+tjunrm”3+b*tjvnrm”3/(2*h))+3*h/b*(tjonrm*tjunrm/tjvnrm)
A3)/(tjonrm”3+tjunrm”3+6*h/b*(tjonrm*tjunrm/tjvnrm)”3);
C2nrm=(1/3*(1+tjunrm/tjonrm*(b/bk)"3)+2*h/b*tjvnrm/tjonrm*(b/bk)"3)/(1/3*b/h
*tjunrm/tjvnrm+2/3*(1+tjunrm/tjonrm*(b/bk)"3)+h/b*tjvnrm/tjonrm*(b/bk)"3);
%material
E=30¢e9;
kekvnrm=4*E*tjvnrm”3/(C Inrm*h*b"2);%baddmodul
Inrm=tjvnrm*h”3/12;%troghetsmoment for vertikalvigg
%koordinater
ex=[00.1];
ey=[0 0J;
%topologi
Edof=[[1:1:300]' [1:3:898]' [2:3:899]' [3:3:900]' [4:3:901]' [5:3:902]' [6:3:903]'];
%belstning
q=8e3;
equtb=[0 -q/2];
%elementstyvhetsmatris
epnrm=[E/C2nrm 1 Inrm 0 kekvnrm];
[Kenrmutb,fenrmutb]=beam2w(ex,ey,epnrm,equtb);
%assemblering
Knrmutb=zeros(903);
fnrmutb=zeros(903,1);
for i=1:300
[Knrmutb, fnrmutb]=assem(Edof(i,:), Knrmutb,Kenrmutb, fnrmutb,fenrmutb);
end
%randvilkor
be=[10
20
902 07;
%I6sning av ekvationssystem
[wvnrmutb,Qnrmutb]=solveq(Knrmutb,fnrmutb,bc);
Y%snittkrafter
esnrmutb=zeros(300,2);
for i=1:300
ed=extract(Edof(i,:),wvnrmutb);
es=beam2ws(ex,ey,epnrm,ed,equtb);



esnrmutb(i,:)=[es(1,2) es(1,3)];
if i==300
esnrmutb(i+1,:)=[es(2,2) es(2,3)];

end
end
%neutrallagrets liage
anrm=h*(1+3*h*tjvnrm/(b*tjunrm))/(1-+tjonrm/tjunrm*(bk/b)*3+6*h*tjvnrm/(b*tju
nrm));
x=[0:0.1:30];
subplot(4,1,1);
Wvnrmutb=wvnrmutb(2:3:902);
plot(x, Wvnrmutb);
title('Nedbdjning');
xlabel('x");
ylabel('wv");
subplot(4,1,2);
Skfnrmutb=esnrmutb(:,1)./h;
plot(x,Skfnrmutb);
title('Skjuvflode pga tvétsnittsdeformation');
xlabel('x");
ylabel('skjuvflode');
subplot(4,1,3);
Axspnrmutb=C2nrm*anrm.*esnrmutb(:,2)./Inrm;
plot(x,Axspnrmutb);
title('Sigma0');
xlabel('x");
ylabel('sigmao');
%hornmoment ovankant
rgqnrmutb=wvnrmutb(2:3:902).*(4*E*(tjvnrm)"3*(b"2-+h"2)*0.5/(C1nrm*h"2*b"2))

monrmutb=rqnrmutb.*(b*h/(2*(b"2+h"2)*0.5)*(1+3*h/b*(tjunrm/tjvnrm)"3)/(1+(t]
unrm/tjonrm)”3+6*h/b*(tjunrm/tjvnrm)"3));

subplot(4,1,4);

plot(x,monrmutb);

title("Héornmoment, mo');

xlabel('x");

ylabel('mo');

save blknrmutb Wvnrmutb Skfnrmutb Axspnrmutb monrmutb

V.2 Normalt tvarsnitt, utbredd last

clear all;

%Slankt tvarsnitt utbreddlast

Y%tvirsnittets geometri

tjonrm=0.2;%farbanans tjocklek
tjvnrm=0.4;%vertikalviggens tjocklek
tjunrm=0.18;%underplattans tjocklek
bk=12;%farbanans bredd

b=4.6;%cc-avstdnd mellan vertikalviggar
h=1.91;%cc-avstdnd mellan underplatta och farbana



%Tvérsnittskonstanter
Clnrm=2*(jonrm”3+tjunrm”3+b*tjvnrm”3/(2*h))+3*h/b*(tjonrm*tjunrm/tjvnrm)
A3)/(tjonrm”3+tjunrm” 3+6*h/b*(tjonrm*tjunrm/tjvnrm)”3);
C2nrm=(1/3*(1+tjunrm/tjonrm*(b/bk)"3)+2*h/b*tjvnrm/tjonrm*(b/bk)"3)/(1/3*b/h
*tjunrm/tjvnrm+2/3*(1+tjunrm/tjonrm*(b/bk)"3)+h/b*tjvnrm/tjonrm*(b/bk)"3);
%material
E=30¢e9;
kekvnrm=4*E*tjvnrm”3/(C Inrm*h*b"2);%baddmodul
Inrm=tjvnrm*h”3/12;%troghetsmoment for vertikalvigg
%koordinater
ex=[00.1];
ey=[0 0J;
%topologi
Edof=[[1:1:300]' [1:3:898]' [2:3:899]' [3:3:900]' [4:3:901]' [5:3:902]' [6:3:903]'];
%belstning
q=8e3;
equtb=[0 -q/2];
%elementstyvhetsmatris
epnrm=[E/C2nrm 1 Inrm 0 kekvnrm];
[Kenrmutb,fenrmutb]=beam2w(ex,ey,epnrm,equtb);
%assemblering
Knrmutb=zeros(903);
fnrmutb=zeros(903,1);
for i=1:300

[Knrmutb, fnrmutb]=assem(Edof(i,:), Knrmutb,Kenrmutb, fnrmutb,fenrmutb);
end
%randvilkor
be=[10

20

902 07;
%I6sning av ekvationssystem
[wvnrmutb,Qnrmutb]=solveq(Knrmutb,fnrmutb,bc);
Y%snittkrafter
esnrmutb=zeros(300,2);
for i=1:300

ed=extract(Edof(i,:),wvnrmutb);

es=beam2ws(ex,ey,epnrm,ed,equtb);

esnrmutb(i,:)=[es(1,2) es(1,3)];

if i==300

esnrmutb(i+1,:)=[es(2,2) es(2,3)];

end
end
%neutrallagrets liage
anrm=h*(1+3*h*tjvnrm/(b*tjunrm))/(1+tjonrm/tjunrm*(bk/b)*3+6*h*tjvnrm/(b*tju
nrmy));
x=[0:0.1:30];
subplot(4,1,1);
Wvnrmutb=wvnrmutb(2:3:902);
plot(x, Wvnrmutb);
title('Nedbdjning');



xlabel('x");

ylabel('wv");

subplot(4,1,2);

Skfnrmutb=esnrmutb(:,1)./h;

plot(x,Skfnrmutb);

title('Skjuvflode pga tvitsnittsdeformation');
xlabel('x");

ylabel('skjuvflode');

subplot(4,1,3);
Axspnrmutb=C2nrm*anrm.*esnrmutb(:,2)./Inrm;
plot(x,Axspnrmutb);

title('Sigma0');

xlabel('x");

ylabel('sigmao');

%hdérnmoment ovankant
rgqnrmutb=wvnrmutb(2:3:902).*(4*E*(tjvnrm)"3*(b*2-+h"2)*0.5/(C1nrm*h"2*b"2))

monrmutb=rqnrmutb.*(b*h/(2*(b*2-+h"2)*0.5)*(1+3*h/b*(tjunrm/tjvnrm)"3)/(1+(t]
unrm/tjonrm)”*3+6*h/b*(tjunrm/tjvnrm)”3));

subplot(4,1,4);

plot(x,monrmutb);

title("Hérnmoment, mo');

xlabel('x");

ylabel('mo');

save blknrmutb Wvnrmutb Skfnrmutb Axspnrmutb monrmutb

V.3 Grovt tvarsnitt, utbredd last

clear all;

%Slankt tvérsnitt utbreddlast

Y%tvérsnittets geometri

tjogrv=0.4;%farbanans tjocklek

tjvgrv=0.8;%vertikalviggens tjocklek

tjugrv=0.4;%underplattans tjocklek

bk=12;%farbanans bredd

b=4.6;%cc-avstand mellan vertikalvdggar

h=1.91;%cc-avstand mellan underplatta och farbana
%Tvirsnittskonstanter
Clgrv=2*(tjogrv"3+tjugrv"3+b*tjvgrv"3/(2*h))+3*h/b*(tjogrv*tjugrv/tjvgrv)"3)/(t
jogrv3+tjugrv*3+6*h/b*(tjogrv*tjugrv/tjvgrv)*3);
C2grv=(1/3*(1+tjugrv/tjogrv*(b/bk)"3)+2*h/b*tjvgrv/tjogrv*(b/bk)"3)/(1/3*b/h*tju
grv/tjvgrv+2/3*(1+tjugrv/tjogrv*(b/bk)"3)+h/b*tjvgrv/tjogrv*(b/bk)"3);
%material

E=30¢9;

kekvgrv=4*E*tjvgrv*3/(C1grv*h*b"2);%biddmodul
Igrv=tjvgrv*h”3/12;%troghetsmoment for vertikalvigg

%koordinater

ex=[00.1];

ey=[0 0];

%topologi



Edof=[[1:1:300]" [1:3:898]' [2:3:899]' [3:3:900]' [4:3:901]' [5:3:902]' [6:3:903]'];
%belstning
q=8e3;
equtb=[0 -q/2];
%elementstyvhetsmatris
epgrv=[E/C2grv 1 Igrv 0 kekvgrv];
[Kegrvutb,fegrvutb]=beam2w(ex,ey,epgrv,equtb);
%assemblering
Kgrvutb=zeros(903);
fgrvutb=zeros(903,1);
for i=1:300
[Kgrvutb,fgrvutb]=assem(Edof(i,:),Kgrvutb,Kegrvutb,fgrvutb,fegrvutb);
end
%randvilkor
be=[10
20
902 0];
%I6sning av ekvationssystem
[wvgrvutb,Qgrvutb]=solveq(Kgrvutb,fgrvutb,bc);
Y%snittkrafter
esgrvutb=zeros(300,2);
for i=1:300
ed=extract(Edof(i,:),wvgrvutb);
es=beam2ws(ex,ey,epgrv,ed,equtb);
esgrvutb(i,:)=[es(1,2) es(1,3)];
if i==300
esgrvutb(i+1,:)=[es(2,2) es(2,3)];
end
end
%neutrallagrets ldge
agrv=h*(1+3*h*tjvgrv/(b*tjugrv))/(1+tjogrv/tjugrv*(bk/b)"3+6*h*tjvgrv/(b*tjugrv)
);
x=[0:0.1:30];
subplot(4,1,1);
Wvgrvutb=wvgrvutb(2:3:902);
plot(x,Wvgrvutb);
title('Nedbdjning');
xlabel('x");
ylabel('wv");
subplot(4,1,2);
Skfgrvutb=esgrvutb(:,1)./h;
plot(x,Skfgrvutb);
title('Skjuvflode pga tvitsnittsdeformation');
xlabel('x");
ylabel('skjuvflode');
subplot(4,1,3);
Axspgrvutb=C2grv*agrv.*esgrvutb(:,2)./1grv;
plot(x,Axspgrvutb);
title('Sigma0');
xlabel('x");



ylabel('sigmao');

%hoérnmoment ovankant
rqgrvutb=wvgrvutb(2:3:902).*(4*E*(tjvgrv)"3*(b"2+h"2)"0.5/(C1grv*h"2*b"2));
mogrvutb=rqgrvutb.*(b*h/(2*(b"2+h"2)"0.5)*(1+3*h/b*(tjugrv/tjvgrv)"3)/(1+(tjugr
v/tjogrv)*3+6*h/b*(tjugrv/tjvgrv)*3));

subplot(4,1,4);

plot(x,mogrvutb);

title("Hornmoment, mo');

xlabel('x");

ylabel('mo');

save blkgrvutb Wvgrvutb Skfgrvutb Axspgrvutb mogrvutb

V.4 Slankt tvérsnitt, punktlast

clear all;
%Slankt tvdrsnitt punktlast vi L/2
%tvirsnittets geometri
tjoslnk=0.1;%farbanans tjocklek
tjvslnk=0.2;%vertikalviggens tjocklek
tjuslnk=0.1;%underplattans tjocklek
bk=12;%farbanans bredd
b=4.6;%cc-avstand mellan vertikalvdggar
hslnk=1.91;%cc-avstand mellan underplatta och farbana
%Tvérsnittskonstanter
Clslnk=(2*(tjosInk"3+tjuslnk”3+b*tjvsink”*3/(2*hslnk))+3 *hslnk/b*(tjosInk*tjusink
/tjvslnk)”*3)/(tjoslnk”3+tjusink”3+6*hsInk/b*(tjoslnk*tjusink/tjvsink)"3);
C2slnk=(1/3*(1+tjuslnk/tjoslnk*(b/bk)"3)+2*hslnk/b*tjvsink/tjosInk*(b/bk)"3)/(1/3
*b/hsInk*tjuslnk/tjvsink+2/3*(1+tjuslnk/tjoslnk*(b/bk)"3)+hsInk/b*tjvsink/tjosInk™*(
b/bk)"3);
%material
E=30¢e9;
kekvslnk=4*E*tjvsInk"3/(C1slnk*hslnk*b"2);%bidddmodul
Islnk=tjvslnk*hslnk”3/12;%troghetsmoment for vertikalvigg
%koordinater
ex=[00.1];
ey=[0 0];
%topologi
Edof=[[1:1:300]' [1:3:898]' [2:3:899]' [3:3:900]' [4:3:901]' [5:3:902]' [6:3:903]'];
%belstning
Q=250e3;
%elementstyvhetsmatris
epslnk=[E/C2slInk 1 Islnk 0 kekvslnk];
Keslnkpkt=beam2w(ex,ey,epsink);
%pbelastning
fslnkpkt=zeros(903,1);
fsinkpkt(452)=-250e3/2;
%assemblering
Kslnkpkt=zeros(903);
for i=1:300
Kslnkpkt=assem(Edof{i,:),KsInkpkt,Keslnkpkt);



end
%randvilkor
be=[10
20
902 07;
%I6sning av ekvationssystem
[wvslnkpkt,QsInkpkt]=solveq(KsInkpkt,fsinkpkt,bc);
Y%snittkrafter
esslnkpkt=zeros(300,2);
for i=1:300
ed=extract(Edof(i,:),wvslnkpkt);
es=beam2ws(ex,ey,epsink,ed);
esslnkpkt(i,:)=[es(1,2) es(1,3)];
if i==300
esslnkpkt(i+1,:)=[es(2,2) es(2,3)];
end
end
%neutrallagrets liage
aslnk=hslnk*(1+3*hslnk*tjvsink/(b*tjuslnk))/(1+tjoslnk/tjusink*(bk/b)"*3+6*hslnk*t
jvslnk/(b*tjusink));
x=[0:0.1:30];
subplot(4,1,1);
Wvslnkpkt=wvslnkpkt(2:3:902);
plot(x,Wvslnkpkt);
title('Nedbdjning');
xlabel('x");
ylabel('w_Vv');
subplot(4,1,2);
Skfslnkpkt=esslnkpkt(:,1)./hslnk;
plot(x,Skfslnkpkt);
title('Skjuvflode pga tvitsnittsdeformation');
xlabel('x");
ylabel('skjuvflode');
subplot(4,1,3);
Axspslnkpkt=C2slnk*aslnk.*esslnkpkt(:,2)./Islnk;
plot(x,Axspsinkpkt);
title("\sigma_o0'");
xlabel('x");
ylabel('sigmao');
%hornmoment ovankant
rgslnkpkt=wvslnkpkt(2:3:902).*(4*E*(tjvslnk)"3*(b"2+hslnk*2)"0.5/(C1slnk*hslnk
"2%b"2));
moslnkpkt=rqgslnkpkt.*(b*hslnk/(2*(b"2+hslnk”"2)"0.5)*(1+3*hslnk/b*(tjuslnk/tjvsl
nk)"3)/(1+(tjuslnk/tjoslnk)"3+6*hslnk/b*(tjuslnk/tjvsink)"3));
subplot(4,1,4);
plot(x,moslnkpkt);
title("Héornmoment, mo');
xlabel('x");
ylabel('mo');
save blkslnkpkt Wvslnkpkt Skfslnkpkt Axspsinkpkt moslnkpkt



V.5 Normalt tvirsnitt, punktlast

clear all;
%Slankt tvérsnitt utbreddlast
%tvirsnittets geometri
tjonrm=0.2;%farbanans tjocklek
tjivnrm=0.4;%vertikalviggens tjocklek
tjunrm=0.18;%underplattans tjocklek
bk=12;%farbanans bredd
b=4.6;%cc-avstdnd mellan vertikalviggar
h=1.91;%cc-avstand mellan underplatta och farbana
%Tvarsnittskonstanter
Clnrm=2*(tjonrm”3+tjunrm”3+b*tjvnrm”3/(2*h))+3*h/b*(tjonrm*tjunrm/tjvnrm)
A3)/(tjonrm”3+tjunrm”3+6*h/b*(tjonrm*tjunrm/tjvnrm)*3);
C2nrm=(1/3*(1+tjunrm/tjonrm*(b/bk)"3)+2*h/b*tjvnrm/tjonrm*(b/bk)"3)/(1/3*b/h
*tjunrm/tjvnrm+2/3*(1+tjunrm/tjonrm*(b/bk)"3)+h/b*tjvnrm/tjonrm*(b/bk)"3);
%material
E=30¢9;
kekvnrm=4*E*tjvnrm”3/(Clnrm*h*b"2);%bdddmodul
Inrm=tjvnrm*h”3/12;%troghetsmoment for vertikalvigg
%koordinater
ex=[00.1];
ey=[0 0];
%topologi
Edof=[[1:1:300]' [1:3:898]' [2:3:899]' [3:3:900]' [4:3:901]' [5:3:902]' [6:3:903]'];
%pbelstning
Q=250e3;
fnrmpkt=zeros(903,1);
fnrmpkt(452)=-Q/2;
%elementstyvhetsmatris
epnrm=[E/C2nrm 1 Inrm 0 kekvnrm];
Kenrmpkt=beam2w(ex,ey,epnrm);
%assemblering
Knrmpkt=zeros(903);
for i=1:300
Knrmpkt=assem(Edof(i,:),Knrmpkt,Kenrmpkt);
end
%randvilkor
be=[10
20
902 07;
%]I0dsning av ekvationssystem
[wvnrmpkt,Qnrmpkt]=solveq(Knrmpkt,fnrmpkt,bc);
Y%snittkrafter
esnrmpkt=zeros(300,2);
for i=1:300
ed=extract(Edof(i,:),wvnrmpkt);
es=beam2ws(ex,ey,epnrm,ed);
esnrmpkt(i,:)=[es(1,2) es(1,3)];
if i==300



esnrmpkt(i+1,:)=[es(2,2) es(2,3)];

end
end
%neutrallagrets liage
anrm=h*(1+3*h*tjvnrm/(b*tjunrm))/(1-+tjonrm/tjunrm*(bk/b)*3+6*h*tjvnrm/(b*tju
nrm));
x=[0:0.1:30];
subplot(4,1,1);
Wvnrmpkt=wvnrmpkt(2:3:902);
plot(x, Wvnrmpkt);
title('Nedbdjning');
xlabel('x");
ylabel('wv");
subplot(4,1,2);
Skfnrmpkt=esnrmpkt(:,1)./h;
plot(x,Skfnrmpkt);
title('Skjuvflode pga tvitsnittsdeformation');
xlabel('x");
ylabel('skjuvflode');
subplot(4,1,3);
Axspnrmpkt=C2nrm*anrm.*esnrmpkt(:,2)./Inrm;
plot(x,Axspnrmpkt);
title('Sigma0');
xlabel('x");
ylabel('sigmao');
%hornmoment ovankant
rgqnrmpkt=wvnrmpkt(2:3:902).*(4*E*(tjvnrm)"3*(b"2-+h"2)*0.5/(C1nrm*h"2*b"2))

monrmpkt=rqnrmpkt.*(b*h/(2*(b"2+h"2)*0.5)*(1+3*h/b*(tjunrm/tjvnrm)"3)/(1+(t]
unrm/tjonrm)”"3+6*h/b*(tjunrm/tjvnrm)"3));

subplot(4,1,4);

plot(x,monrmpkt);

title("Héornmoment, mo');

xlabel('x");

ylabel('mo');

save blknrmpkt Wvnrmpkt Skfnrmpkt Axspnrmpkt monrmpkt

V.6 Grovt tvirsnitt, punktlast

%Slankt tvarsnitt utbreddlast

Y%tvirsnittets geometri

tjogrv=0.4;%farbanans tjocklek
tjvgrv=0.8;%vertikalviggens tjocklek
tjugrv=0.4;%underplattans tjocklek
bk=12;%farbanans bredd

b=4.6;%cc-avstdnd mellan vertikalviggar
h=1.91;%cc-avstdnd mellan underplatta och farbana
%Tvarsnittskonstanter



Clgrv=2*(tjogrv"3+tjugrv"3+b*tjvgrv"3/(2*h))+3*h/b*(tjogrv*tjugrv/tjvgrv)"3)/(t
jogrv*3+tjugrv3+6*h/b*(tjogrv*tjugrv/tjvgrv)*3);
C2grv=(1/3*(1+tjugrv/tjogrv*(b/bk)"3)+2*h/b*tjvgrv/tjogrv*(b/bk)"3)/(1/3*b/h*tju
grv/tjvgrv+2/3*(1+tjugrv/tjogrv*(b/bk)*3)+h/b*tjvgrv/tjogrv*(b/bk)"3);
%material
E=30¢e9;
kekvgrv=4*E*tjvgrv*3/(C1grv*h*b”2);%biaddmodul
Igrv=tjvgrv*h"3/12;%troghetsmoment for vertikalvigg
%koordinater
ex=[00.1];
ey=[0 0];
%topologi
Edof=[[1:1:300]' [1:3:898]' [2:3:899]' [3:3:900]' [4:3:901]' [5:3:902]' [6:3:903]'];
%belstning
Q=250e3;
fgrvpkt=zeros(903,1);
fgrvpkt(452)=-Q/2;
%elementstyvhetsmatris
epgrv=[E/C2grv 1 Igrv 0 kekvgrv];
Kegrvpkt=beam2w(ex,ey,epgrv);
%assemblering
Kgrvpkt=zeros(903);
for i=1:300

Kgrvpkt=assem(Edof(i,:),Kgrvpkt,Kegrvpkt);
end
Y%randvilkor
be=[10

20

902 07;
%I06sning av ekvationssystem
[wvgrvpkt,Qgrvpkt]=solveq(Kgrvpkt,fgrvpkt,bc);
Y%snittkrafter
esgrvpkt=zeros(300,2);
for i=1:300

ed=extract(Edof(i,:),wvgrvpkt);

es=beam2ws(ex,ey,epgrv,ed);

esgrvpkt(i,:)=[es(1,2) es(1,3)];

if i==300

esgrvpkt(i+1,:)=[es(2,2) es(2,3)];

end
end
%neutrallagrets ldge
agrv=h*(1+3*h*tjvgrv/(b*tjugrv))/(1+tjogrv/tjugrv*(bk/b)"3+6*h*tjvgrv/(b*tjugrv)
)
x=[0:0.1:30];
Wvgrvpkt=wvgrvpkt(2:3:902);
plot(x,Wvgrvpkt);
title('Nedbdjning');
xlabel('x, m'");
ylabel('w_v, m');



figure;

Skfgrvpkt=esgrvpkt(:,1)./h;

plot(x,Skfgrvpkt);

title('Skjuvflode pga tvitsnittsdeformation');

xlabel('x, m'");

ylabel('skjuvflode, Pa/m');

figure;

Axspgrvpkt=C2grv*agrv.*esgrvpkt(:,2)./Igrv;
plot(x,Axspgrvpkt);

title('Vélvspanningar');

xlabel('x, m'");

ylabel("\sigma_o, Pa');

%hornmoment ovankant
rqgrvpkt=wvgrvpkt(2:3:902).*(4*E*(tjvgrv)"3*(b"2+h"2)"0.5/(C1grv*h"2*b"2));
mogrvpkt=rqgrvpkt.*(b*h/(2*(b"2+h"2)"0.5)*(1+3*h/b*(tjugrv/tjvgrv)*3)/(1+(tjugr
v/tjogrv)*3+6*h/b*(tjugrv/tjvgrv)"3));

figure;

plot(x,mogrvpkt);

title((Hornmoment, m_0o');

xlabel('x, m");

ylabel('m_o");

save blkgrvpkt Wvgrvpkt Skfgrvpkt Axspgrvpkt mogrvpkt



VI Konstanter odeformerbart tvarsnitt

VI.1 Utbrett vridmoment
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VII Konstanter deformerbart tvarsnitt

VIIL.1 Utbredda antisymmetriska laster
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