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Abstract

This bachelor’s thesis is about odd perfect numbers and some of the conditions
and characteristics they have if they exist. Both classical results and contemporary
proofs from newer articles are included. Also history about the results and the
mathematicians who managed to prove those and some of today’s research and
results are contained.
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1 Bakgrund

Redan de gamla grekerna upptéckte och fascinerades av perfekta tal. Da kiinde man till fyra
stycken, namligen 6, 28,496 och 8128. Sedan dess har man upptéickt flera, dock bara jamna.
Idag vet man mycket om jamna perfekta tal men vildigt lite om de udda. Man vet inte ens
om de existerar. Hittills (varen 2014) har ingen lyckats hitta ett enda, men det finns heller
inget bevis for att de inte skulle existera. Lat oss sdga att det finns udda perfekta tal, vad har
de da for egenskaper och vilka villkor géiller? Hur stora &r de och hur manga finns det?

Det forsta resultatet om perfekta tal kom fran Euklides. Han var en grekisk matematiker
som levde 300 f.Kr. och som bland annat studerade talteori. I hans arbete Elementa visar han
att om 2% — 1 &r ett primtal, dir k > 1, s dr n = 2¥71(2%F — 1) ett perfekt tal.

Cirka tvatusen ar senare, det vill siiga pa 1700-talet, kom nista bevis. Det var fran Le-
onhard Euler som f6ddes i Schweiz och levde mellan ar 1707 och 1783. Han var en oerhort
produktiv matematiker som skrev flera hundra artiklar. Han bevisade att den form Euklides
kom fram till, n = 2¥=1(2F — 1) dér 2¥ — 1 #r ett primtal, ir den generella formen for alla
jdmna perfekta tal. Han bevisade dven senare att den generella formen foér udda perfekta tal
ir N = pfp22 ... p2ir dir p; dr olika udda primtal och p; = k; = 1 (mod 4). Dessa resultat
har haft stor betydelse for forskningen om udda perfekta tal.

Pa 1800-talet anvinde den brittiska matematikern James Joseph Sylvester Eulers resultat
och visade i en fransk tidsskrift [9], [10], att ett udda perfekt tal maste innehélla minst fem
olika primtalsfaktorer.

En annan matematiker som ocksa anvinde sig av Eulers resultat dr Judy A. Holdener som
ar 2002 lyckades visa det som matematikern Jacques Touchard visade femtio ar tidigare [4]
ndmligen att ett udda perfekt tal maste ha formen 12m + 1 eller 36m + 9. Touchard visade
detta med hjilp av differentialekvationer och relationen

n—1

o(n) = (5k(n— k) —n?)o(k)o(n — k)

k=1

n%(n—1)
12

som Balthasar van der Pol hirledde ar 1951 [12], men i detta arbete har jag atergivit Judy
A. Holdeners bevis som endast anvinder sig av talteori [4].

Ett annat bevis som kom pa 1900-talet, ndrmare bestdmt ar 1913, var Leonard Eugene
Dicksons [3]. Han bevisade att for ett fixt k s& finns det endast ett dndligt antal udda perfekta
tal med hogst k olika primtalsfaktorer. Paul Pollack lyckades nédstan hundra ar senare visa
samma sak men med hjilp av topologi, vilket gor beviset mycket kortare och elegantare [§].

Det finns fortfarande mycket kvar att forska kring udda perfekta tal. Den vanligaste fragan
och det manga matematiker studerar &r deras storlek. Sylvester visade pa 1800-talet att ett
udda perfekt tal maste besta av minst fem olika primtalsfaktorer med hjélp av uppskattningar
och talteori. Idag anvinder man sig frimst av datorer for att forska kring udda perfekta tals
storlek. Ar 2007 skrev Pace P. Nielsen i sin artikel [6] att de maste bestd av minst nio olika
primtalsfaktorer och om 3 inte &r en primtalsfaktor, maste ett udda perfekt tal besta av minst
tolv olika primtalsfaktorer. Det totala antalet primtalsfaktorer i ett udda perfekt tal maste
vara minst etthundraen. Det var matematikerna Ochem och Rao som visade detta ar 2012 [7].
I samma artikel visar de ocksa att ett udda perfekt tal maste vara stoérre dn 101590 och att det
atminstone maste innehalla en faktor p’ storre dn 10%2. Det mesta lutar at att udda perfekta
tal inte existerar. Men det finns som sagt heller inget bevis for att de inte skulle det. Tills ett
sadant bevis publiceras kommer forskningen med all sikerhet att fortsétta.



8 3. Perfekta tal

2 Talteoretiska funktioner

Definition 2.1 Givet ett positivt heltal n, lat o(n) beteckna summan av alla positiva delare

till n.
o(n) = Z d.
d

0<d<n
Sats 2.2 Om n ar ett positivt heltal med primtalsfaktoriseringen n = plflpg2 - phr sd Ar
k k
o(n) = P o1 et
p1—1 p2—1 pr—1

Bevis Betrakta produkten
(Lt pr+pi+ o)Lt +p o+ 95%) - (L pe 02+ 0. (1)
Varje positiv delare till n uppkommer en gang och endast en gang som en term i utvecklingen
av (1). Sa
o(n) = (Lt prtpi o+ Pt p2 P+ +p5°) o (L pp 07+ )7
k141 ko+1 1 kr4+1 _ 1
_ P 2 T

— 1 . p CEEEY p
p—1 p2—1 pr—1
Hogerledet fas genom att anvinda formeln for summor av dndliga geometriska serier. W

Definition 2.3 En talteoretisk funktion f kallas for multiplikativ om
flm-n)=f(m)f(n) da ged(m,n)=1.
Sats 2.4 Funktionen o(n) dr en multiplikativ funktion.

Bevis  Fallet da nagot av talen m och n ar lika med 1 &r trivialt. Lat ddrfér m och n vara
heltal storre dn 1 och lat ged(m,n) = 1. Antag att primtalsfaktoriseringarna av m och n ser
ut som foljer:

m=pypyt-opl, n=ql'ey gl
Detta medfor att _
Enligt sats 2.2 far vi da

ki+1 1 krt1 _ 1 Ji+l 1 Js+1 _ 1
o(mn) = <p1 LB ) (ql - =o(m)o(n). W

p1—1 pr—1 g1 —1 gs —1

3 Perfekta tal
Definition 3.1 Ett positivt heltal n kallas perfekt om summan av alla positiva delare till n,
inklusive n sjilvt, ar lika med 2n. Alltsa, n ar ett perfekt tal om
a(n) = 2n.
Exempel 3.2 6 ir ett perfekt tal ty
o(6)=1+2+3+6=2-6.
28 &r ett perfekt tal ty
o(28) =142+44+7+14+28=2-28.



4 Eulers resultat

Sats 4.1 Om N ir ett udda perfekt tal &r

ki 2j ;P
N =py'ps” - pj?

dér p;, i =1,2,...,r, i olika udda primtal och p; = k1 =1 (mod 4).

Bevis Lat N vara ett udda perfekt tal och lat N = p]fl p’§2 - pFr vara primtalsfaktoriseringen

av N. Eftersom o dr en multiplikativ funktion och alla p; ar relativt prima sa ar
2N = o(N) = o(py'ps* - pi") = o (P} ) (p5?) - o (p)r)
och eftersom N ir ett udda tal giller det att
N=1 (mod4) eller N=3 (mod4).
Om vi multiplicerar med 2 pa bada sidorna far vi
2N =2 (mod4) eller 2N=6=2 (mod 4). (2)

Enligt kongruenserna (2) s dr alltsd 2N = o(N) = 2 (mod 4) vilket innebér att ett (och
endast ett) av talen o(pf*) maste vara ett jimnt heltal och resten udda. Lat oss siga att
o(pt') dr det jamna heltalet.

For ett givet p; finns tvé alternativ, antingen dr p; = 1 (mod 4) eller p; = 3 (mod 4). Om
p; =3 =—1 (mod 4) géller det att

o) =L pit gt b P =14 (1) 4 (124 (—D)

_ {0 om k; ar udda, (mod 4).

1 om k; &rjamt,

Eftersom vi antog att o(p¥') = 2 (mod 4) medfor det att p; # 3 (mod 4) vilket innebir
att p; = 1 (mod 4). Kongruensen o(pf) = 0 (mod 4) innebir att 4 delar o(pl*) vilket &r en
motsigelse. Alltsd om p; = 3 (mod 4), ddr ¢ = 2,3,...,r, sd ar dess exponent k; ett jamt
heltal.

Om p; =1 (mod 4) géller det att

o) =14pi+pi+-4pfi=1+1+12+. - 415 =k +1 (mod 4).
Vi vet att o(p') = 2 (mod 4) vilket medfér att k; = 1 (mod 4). For ¢ = 2,3,...,7 &r
o(pF) =1 (mod 4) eller o(pl*) = 3 (mod 4) vilket medfsr att k; = 0 (mod 4) eller k; = 2
(mod 4), i vilket fall som helst dr k; ett jimnt heltal.
Alltsd k1 =1 (mod 4) och oavsett om p; =1 (mod 4) eller p; = 3 (mod 4) ar k; ett jAmnt
heltal for i = 2,3, ..., r, vilket gor vart bevis fullstindigt. m

5 Touchards resultat

Lemma 5.1 Om N ar ett udda perfekt tal kan det inte ha formen 6m — 1.



10 6. Sylvesters resultat

Bevis  Antag att N = 6m — 1 vilket medfor att N = —1 (mod 3). For vilken delare d som

helst giller det att
N

d.E: =-1 (mod 3).
Det innebir antingen att d =1 (mod 3) och & = —1 (mod 3) eller att d = —1 (mod 3) och
% =1 (mod 3). D& N enligt sats 4.1 inte kan vara en kvadrat medfér detta att
N
o(N) = Z <d+ d) =0 (mod 3).
d|N
0<d<vN
Men

o(N)=2N=2(m—-1)=12m—-2=-2=1 (mod 3)

vilket dr en motsédgelse och dérfér kan inte N ha formen 6m — 1. W

Lemma 5.2 Om N ér ett udda perfekt tal s& &r N =1 (mod 4).

Bevis  Enligt sats 4.1 &r N = p’flpgj"’ ---p¥r dir talen p; #r olika udda primtal och p; =
k1 = 1 (mod 4). Vi foérenklar och skriver om N till N = p¥*m?2. Eftersom p; = 1 (mod 4)
medfor det att pi* = 1 (mod 4). m dr ett udda tal vilket innebir att m = 1 (mod 4) eller
m = 3 (mod 4). Om vi nu kvadrerar m far vi m? = 1 (mod 4) i bada fallen. Detta medfor
att

N=p'm?>=1-1=1 (mod4). m
Sats 5.3 Om N &r ett udda perfekt tal maste N ha formen 12m + 1 eller 36m + 9.

Bevis  Enligt lemma 5.1 kan inte N ha formen 6m — 1. Detta medfor att N = 6m + 1 eller
N = 6m + 3 vilket &r ekvivalent med N =1 (mod 6) eller N = 3 (mod 6). Enligt lemma 5.2
maste dven N = 1 (mod 4). Dirfor &r antingen N =1 (mod 4) och N =1 (mod 6) eller sa
ar N =1 (mod 4) och N =3 (mod 6). Om vi 16ser dessa tva kongruensekvationer samtidigt
far vi att N maste ha formen 12m + 1 eller 12m + 9. Om vi tittar nirmare pa formen 12m+9
och antar att 3 1 m foljer det att

o(N)=0(B8(4m+3))=0B3)c(dm+3)=4-0(dm+3) =0 (mod 4).

Detta &r en motségelse da o(N) = 2 (mod 4). Alltsd méste 3 | m och N ha formen 36m+9. B

6 Sylvesters resultat
Lemma 6.1 Ett udda perfekt tal N kan inte besta av en eller tva faktorer.

Bevis  Antag att N = p’flpgz ---pPFr dar p; 4r olika primtal. Vi vet att

k1 k..
o(N) =o(pi) -+ o(pfr) = (Zzﬁ) (Zzﬁ) =2yt -l
i=0 =0

vilket ar ekvivalent med

=0
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Vi noterar att
k . 00 . 1 P
D I e
i=0 i=0

och att p/(p — 1) &r en avtagande funktion av p.
Om N bestar av tva faktorer skall alltsa foljande gilla:

]{?1 k‘z
P1 b2 —i —i
. > E p g P = 2.
pr—1 pa—1 <i—01><i—02>

P P2 S§ §<2
pr—1 pa2—1

iS]

Men

2 4
vilket dr en motsigelse och darfor kan inte udda perfekta tal besta av tva faktorer. De kan
heller inte besta av bara en faktor ty

»1 3
<-<2.1
pr—172

Lemma 6.2 Ett udda perfekt tal N kan inte vara delbart med 105.

Bevis  Antag att N &r delbart med 105. 105 har primtalsfaktoriseringen 105 = 3-5- 7. Den
enda faktorn av dessa som dr kongruent med 1 modulo 4 dr primtalet 5. Darfor ar

= 5k1 32j2 72j3plz4 .. .ka
N "
Eftersom ) f:o p~* &r en vixande funktion av k giller

a(N) 1 1 1 1 1
> _ — _ — _
N _(1+5)(1+3+32)(1+7+72)>2

vilket medfor att N inte kan vara delbart med 105. W

Lemma 6.3 Lat a # 1 vara ett heltal och p ett primtal sddant att a =1 (mod p). Om k £ 0
(mod p) och n dr ett naturligt tal, s giller det att talet

n

a?" —1
a—1
ir delbart med p™ men inte med p" L.
Bevis Lat a = 1 (mod p). Det innebér att vi kan skriva a = mp + 1 for nagot heltal m.

Lat ocksd k # 0 (mod p). Vi ska ga igenom tre steg i detta bevis. Det forsta steget ar att
understka talet (a? —1)/(a —1). Vi ser att det &r delbart med p ty

aP —1

a—1

=l4+a+a’+---+a?'=p=0 (mod p).

Vi noterar sedan att talet (a? —1)/(a — 1) gar att skriva som en summa

af —1 mp+1)P —1 = ., n
:( ) :Zp< p >m.
a—1 mp = 1+n
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Vi ser att summan inte ir delbar med p? ty

- n p n _ pil _ 2
;)p <1+n>m :p+prm:p (mod p?).

Alltsa géller det att

-1
-1 a—1"
Lat oss nu undersdka (a?” — 1)/(a — 1). Talet gar att skriva

n n n—1
aP —1 a? —1 aPf —1 af? —1

a—1 a -1 " >—-1 a—1"

Varje faktor i hogerledet, exakt n stycken, dr delbar med p men inte med p? enligt (3). Detta
medfor att . .
a? —1 a? —1
n+1 4
-1 f a—1" )
Nu aterstar det sista steget och det #r att undersoka talet (a*?" —1)/(a — 1). Vi delar upp
talet i tva faktorer

P | och p

n n
akr” — 1 ak?" —1 dF -1

a—1  ad*—-1 a—-1"

Den forsta faktorn i hogerledet delas av p™ men inte av p"*! enligt (4). Eftersom k # 0
(mod p) och

ak —1

1 =l4+a+ad’+---+ad" =k (modp)
a—

dr den andra faktorn i hogerledet inte delbar med p. Detta medfor att

Rt B
¢ och p"*y ail. |

| a—1

Sats 6.4 Ett udda perfekt tal N kan inte innehalla endast tre primtalsfaktorer.

Bevis  Antag att N innehaller precis tre faktorer. Vi noterar att

5 7 11 <9
4 6 10 ’
Eftersom p/(p — 1) &r en avtagande funktion av p innebér det att 3 maste vara en faktor i N.

Vidare ar
3 7 11

26 10
vilket av samma anledning som ovan innebdr att 5 maste vara en faktor i N. Enligt lemma 6.2
kan da inte 7 vara den tredje faktorn. N maste alltsa besta av faktorerna 3,5 och ¢ dir ¢ > 7.
Vi noterar sedan att

<2

3 5 17
5116 °
vilket innebédr att g = 11 eller ¢ = 13.
Antag att ¢ = 13 och att exponenten for 13 dr ett udda tal 2i + 1. Detta ger da enligt
sats 2.2 divisorsumman ,
1321+2 -1

132i+1 —
o( ) 13— 1



13

Eftersom 13 = —1 (mod 7) medfér det att 13%*2 = 1 (mod 7) vilket innebér att 7 delar
o(13%*1). Detta dr en motségelse da 7 inte ér en faktor i N. Exponenten for 13 #r alltsa
ett jimnt tal. Eftersom 3 # 1 (mod 4) &r &ven exponenten for 3 ett jimnt tal och divisor-
summorna for 3 och 13 kan dérfor skrivas

32i+1 —1 132j+1 -1

-1 resp. 131 (5)

Eftersom N &ar delbart med 5, méaste nagon av divisorsummorna (5) vara delbar med 5, ty

divisorsumman for 5 dr ej det. Men 3 = 13 = —2 (mod 5) vilket medfor att divisorsummorna

fér 3 och 13 inte heller &r delbara med 5 och vi har fatt en motségelse. Det vill sdga g # 13.
Antag att ¢ = 11. D& maste

N = 54]€+1 . 32_7 . 112i

ty 5 dr det enda primtalet av 3,5,11 som &r kongruent 1 modulo 4. Vi ska nu visa att k£ = 0.
Antag att £ > 0. Da ar

54k+2 -1 52k+1 -1 52k+1 +1 541
54k+1 — — . . .
oG =55 51 5+1 1

Om vi granskar hogerledet ser vi att alla tre faktorerna &ar heltal och att de tva forsta ar
relativt prima. Vi ser ocksa att

52k+1 _ 1
3)[5_71 ty 5=-1 (mod 3).
Om 52+l 4
U

maste 2k + 1 = 3m enligt lemma 6.3. Det medfor att 52*T1 + 1 innehaller faktorn
55 41=126="7-18

vilket &r en motsdgelse d& 7 + N. De tva forsta faktorerna &r darfér varken delbara med 3
eller 5. Eftersom de ar relativt prima innehéaller deras produkt tva olika primtal, som alltsa
varken kan vara 3 eller 5. Detta ger motségelsen att NV bestar av fler &n tre olika primtal. Det
maste alltsa vara sa att £k = 0 och

N =5-3%.11%.

Divisorsumman
1+45=6=3-2

for 5 innehaller faktorn 3 en gang. Divisorsumman for 3 innehaller inte faktorn 3. Detta
innebéar att divisorsumman ]

1121-1—1 -1

C1-1
for 11 maste innehalla faktorn 3 minst en gang. Sa ar inte &r fallet ty 11 = —1 (mod 3) och
vi har fatt en motséigelse dven denna gang.

Eftersom ¢ varken kan vara 13 eller 11, s& har vi visat att det inte finns nagot udda perfekt

tal med bara tre faktorer. B

Foljande lemma foljer direkt av lemma 6.3.
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Lemma 6.5 Lat a vara ett heltal, p ett primtal och n ett naturligt tal. Om a =1 (mod p)
och p™ delar talet
a2t _ 1
_— 6
p— (6)
s& giller det att
1 o -1
p'ﬂ
ir en faktor i talet (6). Samma giller for talet (a**2 —1)/(a — 1).

a—1

Definition 6.6 Lat ¢(n) dir n > 1 beteckna antalet positiva heltal mindre &n eller lika med
n som &r relativt prima med n.

Definition 6.7 Latn > 1 och ged(a,n) = 1. Ordningen av a modulo n &r det minsta positiva
heltal k sadant att a®* =1 (mod n).

Lemma 6.8 Lat heltalet a ha ordningen & modulo n. D4 giller det att
a"=1 (modn) < k|h
och speciellt géller det att k | ¢(n).
Bevis  Antag att k | h. Det innebér att h = km for nagot heltal m. Vi far da att
a"=d" = ("™ =1 (mod n).

Antag nu i stiillet att a” = 1 (mod n). Enligt divisionsalgoritmen existerar det ett q och
ett r sadant att h = gk + r dar 0 < r < k. Detta ger

a" = " = (a®)9a" =a" =1 (mod n).

Eftersom 0 < r < k och k dr ordningen av a modulo n si géller endast kongruensen ovan da
r = 0. Det vi har kvar da &r h = ¢k vilket innebér att k| h. B

Lemma 6.9 Om a ar ett heltal och 17 delar

Q2 _ 1 adit2 _q
el P
a—1 erer a—1
s dr a? — 1 delbart med 17.

Bevis  Antag att a # 1 (mod 17). Da méste a**! = 1 (mod 17) i det forsta fallet. Ord-
ningen av a modulo 17 maste da dela 2i + 1. Men ordningen av ¢ modulo 17 maste dven dela
#(17) = 16 = 2*. Eftersom ordningen #r storre éin 1 blir detta en motséigelse vilket medfor att
a=1 (mod 17) och a®? =1 (mod 17).

I det andra fallet skriver vi

ddit2 _q (a2)%+1 — 1

p— 1.
a—1 a? —1 (a+1)

Om a? # 1 (mod 17) sd méste 17 dela den forsta faktorn i hogerledet, och vi far en motségelse
dven i detta fall. B
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Lemma 6.10 Om 17 &r en faktor i ett udda perfekt tal N, maste N innehalla nagon faktor
som inte understiger 67.

Bevis 17 maste dela nagon av divisorsummorna

p2itl 1 4i+2 _q

P
£ - h &— -
p—1 . p—1

Enligt lemma 6.9 méaste da 17 antingen dela p+1 eller p—1. Det dr nu l4tt att se att primtalet
p maste vara minst 67. B

Lemma 6.11 Om p och ¢ dr primtal sa ar den stoérsta gemensamma delaren till

p_1q P _q
q och 4
q—1 qP — 1

lika med 1 eller p.

Bevis  Lat r vara ett primtal som delar bada talen. Da ar r # ¢q. Eftersom r delar det forsta
talet s& &r ¢ =1 (mod r). Enligt lemma 6.3 dr det andra talet dirfor delbart med r bara da
r = p. Det enda primtal som kan dela bada talen dr alltsd p och det foljer av lemma 6.3 att
det andra talet inte delas av p?.

Sats 6.12 Ett udda perfekt tal NV maste innehalla minst fem olika primtalsfaktorer.

Bevis  Antag att N innehaller fyra primtalsfaktorer. Vi noterar att

5701
4 6 10 12
vilket betyder att N maste innehalla faktorn 3. Vidare &r

3 11 13 17 -
2 10 12 16
vilket innebdr att N ocksd maéaste innehalla nagon av faktorerna 5 och 7, men inte bada

samtidigt enligt lemma 6.2.
Antag att de tva minsta faktorerna i N &r 3 och 7. Eftersom

3 7 17 19

— e — . — <2
2 6 16 18

maste den tredje faktorn i N vara 11 eller 13.
Antag att 11 ar den tredje faktorn. Eftersom

3 7 11 29
U — <
2 6 10 28

maste den fjarde faktorn i IV vara antingen 13,17, 19 eller 23. Enligt lemma 6.10 kan vi utesluta
faktorn 17. En av faktorerna i N maste vara kongruent med 1 modulo 4 vilket medfér att 13
dr den fjarde faktorn och

N — 134k+1 . 325 72 qq20 (7)

Enligt likheten (7) maste 9 | N. Vi ska nu visa att detta leder till en motsagelse.
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Antag att
721 _

7-1
Eftersom 7 =1 (mod 3) medfér lemma 6.5 att divisorsumman for 7 innehaller faktorn

9

1 71
9 7-1
som i sin tur innehéaller faktorerna
1 71 och 1 71
3 7-1 3 -1

Enligt lemma 6.11 &r faktorerna relativt prima och varken delbara med 3 eller 7. Den forsta
faktorn ir heller inte delbar med 13 ty 73 # 1 (mod 13). Av samma anledning s& kan inte
ordningen av 7 modulo 13 vara 3. Ordningen maste dela ¢(13) = 12 vilket innebér att den inte
kan dela 9 och det visar att den andra faktorn inte heller dr delbar med 13. Divisorsumman for
7 maste alltsa innehalla minst tva udda primtal andra dn 3,7 och 13 vilket 4r en motséigelse.
Alltsa galler det att
72i+1 —1
9y ——r
7T—1
Divisorsumman
112+
11-1
for 11 &r ej delbar med 3 ty 11 = —1 (mod 3). Eftersom divisorsumman for 3 inte heller dr

delbar med 3 méaste det vara s att
134k+2 -1
3| ————
13-1

Eftersom 13 =1 (mod 3) maste da enligt lemma 6.5 divisorsumman for 13 innehéalla faktorn

1 133—-1
= 61.

3 13-1

Talet N maste da alltsd innehalla minst fem primtalsfaktorer vilket &r en motséigelse och
primtalet 11 kan alltsa inte vara den tredje faktorn i V.
Antag att den tredje faktorn i N &r 13. Eftersom

3 7 13 23

26 12 22
maste den fjarde faktorn i IV vara 17 eller 19, men enligt lemma 6.10 kan vi bortse fran 17.
De fyra faktorerna dr da 3,7,13 och 19. Eftersom 13 &r den enda faktorn som &r kongruent
med 1 modulo 4 sa ar

N = 13%+1. 327 . 721 192 (8)

Enligt likheten (8) maste 9 | N. Vi ska nu visa att detta leder till en motségelse.

Antag att
134k+2 -1

13-1
Eftersom 13 =1 (mod 3) maste da enligt lemma 6.5 divisorsumman for 13 innehélla faktorn

3|

1 132 -1

1.
3 13-1 0
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Detta dr en motsigelse och medfor att

134kr+2 -1

31 13-1

Samma géller for divisorsumman for 19. Om divisorsumman for 19 dr delbar med 3 maéste
den enligt lemma 6.5 innehalla faktorn

1 19° -1
119 =127
3 19-1
vilket ocksa dr en motsigelse och det medfor att
192l+1 -1

31 19 -1

Eftersom varken divisorsumman for 3, 13 eller 19 ar delbar med 3 maste alltsa divisorsumman
for 7 innehalla faktorn 9. Antag att sa dr fallet. Enligt lemma 6.5 innehaller d& divisorsumman
for 7 foljande faktorer
1 7?-1 b 1 77-1
3 7-1 % 3BT
Som tidigare visats dr ingen av faktorerna delbar med 3,7 eller 13. Eftersom faktorerna ar
relativt prima och den forsta faktorn dr lika med 19 si kan den andra faktorn inte heller
vara delbar med 19. Detta visar att N maste innehalla minst fem primfaktorer, vilket &r en
motsigelse och den fjarde faktorn i IV kan alltsa inte vara 13.
Vi har nu visat att de tva minsta faktorerna i N inte kan vara 3 och 7. Antag i stéllet att
3 och 5 &r de minsta faktorerna i N. Antag ocksa att 5 dr den faktor i N som &r upphdjd
till 4k + 1.
Antag sedan att exponenten for faktorn 3 dr 2. Divisorsumman for 3 ir da

32+l

— =13.
3—-1

13 maste alltsa vara den tredje faktorn i N. Divisorsumman for 5 ar
54k+2 -1
5—-1
Antag att k£ > 0. Eftersom
5°=1 (mod 13) och 5= -1 (mod 13)

medfor det att divisorsumman for 5 inte ar delbar med 13. Sa som tidigare finner vi nu att
divisorsumman for 5 maste innehalla tva primtalsfaktorer andra &n 3,5 och 13, vilket &r en
motségelse. Alltsd maste & = 0 och divisorsumman for 5 vara lika med 5+ 1 = 6.

Antag att divisorsumman fér 13 inte innehaller faktorn 3. Eftersom divisorsumman for 3
inte innehaller faktorn 3 och divisorsumman for 5 bara innehaller faktorn 3 en gang maste 3
inga i divisorsumman for en fjarde primtalsfaktor p i N. Eftersom p inte kan vara 7 enligt
lemma 6.2 sa dr det minsta mojliga virdet pa p lika med 19. Om p > 19 sa géller det att

143432 145 13 143432 145 13 19
+3438 145 18 p _ 14348 145 13 19 ©)
9 5 12 p—1 9 5 12 18
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Detta visar att divisorsumman for 13 maste innehalla faktorn 3. Enligt lemma 6.5 maste da
divisorsumman for 13 ocksa innehalla faktorn

1 132 —-1

3 13-1 01

Detta innebér att N maste innehalla samma faktor vilket &r en motségelse enligt olikheten (9).
Exponenten for 3 kan alltsa inte vara lika med 2.

Antag att exponenten fér 3 &r minst 4.

Vi har tidigare sett att divisorsumman for 5 bara kan innehalla faktorn 3 en gang. Vi vet
ocksa att divisorsumman fér 3 inte innehaller 3, darfér méaste divisorsumman fér en annan
faktor p i N innehalla faktorn 3. Alltsd méste p =1 (mod 3). Om divisorsumman innehéller
faktorn 32 = 9 innehéller den ocksi enligt lemma 6.5 faktorn

1 p°—1
9 p—1
som i sin tur innehéaller faktorerna
1 p?—1 1 p3—1
- h - . 10
3 ;-1 %" 31 (10)

Enligt lemma 6.11 ar de relativt prima och inte delbara med p eller 3.

Antag att 5 delar divisorsumman for p. Da maste p Z —1 (mod 5). Om p = 2 (mod 5)
ir p” = 2 (mod 5). Om p = —2 (mod 5) sa ér p° = 3 (mod 5). For att 5 ska dela summan
krévs det alltsa att p = 1 (mod 5). Eftersom 5 { 9 kan det enligt lemma 6.3 inte vara si att
5 delar divisorsumman. Varken 3,5 eller p delar alltsa faktorerna (10), darfor maste deras
produkt innehalla tva andra primtal &n dessa. Detta &r en motsigelse d& N bara innehaller
fyra primtal och darfér kan divisorsumman for p alltsd bara innehalla faktorn 3 en gang.
Samma sak maste gilla for den fjarde faktorn ¢. Faktorn 3 kan alltsa bara inga i N hogst tre
ganger, vilket ar en motsigelse.

Vi har nu visat att elementet 5 inte kan vara upphdjt till 4k + 1. Antag dérfor att expo-
nenten for 5 ar 2j.

Vi noterar att
3 5 31 37

—_ . — e — . — <

2 4 30 36
Detta medfor att N maste innehalla ett primtal p, dir p < 29. Vi ska nu visa att p inte kan
dela divisionsumman for 5. Antag motsatsen, det vill siga, antag att

|

P ]

Lat m vara ordningen for elementet 5 modulo p. Da giller det att m maste vara udda och
m | (p—1). Eftersom p &r nagot av primtalen 11,13,17,19, 23, 29 méaste m vara nagot av talen
3,5,7,9,11, dér de fyra sista endast motsvarar talen 11,29, 19 resp. 23.

Det kan inte vara s& att m = 3 #r ordningen for p eftersom (5% —1)/(5 — 1) = 31 inte &r
delbar med p.

Antag att ordningen dr m = 5. Da maste (5° —1)/(5 — 1) = 11 - 71 dela divisorsumman.
Alltsd maste N innehalla faktorerna 3, 5,11, och 71. Men eftersom alla faktorerna utom 5 &r
kongruenta med 3 modulo 4 sa har vi en motséigelse och ordningen kan alltsa inte vara 5.

Antag att ordningen &r m = 7. Da &r p = 29. Men eftersom

57 =(—4)*-5= -1 (mod 29)
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kan inte ordningen vara 7.

Antag att ordningen ir m = 9. Da dr p = 19. 19 | (5°—1) och eftersom (53—1)/(5—1) = 31
ocksa &r en delare maste N innehalla faktorerna 3,5,19 och 31. Da alla faktorerna utom 5 ar
kongruenta med 3 modulo 4 har vi en motsigelse och ordningen kan alltsa inte vara 9.

Da aterstar bara fallet m = 11. Om ordningen dr 11 maste p = 23. Eftersom

5= (2)°.5=—-1 (mod 23)

kan heller inte ordningen vara 11.

Vi har darmed visat att p inte kan dela divisorsumman for 5.

Antag att ¢**T! &r en faktor i N. Vi skall da visa att k = 0. Antag att & > 0. Da kan
divisorsumman for ¢ skrivas

4k+2 _ 1 q2k+1 -1 (_q)2k+1 -1

=- : (g +1). 11
q—1 qg—1 (—q) -1 (a+1) 4
Det &r litt att se att de tva forsta faktorerna i hogerledet &r relativt prima. Lat r vara nagot
av primtalen 3 och 5. For att r ska dela den forsta faktorn i hogerledet maste ¢ =1 (mod 7).
Enligt lemma 6.5 foljer det da att den forsta faktorn innehaller

q

1 ¢ -1
r q—1

som i sin tur inte innehéaller faktorn r. Skulle den foérsta faktorn vara delbar med bade 3 och 5
foljer det att faktorn maste delas av

som i sin tur varken delas av 3 eller 5. Samma resonemang kan anvéndas pa den andra faktorn
i hogerledet i ekvationen (11). Divisorsumman maste alltsd vara delbar med tva primtal andra
an 3,5 och g, vilket dr en motségelse och k& = 0. Divisorsumman fér ¢ blir da g + 1.

Lat p vara den tredje faktorn férutom 3 och 5 som &r upphdjd till 25. Om divisorsumman
for p innehaller faktorn 3 tva ganger men inte faktorn 5, innehaller den faktorerna
p? —1 1 p3—1

- h .
P12 3 T

w| =

enligt lemma 6.5. Enligt lemma 6.11 ar de bada faktorerna relativt prima och varken delbara
med 3,5 eller p. Det finns alltsa ytterligare tva primtalsfaktorer som ingar i faktoriseringen
av N vilket dr en motségelse.
Pa samma sitt visas att divisorsumman for p inte kan innehalla faktorn 5 tva ganger
samtidigt som den inte innehéaller faktorn 3.
Antag att 3 -5 ingar i divisorsumman av p. Da innehaller den faktorerna
P)yP-1 L -1

1
-2~ oc
3 pp-1 5 p—1

som dr relativt prima och inte delbara med 3,5 eller p. Detta ger samma motsigelse som
tidigare och divisorsumman foér p kan inte innehalla faktorn 3 - 5.

Divisorsumman for det exceptionella talet ¢ och divisorsumman fér p méste tillsammans
innehalla faktorn 3 tva ganger och faktorn 5 tva ganger eftersom divisorsummorna f6r 3 och 5
inte innehaller just de faktorerna. Som vi just har visat kan divisorsumman p bara innehalla
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faktorerna 3 och 5 hogst en gang och inte bada samtidigt och dirfor maste divisorsumman
for g innehalla faktorn 32 - 5 eller 3 - 52. Det exceptionella talet ¢ &r alltsa

q=2k-3%>-5—-1 eller ¢=2k-3-5°—1.

Vi ser nu att ¢ > 89 vilket innebér att ¢ # p dér p < 29 &dr det primtal vi diskuterade tidigare
och vi kan skriva ¢ = 30\ — 1.

Eftersom N bara innehaller primtalet ¢ en gang och divisorsumman for 5 inte innehéaller
faktorerna 3,5 eller p, maste divisorsumman f6ér 5 innehalla ¢ och inte nagra andra primtals-
faktorer. Detta medfor att "

5—-1
for nagot positivt heltal ¢. Det foljer att

=g=30A-1

50— 1200 +3=0

vilket dr omdjligt.
Beviset dr nu slutfort. H

7 Primtalsfaktorernas storlek

Definition 7.1 Lat n vara ett naturligt tal och p dr ett primtal. Om u > 0 skriver vi p* || n
om
p“|n och p“ttin.

Sats 7.2 Lat p vara en primtalsfaktor i ett udda perfekt tal N. Da giller det att
p < (3N)V3.

Bewvis Vi noterar forst att
oy) < — (12)

om y ar en potens av ett udda primtal.

Antag att p? || N. Vi betraktar forst fallet j > 2. Det giller att o(p’) | 2N, ty o ir en
multiplikativ funktion. Eftersom p’ och o(p’) ér relativt prima géller det att 2N = o(N) &r
delbar med

po(p’) >p* > p!
vilket medfor att
p < (2N)V/4,

Antag nu att j = 1. D4 maste p vara det exceptionella elementet. Eftersom p inte delar
sin divisorsumma, maste p dela o(¢?*) fér nagon ordinér primtalsfaktor ¢ till N, sadan att
¢* || N. Vi kan skriva _

N = pg®'m?.
Antag att g o(p). Vi vet ocksa att p { o(p), vilket medfor att
p-q* | o(g*m?). (13)
Med (13) och (12) far vi

2Po(q™) _ 2
3 - 3

3
2N =0o(N) = (p+ 1)o(¢*m?) > p* - ¢* >
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vilket medfér att (3N)'/3 > p.
Antag nu att ¢ | o(p). Beteckna u = o(g*")/p. Eftersom

o(¢*)=1 (modgq) och p=-1 (mod q)

medfor det att
u=-1 (mod q).
Efterson u &ar ett udda tal géller ocksa att u # ¢ — 1 vilket medfor
u>2q—1. (14)

Lat ¢* || o(p) dér k > 1. k &r alltsd antalet primtalsfaktorer ¢ som ingar i o(p). Resten av
faktorerna ¢, dvs 2i — k stycken, méaste inga i o(m?), ty ¢ 1 o(q). Alltsa giller det att

7R o(m?) dir k<2

och 4
o(m?) > ¢*=*. (15)

Vi har nu att
¢ = 1=(g-1o(¢”) = (¢ Dup = (¢ — Duo(p) — (¢ — u

vilket medfor att
(¢g—Du=1 (mod ¢*)

som 1 sin tur medfor
(g—Du> q. (16)

Olikheterna (15) och (16) ger tillsammans olikheten

Vi har nu ‘
2N = o(N) = a(p)o(¢*)a(m?) = (p+ )upo(m?).

Detta tillsammans med (17), (12) och (14) medfér att

21 2 2 21\ ,2 2 3 2020 — 1 3 43
on s P 200 )" 2up 2(q W
g—1 " 3(g-1) 3@-1) "~ 3@-1) 3

Vi far alltsa att p < (3Y)/3 och beviset ir nu komplett. ®

8 Dicksons resultat

Definition 8.1 Antag att (z,) dr en foljd av element i det kompakta metriserbara rummet
RU{oco} =R, dir {oo} &r ett element. D4 géller foljande

T, —a da n— oo
om a dr ett reellt tal och om z,, — a i vanlig mening och
T, w00 did n— oo

om |z,| = oo d& n — oo i vanlig mening.
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Definition 8.2 Lat N beteckna méngden av alla naturliga tal. Vi siger att NV ar ett super-
naturligt tal om

N=T]p" =p"ps=py -
p

dér p; ar foljden av primtal uppriknade i storleksordning och varje v,, € NU {0} = N. Vi
betecknar méngden av alla supernaturliga tal med S och skriver v,(N) for exponenten till p
iN.

Anmirkning 8.3 Alla udda perfekta tal dr supernaturliga tal.

Definition 8.4 Om N och D idr supernaturliga tal sdger vi att D ar en enhetsdelare till N
och skriver D || N om v,(D) = v,(N) for varje primtal p som delar D.

Lemma 8.5 N ir en sluten delméngd i R och eftersom R #r ett kompakt metriserbart rum
sa &r ocksa N det, vilket medfor att varje f6ljd i N har en konvergent delfoljd.

Vi kan identifiera varje supernaturligt tal med f6ljden av exponenter, dvs

Vpy  Vpa, Vp3
Py P2 "P3 "'N(vaypmypa?"')

dér varje v, € N. Alltsa géller foljande:

SNHN,,:NXNXNX-~-.
P

Att en f6ljd N; konvergerar mot ett supernaturligt tal N, tolkar vi som att
(Vpirs Vpizs Vpigs ) = (Vpys Vpas Vpgs - - +)

med punktvis konvergens. Med hjilp av lemma 8.5 kan man visa féljande lemma.
Lemma 8.6 Varje f6ljd av supernaturliga tal har en konvergent delf6ljd.

Definition 8.7 Givet ett positivt heltal n, 1at w(n) vara antalet olika primtalsfaktorer i n,
w(n) = Z 1.
pln

Sats 8.8 For varje positivt heltal k finns hogst dndligt manga udda perfekta tal N med
w(N) <k.

Bevis  Lat k vara fixt och antag att det finns ofdndligt manga udda perfekta tal N med
w(N) < k. Lat N; vara en odndlig f6ljd av olika sddana udda perfekta tal N. Féljden har en
konvergent delfoljd enligt lemma 8.6 och vi kan anta att N; — Ny, didr N, € S. Eftersom
w(N;) < k for alla ¢ medfor det att w(Noo) < k och vi kan skriva

Noo — NINIIOC

déar N’ ar produkten av de primtalspotenser vilkas exponenter stabiliseras d& ¢ — oo och N”
produkten av de primtal vilkas exponenter gar mot odndligheten. Lat oss kalla de primtals-
faktorerna som ingar i N’ for ¢ och de som ingar i N” {6r r. Vi ser att N’ och N” dr relativt
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prima och att deras produkt &r ett udda tal. Vi kan ocksa anta att N” inte innehaller nagra
kvadrater.
Lat h(n) = o(n)/n. Da ar h(n) = 2 da n ar ett perfekt tal och vi definierar

1 1
h(p>) = lim h(p”) = lim <1++...+) D

V—00 V—00 P p” o p— 1 '

Vi vet att N’ || N; for alla utom &ndligt manga 7 och att N = N, for hogst ett ¢. N’ dr alltsa
en dkta delare till N; for alla stora i. Detta medfor att

h(N') < h(N;) = 2.

Eftersom h(Ny) = 2 innebéar det att N’ # No, och N” > 1. Det existerar alltsd minst en
primtalsfaktor » i N”. Vi har nu

ql/q+1 -1

2 = ) = ) =TT (=5 ) TT 5

vilket dr ekvivalent med

2 (Hquq> [Te-1= 1;[ <q_1> Hr.

q

Detta medfor att

ty varje r och 2 Hq g &r relativt prima. Men detta &r omsjligt och vi har fatt en motségelse,
vilket innebér att det endast finns hogst dndligt manga udda perfekta tal N med w(N) < k.
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