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�����#
 ���
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1R
1
2 ���+�
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�������	 �� ��� � ����� ���� ������� �� ��� 
 ������,, -� ���� �� ��� ��.
 �		�	 �� ���� ������	
 � �� �� ���# �� ���������# ��������� �	 ��� ����� �#
��� �������	 ����� �	� ��� ����	�����	 ������ /��0 �� ( ��� ���
 1 �� �	 ����.
����# ���	� �	 ��� �����
 ���� ������	���� ���� ������� �� � ������	�� �����
Oo−XoYoZo ��� ��������� �# ��� 
����� p0 �	� ��� ������	���� ���� �������
�� �	����� ����� O1 −X1Y1Z1 ��� ��������� �# ��� 
����� p1�

*����
�	 ��� ( ��� �� �� �������� �� �����	 ��� �������	 �� ��� ���	� �

��

p0 = o01 +R0
1p

1 ���2�

����� ��� �������	 ������ R0
1 ��������� ��� ����	�����	 �� ����� � ����

������� �� ����� ��,, �	 ����� �� �����	 � ������� �������	�����	 �� ���
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�������	 
���� ���
��� ��� ������� ���������� �� � ����� ������� 
��� �������
�� �������� ������� �� �� �����
 �� ��������� ��� ����������� 	�
	�������
��

�� � 	������ ������ 
� �� ��������� [3x1]� �� ��� ������ p̃� ����������� �����	
� ������ ������� ���������

p̃ =

[
p
1

]
���� 

!���	 ���� �������������� ��� ������� �� ���" � ��� ���������� ����������#
���� �� �������� �� ��� [4x4] ������

T 0
1 =

[
R0

1 o01
0T 1

]
���� 
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�� ��� ����������� �	�����	���
�� ���	
�� $�� ��������#
������ �� � ������ ���� ��� ����� � �� ��� ����� � �� ��������� �� ���
������� ���������	 ��� �������� ������ �� ��� ����� � �� ��� ����� � ���
��� �����
����� ������ ���� ��� ���	�� �� ��� ����� � �� ��� ����� �� %� ���
�&������ ���" �������

p̃0 = T 0
1 p̃

1 ����' 

(�� ���� 
��� �� �� ������� �� ���������� ���� ��� 	������ T i
j ������

��������� ��� �������������� ���� ��� ����� � �� ��� ����� 
�

)���������	 ��� *	��� ��+� ��� �������� ��� ��� ����������� �� ��� $),
�� �������� �� ��� $-- ������

T b
e (q) =

[
nb
e(q) sbe(q) abe(q) pbe(q)
0 0 0 1

]
����� 
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����� � �� 	 
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� [nx1] �������
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� ��� �
����� 
	��	����� ne, se, ae 	��
��� ���� 
���
�� 
� ��� �	�� ��	�� 
� ��� �	�����	�
� 	�� pbe �� ��� �
����
�

���
� 
� ��� 
����� 
� ��� �	�� ��	�� ���� ������� �
 ��� � ��	�� ����������
��	���� �
� 	 ������� �
�
�� �
��
��� 
� ����� �� ��� ��
�	� ��	���
��	��
�

� �

����	��� �!�""� �#$��� 	 ��	�� 
� �	�� ��� � ��
� ��� ��	�� ��	������
	� ��� ���������� �
 ��� �	�� ��	�� � �� ��
�� �% ��� �������
� �$������
�

T 0
n(q) = T b

0 (q0)T
0
1 (q1)T

1
2 (q2) . . . T

n−1
n (qn) �!�"��

��� �����	
���

����
� ������
	��

&� 
���� �
 �	����	�� ��� ������  ����	���� �
� 	� 
��� ��	�� �	�����	�
��
	��
����� �
 �!�"��� �� �� ������	�% �
 ������ 	 �����% 	�� ���'�� ����
�
�
 ��#�� �
����
� 	�� ���	��
� 
�����	��
� ������� ��
 �
�������
� ��� ��
(�	� ��	�� ��	� �� �� ������	�% �
 ��

�� ��
 ��	���� 
�� �
� �	�� ��� � 	��

���� �
 #�� ��� ��	���
��	��
� 
� �

����	��� ��
� 
�� ��	�� �
 ��� 
�����
)
��������� ��� #���� !��� �������	���� ��
 ������� 	���� i 	�� i − 1 ������
�% 	 �
��� i ��
��� 
� ��� 	�� i�� �� �� �
������ �
 ��#�� ��� ��	�� i ����� ���
�
 �	���� ������	
���	�����
 ������	��� *

"� ��� zi 	$�� �� ��
��� 	�
�� ��� 	$�� 
� ��� �
��� i+ 1�

�� ��� 
����� 
� ��� ��	�� i� oi� 	�� 
� ��� ��	�� i− 1 	�� �������� �% ���
����������
� 
�� ��������
��%� ��� zi 	$�� 	�� zi−1 	$�� ���� ��� �
��	�
������� zi 	�� zi−1�
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�
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�� ��� yi 
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������ � �
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���� �������

 ��� ��� ��� ������ ��� ��
���� ��� �
�
�

� ��� ��� 
�
�����

� 
� ���
����� i �
�� ������� �
 �
 ��� ����� i − 1� ���!�� �
�������� ��"��� �� ���
�
��
�
�� ����������#

• ai �
������ 
� oi ��
� oi′ �

• di �

��
���� 
� zi−1 
� oi′ �

• αi ������ ��
!�� xi �	
�� ������� zi−1 ��� zi� �
�
�
�� 
� �
!������
���
�
���

• ϑi ������ ��
!�� zi−1 �	
�� ������� xi−1 ��� xi� �
�
�
�� 
� �
!�����
��
���
���
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!� ����������� ai ��� αi ��� �
�������� ������
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��� 
�
��� ��
����� 
� ��� ���
�!���
�� %��� 
�� 
� ��� 
����� ��
 ���������� 
�
���
����� ������
�� 
� ��� &

�� !��� �
 �
����� �
�� i− 1 �
�� ��� �
�� i#

• � ���
�!�� &

�� ��� ϑi �� ���
����

• � ��
����
� &

�� ��� di �� ���
����
'
������ ��� �

��
���� ������
����

� ��
� ����� i �
 s − 1 ��� �� 
��

��
��� �� ��� �
��
�
�� ������ ����������� 
� "�!�� ���#

• (� 
� ��
��� � ����� �

��
���� �
�� ����� ���� ��� 
� 
� �
��� 
� di
��
�� zi� �
���
�� ϑi� ��
!�� zi−1�

• )
� ��� ����� 
� �!���
��
��� 
� ��� ����� ��� (� 
� �
��� ai ��
��
xi′ � �
���
�� αi� ��
!�� xi′ �

• $�� ��
��� �
�
����
!� ������
����

�� ��
� i �
 i− 1� ���!���#

T i−1
i (qi) =

⎡
⎢⎢⎣
cϑi

−sϑi
cαi

sϑi
sαi

aicϑi

sϑi
cϑi

cαi
−cϑi

sαi
aisϑi

0 sαi
cαi

di
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ *����+

����� ��� ���!�� cϑi
, sϑi
��� ��� �
����� �
�� 
� �������
����� �
�
�� ���

�
���
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	 ��� �����
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���� �	��
�	�� q1, q2, q3 �� 
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�
������
 
	 
�� ��	��� �����% ��� 
�������� &�
 x, y, z �� 
�� �		�����
�� 	�

�� � ' ��� ��
 (xa, ya, za)� (xd, yd, zd) ��� (xf , yf , zf ) 
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�� 	�

�� ���
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� A� D ��� F ������
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�		�����
� �#����� 
�� �	��
�	� 	� 
�� �	��
��� ���
� ����
�
� 
	 
�� � '
	������ ��
 �� 
�� ��	��� ������ ����� 
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q1 = x+ xf ±
√
L2
1 − (y1 − (y + yf ))2 − (z1 − (z + zf ))2

q2 = x+ xa ±
√
L2
2 − (y2 + yoffs − (y + ya))2 − (z2 − (z + za))2

q3 = x+ xd + S
√

L2
3d − (y3 − yoffs − (y + yd))2 − (z1 − (z + zd))2

$!�*�%

�����+ 
�� 
������� , ��� �� ±1 ��� �� ��
�	����� �� 
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�	� 	�
α- L3d �� 
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L4
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cosα =
z + zd − z3

sqrt(x+ xd − q3)2 + (z + zd − z3)2
����#�

$�

�%�� �	��

L2
3d = (x+ xd − q3)

2 + (y + yd − (y3 − yoffs))
2 + (z + zd − z3)

2 ����&�
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zd =
L4(z3 − z)

L4

√
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3d − (y + yd − (y3 − yoff ))2
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α = −Scos−1(−zd/l4)
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Ry =

⎡
⎣ cosα 0 sinα

0 1 0
−sinα 0 cosα

⎤
⎦ ����.�

/���"")� �	
 ���������

 �� �	
 �"������ �����
 �� �	
  "���" ����
 ��

 �%
� �)

[xa, ya, za] = Ry[0, 0, L5 − L4]

[xb, yb, zb] = Ry[0,−L7, L5 − L4]

[xc, yc, zc] = Ry[L8, 0,−L4]

[xd, yd, zd] = Ry[0,−L7,−L4]

[xe, ye, ze] = Ry[−L8, 0,−L4]

[xf , yf , zf ] = Ry[0,−L7, L6 − L4]

����0�
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ṗ = Jq q̇ω̇ = Joq̇ #'��&*

�	 
� 
 ��	� ����
�� ��	�

v =

[
ṗ
ω

]
= J(q)q̇ #'���*
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J =
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[
Jp
Jo

]
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[
zi−1

0

]
��� � ���	
���� 
����

[
zi−1x(p− pi−1)

1

]
��� � �������� 
����

������

�� ��� ��	����� ��� ����������� �� ��� ��� ������� ��� �����		�� ����
��	���� �� � 
���
�� ��
��� �� ����
����	� �� ����� �� �	���� �� ���������
���  ������� ���� � ���������� ��������� �� ��� ������ !���
���� ��������	
�� ��� 
���� ��������	� "�� ��� ������� �������# ��� �� ��	����� �	 ��� 	�

�� ��� ������������	� ��� ����	������ �������# ��� ��� �������� �������#� "��
$�	� ��� �	 �����		�� �	 ��� ��
� ���������� �� p� ��� ������ ���� ��	�����
��� ��	����� �� ��� ���
� ���� ��	���� �� ��� ��������� ���	�� ���
�� %��
��� 	����� �������# �� �	 ����		��# �� ����	� � 
���
�� �����	�������� �����
&���� ��'��	 ����� �� ���
	 �� ����� ��������	 φ� ���� �	 �������� �� ��� 
����
��������	 q� "�� ��
� ���������� �� φ� �� '������� �� �	 �������� ���� ��	����
�� ��� ��'���� �������# ��$��� �� ����(� ��� ��	 ����������� �	 ��� ��	#
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������ ��	
 ���������� �	��
��� �� 
��	� ����	� ZY Z �� 
���	�� ����	

%�����#� �� �	 ��		���� �� ��$�� ��� ��������' ����������� !���
���� �����	)
	���

ẋ =

[
ṗ

φ̇

]
=

[
JP (q)
Jφ(q)

]
= JA(q)q̇ ������

��	
	 ��	 JA(q) �
 ��	 �������� ���	
���

JA(q) =
∂k(q)

∂q
������

�	�	
����� ��	 J ��� ��	 JA �
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 �	�	

�
� �� 
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 ��  �������	
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�
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������ �� ����� �� ������ �
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��� �� �
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��� ���
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� ��������� �� � �����# 
���� �� � 	������ �� �
� �����# �� ���
���	�� ��� ���
 � 
��� �	��� "
�� 
�		��� �
�� �
� ����	������ �� ��
��
	��

��� �
�� �� �� �� � �������� 
����������� $���� � 
������� �������� ��	������
���������%� �� �
��� 
���� �
� �������� �� ��� ���� ��� ��� ���
��� ���� ��
���� $���� 
	���
 ��	������	��� �������� ����
� ������� �	����	�%� &��������
��� �
� ��������� �� �
� ��
����� ��� 	��	���� �� �
� �
���� $ '�()%�

"
� *����� "�� 
�� 5DOF ��� �� �� 	������� �� 
��
����� �
� ����
��� ��
�
� +���� ���
 ���	�
� �� �
� +���� ������ ����� 6 ���������� �
��� ��� �
�
����������� ����
��� $vx, vy, vz% ��� �
��� ��� �
� ������� ����
��� $ωx, ωy, ωz%⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

vx
vy
vz
ωx

ωy

ωz

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

j11 j12 j13 j14 j15
j21 j22 j23 j24 j25
j31 j32 j33 j34 j35
j41 j42 j43 j44 j45
j51 j52 j53 j54 j55
j61 j62 j63 j64 j65

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
q̇1
q̇2
q̇3
q̇4
q̇5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ $,��(%

�
��� jij �� �
� ij 
��	����� �� �
� J �����#� �� �� ������� �
�� ��
�����
�� ��� ������ ��� 
��
� �� �� ��� ����������� -������� ���
� �� 
�� ���� �����
� 	����� ������� �� J(q) 
���� �� �

�������� .������ �� �� ��� ������ ��
�
�� 
��
�������� �� ��
� �
� 
������
����� ��������� ��� �
� *�����/"���
������	�� �� ��!�������� ��� ����� �� �
� .00 �123 1���� &������ �
��
�� ����� ��� 4!56 .00 ������ ������� �� ����� �� ��	������ ��������
� ��
�
� 	������� ������ �
� �������� �� ��� 4�
 ���������  ���� �� ��
������� "
�
������ �� �� ���������� [6x6]  �
����� �����#

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

vx
vy
vz
ωx

ωy

ωz

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

j11 j12 j13 j14 j15 j16
j21 j22 j23 j24 j25 j26
j31 j32 j33 j34 j35 j36
j41 j42 j43 j44 j45 j46
j51 j52 j53 j54 j55 j56
j61 j62 j63 j64 j65 j66

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q̇1
q̇2
q̇3
q̇4
q̇5
q̇6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

$,���%
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� 	����
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�



���� ������	 �
���� ��

���������	�
� �� 

� ����� 
� ��
�
� ��

 ������
 
� 

� ����� �		��� 
� ����
�	��� 

� ���������� �� J ���� ���������
	�� 

� ��������� ����	��� �� ���
�


�  ������� ��
��� ��� �� !�������! �� 
�� ���
�" ��� ��� 

� 
����	�
���
���
 ��� ��� 
� �������� 

� ��
�
����	 ���
� #���� 

��� �� �� �������
�
����


�� ������ ���
 �
�		 �� $���"

⎡
⎣ωx

ωy

ωz

⎤
⎦ =

⎡
⎣j44 j45 j46
j54 j55 j56
j64 j65 j66

⎤
⎦
⎡
⎣q̇4q̇5
q̇6

⎤
⎦ =

⎡
⎣00
0

⎤
⎦ %&����
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B(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Fv q̇ + Fssgn(q̇) + gq = τ − J t(q)h %&�&-�

�
��� q �� 

� .��/0 ���
�� �� ,���
*� ������	��� B(q) �� 

� [nxn] ����
��
��
���� C(q, q̇) �� � [nxn] ��
��� �� 

� ���
������	 ��� 1����	�� 
����� Fv �� �
�������	 [nxn] ��
��� �� 

� ������� ����
���� fs = Fssgn(q̇) �� 

� ����	�2��
����	 %1��	��� ����
���� �� �
�
�� ����
��� %Fs �� 

� �������	 ��
��� .���0
��� sgn(q̇)� �� � .��/0 ���
���� gq �� [nx1] ���
�� ��	�
��� �� 
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�
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��� ���� 2��		�� JT (q)h
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B(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + Fv q̇ + gq = τ %&�&/�
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����� ���
� �  �	����
�	� ��� �!��"
���	 #����$� �� �� ������� ��� 
�	�
�� ��%

u = B(q)y + n(q, q̇) + JT (q)h #���&$

%��
� u ��

n(q, q̇) = C(q, q̇)q̇ + Fv q̇ + gq #����$

'	��
 ��� �
���	 �� �!�����	 #���&$� ��� 
���� �� ���

���� ��

q̈ = y − B−1(q)JT (q)h #���($

���� ���%� � 	�	"��	��
 ��
� ��� �� ��� 
�	��
� ��

�� )�� y ��
�� ��

����	 ��

y = J−1
A (q)M−1

d (Mdẍd +KD
˙̃x+KP x̃−MdJ̇A(q, q̇)q̇ − hA) #���*$

%��
� Md�KD �	� KP �
� ��+	���"�������� �����	�� ���
�
��� x̃ = x−xd

#xd �������� ����	��
 �� �
���
��	�� $ �	� JA 
��
���	�� ��� �	�����
 ,�
����	�
-���������	� �!�����	 #���*$ �	 �!�����	 #���($� 
������
�	�

ẍ = JA(q)q̈ + J̇A(q, q̇)q̇ #���.$
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�������	� �� �� �������� �� ���

Md
¨̃xd +KD

˙̃x+KP x̃ = hA #���/$

)�� ��
� hA �	 �!�����	 #���/$ �� ��� �!������	� ��
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 ���� 0�	� �� 
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�� JR3, Inc. �&�� ������	
�
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������
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ẍ = Mẍ+D(x− ẋd) +K(x− xd) #���3$
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s2 + 2ζωṡ+ ω2 ������

����� ω �� ��� �
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Mdẍd +KDẋ+KP (I + CFKA)x = KPCF (KAxe + hAd) #��$�%

����� ��� �
����
��
� �� ��
������� ����������� ���� �
� xe �� ��� �!��"
������� �������
 �� ��� �
�������� ���&����� ����� ��
��������
 �
�����
��� �
��������
 ������ '�� ����& CF �������
�� ��� ���� �� ��� �����
 �

��� ����� �����( �� �� ��� �
�� � ���� ���������
�� ���� ��� hAd ���� 
���� ��
�!��� �� hA� ����
� �
 �
������ ���� #�����
�
� � PI �����
% ���� �������
#hA = hAd �
� ��)�����
 �� xe �
����% ��
 �� ���������� *�
�� ��� ���

���
�� ��� �
����
��
� �� ����
 ���� ���� ��� ���+���
�� �� CF ������ �� �����

���� ����

����� �����	
���
��� 
������� ���
���

� ��
���
� ���� �� ����� ��
���� �� ��� �����,�������
 �������� ��
���� -�./�
'��� ������ �
��� ��� ����������� �� ���� ��� ������ ���� � ����� �
��� ���
�� 
�������� ���� � �������
 ������
�� ���
�� �
� ��
�� �� ����� � ������� ����"
���
� 0
 ���� ��� �������
� ��
����� ��� 
�� ���� �� ��
���� ��� �������
 ��
��� �
�"�
����� ���
 ���
 ��� �
��� ����� ����
�� �� ��� R(KA) -�1/� '��
����& ������� �� ����
 �
 ����� ��23�

'�� �������� ��
���� �!�����
 ��
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um(t) =
b ˙xm(t) + Fm(t)√

2b

vm(t) =
b ˙xm(t)− Fm(t)√

2b

us(t) =
bẋs(t) + Fs(t)√

2b

vs(t) =
bẋs(t)− Fs(t)√
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um(t) = Aw ˙xm(t) + BwFm(t)

vs(t) = Cwẋs(t)−DwFs(t)

vm(t) = Cw ˙xm(t)−DwFm(t)

us(t) = Awẋs(t) + BwFs(t)

!"�$%#
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$� Aw ���	 �� ���,�
������-

�� Bw = 1
2
(I + Sw)A

−T
w � &���� Sw 
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Sw / , ST
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�� Dw = 1
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b
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Aw =

⎡
⎣2 0 0
0 2 0
0 0 2

⎤
⎦ Sw =

⎡
⎣0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ #��!!$

Aw =

⎡
⎣14 0 0
0 14 0
0 0 14

⎤
⎦ Sw =

⎡
⎣0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ #��!%$
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τm = Jmθ̈m +Bm
˙θmτs = Jsθ̈s +Bsθ̇s !+�-%#

�
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� τm, τs �
� �
� ���	� ��
 	���Jm, Js �
� �
� ���
����� �
��� Bm, Bs

�
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� Aw ��� Sw ������� ���
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Aw =

⎡
⎣5 1 1
1 5 1
1 1 5

⎤
⎦ Sw =

⎡
⎣1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤
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