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1 Inledning

I detta arbete ska vi undersdka hur tidsférdrjningar paverkar samplade system och
finna regulatorer som tar hnsyn till de tidsférdréjningar som finns i systemet. Fér-
drdjningar, som naturligt uppstar i Sverférningarna mellan systemet och regulatorn,
ir ofta slumpmaéssiga. Det &r rimligt att anta att summan av alla tidsférdréjning-
ar i systemet ar mindre &n sampeltiden. Man kan skilja pd tre olika modeller av
tidsfordrdjningar, se Nilsson (1996),

1. Natverk med konstanta fordréjningar.

2. Nétverk med oberoende och slumpméssiga fordrojningar med kéind sannorlik-
hetsf6rdelning.

3. Nétverk med slumpmaéssiga tidstérdrojningar, dir tidsférdrojningarnas
sannorlikhetsférdelning ges av en markovprocess.
(Denna modell behandlas inte i detta arbete)

I avsnitt 2 anges de modellantaganden som vi gjort och i avsnitt 3 berdknas
den optimala regulatorn d& vi har slumpmaéssiga tidsférdrjningar. Den optimala
regulatorn dr dock relativt komplicerad.

D& man anvinder sig av tidsoberoende regulatorer, si kan det mycket vl hinda
att vi far stabilitet for alla konstanta tidsférdrojningar, men att vi far instabilitet
for slumpméssiga tidsfordréjning. Ett exempel pa ett sddant system ges i avsnitt 7.
Detta betyder att vi far ndgot visentligt nytt att ta hinsyn till d& vi undersdker
system med slumpmaissiga tidsfordréjningar jamfort med om vi endast understker
system med konstanta tidsférdrdjningar. Darfor verkar det vara rimliga att d& vi
dessignar var regulator inte bara ta hinsyn till tidsférdréjningarnas vinteviarde ut-
an ocksa deras andramoment. Tidsférdréjningar kan ses som parameterbrus i den
samplade processmodellen. En regulator som tar hdnsyn till tidsfordrdjningarnas
varians, och didrmed ocksa parametrarnas varians, kan tolkas som en si kallad ’cau-
tious’ regulator, Astrém-Wittenmark (1995) kap 7.

Ett fo6rlag av Johan Nilsson pd en suboptimal regulator som endast tar hin-
syn till tidsfordrdjningarnas vintevirden &terfinns i avsnitt 4. I detta avsnitt ges
ocksd ett forslag pd en regulator som dessutom tar hinsyn till tidsférdréjningarnas
andramoment.

I avsnitten 5 och 6 sd undersdks stabiliteten och forlusten fér de suboptimala
regulatorerna i jimforelse med den optimala for ett antal system. Avsikten &r att
underséka i vilka fall som de ger acceptabla forluster.
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Figur 1: Blockschema &ver digitalt system med tidstérdrdjningar

2 Problemformulering

Avsikten dr hir att analysera samplade system med tidsférdréjningar, se figur 1.
Tidsférdrojningar forekommer i regulatorn samt i Overforingarna mellan process
och regulator. Vi infér beteckningarna 7 och 75* for éverférningsférdrdjningarna
fran process till regulator respektive frdn regulator till process. Man kan anta att
férdréjningen i regulatorn &r noll. Denna kan annars bakas in i 7¢%. Infor dven
T = TR + 0.

Foljande antaganden gors om reglersystemet:

Processens utsignal samplas periodiskt med perioden h.

Fordrojningarna 7;;° och 75* &r alla oberoende och slumpméssiga med kind
sannolikhetsfordelning.

Styrsignalen uy stélls ut omedelbart d& den nar D/A omvandlaren.

Den totala tidsférdrjningen 7, = 77° 4 77° antas att alltid vara mindre &n
samplingperioden h.

Alla gamla tidsfordréjningar dr kiinda for regulatorn. Detta uppnds tex genom
att man tillsammans med y;, dven skickar {2 ;.

Detta dr samma forutsittningar som i Nilsson (1996). Processen som ska styras
antas vara linjar utan direktterm och kan da skrivas

t = Az+Bu-+¢
y = Cz+n

dar € och 1 ar normalfordelat brus med medelvirdet noll och med variansen R{"""‘
respektive R5°™. Samplas detta system och man tar hinsyn till tidsférdréjningarna,




sd far vi

zrprr = Pop 4+ Do(rdS, 8% ug + D1 (758, 788 ) up—1 + vy (1)
ye = Crp+ex (2)

dar vy och ey 4r normalfSrdelat brus med medelvirdet noll och med variansen Ry
respektive Ry. Dimensionen fOr xx och y; 4r n respektive m. Det giller att

d = et
h—1if—1"

To = / e*dsB
0
h

ry = / e™3dsB.
h-—T;C—-T}:a

Vi infér dven I' = I'g(0, 0).
Kostnadsfunktionen som vi vill att regulatorn skall minimera antas vara pa for-
men

N T N

Tk Tg | _ T T THT T

Iv=) {UJ Q [UJ = 2 Quak + 77 Quaux + uf Qhzs + uf Qaouy.
k=0 k=0

dar
_ Qi1 Q12 }
@ = l QL Q2 |-
Om kostnadsfunktionen dr given pad kontinuerlig form, s& samplar vi denna under
forutsittning att 1 = 0, se Astrom-Wittenmark (1990).
3 Optimal stokastisk reglering

N&r man har tidsférdrojningar i ett system, s& dr det nédvindigt att inféra ug_;
som ett processtillstind. Det samplade systemet kan d& skrivas
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Detta foljer av att
_ t
QAR = {fo eAsdsB} .

Imxm
Observera att & ovan ges av

o [23]

Vi vill nu finna en styrlag, s& att E(Jy) minimeras. For enkelhetens skull antar
vi att © har dimensionen 1.

Teorem 1 Optimal tillsténdsdterkoppling (Nilsson 1996)

Om z;, ar brusfritt uppm&tt och m = 1, s& ges den optimala tillstdndsdterkopplingen
av

Up = —lk(T]fc).’ftk

dir Sy och Iy, k =0...N — 1, beriknas rekursivt genom

vV o= T@ﬂ ((e—ArC"B)(e—AfC“B)T)
Sy = 0
Sk = Qu+&TSnd
~-E <(&’T5k+1 ée‘AT“_VB t Qm)(i:TSkﬁl‘ie—AT’jVB + Q12)T>
T tr(e= AT @T S Pe~ATV) + Qoo
(r*¢) = (87 Sp1®e A" VB + Q1a)”

tlr(e""—‘TT’c ‘i)TSkH ‘ie"i""v) + Q22 ‘

I de gamla variablerna ges styrlagen av

T 8C sc >
uy = —Lg(75%) [Ukil} , Li(rE) = (r) - BT

Teoremet och beviset dr visentligen samma som i Nilsson (1996), men &r har
skriven pa ett sitt som inte kréver att man beriknar dubbelintegraler i varje itera-
tion.

Bevis Anvinder man sig av dynamisk programmering och later S vara kost-
naden vid tidpunkt k och o vara den del av kostnadsfunktionen som inte kan
pAverkas av styrsignalen, s& giller
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Vi har ovan anvint oss av att E(e“”" B) = VB. Genom exempelvis derivation
sd kan vi till den kvadratiska formen finna extrempunkten d; = —(Q21/Q22)Z+.
Inséttning av detta vdrde pa @y ger minimum 7 (Qq1 — Q12021 /Qa2) 3. =

Under ldmpliga villkor s konvergerar S, mot ett stationdrt virde So, d& IV gér
mot co. Vi fir da en styrlag

we= L) | 2],

Uk-1

dér L endast beror pa 7. Styrlagen kan implementeras genom att interpolera ur
en tabell for L(7%).

I ménga fall har man inte fullstindig tillstinds information. Man kan d& upp-
skatta tillstdnden med ett Kalmanfilter. F6ljande teorem, som &r bevisad i Anderson
and Moore (1979), visar att Kalmanfiltret ger en optimal tillstindsuppskattning

Teorem 2 Optimal tillstindsuppskattning

Estimatorn
T = Expp—1 + Kr(ye — Cppp—1)
dar
Tpgre = PEpp—1 + Dol 76 ue + Do (108, 76 ur—1 + K (yx — CEppp—r)
:f0|_1 = E(.’L‘o)
Py = 3P3T + R, - 3P,.CT(CP.CT + Ry) " CP &7
Py = Rg= B(zoz3)
K, = @PkCT(CPkCT + Ry)™?
K, = P.CT(CP.CT + Ry)™!




minimerar felvariansen E([zg — k)7 [xx — Z4)¢]). Filterforstirkningen K &r obe-
roende av 7°¢ och 7. Estimeringsfelet dr normalférdelat med medelvirde noll och
kovarians Py — P.CT(CP,CT + Ry)~'CPy. m)

Later vi k g& mot oo, s& kommer, under ldmpliga {6rutsittningar, Py, Ky och
K att konvergera mot stationdra virden P, K respektive K. Aven felvariansen
E([zx — $xjx) T [z — £xj]) kommer att konvergera mot ett stationdrt virde P.

Foljande teorem visar att vi far en optimal styrning, om vi i Teorem 1 anvinder
oss av tillstindsuppskattningen i Teorem 2.

Teorem 3 Separationsegenskapen (Nilsson 1996)

Den styrlag som minimerar forlusten Ji, givet regulatorekvationerna (1)—(2), blir

up = — Ly (7° Zelk
]
dar Ly 4r den optimala tillstdndsaterkopplingen, som berdknades i Teorem 1 och
dér £, berdknas enligt Teorem 2.
O

4 Suboptimala regulatorer

Den optimala regulatorn i Teorem 1 krdver mycket berdkningsarbete och det ir
darfor intressant att finna suboptimala regulatorer. Vi ska i detta avsnitt ta fram
tvd suboptimala regulatorer for att 1 avsnitt 5 och 6 testa dessa teoretiskt och med
simuleringar.

Det dr naturligt att anvidnda sig av tillstAndsuppskattningen i Teorem 2 men att
anvidnda sig av ndgon annan tillstdndsaterkoppling. Ett {6rslag av Johan Nilsson &r
att man skattar tillstdnden d& kontrollsignalen férvintas att stallas ut. Man far da
féljande regulator

_ Tkik
ue=-L[ 2 I}] [uk'_l} (3)
dir o
_ rp 4T
@i — eA(T:C+Tc°)’ Pz — / eASdSB
0

och L ir den optimala férdrdjningsfria aterkopplingen. Vi har anvéint oss av beteck-
ningen 7¢¢ = E 7%, Styrlagen kan ocks skrivas

iy, = —LoeAritHT™) | Tklk
Uk—1

om man later Ly = [L,1]. Om vi erhallit den diskreta kostnadsfunktionen, Ju,

genom att sampla en kontinuerlig kostnadsfunktion, s& &dr styrlagen optimal med

avseende pa den kontinuerliga forlustfunktionen, forutsatt att tidsférdréjningarna
dr konstanta.




Ett forslag att {orbattra den suboptimala regulatorn (3) dr att vid tillstdndsa-
terkopplingen, forutom E(7°%), dven ta hidnsyn till standardavvikelsen o(7°%). Den
féreslagna styrlagen ges av

- A(rseqseay | T
U = —Lo(reaye i ){u:ﬂ’ @

diar L, berdknas med Riccatiekvationen

Se = Qu+87S,®— LI((Qxn +0*BT37SM3B) + 7S, 1)L,
L, = ((Qa+0*BT37S1aB) + 175, 1) 1([TS,& + OF)

och S!' &r det dvre n x n blocket till S,. D& ¢ = 0 s& r detta Riccatiekvationen
for den fordrdjningsfria aterkopplingen och L, = Lg. De bada suboptimala regula-
torerna sammanfaller darfor i detta fall. Vi ser att det som skiljer dem 4t kan tolkas
som en extra term o2 (ug — ug—1)T(BT®TS®B) (uy — up—y) i fdrlustfunktionen.
Intuitivt s& leder detta till ett system dir variationen av styrsignalen blir mindre
och darfor ett system som &r mindre kinsligt for tidsvariationer.

Vi ska forst motivera styrlagen i specialfallet 7€ = 0. Detta kan tolkas som att
vi inte tar hinsyn till 77¢, utan slar ihop denna med 7{¢. Lit 7, = 7. Observera
att med samma beteckningar som i Teorem 1, si kan Oppna systemet skrivas som

Frp1 = i +e ™ ADuy + i
Med variabelbytet z; = exp(TA)Zy, si far vi
Zipr = Bz + D — (I — e~ DA gy, + 9,
Later man 4 = (I — exp(—(r — 7)A))T, s& kan systemet skrivas som
Zpp1 = fi’zk + fﬂk — YUy + f};c. (5)
dir v = [BT®T,0]7 (14 — 7). Vi soker nu den styrlag som minimerar kostnaden
AN z
r_ k A k
wexla) ozl
k=0
for systemet (5), d& vi antar att v, = [BT 3T, 0)7 (1, —7). Det giller d att E(y) = 0
och E(yxyd) = o?[BT®T,0)]7[BT3T,0] om o ir standardavvikelsen av 7. Kost-
nadsfunktionen J' &r approximativt lika med J, eftersom z, kan uppfattas som en
uppskattning av 7 i tidpunkten da styrsignalen stills. Vi anvinder oss av dynamisk-
programmering, pd samma sitt som i beviset av Teorem 1.

Later vi Sy vara kostnaden vid tidpunkt k£ och oy vara den del av kostnadsfunk-
tionen som inte kan paverkas av styrsignalen, s& giller
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= N Q- .
([ o fz]) o

0= Ql} + ‘i’TSkH‘;’T _ le + (i)TSk—Hf ) J
QL +TSk41®  (Qo2 + 0?BTRTSIL @B) + ISl

forutsatt att Sgh, dr 6vre n x n blocket till Spy;. Vi har d& anvint oss av att
EvLSks17e = tr(ESkp1mevf) = o?tr(Sp4a[BT 3T, 017 (BT@7,0]), som blir lika
med ¢?BT®T S}l | $B. Genom exempelvis derivation s& kan vi finna extrempunkten
g = —(Qa1/Q02) %y till den kvadratiska formen. Insdttning av denna ger minimum
j{(ﬂu — 12021 /Q92)Zk. D& k — —o0, s& kommer S; konvergera mot ett stationirt
virde och vi erhdller den suboptimala styrlagen @, = —L,(5,)2k, som &ar ekvivalent
med den ovan angivna styrlagen om vi anvénder oss av Kalmanfilteruppskattningen,
eftersom 73 = 0. I fallet att 77° ocksd &r slumpmissig, s& verkar det lampligt att
ersitta o(r) med o(7°*) eftersom regulatorn d& tar hénsyn till 73¢. Regulator (4)
inkluderar ocksé variansen hos 77 och kan jaimf{dras med en sk ’cautious’ regulator,
Astrém-Wittenmark (1995) kap 7.

Ett forslag pd ett suboptimalt schema i Luck and Ray (1990), &r att man i
schemat i figur 1, infor buffertar pa regulator- och process sidan, si att alla tidsfor-
drdjningar kan ses som konstanta. Fordelen med detta schema &r att man helt kan
bortse fran tidsvariationer, men innebdr ocksd att man infort onddiga tidsfordrgj-
ningar. Detta schema &r inte analyserat hir.

5 Exempel

I detta avsnitt sé ska vii tvi exempel undersdka hur vil en LQG-kostnadsfunktion
minimeras av standard LQG-regulatorn, samt de i kapitel 4 foreslagna regulatorerna.
For att teoretiskt berdkna forlusten for de olika regulatorerna, sd kan man anvénda
sig av teorin i Nilsson (1996}, avsnitt 4.2 .

5.1 Exempel, Doyle and Stein (1979)

Fo6ljande exempel dr taget ur Doyle and Stein (1979) och r 4ven analyserat i Nilsson
(1996).
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Figur 2: Teoretiska berdkningar och simuleringar av foérlusten som funktion av a.
Den 6versta kurvan &r regulatorn som inte tar hdnsyn till tidsférdrdjningar, och de
undre (sammanfallande) kurvorna ir den optimala samt den suboptimala regulatorn
(3). Kryssen 4r simuleringar av standardregulatorn samt regulator (3).

) 0 1 0 35

z = [_3 _4]2:—%[1}11—1-[_61}6 (6)

y = [2 1]z+n. (7)
Det giller att £ och n dr vitt brus med medelvirde noll och variansen ett. Kostnads-
funktionen som ska minimeras ar

1 /7
J=E lim / (zTHTHz + ?) dt
T—oo T 0

dir H = 45 [ V35 1 ] Samplingperioden viljs till A = 0.05 enligt tummregler-
na i Astrdm och Wittenmark (1990). Tidsfordrojningarna 75¢ och 7¢® antas vara
rektangelférdelade i intervallet [0, ah/2] dir 0 < o < 1.

Vi far f6ljande designparametrar for regulator som inte tar hansyn till tidsfor-
drojningar

oo [38ou]" [ 2.69 7 | 2927
Tls094| T —4asa| 0 T | os012)

Det slutna systemets poler blir egenvirdena till ® — I'L och & — K, som kan
berédknas till {0.70040.07¢} respektive {0.743,0.173}. Ur detta skulle man kunna tro
att systemet inte ar svirreglerat. En Nyquistplott visar emellertid att fasmarginalen
endast ar 11°.

[ figur 2, som innehaller berikningar och simuleringar av forlusten f6r de olika
regulatorerna, ser vi att regulator (3) ligger mycket nira den optimala. Teoretis-

ka berdkningar visar att regulatorn som inte tar hinsyn till tidsférdrdjningar blir
instabil d& a > 0.4252.

12
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Figur 3: Berdkningar av forlusten da (8) reguleras av de olika regulatorerna. Den
heldragna 6versta kurvan &r standardregulatorn som inte tar hdnsyn till tidsfor-
dréjningar. De badda understa kurvorna ar den optimala respektive mitt forslag till
suboptimal regulator. De bada prickade kurvorna &r den suboptimala regulatorn (3)
som tar hinsyn till 73¢ (- -), respektive inte gor det (..).

5.2 Exempel, robot

Betrakta processen

0 1 -1 0 5
¢ = | —09 —009 009 |z+| -1 |u+| =6 |¢ (8)
01 001 -0.01 2 100
y = [0,0,1]z+7n
1 T
J = Elim = / (zTHTHz + u?) dt
Tooco T 0
H = [3,37,20]

dir ¢, n r vitt brus med E(n?) = E(¢?) = 1. Processen, som har poler i {0,0.05 %
0.9987¢}, a4r med ndgra modifikationer robotexemplet i Astrém och Wittenmark
(1990). Sampelperioden viljs dven hir till h = 0.5.

I figur 3 dr denna process undersékt och vi ser att regulator (3) blir instabil
dad a > 1/2. Regulator (4) daremot ir stabil for alla o och ligger strax dver den
optimala.
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6 Stabilitets- och forlust- undersékningar av regu-
latorer

Vi ska hér undersdka uppférandet for fyra olika SISO-processer, dir brus endast
adderas till in- och ut- signalen (ujr och yz). Det forutsitts dessutom att kost-
nadsfunktionen endast straffar in- och ut- signal. Vi ska jimféra hur vil en LQG-
kostnadsfunktion minimeras av standard LQG-regulatorn, samt de i kapitel 4 f5re-
slagna suboptimala regulatorerna, det vill siga regulator (3) och regulator (4).
Stabilitetsundersdkningarna gors for sex olika typer av slumpmissiga tidsfor-
dréjningar. Dessa &r
I 71 =4y, dvs konstant tidsférdrojning 75, = h.
II 1 =026 + 0.8,
I 717 =0.560 + 0.50,
IV 71V =rect(0, h)
V. 7Y =0.58050-0) + 0.56(0.50+0) dir 0 = h//12
Vi TVI = 50.5}1
Vi har anvént oss av d; for att beteckna en punktmassa i t. Notera att férdel-
ningarna (IV) och (V) bada har vintevirdet h/2 och standardavvikelsen h/v/12.
De processer som ska analyseras ir; dubbelintegratorn, oscillatorn med w = 0.5,
stabila processer med poler i {—0.1, ~0.2}, samt tredje ordningens processer med
poler i {£0.57, —0.2}. Sampelperioden sittes i samtliga fall till A = 1. Den samplade
processen kan i det férdrojningsfria fallet skrivas pa formen

i1 = Pz + Tlug + i) (9)
yr = Cop+ \/Fek (10)

dir v och ey, férutsitts vara oberoende normalférdelat brus med medelvirdet noll
och med variansen 1. Férlusten som skall minimeras férutsitts vara pa formen

N

Iv = D (R +qup). (11)
k=0

Vi ska bland annat bestimma de (r,¢) som ger en stabiliserande regulator.

6.1 Dubbelintegratorn

Den kontinuerliga processen beskrivs av

- [? 8}”[})%

[Cl, 1}1:

<@
I

Sampelperioden &r satt till 2 = 1. 1figur 4 och 5 sa &r stabilitetsomradet 6r (r, ¢)
plottad d& Cy € {~2,-1,0,1,2}, forutsatt att vi anvinder oss av standard LQG-
regulatorn. Dessa val av C) motsvarar process-nollstallen i {1/2,1, 00, —1,~1/2}.1
samtliga fall s& galler att stabilitetsomradet f6r 7/ ir mindre in stabilitetsomradet
fér /7 som &r mindre dn stabilitetsomradet for 771 och s& vidare. Diremot si
sammanfaller i stort sett stabilitetsomradet for 77V med stabilitetsomradet for 7
Eftersom E(r’) > E(r71) > E(+/1) = E(+!V) = E(r¥) = E(+V7) och o(rHhy >
c(7V)y=o(tV) > o(rY7) s& verkar det som om
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instabil
0 2

Figur 4: Stabilitetsomrade i (g, r) planet for dubbelintegratorn d3 Cy = —2 och fér
férdelningarna (I)-(V I} ndr man anvinder sig av standard LQG-regulatorn.

Ci=-1 Ci=0

stabil

10

stabil stabil

O = N W s O

O = N W 0O’

Figur 5: Stabilitetsomrade i (¢,7) planet {6r dubbelintegratorn d& man anvinder
sig av standard LQG-regulatorn. I samtliga fall s& giller att stabilitetsomradet for
71 &r mindre &n stabilitetsomradet f6r 7// som &r mindre 4n stabilitetsomradet for
711 och s& vidare samt att stabilititsomradet f6r 7/¥ och stabilitetsomradet for 7V

i stort sett sammanfaller.
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e Stabilitetsomradet minskar da E(7) &kar,
o For ett fixt E(r) s& minskar stabilitetsomradet d& o(7) Skar.

Ytterligare berdkningar visar att det inte finns ndgot nollstille som gor att systemet
blir stabilt for varje val av (r,q) och tidsfordréjning. Observera att ¢ = 0 ger en
minimum-varians tillstdndsaterkoppling och 7 = 0 med{or att regulatorn kommer
att anvinda sig av en deadbeat estimator for att uppskatta tillstdnden. Antag nu att
Cy = —2 och att fordrdjningarna 7° och 7{® bada dr slumpméssiga med ¢, 75% €
Rect(0,h/2). Processen har i detta fall ett nollstille i 1/2. Féljande tabell visar
forlusten for olika regulatorer da r,q € {1, 3,5}

r/q g=1 q=3 g=5

r=1| 14941 0370% | 164.3 0.200% | 1752 0.140%
0.466 % o0 0.13 % o0 0.059 % 00

r=3| 1630 0358% | 178.7 0.193% | 190.1 0.137 %
0.451 % oo 0.129 % 449.1% | 0.058 % 1135 %

r=51 1733 0.350 % | 189.6 0.190 % | 201.3 0.135 %
0.442 % 00 0.127 % 1525 % | 0.0568 % 79.30 %

For varje val av (r,q) si stdr forlusten f6r den optimala regulatorn i vénstra
ovre hornet, och 6vriga siffror dr forlusten, angiven i procentuell 6kning i forhal-
lande till den optimala, for de suboptima regulatorerna (3), (4) samt f6r standard
LQG-regulatorn. I hogra dvre hornet s& star forlusten for regulator (3) och i nedre
vanstra hornet forlusten f6r regulator (4). I nedre hogra hirnet si star forlusten for
standardregulatorn och oo betyder att systemet 4r instabilt.

Samma understkning d& C; = 0, vilket motsvarar att processen har ett konti-
nuerligt nollstélle i oo, ger resultatet;

r/q g=0.1 q=0.5 =1
r=0.1 586 320% | 795 476% | 969 227%
2.10 % o0 0.82 % o0 046 % 313%
r=05| 875 287 % | 11.3 436 % 135 211 %
1.87 % 00 075% 272% | 043 % 1256%
r=1 109 270% | 138 414 % 162 201 %
1.75% 366% | 0.72% 134% | 042% 853 %

Nedanstdende tabell avser fallet C; = 2, som ger ett kontinuerligt nollstille i
-1/2;
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Figur 6: Plott av forlusten som funktion av a. De bada undre (samanfallande)
kurvorna ir forlusten for den optimala regulatorn och regulator (4). Férlusten for
regulator (3), kurvtyp {.-), dr storre dn for standard LQG-regulatorn (- -), da o >

0.96.

r/q qg=0.1 q=0.5 g=1
r=0.1 114 1.50 % 12.6 1.05 % 13.8 0.777 %
24% 253% | 1.34% 152% | 0.79% 105 %
r=0.5 124 144 % | 135 1.01 % 148 0.755 %
229% 153% | 1.30% 107% |076% 80.1%
r=1 13.4 1.39% | 146 0982% | 159 0734 %
220% 106% | 1.26% 80.7% | 0.74% 63.6 %

Av ovanstiende undersdkta fall, s3 ser vi att vi endast fir signifikant bittre
resultat med regulator (4) 4n med med regulator (3) d& C; = 0 och g &r litet. I
figur 6 si dr forlusten for de olika regulatorerna plottade d& €1 = 0, ¢ = 0.03 och
r = 1.5. De slumpmissiga tidsfordrdjningarna antas vara 75, 75* € Rect(0, ah/2),
dér vi varierar ¢ i intervallet [0, 1]. Vi far fdljande designparametrar

Lo=[1.572 1236 1]  Lo(rect(on/2)) = [1.249 0.810 0.962]

0.436 — _ [0.436
K= [1.151] K= [0‘716] '

Vi ser att regulator (3) ger storre forlust dn standardregulatorn da a > 0.96. Regu-
lator (4) diremot ligger mycket ndra den optimala.

I figur 7, 8 och 9 s& har vi plottat forlusten, styrsignalen samt utsignalen som
funktion av tiden for de olika regulatorerna. Simuleringarna avser fallet a = 1. Vi
har 1atit 77¢, 7£%, ex och vg vara samma i de olika simuleringarna. Vi ser att regulator
(3) uppfor sig vl utom da t =~ 170, t &~ 610, t =~ 690 eller t = 810. I dessa fall blir
bade styrsignal och utsignal stora. Om man begrinsar styrsignalen for regulator (3),

17




Fériust
"
v

L L »
200 300 400

Figur 7: Plott av f6rlusten som funktion

s L L L .
500 600 700 800 900
tid

1000

av tiden d& a = 1. De bada understa kur-

vorna ir simuleringar av den optimala regulatorn samt regulator (4). Den streckade
kurvan ar en simulering av standard LQG-regulatorn och den &vre prickade kurvan
ir en simulering av regulator (3). Samtliga simuleringar har startats med samma

slumptalsfro.

Optimala regulatorn

o] 500
tid
Regulator (4)

Y] 500
tid

1000

Figur 8: Plott av styrsignalen u

Regulator (3}

o] 500
tid
Standard LQG-regulatorn

1000

0 500
tid

1000

som funktion av tiden dd a = 1.
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Optimala regulatorn Regulator {3}

15 15
10 10
5 5
|
> 0 h ¢ > 0
-5 -5 |
-0 -10
-15 ~-15
500 1000 0 500 1000
tid tid
Regulator (4) Standard LQG-regulatorn
15 15
10 10
5 5
> ofbi ‘ i > 0
-5 -5
10 -10
-15 -15
o] 500 1000 [¢] 500 1000
tid tid

Figur 9: Plott av utsignalen y som funktion av tiden d& a = 1.

sd att |u]| < 10, s& kommer forlusten Jigo0/1000 bli 18.1, vilket &r betydligt ligre dn
om man inte begrénsar styrsignalen. I figur 10 s& har forlusten medelvérdesbildats
for 1000 simuleringar d& vi anvénder oss av de olika regulatorerna.

6.2 Oscillatorn med poler i £0.5¢

Den kontinuerliga processen beskrivs av

. [ 0 05 1
v {—0.5 o}“{o}“
y = [C1, 1]z

Samplar vi detta system med h = 1, s far vi diskreta poler i 0.878 + 0.4794. 1
figur 11 sa &r stabilitetsomradet for (r, ¢) plottad da Cy € {-1,-1/2,0,1/2}. Dessa
val av C; motsvarar process-nollstéllen i {-1/2,-1,c0,1}. D& C; € [0.96,2.61],
s& blir det slutna systemet stabilt f6r varje val av (r,q) och tidsférdréjning. Detta
motsvarar kontinuerliga process-nollstdllen i [0.19,0.52]. For &vrigt giller samma
slutsatser som i dubbelintegrator fallet vad géller de inbérdes férhillandena mellan
stabilitetsomradena for olika férdelningar.

I nedanstdende diagram s& har vi berdknat forlusten for suboptimala system d&
C, € {1/2,-1,0} och r,q € {0.02,0.07,0.18}.

D4 C; = 1/2 ( Motsvarar ett nollstille i —1 );
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Figur 10: Plott av forlusten som funktion av tiden d4 o = 1. De bada understa
kurvorna dr simuleringar av den optimala regulatorn samt regulator (4). Den strec-
kade kurvan &r en simulering av standard LQG-regulatorn och den 6vre prickade
kurvan &r en simulering av regulator (3). Forlusten har medelvirdesbildats fér 1000
simuleringar.

C=-1 C=-1/2

1 1
0.8 0.8
0.6 stabil 06 stabil
0.4
0.2

~N
0 ~N
0 0.5 1 1

C=0 C=1/2

0.8

0.6 stabil

0 0.5 1

Figur 11: Stabilitetsomrade i (¢,7) planet for oscillatorn. I samtliga fall s& galler att
stabilitetsomrddenas inbordes storlek blir samma som i dubbelintegrator fallet.
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r/q g =0.02 q=0.07 qg=0.18
r=0.02 3.09 0.89 % 3.18 0.65 % 3.32 0.42 %
08 % 00 04 % o0 024% 483 %
r = 0.07 3.17 0.83 % 3.26 0.60 % 3.40 0.40 %
0.7 % o0 041% 835% | 023% 342%
r=0.18 3.31 0.74 % 3.39 0.54 % 3.53 0.35 %
062% 852% |036% 442% | 020% 265 %
D& ¢y = —1 ( Motsvarar ett nollstdlle 1 1/2 );
r/q g=0.02 q=0.07 g=0.18
r=0.02 2.34 1.49 % 2.44 1.16 % 2.61 0773 %
26% 163% | 1.9% 128% | 1.18% 896 %
r = 0.07 2.42 1.46 % 2.51 1.13 % 2.68 0.765 %
2.5 % 129% | 1.89% 106 % 1.15 % 77.3 %
r=10.18 2.56 1.39 % 2.66 1.08 % 2.83 0.73 %
240% 906% | 1.80% 778 % | 1.11% 60.5 %
D& Cy = 0 ( Motsvarar ett nollstille i oo );
r/q g =0.02 q=0.07 qg=0.18
r =0.02 0.96 26.6 % 1.12 5.84 % 1.35 2.01 %
21 % 00 111 % 00 056 % 223 %
r=0.07 1.20 23.8 % 1.37 527 % 1.60 1.84 %
1.89 % o0 1.01% 416% | 0524 % 110%
r={0.18 1.47 21.0 % 1.64 4.70 % 1.87 1.66 %
1.67 % 258 % 1 0.91% 118 % 048 % 64.2%

Precis som for dubbelintegratorn si verkar vi fi problem med regulator (3), d&

q 4r litet, och processen har ett stort nollstille.

Antag nu att ¢ = 0.004 och r = 1. I figur 12 har vi plottat férlusten som funktion
av tiden f0r de olika regulatorerna da 7°¢ och 7¢® bada antas vara rektangelférdelade
i intervallet [0, h/2]. Det visar sig att regulator (3) 4r instabil medan att regulator

(4) och standard LQG-regulatorn bada ir stabila.

6.3 Processer med poler i {—0.1,—0.2}

Den kontinuerliga processen beskrivs av

{—8‘1 —8.2}3”{
= [C1 s
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Figur 12: Forlusten som funktion av tiden d& ¢ = 0.004 och r = 1 fér oscillatorn.
Tidsfoérdrojningarna dr rektangelférdelade i {0, A/2]. Simuleringarna ar gjorda foér
regulator (3) (--), standard LQG-regulatorn (..), regulator (4) (-.) samt for den
optimala regulatorn (-). Férlusten {6r regulator (4) och den optimala regulatorn
sammanfaller i stort sett. Observera att regulator (3) inte stabiliserar systemet.

Systemet samplas med A = 1 och vi far d& poler i {0.905,0.819}. I figur 13 s&
har vi undersckt fallen C; = —0.9,-0.92, —0.99, —1.03. Detta motsvarar de konti-
nuerliga nollstdllena 0.8,1.05,9.8, —3.5. Vi far stabilitet f6r varje val av (r,q) och
tidsférdréjningar endast om Cp < —1.92 eller Cy > —0.79, vilket motsvarar (kon-
tinuerliga) nollstéllen i intervallet [—0.31,0.79]. Féljande tabeller visar fdrlusten d&
C1 € {-1,-0.9,-0.93} och ¢, € {0.001,0.1,0.5}:

D& ¢y = —1 ( Nollstille i odndligheten );

r/q g = 0.001 q=0.1 g=05
r=0.001] 0.0307 12.07% | 0.107 021% | 0204 040%
1.40 % o0 017% 622% | 040% 215%

r=0.1 0.114 582 % 0.207 011% ] 0304 0.24%
0.68 % 332% | 0.09% 28 % |024% 135%
r=0.5 0.213 3.51 % 0.305 0.07% | 0.392 0.16 %
0.41 % 420% [ 0.053% 1.79% | 0.16 % 0.88 %

Da Cy = —0.9 ( Nollstélle i 0.8 );
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C1=-09 C1=-0.92
0.02 0.02
0.015 0.015
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0.011 0.01
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0 0.005 0.01 0.015 .02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
C1=-099 C1=-1.03
0.02 0.02
0.015 0.015
stabil
0.01 0.01
0.005 0.005
ol oL
Q 0.005 0.01 0,015 0.02 Q 0.005 0.01 0.015 0.02

Figur 13: Stabilitetsomrade i (g, r) for den stabila processen. I samtliga fall s giller

att stabilitetsomradet f6r 77 &r mindre 4n stabilitetsomradet for 7
och s& vidare.

an stabilitetsomradet for 7

I

II

som &r mindre

T/q q = 0.001 q=0.1 g=0.5
r = 0.001 0.107 044 % | 0.174 0.082% | 0245 023 %
0.73 % 00 0074% 329% | 023% 1.22%
r=0.1 0.173 028% | 0.236 0.053% | 0.298 0.16%
046 % 225% | 0.047% 176 % | 0.16 % 0.78 %
r=20.5 0.245 018% | 0299 0.035% | 0350 0.11%
029% 171% [ 0031 % 115% | 011 % 0.50%

D& €1 = —1.03 ( Nollstille i -3.53 );

r/q g = 0.001 q=0.1 g=05
r=0.001 | 0.0200 9.65% | 0.106 021 % | 0207 041 %
1.23 % oo 017% 7.23% | 041% 238%
r=0.1 0.111 462 % | 0.207 0.11% | 0311 0.25%
059% 245% | 0085 % 3.12% |024% 1.50%
r=0.5 0.215 277% | 0.313 0.070% | 0408 0.16 %
036% 321% |0052% 193% |016% 0.97%

Vi ser att de suboptimala regulatorerna ligger nira den optimala och att vi far
stdrst problem med regulator (3) dA processen har ett stort nollstille och q ir liten.
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Figur 14: Stabilitetsomrade f6r de komplexa nollstillen som gor att processen med
poler i {£0.51, —0.2} blir stabilt f6r varje val av (g,r) d& vi anvénder oss av stan-
dardregulatorn . Tidsférdrgjningarna 7°¢ och 7°% antas vara rektangel fordelade i
[0,h/2], h=1.

6.4 Processer med poler i {£0.5¢,—0.2}

Den kontinuerliga processen beskrivs i detta fall av

-0.2 -0.25 -0.05 1

z = 1 0 0 z+ | 0lu
0 1 0 0

y = Cz

I figur 14, s& dr omradet dir komplexa processnolistillen ger stabilitet for varje
val av (g,7) d& 7°¢ och 7°¢ antas vara rektangel fordelade i [0, h/2], {6rutsatt att vi
anvinder oss av standard regulatorn. Vi har i tidigare avsnitt sett att man 6r de
flesta processer kan fa instabilitet om man viljer ¢ och r {6r smé. Vi ska undersoka
forlusten da C = [0,0,1], C =10,1,0], C = [1.5625,0,1] och C = [6.25, 5, 1].

Da C =[0,0,1] (Tva nollstillen i odndligheten);

r/q qg=04 q=1.8 g=6
r=04] 291 123 % 381 255 % 49.7 0.84 %
1.55 % co 0.66 % 0 032% 189 %
r=18| 400 1067% | 496 222% 61.3 0.74 %
1.33 % 00 058% 783% | 0.296% 88.7%
r=26 52.7 8.97 % 62.4  1.87 % 73.4 0.63 %
111% 376% | 050% 117% | 026% 47.3%
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D& C =10,1,0] (Ett nollstélle i odndligheten och ett nollstélle = 0);

T/q q = 0.05 q=0.2 =1
r=10.05 2.38 27.9 % 2.81 5.39 % 3.97 0.89 %
2.17 % 0 1.08 % o0 031 % 70.3%
r=0.2 3.00 244 % 3.44 4.78 % 4.62 0.81 %
1.90 % 00 097% 237% 1029% 505 %
r=1 4.32 19.0% 4.79 3.79 % 6.00 0.68 %
147% 945% | 077% 59% |0260% 30.1%
Da C = [1.5625,0,1] (Nollstallen i 0.87);
r/q =04 q=0.9 =2
r=204 7.02 2.29 % 8.92 1.14 % 11.9 0.59 %
287 % 0 1.35 % 00 056 % 435 %
r=20.9 8.68 2.32 % 10.9 1.18% 14.3 0.63 %
2.85 % o} 1.36 % 1168 % | 0.59 % 228 %
r=2 11.4 2.27 % 14.1 1.19 % 18.1 0.67 %
274% 3550% | 1.33% 250% | 061 % 138%
D& C = [6.25,5, 1] (Dubbla nollstallen i —0.4);
r/q =0.01 q=0.05 g=0.5
r = 0.01 103.5 1.70 % 103.6  1.69 % | 104.7 1.60 %
2.78 % 810 % 276% 793% | 257T% 642 %
r =0.05 103.6 1.70 % 103.7 169 % | 1048 1.59%
2718% 79276 % | 276 % 776 % | 256 % 631 %
=105 104.5 1.69 % 104.6 1.68 % 105.8  1.59 %
2.76 % 643 % 2.74% 632% | 255% 532 %

Det verkar som att vi fAr problem med regulator (3) om g &r litet och processen

har ett stort nollstélle.

7 Ett tidsvariationskinsligt system

Fran foregiende avsnitt, s& skulle man kunna tro att man alltid har stabilitet for
tidsberoende tidsférdréjningar om man har stabilitet for alla konstanta tidsfordroj-
ningar, férutsatt att man anvinder sig av standard LQG-regulatorn. Féljande ex-

empel visar dock att sd inte ir fallet.
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Figur 15: Plott av forlusten som funktion av . Den &vre kurvan dr forlusten da
7= (1 —a)do + adn och den undre di 7 = d,p (dvs konstanta tidsférdrojningar).

dx 0 —-1/4 0 1

o5 = 1 0 Ofjz+ |0 ju+é
t 0 1 0 0

y = [0.7043 05396 1]z +n.

Sampelperioden séttes till A = 1. Med beteckningarna i avsnitt 2 s3 later vi
bruset och straffet ges av matriserna Q, = HQHg, Ry = HRHY, Q12 = Ri2 = 0
och QQ = R2 =1 dir

Hg = [-8.8531 8.7241 3.4532]
Hrp = [-35177 11.063 —9.4502 ]

Den kontinuerliga processen har sina poler i {0, £0.5¢}. I figur 15 har vi plottat
forlusten som funktion av vintevirdet (= «) f6r {6rdelningarna 7 = 8, och 7 =
(1 — a)dp + ady. Systemet blir stabilt for alla konstanta tidsférdréjningar, men
instabil d& 7 = 0.2d¢ + 0.8J,. Figur 16 visar Nyquistkurvan for systemet, som har

stor fasmarginal.
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Figur 16: Nyquistkurvan for processen

8 Slutsatser

Om man anvinder sig av standard LQG-regulatorn d& man styr en process, si kan
man f& problem med tidsfordréjningar om straffet pa styrsignalen och bruset pa
utsignalen ir sm, dvs om man gor en kridvande regulatordesign. Genom att kom-
pensera sig for tidsférdréjningarna med regulator (3), som tar hansyn till E(7}¢) och
anvander sig av optimal tillstdndsuppskattning, s& kan man dock minska f6rluster-
na. Med denna regulator kan man f& problem med slumpmaéssiga tidsférdrojningar
om straffet pa styrsignalen dr liten och processen har ett stort nollstille. Om man
anvinder sig av regulator (4), som dessutom tar hinsyn till o{77¢), s& far man smé
forluster, i forhallande till den optimala regulatorn, for alla undersékta fall. Eftersom
regulator (4) 4r férsumbart mer komplicerad (en extra term i Riccatiekvationen) &n
regulator (3), s& verkar denna vara att foredra forutsatt att man kéinner o(r5¢).
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