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1 Inledning

Design genom polplacering leder i vissa fall till en instabil regulator. Instabila
regulatorer bor av flera skil, om mojligt, undvikas. Sarskild behandling kravs
vid in- och ur-koppling av en instabil regulator. Brott i aterkopplingsloopen, som
tex vid begréansning av styrsignalen, leder atminstone till temporar instabilitet.
Detta leder i sin tur i béasta fall till o6nskade transienter i systemet. En icke
havbar temporar instabilitet kan astadkommas exempelvis vid begransningar i
styrsignalens andringshastighet. Detta ar en effekt av att en instabil regulator
ger ett slutet system som endast ar villkorligt stabilt.

Ett exempel som visar detta ges av processen
(For definitioner och beteckningar se stycket definitioner nedan.)

2 +2v/3s + 4
(s+1)°

G(s) =

da den 6nskade 6verforingsfunktionen fran referens till utsignal ar

64(s? + 2v/3s + 4)
(s + 4)°

Gn(s) =

och observarpolynomet

Ao(s) = (s +8)°
Med integralverkan i regulatorn erhalls vid polynomdesign i detta fall en instabil
regulator som ges av

R(s) = s(s® + 37s* — 1711.15s — 1284.57)

S(s) = 2269.15s> + 4589.465 + 1699.2s + 32768

T(s) = 64(s + 8)°
For att undersoka hur den instabila regulatorn beter sig da man begransar maxi-
mal utsignalsderivata simulerades systemet i Simnon. Simnonfilerna finns listade
1 appendix A.
Utan derivatabegransning av styrsignalen fas beteendet i figur 1. Overslingen i
stegsvaret beror pa nollstéllena i G,.
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Figur 1: Regulatorbeteende utan derivatabegransning

Med begransad andringshastighet fas istallet beteendet i figur 2, dar maximala
andringshastigheten ar satt till max(u)=42.015.
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Figur 2: Regulatorbeteende med derivatabegransning

I figurerna ovan syns att en instabil regulator kan ge ett icke onskvart beteende.
Det blir darfor intressant att undersoka for vilka designkrav som en instabil re-
gulator erhalls. Detta arbetes framsta syfte ar att undersoka nar detta intraffar,
sa att man om mojligt kan undvika att erhalla en instabil regulator.




2 Polynomsyntes

2.1 Definitioner

Antag att processen ar ett linjart och tidsinvariant kontinuerligt system med den
rationella 6verforingsfunktionen

B(s)
= 1
66) = i ()
Regulatorn har tva frihetsgrader och ges av:
R(s)U(s) = T(s)Uc(s) — S(s)Y (s) (2)
Med denna regulator fas det slutna systemet:

B(s)T(s)
Ga(s) =
1(s) A(s)E(s) + B(s)S(s)
Lat B* innehalla alla nollstallen som skall forkortas i regulatordesignen. Bt kan
da alltid valjas monisk,vilket ger:

(3)

B = B"B* (4)
Den onskade 6verforingsfunktionen fran referens till utsignal ges av:
B
.0 5
Gm = - (5)
B, bestar av den del av B som inte fick forkortas samt nya onskade nollstallen:
B, = B, B~ (6)

Det 6nskade systemet erhalls genon att losa diofantinen:

AR+ BS = A, A, BT (7)
Eftersom Aq ska forkortas i 6verforingensfunktionen fran w. till y fas:
T =A,B., (8)

Da Bt ar en faktor i hogerledet i (7) och dven i B méste Bt vara en faktor i R,
ty A och B antas vara relativt prima:

R =R'B*s (9)

dar ! ar antalet integratorer i regulatorn. Detta ger upphov till en modifierad
diofantin:

AR's' + B=S = A, A, (10)
Infor designpolynomet D for hogerledet i (10) dvs:
D = AAn (11)




2.2 Gradtalsvillkor pa RST-regulatorn

Nar man skall 16sa diofantinen (10) med R givet av (9) och T givet av (8) fas
foljande villkor pa gradtalen hos RST-polynomen.

grad R = grad A,, + grad A, — grad A + grad B* (12)
grad T' = grad A, + grad B}, (13)
Villkor for proper regulator, (grad 7' < grad R) ger:
grad A, + grad B, < grad A,, + grad A, — grad A + grad B
Detta leder till kravet:
grad A,, — grad B, > grad A —grad B* (14)
Subtraheras grad B~ fran bada sidor sa fas
grad A,, —grad B,, > grad A —grad B
Detta ar ett villkor pa poloverskottet hos G,
dm > d (15)

For att ekvationsystemet som erhallas vid 16sning av diofantinen skall bli entydigt
bestamt maste foljande villkor pa gradtalen hos S och R’ vara uppfyllda:

grad R’ + grad S+ 1 = grad A,, + grad A, (16)

grad R’ = grad A,, + grad A, —grad A — [

Saledes fas:
grad S =grad A—1+1 (17)

Villkor for en proper regulator, (grad S < grad R), ger:

grad S < grad A,, + grad A, — grad A 4 grad B* (18)

For att fa en realiserbar regulator maste ekv. (18) ge ett minst lika hogt gradtal
som (17), saledes kravs

grad A —1+1 < grad A,, + grad A, — grad A + grad B*
Da erhalls f6ljande villkor pa grad A,:

grad A, > 2grad A — grad Bt —grad A,, +1—1 (19)



2.3 Syntes

Om grad A,,= grad A, = grad A=n och grad Bt = 0 fas:
D(s)=s™+ .. +da,

A(s)=3s"+ .. +an, B(s)=bos"+ .. +b,
R(s)=38"+ .. +7n, S(s)=s18"1+ .. +3,

Om man satter in A,R,B,S och D i diofantinen (7) fas:

(8" + oot an) (8" + oo 4 1n) + (bos™ + .. 4 b)) (518" 4 o+ 8n) = (87 + ..+ d2n)

Identifiering av koefficienter ger ekvationssystemet:

’1 0 v 0 bo . 0 1 -?“1-

1 [ dl — a1 ]
an . - . by
0 a, . . 0 . . ™|
0 0 . w0 | s | T d"d“ n
1 . o by . ntl
00 . a 0 . by] [s.])] t dn |

Sylvester-matris

Om B =k,l=1, A och D samma som ovan, fas vid insattning i den modifierade
diofantinen (10):

S(s"+ . Fan)(s"+ ..+ )+ k(sos" + .. +85) = (8" + .. + dan)

Identifiering av koefficienter ger Sylvester-matrisen.

(1 0 . 0 0 v 07 _ ) )
. 1 i d] — a1
a, . '

0O a . 0 . .,
0 . 1 0 "n-1 | Z | d, — an
k e dnt1
0 : .
. S . . 0 S don |
|0 0 w a, 0 k -

Eftersom Sylvester-matrisen ar triangular kan alla koefficienter i R successivt 16-
sas ut med hjilp av de n—1 6versta raderna, dvs stabiliteten hos regulatorn beror
bara pa processens poler och de n — 1 forsta koeflicienterna i designpolynomet D.



3 Stabilitet hos regulatorn

3.1 Allmant om stabilitet hos regulatorn

For system med ett poldverskott pa hogst tva dar samtliga nollstallen forkortas
kan en regulator viljas som R = s'(s +r)B*, dvs ett R-polynom med bara en fri
koefficient, och grad S = grad A — 1 + I. Insattning i (10) ger 16sningen:

r= dl — a7
Regulatorn blir da stabil om och endast om:
r>0

Detta ger kravet:
dy > aq

Lat 7(A) vara tyngdpunkten till polynomet A:s rétter givet av
_ 1 <& 1&
7(A) == pi=~> Re(p)
Lo L

dar p; ar rotterna till polynomet A av grad n.
Eftersom dy = —np7(AmA,) och a3 = —nu7(A) fas:

F(AmA,) < ~A7(A)
np

Detta villkor innebar att man i medeltal inte far gora det slutna systemets poler
mer an np/n, ganger langsammare an det oppna systemets. En situation da
detta kan intraffa 4r da man har en eller flera poler som ar vasentligt snabbare
an alla de andra i processen. Fors6ker man placera alla poler i det slutna systemet
ungefar lika snabba som de langsamma polerna i det 6ppna systemet kommer man
att 1 medeltal ha bromsat systemet for mycket och erhaller darmed en instabil
regulator. En bra regel ar darfér att 1amna snabba och valdampade processpoler
oforandrade i det slutna systemet.

System utan nollstallen

For system utan nollstallen med grad A,, = grad A, = grad A = n kan en
regulator valjas som R = s(s" ! 4+ ry.. + r,_1) och S = 505" + .. + 8.
Insattning i (10) ger l6sningen:

rn o= di—a
re = dp—axr— i akr; 2<k<n-1 (20)
r, = 0




Ur uttrycket for ry fas aven for detta fall att ett villkor f6r stabilitet hos regulatorn
ar att

F(AmAs) < Z—;;F(A) (21)

héar ar det dock bara ett nodvandigt men ej tillrackligt villkor for att erhélla en
stabil regulator. Ur uttrycket for koeflicienterna till R fas aven att regulatorns
stabilitet endast beror pa koefficienterna [a;..a,-1] och [d1..d,—1]. Det innebar att
regulatorns poler blir oberoende av koefficienterna [d,,..d2,] 1 designpolynomet D.
For att utreda hur stabiliteten hos regulatorn paverkas da man valjer att snabbt
slutet system infors nagra nya beteckningar.

Antag att dr € R,k € [0,n — 1] 4r kinda koefficienter. Lat

Dy(s) = ¥+ dis*V+ .. +di_ys+di
Da ar uppdelningen
D, (s) = s"*Dy(s) + D(s)
med grad D < n — k valdefinierad. Introducera
DS =sF 4+ d3s 1+ L+ dp

Lat nu D°(s) = D3,(s) ange onskad polkonfiguration for det slutna systemet for
en given lag bandbredd. Viljes det slutna systemet en faktor w snabbare men
med oférandrad polkonfiguration fas

D(s) = w™D°(s/w) = s*™ + dyws™ ' + .. + dgn_1w*™ s + dgw™
dvs
dk = dk(w) = dzwk
Satter man nu in di(w) i ekvation (20) fas
r(w) = di(w)—a;
re(w) = di(w) —ar — T8  ap_jri(w) 2<k<n-1
ra(w) = 0
Eftersom D°(s) ar stabil galler att alla df > 0, dvs alla dx(w) > 0.

Bilda kvoterna
ri(w)

, 1<k<n
di(w)
Lat w — oco. Gransvardena blir da

r Zli(:) = 1- d1a(1_w) -1, w—o o0
Z(z) = 1- d:(w) - w;z%wt;j — 1, w — oo
r3(w) = _ _az _ agri(w) _ aira(w)

< dz(w) =1 d3(3w) czisiw) (Iiafw] —1, w— o0
T'N—l!'w:! — aAn—1 n—2 &n— —i"'z’(’w)
dn-—vl(w] - 1 - dn—l(w) - 7=1 d:—l(’w) — 1, w — OO




Detta ger att
R'(s) = Dp_1(s), w — o0

D,,—1(s) har samma polkonfiguration som Dg_,(s), men med en faktor w storre
belopp hos polerna. Om D?_,(s) har samtliga rétter i vanster halvplan sa har
aven D,_1(s) samtliga rotter i vanster halvplan. Alltsa beror stabiliteten hos re-
gulatorn da for stora w endast av vilken polkonfiguration som valts for det slutna
systemet och €] av processen som ska regleras, dock kommer processens ordning
in eftersom den bestammer hur méanga poler som skall placeras i det slutna sy-
stemet. Detta innebar att om man kan hitta en polkonfiguration D°(s) sadan
att polynomet D°_,(s) har samtliga rotter 1 vanster halvplan sa kan det slutna
systemet goras obegransat snabbt utan att regulatorn blir instabil. Nu uppstar
naturligt fragan om vilka konfigurationer hos polplaceringen som uppfyller detta
villkor. Generellt kan sagas att villkoret blir svarare att uppfylla da ordningen hos
processen 6kar. En mojlighet att uppfylla villkoret ar vélja en observerare som
ar vasentligt snabbare &n det onskade svaret fran referenssignalen, dvs polerna
hos A, valjs visentligt snabbare dn de hos A,,. Om man viljer polerna hos A, k
ganger snabbare an de hos A,, kommer k att beh6va okas for att villkoret skall
vara uppfyllt om processordningen okas. Ju hogre ordning pa processen desto
snabbare maste polerna hos A, valjas relativt de hos A,,. En mdjlig tolkning
av ovanstaende ar att da observeraren valjs snabb relativt A, narmar man sig
tillstandsaterkoppling.

Uppdelning i snabba respektive dominerande poler

Ett annat satt att dela upp polerna ar i snabba respektive dominerande poler.
Lat D(s) = Dq(s)Ds(s) med ny = grad Dy, ns = grad D, dar D, innehéller de
dominerande polerna och D, innehaller snabbare poler. Intressant att studera ar
hur det totala antalet poler i det slutna systemet skall delas upp i snabba respek-
tive dominerande poler for att erhalla en stabil regulator da samtliga poler gors
snabba. Traditionellt valjes ett fatal dominerande poler medan resterande poler
gors snabba. Lat rotterna till D, ligga pa lika avstand w, fran origo och lat pa
samma satt rotterna till Dy ligga pa lika avstand w,, fran origo. Undersokningar
1 matlab visar att man for processer av lagre ordning (< 8) inte vinner nagot
pa att vilja ny # n,. For hogre ordning erhalls daremot att kvoten w,/w,, blir
minimal da
ng=mn-+3

ne=n—3

for en process av ordning n med integrerande regulator. De snabba polerna kan
alltsa for detta fall valjas att ligga sa nara de dominerande polerna som mojligt.



3.2 System av forsta ordningen
For system med nollstalle fas
A(s)=s+ar ; B(s)=k(s+b)
R(s)=s4+r1 ; S(s)=s1
An(8) =s+amt ; Ao(s) =5+ an
Om man valjer att inte forkorta nollstéllet fas ur diofantinen (10):
s? 4 (a1 + 71 + ks1)s + arry + kbisy = 8% + (am1 + @o1)$ + @m1a
Identifiering av koefficienterna ger:

{ ry + ks, Am1 + Go1 — O

airy + kbisy = ami6e

Om man loser ut r; fas:

bi(ami + @o1) — @m1dor — b1aq
b —aq

™ =

For stabilitet hos regulatorn kravs att r; > 0. Detta ger kravet:

bi(@m1 + @o1) — tmiter — byay
>0
bl —

Nar man analyserar denna olikhet uppticker man att det finns fyra principiellt
olika fall namligen:

b1>0, b1>a1 (I)
b1>0, b1<a1 (II)
b1<0, b1<(11 (III)

by <0, by > aq (IV)

For samtliga fall galler att stabilitetsomradena ar symmetriska kring linjen a,; =
o1 1 (@m1, @01 )-planet. Fall (I) ger ett utseende pa stabilitetsomradet i (am1, @o1)-
planet enligt fig (3). Endast en av polerna i det slutna systemet kan valjas snabb
medan snabbheten hos den andra begrinsas av —b;.



4>]
n

Figur 3: Principiellt stabilitetsomrade skuggat for fall (I), da a; > 0

Fall (II) ger ett utseende pé stabilitetsomradet i (am1,a01)-planet enligt fig (4).
Det slutna systemet kan goras godtyckligt snabbt med en stabil regulator. Lin-
jerna am,; = a1, adpy = by respektive a1 = by, a,y = a; ger en approximativ
avgransning av det instabila omradet.

By}

LY

Figur 4: Principiellt stabilitetsomrade skuggat for fall (II)
Fall (IIT) ger ett utseende pa stabilitetsomradet i (am1,a01)-planet enligt fig (5).
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Figuren &r ritad for fallet da a; > 0. Om a; < 0 blir regulatorn stabil f6r alla val
av am,y och ag.

&)

Figur 5: Principiellt stabilitetsomrade skuggat for fall (III), da a; > 0

I figuren ser man att en nedre grans for hur langsamt det slutna systemet kan
goras, med bibehallen regulatorstabilitet, bestims av aq, dvs det slutna systemet
kan aldrig goras langsammare an processen med bibehallen stabilitet hos regula-
torn.

For fall (IV), en instabil icke-minimum-fas process, blir regulatorn instabil for
alla val av polplacering hos det slutna systmet.

Dock bor papekas att man, tex genom att vilja en regulator med integralverkan
dar R(s) = s och S(s) = sos + s1 kan erhélla en godtycklig polplacering hos det
slutna systemet. Detta beror pa att R nu blir oberoende av polplaceringen hos
det slutna systemet. Aven konfigurationen A,(s) =1, Apn(s) = s+am1, R(s) =1
och S(s) = s leder till att man kan placerera polen i det slutna systemet pa
ett valfritt satt. Av detta drar man slutsatsen att det ar viktigt att valja ratt
regulator-konfiguration. Det kan annars hdnda att man infor begransningar i
designen som ej ar nodvandiga.

3.3 System av andra ordningen
System utan nollstallen

For processer av andra ordningen utan nollstallen kan ett relativt enkelt analy-
tiskt uttryck erhallas for nar polplacering ger en stabil regulator. Om man valjer
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det slutna systemet av samma ordning som det 6ppna (ett ofta naturligt val) och
R polynomet viljs av grad tva och S polynomet av grad ett erhalles diofantinen:

(82 4+ @15+ a3)(s® + ris +12) + bo(s18 + 82) = s* + dys® + dys? + das + dy

Identifiering av koefficienterna ger foljande ekvationssystem:

™ = dl - a1

ary +r2 = dy—ay

asry +airg+ bosy = ds
asre+bosy = ds

r1 och ry 10ses ur de tva oversta ekvationerna:

™™m = dl — a
Ty = d2 — a1d1 + a% — Q9
Med A, = 824 @m18 + amz och Ay = 82+ ¢1@m18 + C2am2 (c1 > 0 och ¢ > 0) fés:

di = il + )
do = a1+ ama(l + ¢c2)

R-polynomet blir da:

r = am(l+e)—a (22)
ro = aljc —amiar(l + 1) + ama(l + o) + a? —ay

Regulatorn ar stabil om och endast om:
ry >0
To > 0
Satts villkoren ovan in i (22) fas:

am1(1+c1)—a1 >0 (Z)
afnlcl - am1a1(1 + Cl) + am2(1 + 62) — a9 + G,% >0 (22)
Forsta villkoret ger att:
(431
1 + (8]

Am1 >

Andra villkoret ger att:

A ai1(l+er) 2 S a}(l 4 c1)? — 4ale) + 4erag — damzei (1 + ¢z)
o 2¢ 4cl

o ar(l+¢1) i N a2(1 — ¢1)? + 4deraz — 4amzei(1 + c)
™ 2¢ 4ct

12




Figur 6: Principiellt stabilitetsomrade skuggat (med ¢; = 1)

Om ¢y = 1, dvs a,1 = @y, fas féljande férenklade uttryck:

Am1 > a1/2 (fran forsta villkoret, krav fran r;)

(@m1 — @1)? > a3 — amz(1l +¢2)  (frén andra villkoret, krav fran r;)
Detta ger ett utseende pa stabilitetsomradet i (@m1,am2)-planet, enligt figur (6)
Figuren ar ritad for a; > 0, az > 0, a? > a,.
Om a; > 0, a2 > 0, a? < a; kommer parabeln att skira apq-axeln i figuren
annars ser det likadant ut. Om a? > aq, a; < 0 fas stabilitet i hela positiva
(@m1,0mz)-planet. Om a? < a4y, a; < 0, az > 0 fas stabilitet i hela (am1,am2)-
planet utom i omradet som begransas av koordinataxlarna och en parabelgren

mellan punkterna (0, 520—_;3?-) och (a1 + ./a2,0).

Om ¢; # 1, dvs a,1 # am, fas stabilitet for:

a > @
ml 1+ ¢
a (14 ¢) 2 ai(l — 1) 4+ 4craz — 4ama(ca + 1)
m1 = 2C1 N 46%

Detta ger samma struktur som fallet med ¢; = 1 ty att andra ¢, flyttar parabeln
men det andrar ej strukturen. Parametern c;, skalar i hdjdled men paverkar inte
heller strukturen hos kurvan. Alltsa for andra ordningens system utan nollstallen
finns en begransning nerat for var man kan placera det slutna systemets poler
for att fa en stabil regulator. Uppat finns inga begransningar ty a,. ar produk-
ten av beloppen av polerna och eftersom a,,; kan valjas hur stor som helst utan
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att regulatorn blir instabil sa kan det slutna systemets poler valjas godtyckligt
snabba.

Om man later A,:s rotter ha samma belopp som A:s, A stabil, men med storre
dampning kan ett annu enklare krav {or stabilitet hos regulatorn erhallas:
A=3s4as+ay, Apn=5"+am +am2, A,=32+aas+a; dira>1
Losning av diofantinen ger:

r = amita(a—1)
re = amz+ama(a—1)—ai(a—1)
Detta ger f6ljande kriterium for stabilitet hos regulatorn:
am > a1(l — o) (v)
Cam2 > aj(a—1) —ampar(a —1) (i)

Forsta kravet ar alltid uppfyllt ty a1(1—«) < 0 och @,y alltid valjes alltid positiv.
I (am1,amz2)-planet fas f6jande utseende pa stabilitets-omradet:

Figur 7: Principiellt stabilitetsomrade skuggat

Aven for detta val av design saknas begransning uppat for val av A,,s poler. Ju
mer A, dimpas (0kat «) desto storre instabilt omrade erhalles. Det storsta o som

ar meningsfullt att valja ar %;@, dvs det vardet pa « som ger en reell dubbelrot
hos A,. Detta leder till att det instabila omradet i praktiken ar begriansat uppat

av linjen

amz = 01(2y/az — a1) — am1(2v/as — a1)

14



3.4 System av hogre ordning

For processer av hogre ordning ar det svart att hitta enkla uttryck for vilka
designkrav som ger en instabil respektive stabil regulator. Aven for de fall d&
man kan géra det blir det svart att presentera resultatet, eftersom det ar manga
poler i designpolymomet D som skall valjas. Om man skall rita upp resultatet
beh6éver man parametrisera polerna, men da blir det normalt svart att tacka alla
fall av polplacering som kan férekomma. Ett sitt att parametrisera polerna for
ett polynom av grad n ar:

P = —we' (R L — 1 g (23)

Det innebar att polerna placeras langs en cirkelbage i vinster halvplan med 6pp-
ningsvinkeln 2ang (utryckt i grader), med radie w och med centrum i origo.
Vardet av w bestammer snabbheten hos polerna och vardet pa ang svarar mot
dampningen. Genom att varierara w och ang kan man specificera en mangd olika
designkrav for det slutna systemet. Uttrycken for hur stabiliteten hos regulatorn
beror av ang och w blir 1 det allmanna fallet valdigt komplicerade da n blir stort
(> 5) och man kan inte 16sa ut stabilitetsomadet for R uttryckt i w och ang. Vad
man daremot kan gora ar prova stabiliteten {or ett stort antal virden pa w och
ang och darigenom bilda sig en uppfattning om hur regulatorns stabilitet beror av
designkraven. Dessa numeriska undersdkningar har gjorts med hjalp av matlab.
For detta har ett antal rutiner skrivits. Dessa kommer att beskrivas narmare i
appendix B. Stabiliteten hos regulatorn undersoks da for angivna omraden pa w
och ang. Studera processen

1

= r

for olika ordning n. Med integralverkan i regulatorn fas R = s(s"' + ris" 2 +
..+ rn_1) och grad A = grad A,, = grad A,, dvs man skall placera 2grad A = 2n
poler hos design polynomet D. Valj A, sa att observeraren blir dubbelt sa snabb
som det 6nskade slutna systemet, dvs A,(s) = 2"A4,,(s/2). Da man varierar n
fran 1 — 9 och for varje varde pa n undersoker vilka designkrav som ger en stabil
regulator fas resultatet i Figur 8.

Eftersom processen saknar nollstélle kan de utrdkningar som gjordes tidigare for
en process utan nollstille anvindas for att tolka bilden. Man ser i bilden att for
sma w fas en instabil regulator. Det beror pa det nédvandiga kravet for regulator
stabilitet som ges av ekvation (21). Dock géller detta e¢j for n =1ty dan =1
fas R' = 1 oberoende av vilka designkrav som stélls, (under férutsattning att de
gradtal pa polynomen som angivits ovan inte dndras, tex genom att lagga till
ytterligare observerarpoler). Man ser ocksa att det instabila omradet blir mindre
for n = 3 4n det for n = 2. Det beror ocksd pa kravet fran ekvation (21), ty
med den ovanstaende polplaceringen fas da n = 2 fyra komplexkonjugerade poler

15



n=1 n=2

80
250 |
@ 40} i

20

10

5
w
Figur 8: Principiellt stabilitetsomrade skuggat for n=1..9

och f6r stora ang kommer realdelen pa polerna att vara liten, medan fér n = 3
fas dessutom tva poler i —w och —2w. Eftersom ekvation (21) ger ett villkor pa
férhallandet mellan summan av realdelarna hos processens poler och summan av
realdelarna hos designpolynomets poler fas ett storre instabilt omrade {6r sma w
féor n = 2 an f6r n = 3 pga av de tva reella polerna da n = 3.

For storre n erhélls begransningar uppat for det stabila omradet i (w, ang)-planet.
Kravet pa en stabil regulator begransar da hur snabbt det slutna systemet kan
goras.

Enligt tidigare rikningar kommer R'(s) — D,_;(s), d& w — oo, dvs regulatorns
stabilitet for stora w kommer bara att bero pa polkonfigurationen hos det slutna
systemet. Saledes har polkonfigurationen valts pa olampligt sdtt om man vill
erhalla ett snabbt slutet system med en stabil regulator. Man borde istallet tex
prova med att lata observeraren bli snabbare relativt A,,:s poler da processens
ordning 6kas. Later man observeraren vara 3n ganger snabbare dn A,,:s poler,
dar n ar processordningen, fas stabilitets-omradena i Figur 9.
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Figur 9: Principiellt stabilitetsomrade skuggat f6r n=1..9

I figuren ser man att man med den foreslagna polkonfigurationen kan gora det
slutna systemet godtyckligt snabbt utan att erhalla en instabil regulator.

3.5 Exempel for system med nollstallen

D& man har system med nollstallen blir det komplicerat att bestimma de de-
signkrav som ger en stabil regulator. Man hittar relativt enkla system for vilka
man erhaller komplicerade omraden vilkas struktur ar kansliga for andringar i
systemet. Ett exempel som visar detta ar féljande tredje ordningens system.

32+ 4cos(f)s +4
(s +1)(s2+ 25 +1)

G(s) =

Aven i detta fall anvinds polkonfigurationen som ges av ekvation (23), och obser-
veraren gors dubbelt sa snabb som det onskade slutna systemet. Studerar man
vilka designkrav som ger en stabil respektive instabil regulator ser man att struk-
turen pa stabilitetsomradet hos regulatorn ar starkt beroende av §. Nar 0 = 0
har vi processen:
G(s) = s2+4s+4 |
(s +1)(s2+2s+1)

Da fas stabilitetsomradet i (w, ang)-planet som visas i Figur 10. I figuren syns
att det slutna systemet kan goras snabbt utan att regulatorn blir instabil. For
sma w och stora ang blir regulatorn instabil.
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Figur 10: Principiellt stabilitetsomrade skuggat

Detta innebar inte nagon storre begransning i designen av det slutna systemet,
ty sma w och stora ang innebér ett langsamt och daligt dampat slutet system.

Nar 6 = 45 har vi processen:

2+ 22+ 4
(s 4+ 1)(s2 ++/25+ 1)

G(s) =

Da fas bilden av stabilitetsomradet i (w, ang)-planet, som visas i Figur 11.

ang

a5

10 . “%/

Figur 11: Principiellt stabilitetsomrade skuggat
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I ovanstaende figur syns att regulatorn blir instabil om man viljer att gora det
slutna systemet snabbt, dvs da w véljs stort. Stabilitetsomradet ar litet vilket
innebar att man har begridnsad frihet att valja det slutna systemets beteende om
man vill att regulatorn ska vara stabil.

Nar 8 = 70 har vi processen:

8%+ 4cos (70)s + 4
(s +1)(s2 ++25+1)

G(s) =

Da fas stabilitetsomradet i (w, ang)-planet som visas i Figur 12.

90

Figur 12: Principiellt stabilitetsomrade skuggat

For 6 = 70 fas ater fallet att det slutna systemet kan goras godtyckligt snabbt
utan att regulatorn blir instabil. Dock finns en begransning for 1.25 < w < 4.5
om man inte vill ha ett daligt dampat slutet system.

I figurerna syns att strukturen pa stabilitetsomradena ar komplicerad. Detta
tyder pa att det f6r system med nollstillen ar det mycket svarare att ge generella
regler for vilka designkrav som ger en instabil respektive stabil regulator.
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4 Sammanfattning och kommentarer

Endast linjara, tidsinvarianta och kontinuerliga processer har behandlats 1 detta
arbete. Framst processer utan nollstille har undersokts. Fallet med stabila pro-
cesser av godtycklig ordning n med integrerande regulator har undersokt 1 detalj.
(Resultaten galler &ven for en regulator utan integralverkan, men da blir det to-
tala antalet poler som maste placeras i det slutna systemet 2n — 1.)

For dessa har visats att:

e Regulatorns poler beror bara av koefficienterna ay,..,a,-1 hos processen
och koefficienterna dj, .., d,_1 hos det onskade slutna systemet.

e Ett nddvandigt men ej tillrackligt villkor for regulatorstabilitet ar att sum-
man av realdelarna hos det 6nskade systemets poler ar mindre an n4/np
ganger summan av realdelarna hos processens poler, dir n4 ar antalet pro-
cesspoler och np antalet poler i det slutna systemet.

e Later man polerna hos det 6nskade slutna systemet bli godtyckligt snabba
blir regulatorns poler oberoende av processen och endast beroende av de
n — 1 forsta koeflicienterna i D.

¢ Definiera for en given lag bandbredd en polstruktur D°(s). Lat sedan D:s
poler bli snabba och valjas som D(s) = w?"D°(s/w). Da ar det rotterna till
det polynom som bildas av de n — 1 forsta koefficienterna i D°(s) som avgdr
om regulatorn blir instabil eller stabil da slutna systemet gors snabbt.

e Nar man definierar en polstruktur D°(s) kan man dela upp polerna i n,
snabba respektive ngy dominerande poler. Lat det totala antalet poler i
D°(s) vara konstant 2n. For att erhalla godtycklig snabbhet hos det slutna
systemet med stabil regulator kravs att de snabba polerna valjs tillrackligt
mycket snabbare an de dominerande polerna. Ett minimum fas fér hogre
processordningar, da ng =n+3, ny =n — 3.

For processer med nollstallen har bara forsta ordningens processer behandlats
utforligt. Dock kan sigas att det verkar vara mycket svarare att ge generella
regler f6r vilka designkrav som ger en instabil respektive stabil regulator.

Instabila processer och icke minimum-fas processer har bara bchandlas i sam-
band med forsta ordningens processer. For instabila processer och icke-minfas
processer galler att villkoret “parity interlace property“ maste vara uppfyllt for
att processen skall kunna stabiliseras med en stabil regulator [2]. Parity interlace
property innebar att det mellan varje par av reella nollstallen i hoger halvplan
(inkluderat oandligheten om processen ar strikt proper) skall finnas ett jamt antal
poler. Gradtalet pa denna stabila regulator ar dock inte alltid begransat enligt
[3]. Om ordningen pa en stabiliserande regulator handlar &ven [4]-[6].
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I [7] beskrivs en algoritm for att erhalla en stabil regulator till H?-optimerings
problemet. I [8] visas att det finns linjara strikt instabila system med begrans-
ningar pa ingangen som inte ar globalt stabiliserbara med nagon reglermetod. I
[9] utreds hur manga poler hos en process som kan placeras med en regulator av
en given ordning.
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A SIMNON-filer

Processen

CONTINUOUS SYSTEM proc
STATE x1 x2 x3

DER dx1 dx2 d4x3

INPUT u

QUTPUT y

TIME t
dx1=-3*%x1+1*x2+1%u
dx2=-3%x1+1%x3+3.4641%n
dx3=-1%x1+4%n

y=x1

END

Regulatorn

CONTINUOUS SYSTEM reg

STATE x1 x2 x3 x4

DER dx1 dx2 dx3 dx4

INPUT y

INPUT uc

OUTPUT dv

TIME t

dx1=-37*x1+1%x2+2269.15%y +64*uc
dx2=1711.15*%x1+1*x3+4589.46*y +1536*uc
dx3=1284.57*x1+1*x4+16999.2*%y +12288%uc
dx4=0+32768*y +32768*uc

v=x1

dv=dx1

END

Derivatabegransning

CONTINUOUS SYSTEM dsat

STATE x1

DER dx1

INPUT dv

OUTPUT u

TIME t

dxi=if abs(dv)>maxdu then sign(dv)*maxdu else dv
du=dx1
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u=x1
maxdu:42.015920636
END

Sammankoppling av delsystemen

CONNECTING SYSTEM conn

TIME t

y[regl=-y[proc]

uc[reg]=uc

uc=if t<0.5 then 0 else step*(sqw((t-0.5)/per))/2
dv[dsat]=dv[reg]

ufproc]=uldsat]

step:1

per:7

END
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B MATLAB-rutiner

stabreg.m
function [stab,w,angl=stabreg(B,A,wmin,wmax,angmin,angmax,npoints,argtosyl,polytype, c);
[stab,w,ang]=stabreg(B,A,wmin,wmax,angmin,angmax,npoints,argtosyl,polytype,c)

Calculates the region in the (w,ang)-plane where a stable
controller is obtained then placing the closedloop-poles

in Am=ButterWorth(nam,w,ang) and Ao=ButterWorth(nao,2+%w,ang)
npoints is the number points that stability is tested for

% between wmin and wmax and between angmin and angmax

% i. e. stability is tested for values of w and ang on grid with
% the total number of points=npoints*npoints

% The stability region is plotted with o’ and the region of an
instable controller is plotted by ’x’

ST ST ST ae e

=

% mmmmmmmmmm e OUtPULS ==——==——-----———-——— oo —ee——————oooo
% stab: bolean row vector of controller stability

% w: values of w used in calculations

% ang: values of ang used in calculations

h

% —mmmmm e inputs = T e
% B: zero polynomial of process

% A: pole polynomial of process

% wmin: minimum value of w

% wmax: maximum value of w

% angmin: minimum value of ang

% angmin: maximum value of ang

% npoints: number of different values of w and ang

% argtosyl: additional arguments for the function sylvester

% is an array containing [l,nbml,mindegAm,mindeng,cancel]
% polytype: type of poleplacement parametrize

% 1: butterworth

% c: observer poles will c times faster than those in Am
%

A default values ——---==--==—=====-==-=-———-—ccoo—

% wmin=0; wmax=10; angmin=0; angmax=10; npoints=30; argtosyl=’ ’;
% polytype=1 ; c=2;
if (nargin<2)
error(’Not enough input arguments’)
end
if (nargin<8)
sylarg=’ ’;
else
sylarg=sprintf(’,%g’,argtosyl);
end
if (nargin <3) wmin=0; end
if (nargin <4) wmax=10; end
if (nargin <5) angmin=0; end
if (nargin <6) angmax=90; end
if (nargin <7) npoints=30; end
if (nargin <3) argtosyl=’ ’; end % default sylvestermatrix
if (nargin <9) polytype=1; end Y% polypolybutt
it (nargin <10) ¢=2; end

if (polytype<4)
pari=’w’;
par2=’ang’;
else
pari=’pam’;
par2=’pao’;
end
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% calculate grid points -—
dw=(wmax-wmin) /npoints;

dang=(angmax-angmin)/npoints;

w=(9umin:dw:wmax)’;

ang=(angmin:dang:angmax)’;

[w,ang]=meshdom(w,ang) ;

% —mmmmm———m- calculate sylvester matrix ==---=-===-s-===
eval(sprintf(’[M,nam,nao,nrl=sylvester(B,A%s);’,sylarg));

if (nr==0) % =------ R has no zeros =———---—-—-==c-cw-=
title(’R has no zeros’)

xlabel(pari)

ylabel(par2)

return;

end

if (polytype==1)
D=polypolybutt(nam,nao,w(:),ang(:),c);
elseif (polytype==2)
D=calcpoly(nam,nao,w(:),ang(:),c);
elseif (polytype==3)
D=calcbutt(nam,nao,w(:),ang(:),c);
elseif (polytype==4)
=mypoly(nam,nao,w(:),ang(:));
elseif (polytype==5)
D=calcspecpoly(nam,nao,w(:) ,ang(:));
else
D=alphapoly(nam,A,w(:),ang(:),c); % only for second order processes
end

% calculate R -==-~—-—---mcmcmcmm
% global R M RS

RS=D/M’;

%RS=RS./(RS(:,1)*ones(1,1+nao+nam));

R=RS(:,1:nr+1);

clear RS G D M; Y% just to save memory

% stability domain --~===-=-=--w--—=——--
stab=mrouth(R) ;
is=find(stab);
ii=find("stab);
xs=w(is);
ys=ang(is);
xi=w(ii);
yi=ang(ii);
if (nargout==0)
plot(xs,ys,’o’,xi,yi,’cix’)
title(’controller stability (stable o unstable x)’)
xlabel(pari)
ylabel(par2)
end
end

sylvester.m
function [M,nam,nao,nrprim]l=sylvester(B,A,l,nbmi,mindegAm,mindegho,cancel);

% file sylvester.m

%
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% [M,nam,nao,nr]=sylvester(B,A,1l,nbml,mindegAm,mindegAo,cancel);

% calculates the minimal sylvester matrix corresponding to B and A
y P g
% given that degree Ao >= mindeglAo, degree Am >= mindegAm,
% R contains a factor s~1 and that nbmi closed loop zeros
P
% is added

h==mmmmmmmm e outputs -
% M: sylvester matrix

% nam: degree of Am

% nao: degree of Ao

% nrprim: degree of Rprim

h

h mmmmmme—meme—e inputs -
% B: zero polynomial of process

% A pole polynomial of process

% 1: number of integrators in R

% nbmi: number of additional closed loop zeros

% mindegAo: minimal degree of observer polynomial Ao
g g p
% mindegAm: minimal degree of desired closed loop polynomial Am

% cancel : if cancel=1 then LHP-zeros in B will be canceled
%
% —mmmmmmmemeee default values —====--—-----—=-=---——————

% 1=0 ; nbm1=0; mindegAo=0; mindegAm=0 ; cancel=1;

if (nargin<2) % we need atleast a process to work with
error(’Not enough input arguments’)
end

h e —————— set defaults —~--—-————————mmomo——————e
if (nargin<3)
1=0;

end

if (nargin<4)
nbmi=0;

end

if (nargin<5)
mindegAo=0;
end

if (nargin<6)
mindegAm=0;
end

if (nargin<7)
cancel=1;
end

% mmm——————— e check that B/A is proper
if (length(B)>length(A))

error(’B/A is not a proper transferfunction’)
end

if ((length(A)<=1)|all(B==0))

error(’B/A is not a process’)

end

% =mmmmemmmm - if cancelation allowed then split B ----=~=-------
if (cancel)
[BPLUS ,BHINUS]=splitpoly(B); % split B in LHP- and RHP-zeros
else
BPLUS=1;
BMIRUS=B;
end

h =m-=—- calculate degrees of A, BMINUS and BPLUS ------=-====w-----

na=length(A)-1;
nbmi=length(BMINUS)-1;
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nbpl=length(BPLUS)~1;

%h —mmmm———————— calculate minimal degrees of Am and Ao —=====<-=====-
nam=na-nbpl+nbmi ;
nao=2+*na-nbpl-nam+l-1;
if (na==nbpl) % to fix degree problems then deg BPLUS=deg A
if (nam==0)

nam=nam+1 ; % if Am=1 then add one pole to Am
else

nao=nao+1; % else add one pole to Ao

end
end

if ((nam+nao)<=(mindegAo+mindegAm))
nam=mindegAm;
nao=mindegho;

end

ns=na+l-1;
nrprim=nam+nao-ns-1i;
nr=nrprim+nbpl+l;
nt=nao+nbmi+nbmi;

if ((nr<nt)|(nr<ns))
error(’controller not proper’)
end

% —mmmmm——————— calculate sylvester matrix -—-=

A=[A zeros(1,1)];

BMIBUS=[zeros(1,na+l+nrprim-ns-nbmi) BMINUS]; % adjust BMINUS
za=zeros(1,nam+nao-na-1);
zb=zeros(1,nam+nao-length(BMINUS)+1) ;

ma=toeplitz([A za],[A(1) zeros(l,nrprim)]);
mb=toeplitz([BMINUS zb], [BMIFUS(1) zeros(1i,ns)]);

M=[ma mb];

polystab.m

function stab=polystab(p);

% calculates if the zeros of polynomials in each row of the polynomial
% matrix p is in the left halfplane. Routh’s algoritm is used to

% determine if the zeros is in the left half-plane.

%

% output - -

% stab: boolean row vector 1 (true) if all zeros coresponding to that
% row polynomial is in the left half-plane

%

n=size(p);

ni=n(1);

n2=n(2);

if (n2==1) ¥ just one row in p use ordinary routh

stab=ones(nl,1);

return

end

if (ni==1)

p=p/p(1);

a=[p(1:2:n2)]; na=length(a);

b=[p(2:2:n2)]; nb=length(b);

b=[b zeros(1,na-nb)];

if (b(1)>0)

for k=1:n2-2
if (b(1)>0)
c=[a(2:na)-a(1)/b(1)*b(2:na) 0];
a=b;
b=c;
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else
stab=0;
return;
end
end
end
stab=(b(1)>0);
lse % more than one row in p use special vector routh
si=1:n1;
I=ones(1,n2);
p=p./(p(:,1)*I);
a=[p(:,1:2:n2)];
na=size(a); na=na(2);
b=[p(:,2:2:n2)];
nb=size(b); nb=nb(2);
b=[b zeros(nl,na-nb)];
I2=ones(i,na-1);
stab=zeros(ni,1);
for k=1:n2-2
m=find(b(:,1)>0);
if (length(m)>0)
si=si(m)’;
c=[a(m,2:na)-(a(m,1)./b(m,1))*I2.%b{(m,2:na) zeros(length(m),1)];
a=b(m,:);
b=c;
end
end
m=find(b(:,1)>0);
si=si(m)’;
stab(si)=ones(length(si),1);

end

polypoly.m
function P=polypoly(R)

%
%
%
%
%
%

function P=polypoly(R)

calculates the coefficients in polynomial matrix p
corresponding to the roots in R

each row in R is treted like a vector of roots
polypoly is the invers of polyroots

n=size(R);

nr=n(1);

ne=n(2);

P=[ones(nr,1) zeros(nr,nc)];

for j=1:nc

P(:,2:(3+1)) = P(:,2:(j+1)) - (R(:,j)%ones(1i,j)) . #P(:,1:j);

end

if (imag(sum(sum(R)))==0)
P=real(P);
end

end

polypolybutt.m

function a=polypolybutt(nam,nao,w,ang,c);

%
%
%
%
%
%

function a=polypolybutt(nam,nao,w,ang,c);

Calculates a polynomialmatrix where each row is a polynomial
corresponding to the values of w and ang of that row

the nam+nao zeros of the polynomial are placed according to
Zk=-g*exp(i*pi/180+ang#* (2*(k-1)/(n-1)-1) k=1..nam
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% Zj= -c*wrexp(i*pi/180*ang*(2*(j-1)/(n-1)-1) j=1..nao

% i. e. the zeros are placed in the left halfplane on two circlesegments
% one with radius w and one with radius c*w the openingangle of the

% circlesegments is 2*ang

%

% outputs ——————==-=—=oc---
% a: the polynomialmatrix described above

%

% inputs

% nmam: number of zeros in Am (for desired closedloop poles)

% nao: number of zeros in Ao (for desired observer poles)

% w: for each row in w the radius of of the zeros

% ang: for each row in ang the (opening angle)/2 for the circlesegment
on wich the zeros arte placed

% c¢: the zeros in Ao will be c times larger than those in Am
%

% default values --

% c=2

if (nargin<4)

error (’Hot enough input arguments’)
end

if (nargin<b)

c=2;
end
% Am =esesceemm s msnm e m

if (nam==1)

pm=[-%1;

else

nw=length(w);

Ik=ones(nw,1);

Iw=ones(1,nam);

k=0: (ram-1) ;

pm=-w+Iw.*exp(i*(ang*Iw) .*(Ik*(2+k/(nam-1)-Iw))*pi/180);
Ypm=-w*Iw.*exp(i*Ik*(-ang: (2*ang/(nam-1)) :ang)*pi/180);
end

if (nao>0)
%= Ao

if (nao==1)

po=[-v1;

else

nw=length(w);

Ik=ones(nw,1);

Iw=ones(1,nao);

k=0: (nao-1);

po=-wxIw.*exp(i*(ang*Iw) .*(Ik*(2+k/(nao-1)-Iw))*pi/180);
%po=-w*Iw.*exp(i*Ik*(-ang: (2#ang/(nao-1)):ang)*pi/180);
end

a=real(polypoly([pm c#pol));

else

a=real(polypoly([pm]));

end
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