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1. Introduktion

Denna rapport kommer att behandla reglering av extremvarden. Motiveringar
till att studera reglering av extremvérden foljer nedan och &r h&mtade fran
Hansson (1993) med fri Sversattning.

Manga processer i industrin dr kritiska. De dr ofta kritiska i den
mening alt de har en begransande niva. Denna kan vara antingen fy-
sisk eller artificiell, Frempel pa det férra dr sddana nivder, som inte
kan dverskridas utan katastrofala folyder, t.ex. explosioner. Ett exem-
pel pa det senare ar alarmnivder, som om de dverskrids framtvingar
nodstopp eller férandringar i driften. Eit annat exempel dr kvalitets-
nivder, som om de overskrids leder tll missnojda kunder. Gemensamt
fér de kritiska processerna dr att de trader in i den kritiska regionen
abrupt i och med, att en signal dverskrider en begrdnsande niva.

Awvstandet mellan den begransande eller kritiska nivan och refe-
rensvdrdet dr normalt stort, eftersom, antalet granséverskridanden for
den reglerade nivin annars skulle bli oacceptabell mdnga. A andra si-
dan kan det finnas andra regleringsmal, -som gér det oénskat eller- .
omojligt att vilja avstdndet stort. Ett exempel pa problem av denna
typ finns beskrivet © Borisson och Syding (1976), dir effekten till en
malmkross skall hallas sa hég som majligl wian all dverskrida en viss
nivad for att undvika att Sverlastskyddet l6ser ut. Ett annat exempel ar
Juktighetsreglering i en pappersmaskin, ddir det ar énskvdrt att halla
fukthalten sd hég som mojligt utan att orsaka vdta rinder, Astrém
(1870). Annu ett problem ér kraftreglering i vindkraftverk, dir det
overvakande systemet kopplar ner, om den genererade effekien Gver-
skrider 140 % av den nominella effekien, Mattsson (1984). Andra
exempel kan hittas i sensorbaserad robotstyrning och kraftreglering,
Hansson och Nielsen (1991), och reglering av olinjira system, ddr
stabilitelen kan bli tillstandsberoende, Shinskey (1967).

Deterministiska problem av denna typ kan lésas genom att mini-
mera:

x|l

ddr z dr den reglerade signalen och d sidrningar som paverkar z.
Problem av denna typ har studerats uiforligt. Under antagandet att
processen ar linjar och stérningar har begransad energi fas den val-
kinda Hy-requlatorn, Vidyasegar (1986). Andra typer av stérningar
har ocksa studerats. I Vidyasagar (1986) och Dahleh och Pearson
(1987) har stérningarnae begrinsad supremumnorm, och i Liu och
Zakian (1990) har de begrinsade dkningar.

Gemensamt for de deterministiska kriterierna dr att designen sker
for virsta fallet av storning, vilket kan tyckas nagot konservativt, Det
klassiska sdttet att komma forbi detta dr en stokastisk problemformu-
lering. Detta finns beskrivet i Hansson (1992}, dir approzimativa
[6sningar genom den s.k. minimaluppkorsningsregqulatorn (MU) har
erhallits for kriteriet

p {orgralts;%r z(k) > zg} (1.1)

ddar zy dr avstandet till den kritiska nivan. Detia kriterium kan ocksa




approzimativt minimeras genom mintmalvariansregulatorn (MV), se
Astrom (1970), Astrém och Wittenmark (1990) och Borisson och Sy-
ding (1976). Férstirkningen hos minimalvariansregulatorn beror kri-
tiskt pa samplingsperioden. For kort samplingsperiod leder till stora
variationer i styrsignal., Astrém och Wittenmark (1990). Detta pro-
blem har l6sts genom att infora vikining av styrsignalen—IL QG-design.
Emellertid har man inte hittat nagot bra kriterium for valet av viki-
ning. MU regulatorn kan tolkas som ait vdlje optimal vikining ¢ etl
LQG-problem. I Hansson (1992) jimfors MU-regulatorn och MV-
regulatorn med avseende pa ovansidende kriterium. Det visar sig att
det finns exempel dir MU-regulatorn har upp till 10 % bdttre uppfo-
rande.

Tidigare har endast linjra regulatorer behandlats. I denna rapport skall sa-
dana olinjara regulatorer studeras, som minimerar ekvation 1.1. Problemet kan
omformuleras genom dynamisk programmering vilket resulterar i Bellmans ek-
vation, se Astrom (1977). Denna ekvation beskriver ett sitt att rekursivt finna
den optimala styrlagen. Ekvationen ar oftast omdjlig att 16sa analytiskt, varfor
man blir hénvisad till numerisk 16sning. Principerna for hir detta skall ga ill
diskuteras ingdende bade vid fullstindig och ofullstéindig tillstandsinforma-
tion. Vid fullstandig tillstandsinformation 16ser vi ett exempel numeriskt och
jAmfér med minimalvarians- och minimaluppkorsningsregulatorerna namnda
ovan. For ett speciellt fall av exemplet harleds den optimala regulatorn utan
att l6sa Bellmans ekvation. I det fallet blir den optimala regulatorn ekvivalent
med den s.k. olinjira minimaluppkorsningsregulatorn.

Oversikt

Denna rapport ar upplagd enligt f5ljande. I kap 2 ges problemformuleringen.
Systemet beskrivas av linjara differensekvationer, Regulatorn erhalls genom
att minimera en forlustfunktion som tillats bero av et maximum relaterat
till processen. I kap 3 visas hur man kan anvanda dynamisk programmering
fér att 16sa optimeringsproblemet. Detta resulterar i Bellmans ekvation. Vid
fullstandig tillstandsinformation kan vissa férenklingar goras. Detta beskrivs
i kap 4. Dér presenteras ocksa en numerisk l6sning av Bellmans ekvation for
ett andra ordningens system och styrkriteriet (1.1). T kap 5 gors simuleringar
av den i kap 4 numeriskt erhallna regulatorn. Jamférelser gors med ett antal
approximativt optimala regulatorer. Problemet med ofullstindig tillstandsin-
formation disskuteras i kap 6. I kap 7 ges slutsatser och ideér om fortsatt
arbete.




2. Problemformuléring

I detta kapite] infors systembeskrivningen och styrkriteriet. Systemet ges av
en allmén linjér och tidsinvariant differensekvation. Ett systemrelaterat max-
imum inférs som ett extra tillstdnd att anvinda i styrkriteriet. Styrkriteriet
definieras sa att det forutom det olinjira maximumet ocksa tillits bero av
styrsignaler, tidpunkter och det linjara systemets tillstand.

2.1 Systemmodell

Lat systemet beskrivas av foljande linjara tidsdiskreta system

e(k+1) = @m(k)—[—l"u(k)-{-v(k)
{ y(k) = Ciz(k)+ e(k)
z(k) = Cya(k)

Storheten ® ar systemets tillstand, y dess utsignal, z den reglerade storheten,
u ar styrsignalen och v samt e &r processbrus respektive métbrus. Brusen
antags vara vita och normalférdelade med vintevirde noll. Ingen korrelation
mellan v och e férekommer. Som beteckningar for brusens varianser inférs
R, = Evv” och R; = Eee”. Dessutom giller att z(0) ir en stokastisk storhet
med vintevirde g och kovarians Rg. Sammantaget géller alltsa

v(k) € N(0, R,) vitt brus
{ e(k) € N(0,R;)  vitt brus
ﬂ?(k) € N(mg, R[})
Som en storhet att anvinda i styrkriteriet infors £ som det storsta vardet pa
g(#) som uppnitts sedan start. Funktionen g ar en vixande reellviird funktion
med g(0) = 0. Matematiskt kan vi teckna £ genom en rekursion

Ek+1) = masle(k), g(=(k +1))]

med initialvirdet £(0) = g(2(0)). I fortsittningen kallas [27 (k) £(k)}". det utd-
kade tillstandet medan z(k) kallas tillstandet.

2.2 Styrkriterier

Som regleringens framsta uppgift valjs att maximumet inte skall bli for stort.
Forutom detta skall det vara mdjligt att inféra 6nskemal pa att styrsignalen
halls liten och/eller att tillstandet inte avviker fran sitt konstanta referens-
viarde i onddan. Det konstanta referensvardet kan valjas till noll utan nagon
inskrinkning av problemsta]]mngen Detta kommer att utnyttjas i fortsatt-
ningen.

Den 6nskade regleringsstrategin kan matematiskt beskrivas som att fol-
jande forlustfunktion skall minimerag

J(p(2(0),£(0)), (")) = E {th 2 (k),'ﬂ(k))}




Det galler att h &r en reellvard funktion av ett antal variabler. Dessa variabler
kan "straffas” olika genom valet av funktionen h. Man kan t.ex. lata bli att
straffa vissa variabler om man sa dnskar. I de problem som har kommer att
studeras géller generellt att maximumet £ alltid straffas. Detta sker alltid pa
ett sadant satt att straffet vixer, inte nddvindigtvis kontinuerligt, med £. Om
maximumet inte straffas blir allt utom styrkriteriet linjart vilket forenklar
problemstallningen avsevart. Detta kommer inte att studeras.

Styrkriteriet visar att det galler att minimera férlusten under N +1 sampel
och inte 6ver en odndlig tid. Det skall noteras att J ar den forvantade forlusten
och inte den verkliga. Notera ocksa att forlustfunktionen beror av den initiala
fordelningen och av de styrsignaler som liggs pa. I fortsitiningen kallas J
forlusten. .

2.3 Sammanfattning

I detta kapitel har systemet inforts tillsammans med ett styrkriterium. Syste-
met valdes linjart och tidsinvariant i diskret tid. Ett systemtelaterat maximum
infordes. Styrkriteriet definierades pa ett sadant satt att. det tillats bero av tid-
punkt, tillstand, styrsignal och maximum.

]




3. Dynamisk programmering

I detta kapitel beskrivs hur man med hjalp av dynamisk programmering kan
l6sa optimeringsproblemet fran féregaende kapitel. Detta leder i avsnittet 3.1
fram till den s.k. Bellmans ekvation. Eftersom denna ekvation ar en funktio-
nalekvation, kan den normalt sett inte 16sas analytiskt. I avsnitt 3.2 diskuteras
darfér numeriska 16sningsmetoder. Dessa kommer att tillimpas pa ett exempel
i kapitel 4.

3.1 Generella steg vid optimeringen

Forlustfunktionen betecknas med J och representerar. forlusten under N +
1 sampel. Denna storhet skall minimeras av styrlagen. Det bidrag till den
minimala forlusten som forvantas uppsté fran sampel & fram till det sista
samplet N d& informationen Y (k) ar given definieras som V(k). Denna storhet
infors for optimeringen och definieras som

V(k, p(a(), €RV(R) = amin {Zh(w ), £(), (z‘))w(k)}

For att hitta ett samband mellan V och optimeringsproblemet skall forst den
tillgangliga informationen vid tidpunkten noll, Y(0), studeras. Enligt problem-
stallningen ar den initiala tatheten for tillstandet alltid given. Den exira in-
formation som kan uppnas vid tiden noll maste darfor komma fran méatningen
vid tiden noll. Denna matning blir en stokastisk storhet i1 det fall méatbrus
existerar. Sammanfattningsvis giller att Y(0) kan vara en stokastisk storhet.
Detta ger féljande samband

E{V(0,p(2(0), QYO = _min__ I(p(x(0), £(0)),u(-))

u{k)}0<k<N

Detta innebar att forvantat V' vid tidpunkten noll ger den minimala férlust som
kan uppnas. Den styrlag som leder till detta virde ar den optimala styrlagen.

Optimering enligt dynamisk programmering ger nu féljande samband kallat .

Bellmans ekvation

V (k, p(a(k), £(8)V(F))) = min E{h(k, z(k), (k) u(k))
+ V(k+1,p(e(k + 1), £(k + 1)V (k + 1))V (k)}

for0<k< N -—1med slutvéirdé.
V (0, pla(N),E(N) V() = min B{R(N, 2(N),E(N), w( M)IV(N)}

Bellmans ekvation ger ett rekursivt samband fér att 16sa vart problem. Den
dynamiska programmeringen grundar sig pa att forlustbidraget b vid en viss
tidpunkt inte paverkas av styrsignaler efter denna tidpunkt.

Observera hur den givna informationen kommer in. Nar vi skall bestdmma
u(k) finns den information som far anvindas Y(k) given. Minimering dver en
styrsignal at gangen med tillaten information given visar anledningen till att
inféra V' vid optimeringen.




Den givna informationen beror av problemstiliningen. T fallet med full-
standig tillstandsinformation ar det utdkade tillstanden givet fram till aktuell
tidpunkt. Vid ofullstandig tillstAndsinformation ir uppmaétta utsignaler givna.

Normalt sett ar det inte mojligt att 16sa Bellmans ekvation analytiskt.
Detta leder till att man maste géra numeriska berakningar.

3.2 Numerisk 16sning

Bellmans ekvation ges av

V (ke p(e (), €0 (K))) = min E{h(E, o(k), £(8), u(k))
+ V(E+1p(a(k+ 1), £k + DY+ D)8}

for 0 < B < N — 1 med slutvirde

VN, p(2(N), E(N)[V(N))) = min E{A(N, (), £(N), ul N )| V(N)}

For de flesta problemen maste numeriska ldsningsmetoder tas till {6r att 1osa
Bellmans ekvation. Denna losning kan delas in i ett antal delproblem som
beskrivs nedan. Beroende pa det specifika problemet kan oftast vissa av dessa
delproblem reduceras i bade svarighet och storlek.

Lagring av minimala delforlusten V 1 en tabell Vid den numeriska
berikningen maste den minimala delférlustfunktionen

V(k+1,p(2(k +1),£(k+ 1)|Y(k + 1))

finnas lagrad for alla méjliga tathetsfunktioner eftersom V(& + 1) behévs vid
bestamningen av V (k) och u(k). Titheterna for vilka V(k + 1) maéste vara
lagrad bestiams av alla mdjliga uppsittningar pd Y(k + 1). Dessa ar manga ...

I fallet fullstandig tillstandsinformation beror alla mdjliga tathetsfunk-
tioner bara av det utdkade tillstandet eftersom detta representerar hela den
givna informationen. Darfor racker det att lagra V for alla varden pa det uto-
kade tillstandet vid varje tidpunkt. Detfa ar inte praktiskt mojligt utan kriver
en diskretisering av de utékade tillstandens virden. Valet av diskretiserings-
punkter ar kritiskt och maste valjas med omsorg. Symmetrii ¥V reducerar ofta
antalet punkter som behdver lagras. Véardet i diskreta punkter kan sedan till-
sammans med interpolation och extrapolation anvéndas som en approximation
av V.

Nar man inte har fullstindig tillstandsinformation blir det nagot mer
komplicerat och detta kommer att diskuteras mera ingaende i kapitel 6.

Vantevardesbestamning Initieringen av tabellen med V-varden anvinder
féljande vinteviardesbestamning

E{M(N,z(N),{(N),u(N))Y(N)}

Uppdateringen av tabellen utnyttjar att man har tiligang till V(k 1) {6r varje
tankbar tathetsfunktion p(z(k + 1),£(k + 1)|Y(k + 1)) da vantevirdet nedan
skall bestammas

E{h(k, z(k), (k) u(k)) + V(k + 1,p(e(k + 1), £(k + 1)|Y(k + 1)))|V(k)}
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Denna vantevirdesbildning sker over det utdkade tillstandet vars tathet
p(z(k), £(k)|Y(k)) &r en inparameter. Problemet att m.h.a. denna tathet be-
rakna p(z(k + 1),£(k + 1)|Y(k + 1)) kallas filtreringsproblemet och kommer

att diskuteras senare.

Minimering Nar de tidigare stegen ar fardigimplementerade sa skall man
utféra ovanstaende vantevirdesbildning for alla mdjliga varden pa u(k) och
sedan valja det u(k) som ger lagst vanteviarde. Detta ar inte praktiskt mojligt
utan rikningarna kan bara utforas for ett begransat antal virden pa wu(k).
Detta kan till viss del kompenseras av interpolationer. Vid interpoleringen fas
forhoppningsvis ett bra varde pa det optimala u(k). For detta virde kan man
sedan berdkna vantevardet en sista gang och fa fram ett forbattrat varde pa

V.

Updatering Genom att upprepa ovanstaende steg kommer nya tabeller med
V att vaxa fram. Nar dessa bestams erhalls samtidigt varden pa de &nskade
optimala styrsignalerna.

3.3 Sammanfattning

I detta kapitel har beskrivits hur man med hjilp av dynamisk programmering
kan omformulera problemstallningen i kapitel 2 rekursivt. Den ekvation som da
erhalls kallas Bellmans ekvation. Hur denna kan 18sas numeriskt diskuterades
i slutet av kapitlet.
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4. Fullstindig
tillstandsinformation

I detta kapitel behandlas fallet med fullstindig tillstandsinformation. Detta
innebar att tillstandet ar kinnt vid den tidpunkt da styrsignalen skall bestam-
mas. Detfa innebir avsevirda férenklingar. '

I avsnitt 4.1 studeras hur fullstindig tillstandsinformation férenklar Bell-
mans ekvation. Dess numeriska 16sning diskuteras i avsnitt 4.2. Ett exempel
infors i avsnitt 4.3 och en analytisk 16sning presenteras. Examplet saknar ana-
lytisk 16sning i vissa fall. Ett sadant fall studeras i avsnitt 4.4 dir en numerisk
16sning av Bellmans ekvation utfors.

4.1 Det allmanna problemet

Vid fallet fullstindig tillstdndsinformation galler att den givna informationen
ar

V(&) ={z(i): 0 <1< k}
Detta innebar att z(k),{(k)|V(k) helt enkelt blir z(k), £(k) vilket medfér att
Bellmans ekvation kan skrivas som: 7 _
Vik,z(k),£(k)) = E&?E{h(k, z(k}, £(k), u(k))

+ V{k+1,2(k+1),£(k+ 1))|=(k), £(k)}

= minlh(k, 5(8), £(4), (k)

+ E{V(k +1,z(k+1),6(k + 1))|=(k), E(k)}]
for 0 < k < N - 1 med slutvardet '

VN, (), €(N)) = mi bV, a( V), E(N), u(V)

Observera att minimala delférlustfunktionen ¥V nu inte beror av en tathets-
funktion utan bara av det utdkade tillstandet [27 (k) ¢ (k)]T och tidpunkten.

4.2 Numeriska berakningar

Det faktum att V bara beror av det utdkade tillstandet innebdr for de nu-
merinska berikningarna att V bara behover lagras f6r alla méjliga tillstand
istallet for att lagras for alla mdjliga tithetsfunktioner. Som tidigare beskrivits
bor naturligtvis eventuella symmetrier utnyttjas for att reducera lagringsta-
bellerna, .

Vantevirdesbestimningen ges av foljande integral

E{V(k +1,2(k +1),6(k + 1))|2(k), (k)} =
[ pak+ 1), Gk + Vla(e), (0))
Vik+1,2(k+1),6(k+1))de(k+ 1)dé(k + 1)

Denna integration har samma dimension som @ och £ tillsammans. Téthets-
funktionen vid integrationen kan bestdmmas analytiskt. Detta inses genom att
det utdkade tillstandet ar givet och att bruset ir normalférdelat.

12




4.3 Ett exempel
I detta avsnitt skall vi studera ett exernpel hiamtat fran Hansson (1993).

Modell och styrkriterium

Lat det linjara systemet beskrivas av den allminna modellen

e(k+1) = &z(k)+ Lu(k) -+ vk)
{ y(k) = Ciz(k) + e(k)
z(k) = Cye(k)

Vi valjer att maximumet £ skall representera det maximala absolutbeloppet

pa z
£(k + 1) = maz(£(k), |2(k)|)

Styrkriteriet 1ater vi definieras som att minimera forlustfunktionen
J(u(-)) = P{(N) > &}

Dessa speciella val av maximum och styrkriterium kan i den allmanna beskriv-
ningen inféras genom att vilja

9(2) = ||

respektive

[ 1A

: 0 O0<k<N-1
60D = { ey ) Th o

dar @ ar stegfunktionen definierad av

\ ' 0 z2<0
Q(Z):{ 1 2>0

Bellmans ekvation

Tidigare visades att den optimala Iésningen ges av Bellmans ekvation. T ex-
emplet vi studerar blir den

V(k,z(k),E(k)) = {fg};E{V(k + 1L e(k+1),€(k + 1)) |=(k), £(k))}
for 0< k<N —1med slutvéifdef

VAN, 2(N), £(N)) = min B {h(N, £(N))} = 0(¢(N) - &)

Den sista likheten fSljer av att styrsignalen inte hinner paverka maximumet.
Vinteviardesbildningen har tidigare tagits fram ‘

E{V(k+1,0(k+ 1), &(k + 1))|2(k), E(k)} =
/ ple(k + 1), £(k + )|z (k), £(k))
WV {k+ La(k+ 1), 6(k + 1))dz(k + 1)dé(k + 1)
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Analytisk losning

Antag att V(k 1) bara beror av {(k +1) och k + 1. D3 kan Bellmans ekvation
skrivas som

V(k,o(k), €(8)) = min [ p((k + Dla(k),£(k))
- Vik+ 1,E(k+1))dé(k+1)

Tatheten ovan far enligt Hansson (1993) f6ljande utseende
p(E(k + 1)]e(k), &(k)) = %p (E(k + 1{); m(k)) N 190 (e(k F 1)+ m(k))

o 2

da ¢(k) < £(k + 1) och noll for Svrigt. Ovan har infoérts foljande beteckningar

m(k) = Co( @z (k) + Tulk))
0‘2 = CQR:[C;P

dér ¢ ar den standardiserade normalférdelningens tithetsfunktion. Enligt Hans-
son (1993) gar det att visa att det optimala valet av u(k) ar det som loser
ekvationen m{k) = 0 om den har en 15sning. I SISO-fallet giller att lsning
till m(k) = 0 existerar precis d3 C,T # 0. Med denna I&sning insatt ser vi att
z(k) elimineras ur titheten si att V(k, z(k), £(k)) inte beror av z(k). Eftersom
V(N,2(N),£{(N)) inte dr en funktion av z(N) foljer av induktionsprincipen
att p(k, z(k), £(k)) ar oberoende av z(k) for 0 < k < N. Losningen ges da av

u(k) = ng§m(k)

Detta dr minimalvarianslosningen m.a.p. 2(k). Om C.T' = 0 blir m(k) # 0
oavsett styrsignalens virde. For detta fall géller att V' inte blir oberoende av
z(k). Losningen for detta fall har inte studerats nirmare i Hansson (1993).
Ett saddant fall kommer att I6sas numeriskt i ndsta avsnitt.

4.4 Ett fall med fullstandig tillstandsinformation

I foregaende avsnitt studerades ett exempel dir man énskade att maximumet
med minsta mdjliga sannolikhet skulle Sverskrida en grins efter N sampel.
Detta exempel kunde 16sas analytiskt di €, # 0. 1 detta avsnitt skall vi
studera hur man for ett exempel med C,I' = 0 numeriskt kan 16sa problemet.

Val av system

I exemplet i féregaende avsnitt hdmtat fran Hansson (1993) fick vi veta att
lésningen blir minimal varians om C,I' # 0. Villkoret CpT = 0 leder till att

z(k -+ 1) = C;@e(k) + v(k)

vilket innebar att tidsférdréjningen fran styrsignal till z(k) = Ciz(k) maste
vara minst tva. Detta ir eti nddvindigt men inte tillrickligt krav for att f3 en
I0sning skild fran minimal varians.

Enligt experiment verkar det nddvindigt att infora firgat brus for att den
optimala regulatorn inte skall bli lika med minimalvariansregulatorn.
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Modell och styrkriterinm

Samma modell och styrkriterium som i exemplet i foregaende avsnitt skall
studeras for ett speciellt val av andra ordningens system och maximum. Lat
systemet vara en dubbelintegrator med korrelerat brus och med ett maximum
som ges av storsta virdet pa |z,|. Detta kan uppnas genom att vilja systemet
som

zi(k) + =(k)  + cw(k)
z:(k) + w(k) + wu(k) (4.2)

zy(k+1)

{ zi(k+1)
z(k) = z,(k)

déar bruset w har standardavvikelse o,,. Detta val av system gor att fordroj-
ningen blir tva sampel och att bruset blir fargat, atminstone da ¢ # 0.
I exemplet motsvarar detta att vi valt bruset som

o) = ((§ ) wlk

och matriser enligt

«‘é:(é i) r':(g) Rlzaﬁ,(gz ‘;) C. =(10)

Initialtillstdndet &r slumpmissigt men métbart. Storheten R, &r darfor oin-
tressant.

Steg mot losningen

Nar nu problemet skall 16sas finns mycket att vinna genom att gbra forenk-
lingar. Dessa forenklingar reducerar ofta problemets storlek och svarighets-
grad. Reducerad svarighet forenklar implementeringen. Minskad problemstor-
lek kommer framst in som forkortade exekveringstider vilket ar av betydelse i
detta sammanhang,

Bellmans ekvation har beskrivits i exemplet i foregaende avsnitt och ges
av

Ve, 2(8), () = min B(V(k + 1,806 + 1), €05 + 1)la(8),E(R))}
f5r 0 < k < N — 1 med slutvirdet
VI, (), 6(0)) = min B (KN, £} = 0E(N) — &) (43)
Vantevirdesbestimningen kan uttryckas som

E{V(k+1,2(k+1),£(k+ 1))|=(k), £(k)} =

[ plak+ 1), 606 + Dla(k), (k)

Vik+ 1, z(k+ 1), &k +1))de(k+ 1)d{(k 4+ 1)
Integrationen skall alltsd utfSras i tre dimensioner eftersom vi har tva till-
stand 1 systemmodellen. Genom att utnyttja tolkningen av integrationen som

_vantevirdet av delforlusten V' givet det utdkade tillstandet (27 (k) £(k)]" kan
problemet forenklas.
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Genom att titta pa systemekvationen ser man att den enda stokastiska
storheten ar bruset w(k). Vardet pa w(k) och de givna tillstanden i kombina-
tion med en viss styrsignal bestammer entydigt tillstandet vid nasta tidpunkt.
Genom att vantevirdesbilda dver w(k) foljer att trippelintegralen kan ersittas
av foljande enkelintegral

E{V(b+ 1,(k + 1), 6(k + 1))[o(k), &(k)} =
fP(w) Vik+1e(k+1),6(k+ 1)) dw (4.4)

Eftersom w &r normalfordelad ar tathetsfunktionen given och de problem som
kvarstar att 16sa &r

e val av implementeringssprak

o for vilka tillstand skall V lagras och u bestdmmas
¢ interpolation och extrapolation i tabellen over V
e numerisk integration och minimering av V'

o administrativa MATLAB rutiner

Forst beskrivs de valda implementeringsspraken och dérefter studeras dvriga
fyra punkter.

Implementeringssprik

Implementeringen har skett i MATLAB 4.1 med vissa specialskrivna rutiner i
C. MATLAB 4.1 ar lampligt for matrisrakning och grafisk presentation. Dock
ar det sa att MATLAB'’s for-loopar och if-villkor inte ar speciellt snabba varfor
programmen blir onddigt langsamma da man utnyttjar sadana konstruktioner.

Ett satt att bibehalla fordelarna med MATLAB och samtidigt fa snabba
program uppnas genom att utnyttja ndgot som kallas MEXfiler. Detta ar ett
satt att gora C-filer kérbara fran MATLAB. Man utnyttjar darvid ett speciellt
granssnitt till MATLAB samtidigt som man utnyttjar delar av den matriss-
trukfur som MATLAB anvinder internt, MEX-filerna, d.v.s., C-rutinerna har
utnyttjats for de berakningar som sker pa lagsta niva. Pa sa satt har integra-
tionerna vid vintevirdesbildningarna snabbats upp.

MATLAB MATLAB &r ett interaktivi program som pa ett effektivt satt
utfor matrisoperationer och grafiska presentationer, Det gar att skriva sam-
man en mangd MATLAB kommandon i separata filer som sedan kan utnyttjas
genom att ange filens namn. PA detta sitt kan dven egna funktioner imple-
menteras. Namnet MATLAB star for MATrix LABratory och beskrivs i boken
MATLAB (1992b).

MEX filer Eftersom MATLAB ursprungligen ar gjort for interaktiv an-
vandning och inte for att skriva program blir berdkningar onddigt langsamma
da man anvander for-loopar och if-satser. Detta problem kan till stor del und-
vikas om de tidsédande rutinernas centrala delar skrivs om till C-program
(eller Forth). Detta ir mojligt genom att man skriver egna C-moduler. Mo-
dulerna skall vara gjorda enligt ett speciellt ménster sa att de passar ihop
med MATLAB. Dessa kompileras sedan av en rutin cmex till en anvindbar
MATLAB-rutin. Dessa fungerar som vanliga MATLAB-funktioner (m-filer)
vad géller anrop. MEX beskrivs i boken MATLAB (1992a).

Vid implementeringen av C-modulerna géller att visentliga delar av de
typer som specificerar matriserna ar oppna. Detta gor att man effektivt kan

16




hantera matriserna i sina C-program. Dessutom finns fardiga rutiner att anro-
pas fran C-modulerna som t.ex. felmeddelanderutiner om antalet parametrar

eller dimensioner inte stammer. Programspraket C beskrivs i Kernighan och
Ritchie (1978).

Metoder och Datastrukturer vid implementeringen

Nedan beskrivs sjalva implementeringen. Delar av metoderna har inspirerats
av Helmersson (1981) och Astrém och Helmersson (1986).

Att lagra minimale delférlusten V 1 en tabell Tabellen f6r den mini-
mala delférlusten V' maste lagras for ett antal diskreta virden pa tillstandet.
Valet av punkter ar kritiskt och maste ske med omsorg. Hur valet gjorts kom-
mer att diskuteras har.

Forst skall diskuteras vilka £-virden som tabellen maste innehalla. I ap-
pendix visas att V antar samma virde for alla & < £y. For £ storre an &, vet vi
att V, oavsett andra tillstand, blir 1. Detta innebar att V ar kind da £ > &
och inte behover lagras for dessa £-virden. Da € < & ricker det att lagra V'
for ett £-viarde. )

Nar: det galler z, vet vi att dess maximala absolutbelopp ér detsamma
som £ varfor det inte &r nagon mening att lagra V for 24| > (e ty daar V = 1.

For z; finns inga liknande begransningar men symmetrin i V kan ocksa
utnyttjas | Genom att substituera z med —z i systemet foljer av forlustfunk-
tionens och systemets symmetri att

V(—:Bl, —312) = V(ml, 32)

Detta innebar att vi kan dela z,, z;-planet med en rit linje genom origo och
att vi bara behdver lagra V for ena halvan. Det kvarstar att bestdmma hur
denna rata linje skall viljas. Detta val blir uppenbart om vi forst studerar
vilken diskretisering av z; och ®z; som skall viljas..

Valet av diskretisering skall ske pa ett sddant sédtt att interpolationen blir
bra. Detta innebar att de diskreta punkterna skall ligga tatt dar V varierar
snabbt, Vivill nu uppskatta var detta sker. Genom att titta pa systemmodellen
ser vi att tillstandet =, vid nasta tidpunkt ar summan av de bada tillstanden
vid féregaende tidpunkt, sanir somn pa en brusterm. Eftersom ¢, bestdmmer ¢
och dérmed forlusten verkar det enligt systemekvation (4.2) vara sé att linjen
2, + 22 = & ar en brytgéns for V. Néra denna linje bor diskretiseringspunk-
terna ligga tatt. Pa lite storre avstand fran densamma kan man diskretisera
glesare. Pa samma satt &r granslinjen |2;| = £ en brytgréns. Skillnaden ar att
denna grins ar abrubt och inte kontinuerlig m.a.p. V. Kommer man utanfor
ar V = 1 och inte bara nira ett. Detta gbr att det néra denna grans inte
nodvandigtvis maste vara titare melan diskretiseringspunkterna.

Punkternas tithet skall bero av avstandet till grinslinjen z, + @, = £.
Eit sddant bercende ar enklare att inféra efter féljande variabeltransformation

8 = L4

t = z+z
Genom denna transformation blir ocksa valet av begrinsningslinje enkelt. Valj
t = 0. Den halva av planet som V skall lagras for valjs ¢ill £ > 0.

Till sist kvarstar sjilva punktvalet. ¥or endamalet infors normerade stor-
heter sy och ty. Dessa ligger bada striingt innanfor grinserna plus och minus
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ett. Inuti tabellen skall dock inte V' motsvarande negativa ty lagras. Transfor-
mationen fran normerade storheter viljs enligt

5 = Lo/lsnlsign(sy) —1<sy <1

;- £ov/2ty 0<ty <05
I I e 0.5 <ty <1

Vardena pa de normerade storheterna for vilka V skall lagras valjs linjart i sitt
omrade sa att dessa enkelt kan kopplas till ett heltal motsvarande en position
i tabellen. Transformerna finns askadliggjorda i figur 4.1 for det fall £, = 1.
Punktlinjerna ar till f6r att tydliggora att transformen viljer punkterna tatare
vid de streckade granslinjerna. De inversa transformerna blir

sy = .&'z"(;'n(.s')-(ELD)2 sER

b [0S o<t
v /11— % fo <t

Figur 4.1 Transformationer av normerade storheter dd £ = 1. De steckade
linjerna &r grinslinjer. De punktstreckade ar hjilplinjer.

sig senare inte vara motiverat eftersom nagon snabb forinding i V' m.a.p. s
inte uppstod. \ '

De diskreta tillstandsvarden som tabellen skall lagras for har nu valts.
Initieringen av tabellen &r enkel. Det galler att V(N) ar noll om {(N) &r
mindre dn . Eftersom tabellen bara lagras for £ < & blir V(') noll for alla
punkter.

Lagring av den optimala styrsignalen Valet av tillstand att lagra V
fér har nu diskuterats grundligt. En bieffekt av valet ar att den optimala
styrsignalen ocksd kommer att erhallas for just dessa tillstand. Det méste da
kontrolleras att styrlagen varierar mest pa samma stalle som forlusten och att
liknande symmetriegenskaper kan utnyttjas.
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Den forsta frigan kan inte avgdras innan riakningarna utforts. Den andra
fragan far ett positivt svar genom foljande samband

'lL(—Zl, —EZ) :": —U(Tumz)
som féljer av resonemang liknande de som gav V{—2,, —23) = V(zy, z;).

Interpolering i tabeller Eftersom bé'.de den minimala delférlusten V' och
motsvarande styrsignaler u ar lagrade i diskreta punkter maste interpolationer
och extrapolationer utforas da dessa behévs for andra punkter dn de lagrade.
Metoden som valts dr att till de inre punkterna i tabellen ordna polynom
som approximerar forlusten/styrsignalen. Varje polynom har anpassats till
nio punkter med hjalp av minstakvadratmetoden. Koefficienterna i polynomen
lagras undan i spec1ella koefficientmatriser.

Nar ett varde pa V eller u skall bestamas utnytt_}as narmaste tabellpunkt.
Motsvarande polynom anvands sedan for att rakna ut ett approximativt varde.
Eftersom polynomen inte anpassats till varandra kommer det att finnas dis-
kontinuiteter dar gransen mellan olika pelynomval sker.

Tack vare symmetri och begriansningar finns tabellerna bara lagrade for
vissa omraden av-virden. Genom: att utnyttja symmetri och begransningar
tacks dessa omraden in. Dessa symmetriegenskaper ér olika for styrsignalen u
och den minimala delférlusten V' varfor olika rutiner maste implementeras.

Uppdateringen WNir datatyperna och initieringar av desamma ar klara ar
det dags fér uppdateringar. Givet nuvarande férlusttabell skall foregaende be-
stammas med tillhdrande styrsignaler. Resultatet anvands sedan for att erhalla
tabeller for tidigare tidpunkter,

Minimeringen For varje tillstand i de onskade tabellerna skall den opti-
mala styrsignalen hittas och lagras tillsammans med motsvarande minimala
forlust. Hur optimeringen skall ske beskrivs av ekvation 4.3. Praktiskt kan
optimeringen utféras genom att utféra vantevirdesintegrationen (4.4) for ett
antal styrsignaler och vilja den styrsignal som ger lagst forlust.

For att uppna ett bra varde pa u har en kvadratisk funktion anpassats till
tre (u, V)-punkter f6r att ge ett battre varde pa styrsignalen. For detta varde
har integrationen upprepats fér att fa ett forbattrat virde pa férlusten.

Vintevdrdesbestamningen Vintevirdesberikningen som skall utféras vid
optimeringen ges av ekvation 4.4 och bestar av en enkelintegral m.a.p. bruset
w(k). Tatheten for bruset ar enligt forutsittning normalfordelat. Detta gor
att tatheten ar enkel. Argumentet vid integrationen ar lika enkel att fa fram.
Det som behdvs dr nista tillstand. Detta ges direkt av systemet, styrsignalen
% och det tillstand {or vilket vi raknar,

Som integrationsmetod har valts Simpsons formel med Richardson extra-
polation, se Press {1987).

Programstruktur

Nedan kommer implementeringen av den numeriska optimeringen att diskute-
ras. Programstrukturen som valts askadliggors av figur 4.2. Den administrativa
delen har utelamnats och disskuteras inte vidare. Rutinen Update ar huvudru-
tinen och ger ifran sig optimala styrsignalen och tillhérande forlustfunktion i
tabellform. Genom att anropa rutinen med en forlusttabell kan man upprepa
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l | |

Update InitK. GetU GetV

Integrate

Figur 4.2 Programstruktur for optimeringsrutinerna

forfarandet och erhalla tabeller for alla tidpunkter. ImitK skapar en tabell
med polynomkoefficienter for approximation i tabellen med férluster och Aven
1 tabellen med styrsignaler. Infegrate utfor integrationen.

Vid presentationen av tabellerna vill man att vardena i tabellerna for
styrsignalen och forlusten kan ldsas. Detta gérs av funktionerna GetU resp.
GetV som bada har koefficientmatriser som 1nparametrar De olika rutinerna
finns listade i appendix.

-

Resultat av optimeringen

Nu skall vi studera resultaten av den numeriska optimeringen i nagra fa]l For
andamalet har foljande tre parameteruppsatiningar valts

o, =02 =07 §&=1
o, =05 =07 {&=1
0, =05 ¢=085 §&(=1

Valet av o, har i forsta fallet gjorts sa att standardavvikelsen hos utsignalen,
da systemet styrs med minimalvariansregulatorn, blir £,/3. De andra har valts
for att infora mer bruskorrelation och/eller brus.

Dynamisk optimering resulterar i styrlagar och férlustfunktioner fér tid-
punkterna N, N —1 ... N —k ... iills man slutar iterera. Eftersom tidsfordrdj-
ningen &r tva kan styrsignalerna u(N) samt u(N — 1) inte paverka fdrlusten
och de kan darfor viljas godtyckligt. Detta innebar att endast styrsignalerna
for k < N — 2 ar av intresse.

Optimeringen har skett med upplésningen 40 punkter per enhet normerad
storhet. Alla tre parameteruppsittningarna har anvants. Resultaten for & =
N —2samt k = N — 3 kan ses i figurerna pa de kommande sidorna. Det visade
sig att rekursionen konvergerade redan vid ¥ = N - 3 sd att styrlagarna, inte
forlusterna, for £ < N — 3 blev identiska med styrlagarna for £ = N — 3.

Som jamférelse anvands minimalvariansregulatorn som oavsett parame-
teruppsattning ar

(k) = — 21 (k) — 225(k)

Figurerna visar att den optimala styrlagen ar ekvivalent med minimalvari-
ansstyrlagen om tillstandet befinner sig langt fran grénsen d.v.s. om |z,(k) +
z3(k)| << €. Om man diremot ndrmar sig gransen kommer den optimala regu-
latorn att avvika frin minimalvariansldsningen. Detta sker genom att beloppet
pa styrsignalen minskar jamfért med minimalvarians.

En bit utanfor gransen ar forlusten nastan oberoende av styrsignal ef-
tersom det da &r i princip omajligt att klara sig undan en gransdvertridelse.
Denna okénslighet fér styrsignal ar orsaken till att numeriska problem upp-
star en bit efter grinsen. Oprimeringsresultaten for sddana tillstand har darfér
trunkerats bort. Inverkan Skar med antalet iterationer. Detta leder till att nu-
meriska problem uppstar tldlgare vidk=N~-3anvid k=N —2.
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En jimforelse mellan styrstrategierna for & = N — 2 och & = N — 3 visar
att avvikelsen fran minimalvarians &r stérre da & = N — 3. Inverkan av brusets
standardavvikelse o, ar att punkten dar avvikelsen fran minimalvariansregu-
latorn bérjar kommer tidigare med storre standardavvikelse. DA styrstrategin
for ¢ = 0.95 jamférs med den for ¢ = 0.7 ser vi att punkten déir avvikelsen sker
intraffar tidigare for ¢ = 0.95 samtidigt som krokningen dr mindre.

I nasta kapitel kommer den optimala styrstrategin att studeras ytterligare
genom simuleringar.

4.5 Sammanfattning

I detta kapitel har fullstindig tillstAndsinformation studerats vilket leder till
att Bellmans ekvation kan forenklas. -Detta studerades i ett exempel him-
tat fran Hansson (1993) som kunde 16sas analytiskt da tidsfordréjningen var
ett. Den optimala regulatorn blev dé identisk med minimalvariansregulatorn.
Detta inspirerade oss till att formulera ett exempel med tidsférdréjning tva.
Som system inférdes en dubbelintegrator'med firgat brus. Detta exempel ver-
kade omdjligt. att 16sa analytiskt. Problemet 16stes. dérfér numeriskt och: re-
sulterade i en optimal regulator som avvek frin minimalvariansregulatorn.
Forenklat kan man séga att skillnaden mellan den optimala regulatorn och
minimalvariansregulatorn lag déari att den forra hade ligre forstarkning da
tillstandet var nara den kritiska gransen.
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I figurerna nedan giller 0, = 0.2, c = 070ch k= N — 2.

" " '
05 1 15

Figur 4.3 Styrsignalen u som funktion av z3 for z1-virdena ¢ (heldragen), 0.25
(streckad), 0.5 (punktstreckad) och 0.75 (prickad)

-0,
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x1

Figur 4.4 Styrsignalen u som funktion av z; 6r zg-virdena 0 (heldragenr), 0.2
(streckad), 0.4 (punktstreckad), 0.6 (prickad)
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Figur 4.5 Férlustfunktionen Vien kvadrant da k= N — 2
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I figurerna nedan galler 5, = 0.2, =0.Toch k= N — 3.

L A .
.5 1 1.5

Figur 4.6 Styrsignalen u som funktion av z; f6r #;-virdena O (heldragen), 0.25
(streckad), 0.5 {punktstreckad) och 0.75 {prickad)

£ 1 I \ 1 1 1 1 2 '
[} 0.5 0.2 03 04 0.5 0.8 @7 0.8 09 1
x1

Figur 4.7 Styrsignalen u som funkiion av z; fir ¢z-virdena O (heldragen), 0.2
(streckad}, 0.4 {punktstreckad), 0.6 (prickad)

Figur 4.8 Fdrlustfunktionen V ien kvadrant dd k=N — 3
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I figurerna nedan géller o, = 0.5, c = 0.7 och k= N — 2.

L

~0.3

1.4

0:5 1:5
x2
Figur 4.9 Styrsignalen u som funktion av zs for 1-viirdena 0 (heldragen), 0.25.

(streckad}, 0.5 (punktstreckad) och 0.75 (prickad)

% y \ . . s
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a1 2.2 0% 24

Figur 4.10 Styrsignalen u som funktion av =y fir ¢2-virdena 0 (heldragen), 0.2
(streckad), 0.4 (punktstreckad), 0.6 (prickad)

Figur 4.11 Firlustfunktionen Vi en kvadrant dd k=N —2




I figurerna nedan gller o, = 0.5, ¢ = 0.7 och k = N — 3.
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Figur 4.12 Styrsignalen u som funktion av zz for zi-virdena 0 (heldragen),
0.25 (streckad}, 0.5 {punktstreckad) och 0.75 (prickad)
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Figur 4.13 Styrsignalen u som funkiion av ©, fér z3-virdena 0 (heldragen), 0.2
{streckad), 0.4 (punktstreckad), 0.6 (prickad)
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Figur 4.14 Forlusifunktionen Vi en kvadrant déd k = N — 3
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I figurerna nedan giller o, = 0.5, c =095 0ch k= N — 2,

Figur 4.15 Styrsignalen u som funktion av z» f6r zi-viirdena O (heldragen),.
0.25 (streckad), 0.5 (punktstreckad) och 0.75 {prickad)
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Figur 4.16 Styrsignalen u som funktion av ; for zz-viirdena 0 (heldragen), 0.2
(streckad), 0.4 (punktstreckad), 0.6 {prickad)

Figur 4.17 Férlustfunktionen V ien kvadrant dd k=N —2




I figurerna nedan galler oo, = 0.5, =0950ch k= N - 3.
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Figur 4.18 Styrsignalen u som funkiion av @z {or ;-virdena 0 (heldragen),
0.25 (streckad), 0.5 (punktstreckad} och 0.75 (prickad)
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Figur 4.19 Styrsignaler u som funktion av z; f6r vp-virdena 0 (heldragen), 0.2
(streckad), 0.4 (punkisireckad), 0.6 (prickad)
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Figur 4.20 Forlustfunktionen Vi en kvadrant di k=N — 3
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5. Simuleringar

I detta kapitel skall den numeriskt erhallna optimala regulatorn i foregaende
kapitel undersokas genom simuleringar. Vid simuleringarna jamfors den opti-
mala regulatorn med nagra approximativa regulatorer.

T avsnitt 5.1 sker en kort presentation av de approximativa regulatorerna.
Dérefter presenteras och diskuteras simuleringarna i avsnitt 5.2. En utforlig
presentation av de approximativa regulatorerna ges i de sista avsnitten i ka-
pitlet.

5.1 Approximativa regulatorer

Innan simuleringarna utférs skall en introduktion till de approximativa regu-
latorerna ges. Dessa regulatorer kommer sedan att anvindas som jamforelse
till den numeriskt beridknade optimala regulatorn vid simuleringarna.

Olika approximationer av forlustfunktionen

De approximativa regulatorerna erhalls genom att minimera en annan férlust-
funktion &n den som den optimala regulatorn minimerar. De approximativa
regulatorernas forlustfunktioner kan tolkas som approximationer till den opti-
mala regulatorns forlustfunktion. Lat oss darfor f6rst skriva upp den forlust-
funktion som den optimala regulatorn minimerar och studera den.

J(u()) = P{EN) 2 &o}

Genom att utnyttja hur maximumet uppdateras kan forlustfunktionen skrivas
om som

T = P(lz(W)] > &V 23N = 1)| > £V Joa(0)] > £0)
Genom att utnyttja foljande samband
P(AV B) = P(A,B)+ P(B)
upprepade ganger foljer att forlusten kan tecknas som
N
7= 2 Pllaa(k)l > o, [ <o, 0< 5 <k —1)

Denna forlustfunktion skall minimeras m.a.p. styrsignalerna. Detta innebar
att vi vill utféra minimeringen
min
w(i):0<i<N
Styrsignalen u(k) skall bestimmas baserat pa den vid samma tidpunkt till-
gingliga informationen Y(k). Den tillgingliga informationen kan vid fullstén-
dig tillstandsinformation representeras av det utékade tillstandet.

Det system vi studerar ar en dubbelintegrator vilket innebar att tisfor-
dréjningen ar tva sampel. Genom att minimera Sver {va sampel kommer bara
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en styrsignal att kunna péverka forlusten, Detta ar en forsta approximation
och kan inforas i ekvationerna genom att sitta N = 2. Da erhalls en summa
av tre sannolikheter. De tva forsta kan inte paverkas av styrsignalen. Samman-
fattningsvis skall foljande minimering utféras

min P(|21(2)] > Lo, [21(1)] < Lo, |22(0)] < &)

Tillstandet vid tiden noll beror inte av styrsignalen. Detta gor att vi kan be-
tinga sannolikheten i minimeringsuttrycket m.a.p. tillstdndet utan att paverka
optimeringsresulatatet. Detta ar en fordel eftersom styrsignalen skall bestim-
mas utglende fran ett kint tillstdnd. Formellt skulle ordet utdkat tillstand
ha anvénts i meningarna ovan med vid tiden noll ricker tillstandet for att
veta dven det utdkade tillstdndet eftersom £(0) = |¢;(0)|. Vi skriver alltsa om
minimeringen som

{fgf)lPﬂ“’l(?N > &o, z1(1)} < o, |21(0)] < &0, givet 21(0), 22(0))

Nar vi kiinner tillstandet vid tidpunkten noll kan vi direkt sluta oss till att vi
inte kan géra nagot om vi vet att |21(0)} > £. Om sa &r fallet kan vi vilja
styrsignal pa godtyckligt sitt. Speciellt kan vi valja den sa att den minimerar
den sannolikhet som minimeras da den ar innanfér grénsen. Vi kan alltsa
istillet fér den ovanstiende minimeringen utfora minimeringen

min P((a(2)] > o [o2(1)] < o, givet 22(0), 22(0))  (55)

Att minimera dver tva sampel ar en férsta approximation om N > 2. Denna
leder till den olinjara minimaluppkorsningsregulatorn. Genom att postulera en
linjar styrlag erhalls den linjara nummaluppkorsmngsregulatorn Genom att
postulera en linjar styrlag vid minimeringen

%I)LP(%(Z) > £, 2a(l) < &o, givet 21(0), =2(0))

erhalls en ensidig linjdr minimaluppkorsningsregulator. Denna kallas i den fort-
satta framstallningen for linjar minimaluppkorsningsregulator.
Utgaende fran ekvation (5.5) kan man tanka sig att istallet utféra mini-
meringen
Iﬁ%:x)1P(|m1(2)| > &, givet z,(0), z2(0))

Denna approximation ar god da £ ar stor jamn{drt med standardavvikelse for
z;. Regulatorn som minimerar detta uttryck ar den valkinda minimalvarians-
regulatorn.

Resulterande styrlagar

De approximativa styrlagarna ges i slutet av kapitlet. Den optimala styrla-
gen gavs i foregaende kapitel. Har féljer darfér bara en kort presentation av
styrlagarnas utseende. Figur 5.1 visar styrsignalerna for de olika regulatorerna
som funktion av ¢, da tillstandet z; = 0.2. Den parameteruppsitining som
anvants ar

0w =05 N=2 =07

Den streckade linjen ar minimalvariansregulatorn. Punktlinjen &r den linjara
minimaluppkorsningsregulatorn. Slutligen &r den icke linjira styrlagen den
optimala och den samanfaller f&r detta fall, d& N = 2, med den olinjara
minimaluppkorsningsregulatorn.
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Figur 5.1 Siyrdagar dd z; = 0.2 f6r linjir minimaluppkorsning, punktlinjen,
optimal regulator, heldragen, minimal varians, streckad.

5.2 Simuleringar

Vid simuleringarna kommer en jamforelse med minimalvarians och den linjara
minimaluppkorsningsregulatorn att goras. Den olinjira minimaluppkorsnings-
regulatorn kommer ite att simuleras eftersom den ar nastan identisk med den
optimala 16sningen. D& N = 2 &r de identiska. Simuleringarna har utfors i
MATLAB med programmet Simu som finns i Appendix. Detta program simu--
lerar systemet reglerat med den optimala regulatorn eller en linjar regulator.
Olika simuleringar kan ges samma brussekvenser. Detta har anvints. Simule-
ringarna har utférts for tva av de i forra kapitlet studerade parameteruppsiti-
ningarna. Dessa ir
0, =02 ¢=07 &=1
{ 0o =05 ¢=07 {=1

Simulering 6ver tva sampel

Forst skall vi simulera de olika regulatorerna ndr minimeringshorisonten ar
lika med systemets tidsfordréjning, d.v.s. N = 2. I detta fallet kan bara en
styrsignal paverka forlusten. For varje starttillstdnd har 20000 simuleringar
utforts. Resultaten kan ses i tabellerna pa de foljande tva sidorna.

Den oversta tabellen visar virdet pa styrsignalen fran regulatorerna vid
ett antal olika tillstand.

Mittentabellen visar de ur simuleringarna skattade forlusterna samt den
berdknade optimala forlusten. Skattningarna av forlusten J baseras pa alla
20000 simuleringarna. Dessa skattningar avviker fran det exakta virdet av tva
anledningar. Den férsta ar att de optimala styrlagarna inte berdknats exakt.
Den andra ar att simuleringarna i sig sjalv ger viss variation. Det ar enkelt att
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visa att denna variation har {8ljande standardavvikelse

Ekvationen sdger att simuleringsfelet Skar med forlusten. Vid M = 20000
simuleringar giller t.e.x. att J = 0.01 ger standardavvikelsen 0.0007 och J =
0.1 ger 0.002. Vid en jimforelse med den numeriskt berdknade forlusten maste
hansyn ocksa tas till onoggrannhet i J {ran optimeringsberakningarna. -

Den nedersta tabellen jamfor tva regulatorer at gangen. Beteckningen
F — () — s i tabellen innebar att den forstnimnda regulatorn var battre &n
den andra f ganger vad galler forlust. Pa motsvarande satt betecknar s antalet
ganger den andra regulatorn var batttre an den férstndmnda. Storheten [ visar
antalet ganger regulatorerna hade samma forlust.

Diskussion &ver resultatet for de tva parameteruppsittningarna finns un-
der respektive tabeller,
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Simulering da ¢, = 0.2

Styrsignaler

| Z | T2 ” Uoptimal l Uminuppk | Uminvar I
0 0 0.0000 0.000 0
0.1 | 0.1 | -0.2929 -0.216 | -0.3
0.2 | 0.2 { -0.6000 -0.432| -0.6
0.3 |03 | -0.8883 -0.648 1 -0.9
0.35 | 0.35 i| -0.9756 -0.756 | -1.05
04 (04 -1.0121 -0.864 -1.2
0.45 | 0.45 || -1.0169 -0.972 | -1.36
0.5 (0.5 -0.9986 -1.080 -1.5
03 |05 [ -1.1106| -0.964| -1.3
05 |03 || 09107 -0.764| -L.i

Skattade och beraknade forluster

| Ty l 3’2. “ Ja;ntt'ma! I jminuppk | jmi'rwar " chrﬁknad |
0 0 0.0060 | 0.0060 | 0.0060 0.0066
0.1 | 0.1 | 0.6070 | 0.0069 | 0.0069 0.0066
0.2 102 | 0.0070 | 0.0069 | 0.0070 0.0065
0.3 {03 | 0.0075 | 0.007T3 | 0.0076 0.0073
0.35 | 0.35 || 0.0165 | 0.0173 | 0.0178 0.0188
0.4 |04 | 0.0784 | 0.0802 0.0807 0.0775
0.45 | 0.45 || 0.2387 | 0.2410 | 0.2416 0.2377
0.5 |06 | 05012 |0.5044 ! 0.5049 0.5000
0.3 |05 | 0.0775 | 0.0791 | 0.0796 0.0775
0.5 | 0.3 | 0.0765 | 0.0770 | 0.0776 0.0775

Jiamforelse mellan regulatorerna

|21 |22 [ opt-minuppk | opt-minvar | minuppk-minvar |
0 0 0-(20000)-0 | 0-(20000)-0 0-(20000)-0
0.1 |01 0-(19999)-1 | 2-(19993)-5 2-(19994)-4
0.2 (0.2 6-(19986)-8 | 0-(20000)-0 8-(19986)-6
0.3 |03 1-(19995)-4 - | 9-(19983)-8 13-(19978)-9
0.35 | 0.35 {| 24-(19968)-8 | 34-(19958)-8 10-(19990)-0
0.4 | 0.4 | 40-(19956)-4 | 50-(19946)-4 | 10-(19990)-0
0.45 | 0.45 || 45-(19955)-0 | 57-(19943)-0 12-(19988)-0
0.5 | 0.5 | 63-(19936)-1 | 74-(19925)-1 | 11-(19989)-0
0.3 | 0.5 || 38-(19957)-5 | 48-(19947)-5 | 10-(19990}-0
0.5 | 0.3 | 34-(19962)-4 | 47-(19948)-5 | 13-(19986})-0

Tabellerna ovan visar att forlusten ar i det narmaste lika for alla tre regulato-
rerna vid s hér liten varians. Jimforelsetabellen visar dock att den optimala
regulatorn ar bast foljt av den linjira minimaluppkorsningsregulatorn. Mini- -
malvariansregulatorn dr samst. Kffekien 6kar ju ndrmare gransen tillstandet
befinner sig. Notera dock att alla tre i praktiken fungerar nastan lika bra.
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Simuleringsresultat da o, =.0.5

Styrsignaler

1 T1 | Ly ” Uoptimal I Usminuppk | Uminver l
0 0 0.0000 0.000 0
0.1 |01 -0.2930 -0.216 -0.3
0.2 |02 -0.5875 -0.432 -0.6
03 |03 | -0.7790 -0.648 | -0.9
0.35 | 0.35 || -0.8225 -0.756 | -1.0b
04 |04 -(.8393 -0.864 -1.2
0.45 | 0.45 || -0.8368 -0.972| -1.35
0.5 | 0.6 [ -0.8199 -1.080| -1.5
0.3 |05 -(.9391 -0.964 -1.3
0.5 | 0.3 -0.7390 -0.764 -1.1

Skattade och berdknade forluster

| €1 l T3 ” optimat | Jminugph | dminvar ” Jperiknad
0 0 0.2780 | 0.2780 0.2780 0.2767
0.1 0.1 0.2818 | 0.2816 0.2818 0.2766
0.2 0.2 0.2760 | 0.2848 0.2761 0.2778
0.3 103 0.2992 | 0.3032 0.30561 (.2989
0.35 1 0.35 || 0.3231 | 0.3265 0.3439 0.3320
0.4 {04 | 0.3833 | 0.3827 0.4242 0.3861
0.45 1 0.45 || 0.4587 | 0.4651 0.5254 0.46056
0.5 {0.5 0.5511 | 0.5658 0.6391 0.5493
0.3 | 0.5 0.3871 | 0.3882 0.4274 0.3861
0.6 {0.3 0.3871 | (0.3872 0.4238 0.3861

Jamfdrelse mellan regulatorerna

| T4 ! - n opt-minuppk | . opt-minvar | minuppk-minvar i
0 0 0-(20000)-0 0-(20000)-0 0-(20000)-0
0.1 {01 | 353-(19289)-358| 34-(19932)-34 392-(19221)-387
0.2 | 0.2 || 828-(18521)-651.| 53-(19895)-52 704-(18416)-880
0.3 {03 || 551-(18977)-472 | 528-(19062)-410 | 1000-(18039)-961
0.35 | 0.35 || 275-(19518)-207 | 975-(18467)-558 | 1182-(17985)-833
04 {04 65-(19859)-76 | 1411-(17997)-592 | 1346-(18138)-516
0.45 | 0.45 || 351-(19425)-224 | 1776-(17782)-442 | 1425-(18357)-218
0.5 | 0.5 |l 535-(19224)-241 | 2058-(17644)-298 | 1523-(18420)-57
0.3 | 0.5 85-(19853)-62 | 1359-{18089)-552 | 1274-(18236)-490
0.5 |03 71-(19860)-69 | 1330-(18074)-596 | 1259-(18214)-527

Tabellerna visar att nyttan med att anvinda den optimala regulatorn eller
den linjira minimaluppkorsningsregulatorn har Skat jamfért med forra fallet
da variansen var mindre. Pa samma sitt som tidigare blir skillnaden stérre ju
narmare griansen tillstandet befinner sig. I detta fallet &r det dock en signifikant
forbattring néra gransen. Bade den optimala och den linjira minimaluppkors-
ningregulatorn ar visentligt mycket battre &n minimalvariansregulatorn. For
medelstora avstand ar dessa tva regulatorer ungefir likvirdiga medan den
optimala kan vara nagot lite battre riktigt néra gransen.
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Figur 5.2 Forlust som funktion av antal sampel att minimera &ver. Minimal
varians steckad, optimal regulator heldragen.

Simulering 6ver manga sampel

Hittills har vi studerat hur forlusten beror av tillstandet d& minimeringen skett
for N = 2, d.v.s. da bara en styrsignal har kunnat paverka systemets maxi-
mum. For att studera hur forlusten beror av antal sampel att minimera 6ver
har 1000 simuleringar utforts. Begynnelsetillstandet var origo och o, = 0.5.
Forlusten som funktion av antalet sampel att minimera 6ver kan ses i figur 5.2.
Figurens nedre kurva visar forlusten da den optimala styrlagen anvands. Den
ovre forlusten da minimalvariansregulatorn anvinds. Tidssimuleringar i tva
fall kan ses i figur 5.3 och figur 5.4. Figur 5.3 jamfor den optimala regulatorn
med minimalvariansregulatorn. Man ser att det ir mycket variation i z; jam-
fort med det omrade inom vilket man vill halla sig. Detta ar en férutsattning
for att den optimala regulatorn skall vara battre an minimalvariansregulatorn.
Att ha dessa harda krav leder till att man ganska snart dverskrider griansen
oavsett regulator. Detta kan ocksa ses i figuren. Figur 5.4 jamfor den optimala
regulatorn med den linjara minimaluppkorsningsregulatorn. Ur bada figurerna
kan man notera att bade den linjara minimaluppkorsningsregulatorn och den
optimala regulatorn kraver mindre styrsignaler an minimalvariansregulatorn.

Simuleringar utfordes aven for fallet o, = 0.2 men da blev det ingen
synbar skillnad mellan minimalvariansstyrlagen och den optimala styrlagen
vad géller forlustfunktion. En tidssimulering d& minimalvariansregulatorn var
samre an den optimala regulatorn kan ses i figur 5.5. Det skall noteras att
det dr ytterst sillan en sadan effekt gar ati hitta. Oftast ar det t.o.m. sa att
styrsignalerna &r identiska.

5.3 Minimalvariansregulator

Minimalvariansregulatorn har, som namnet antyder, den styrsignal som mini-
merar variansen hos en signal, i detta fallet z = ;. Detta kan jamforas med
den optimala regulatorn vars uppgift ar att minimera maximala absolutbelop-
pet hos z; under en viss tid.
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Figur 5.3 Simulerings exempel. Optimal regulator heldragen, minimal varians -
streckad for ow = 0.5

Minimalvariansregulatorns utsignal z; kan inte paverkas av styrsignalen
forran efter tva sampel. Vi tecknar darfor

z1(k +2) = 21(k) + 2 25(k) + ulk) + (L + ¢) w(k) + cw(k + 1)

Nar u(k) skall bestammas finns tillstanden vid samma tidpunkt givna. Ur
dessa kan ingen extra information om brustermerna bestdmmas varfor minimal

1 1 1 ]

0 5 10 15 20 25 30

1
-y

Figur 5.4 Simuleringsexempel. Optimal regulator heldragen, linjar minimal up-
pkorsningsregulator streckad, for oy = 0.5
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Figur 5.5 Ett unikt fall dir optimal regulator klarade sig bittre &n minimal
varians med oy = 0.2. Minimal varians steckad, optimal regulator heldragen.

varians fas om

u(k) = —z1(k) — 2z5(k)

Detta motsvaras av foljande tillstandsaterkopplingsmatris
L=[12]
Denna styrlag ger utsignalsvariansen

Ez2 ={(1+c)+c*o = {1+2c+ 2% 02

5.4 Linjar minimaluppkorsningsregulator

I detta avsnitt ges en kort presentation av den linjara minimaluppkorsnings-
regulatorn. Avsnittet bygger pa Hansson (1993).

Problemformulering

Systemet beskrivs av

y(k) = Ciz(k)+ Die(k)

{ z(k+1) = Az(k)+ Biulk) + Bov(k)
z(k) = Chz(k)+ Drw(k)

Bruset &r normalfordelat vitt brus med féljande kovariansmatris

v Ry Ry Ry
E e ('UT eT wT) = R’fz Rz st
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Problemet kan specificeras som att minimera fljande sannolikhet
wlz0) = P{z(0) < 2N 2(1) > z}

kallad uppkorsningssannolikheteten. Minimeringen skall ske m.a.p. en linjar
styrlag. Detta kan ske antingen genom att forsoka hilla z nedanfor gransen z,
eller genom att halla z ovanfér grinsen. Eftersom en stabil regulator énskas
bér man valja att lata minimeringen ske under restriktionen att utsignalens
standardavvikelse o, uppfyller villkoret o, < 2z5. Detta &r mdjligt om systemet
ar utsatt for lite brus. Detta antyder att det inte alltid finns en 18sning till det
specificerade problemet.

Regulatordesign

Genom att infora

1l

{ a(k) 2(k+ 1) + 2(k)
(k) 2(k+1) ~ 2(k)
uppstar tva oberoende storheter som gor att problemets lésningar kan ringas

in. Det kan visas att den basta linjira regulatorn for problemet finns bland de
som minimerar féljande forlustfunktion

I

J=E{(1-p)a®+pB’t pel0,1]

- Notera att p = 0.5 motsvarar minimalvariansregulatorn. Forlustfunktion kan
skrivas om till ett LQG problem. Forst skrivs forlustfunktionen om till

J = E{vTBYCTC,Byv} + T
dar
J = E{z"Qz + 227 Qou + uT Qou}

Den forsta termen beror direkt av bruset v och kan darfor inte paverkas. Pro-
blemet blir darfor ekvivalent med att minimera J. Detta &r ett LQG problem.
Matriserna i problemet ges av

Quz = (AT + (1 - 2p)YCF C, B,
Qz - BfC';‘"C'zBl

Detta problem skall 16sas for i princip alla p. Lésningarna kan sedan anvindas
for att berdkna tillhérande uppkorsningssannolikhet enligt

w= [ 8 [ dzyisdy

dar ¢(z) = 1/v27 - exp(-=2?/2) samt grinserna x; = (229 — gpy)/cq och
z, = (229 + 05y)/04 Genom att vélja det p som minimerar p ar problemet
16st. Vid valet maste hansys tas till bivillkoret o, < 2.

Problemspecifik 16sning

Minimaluppkorsningsregulatorn kan anvindas som en approximation till den
optimala regulatorn i vart ursprungliga problem. Matriserna i minimalupp-
korsningsmodellen kan [ati hittas i den tidigare problemspecifikationen.’
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Figur 5.6 4 och o2 som funkijon av g, di w = 0.2. Streckad linje visar det
basta valet av p

Problemet har 16sts numeriskt m.h.a. MATLAB. Programmen som an-
vants ar intensityd, reguld och LQregul, som alla finns i appendix.

Numerisk I6sning har skett fér tva parameteruppsitiningar (parametrar
i ursprunglig modell)

o, =02 ¢=07 & =1
o, =05 ¢=0.7 &LH=1

Uppkorsningssannolikheten u och utsignalsvariansen o2 for de bada fallen som
funktion av p kan ses i figur 5.6 och figur 5.7. Det bista p som kan viljas finns
markerat med ett lodratt streck dir p visas som funktion av p. I figur 5.7 har
gransen som ges av bivillkoret o, < z, lagts in dir o? visas som funktion av
p- Denna grins bestdmmer l3sningen da o, = 0.5. De bista valen av p och
tillstandsaterkoppling L ar

{ p=0531 L=[097197] o,=02
p=0.857 L=[058158 o, =05

5.5 Olinjar minimaluppkorsningsregulator

I detta avsnitt skall vi forst studera exemplet i avsnitt 4.3 utan att vilja
system. Genom att studera fdrlustfunktionen kommer en del kunskaper om
problemet att erhéllas. Dessa kunskaper anvinds sedan for att ta fram den
olinjara minimaluppkorsningsregulatorn for systemet som studeras i detta ka-
pitel. Denna regulator visar sig vara den optimala di minimeringen sker Sver
tva sampel.

Modell och styrkriterium

Nedan foljer en repetition av styrkriterium och valet av maximum. Maximumet
uppdateras enligt
£(k + 1) = mazié(k),|z(k + 1)|]
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Figur 5.7 g och of som funkiion av p di ow = 0.5. Lodrit streckad linje
visar det bista valet av p. Den andra sireckade linjen visar maximalt tilliten
utsignalvarians.
Detta gor att funktionen g i den generella beskrivningen blir
9(2) = |2|
Styrkriteriet specificeras av foljande férlustfunktion
J(u(-)) = P{E(N) = &}
Detta motsvaras i den generella beskrivningen av att man viljer

0 O<ESN -1
A, €)= { OEN)—60) k=N

dar § ar stegfunktionen definierad av

0 z2<90
g(z):{ 1 z;O

Styrsignalen skall baseras pa det vid samma tidpunkt uppmaéta utdkade tiil-
standet z = [27 ¢]7.
Analys av kriterium

Styrkriteriet ovan skall nu skrivas om sa att insikt i optimeringen kan erhéllas,
Féljande forlustfunktion skall minimeras m.a.p. styrsignalerna

J(u(-)) = PL(N) = &o}

Genom att utnyttja hur maximumet uppdateras kan forlustfunktionen skrivas
om som
J = P(|2(N)] > & V2N - 1)] > & v -.[2(0)] > &)
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Genom att utnyttja f5ljande samband
P(AV B) = P(A, B) + P(B)

upprepade ganger foljer att forlusten kan tecknas som

7= Y Pe(k)] > o, [2()] < o, 0S5 <k—1)

k=0

Fordrojningens inverkan For att tydliggora uttrycken infor

1(k) = P(|2(k)| > &o, |2(7)| < &, 0<j <k —1)

Sannolikheten (%) beror av de styrsignaler som kan paverka z(k), z(k—1)....
Lat T beteckna fordrdjningen fran styrsignal till z och darmed ocksa till £.
Denna definition gér att sannolikheten (k) piverkas av u(k — ) och &ldre
styrsignaler. Uttryckt i y(k) kan forlustfunktionen skrivas som

J =2 (k)

Denna skall minimeras m.a.p. styrsignalerna «(0) upp till u(N). P.g.a. fordedj-
ningen kommer de forsta sannolikheterna inte att kunna paverkas. Av samma
anledning kommer de sista styrsignalerna inte att paverka nagon sannolikhet.
Minimeringen kan darfor skrivas som

min J=J+ min J
w1 O<I<N w(i}:0<i< N~

dar vi har )
Jo = (k)
k=0
samt
N
J =3 (k)
k:f
Styrsignalerna som minimerar J minimerar aven J och darfér studerar vi bara
denna minimering hidanefter. D.v.s. vart problem blir att bestdmma u enligt
) N
J = min (k)
T

min
u(ip0<i< N~ u(i):OgigN—-'rk

Inforande av betingad sannolikhet Nar minimeringen skall utféras un-
derlattar det om tillstandet ar givet eftersom styrsignalen skall bero av detta.
Av detta skl infor den m.a.p. det utékade tillstandet betingade sannolikheten

¥(k|Z) = P{|z(k)| > b0, |2(§)| < &0, 0 < j <k~ 1 givet &k~ 1) = &)

dar

&= [z €7 ,
betecknar det utékade tillstandet. Med hjalp av 4 och vantevirdesbildning
over det utdkade tillstindet kan vi skriva

1(k) = E{v(k|z,£)}
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Lat p beteckna en alimén tathetsfunktion. Genom att uttrycka vintevardet
med integration fas

(6 = [ patuon(2,) 1(kl2,£) da e

Detta uttryck visar att sannolikheten (k) beror dels av tatheten fér det uts-
kade tillstandet och dels av sannolikheten « givet det utékade tillstandet. I de
flesta fallen beror tatheten for det utdkade tillstandet av alla gamla styrsigna-
ler. Den betingade sannolikheten beror bara av styrsignal och utékat tilistand
vid den givna tidpunkten.

Minimering dver en styrsignal Att minimera éver en styrsignal motsva-
rar valet N = 7 d.v.s. att vi minimerar éver lika manga sampel som tidsfor-
dréjningen ar i systemet. Minimeringen i detta fallet forenklas till

minJ = min (7)
«{0) (0}

Genom att uttrycka vintevirdet med integration fis

min [ paco(2,€) (7l €) do d¢

Téatheten for tillstandet vid tidpunkten noll paverkas ej av styrsignalen vid
samma tidpunkt. Harav foljer att minimeringen kan flyttas in s att minime-
ringen blir ekvivalent med att utfora foljande minimering

miny(r|z(0),£(0))

Notera att vi nu skall minimera en storhet som beror av det initiala utdkade
tillstandet och som darfér ar stokastisk. Vid tiden noll giller £(0) = |z(0)
vilket innebar att tillstandet racker for att veta det utdkade tillstandet. Vi
kan darfor skriva om minimeringen som

miny(rie(0
e v(7]=(0))
Explicit kan detta skrivas

IrgI)LP(lz('rH > oy |2{7)] < &b, 0< 5 < 7—1 givet 2(0))

Om £(0) > &, kommer sannolikheten att bli ett oavsett styrsignal. D& £(0) < &,
skall f6ljande minimering utforas

11"51(1;)1)1P(|Z(T)| > &o, |2(7)| < o, 1 < § <71 givet 2(0))

Eftersom styrsignalen i det f6rra fallet kan viljas godtyckligt kan vi bestdmma
u(0) fran ovanstaende uttryck oavsett virdet pa £(0).

Ovanstaende minimering kan alternativt utféras genom att minimera {6l-
jande uttryck istdllet

min P(J2(7)] > &, givet [o(3)| < o, 1S5 71, 2(0))
Orsaken till detta &r att u(0) inte kan paverka nagot av de aldre tillstanden.
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Det implementerade specialfallet

Nu skall vi titta pa ett speciellt system nimnligen det som diskuterats i ka-
pitlets tidigare avsnitt. Detta ges av
e (k+1) zi(k) + z(k) + cw(k)
z2(k) + w(k) + wu(k)

It

wz(k + 1)
2(k) = 2(k)

Notera att z(k) = z,(k) bestimmer maximumet hos detta system. Notera
vidare att systemet som &r en dubbelintegrator har tidsfordrdjningen 7 = 2.

Nar tidsfordrdjningen &r tvad ir minimering over tva sampel ekvivalent
med att ta fram den olinjira minimaluppkorsningsregulatorn. Detta visas och
utférs nedan.

Optimeringsuttrycket Minimering éver en styrsignal ger for det studerade
systemet att vi antingen skall utfora minimeringen

;ﬂix)lP(}ml(k +2)} > £o, |2k + 1) < & givet z4(k), zo(k)) , k& >0
eller ekvivalent

I;‘I&I)lp(lml(k + 2)| > & givet |z1(k + 1)| < &o, 21 (k), z2(k)) ,k > 0

med k& = 0. Den fSrra minimeringen med godtyckligt k &r definitionen p3
den s.k. minimaluppkorsningsregulatorn. Denna skall nu tas fram genom att
anvanda det andra uttrycket som kan skrivas om som

minl — P(lzi(k + 2)] < & givet |z1{k + 1)| < o, z1(k), z5(k)) , k> 0

u(k)
Detta innebir att vi egentligen skall utfora maximeringen

1:1(?§cP(|m1(k + 2)| < & givet |21 (k + 1)] < &, z1(k), z2(k))

for de tidpunkter da styrsignalen kan paverka maximat. Olikheterna kan dess-
utom uttryckas i de vid samma tidpunkt matbara tillstinden. Fér den givna
olikheten far vi

|za(k + 1)} < bo & |2a(k) + za(k) + cw(k)| < &
Denna ger villkoret £, < w(k) < g;. Om ¢ > 0 giller

_ —&o — z1(k) — (k) 6 = £o — @1{k) — z5(k)
c c

£

Detta villkor utirycker att tatheten for w(k) baserat pa tillgénglig information
ir trunkerat gaussisk. Av detta kan vi sluta oss till att den givna informationen
saknar betydelse om den trunkerade gaussiska férdelningen i stort ar identisk
med den otrunkerade. For sddana fall bor styrlagen bl ekvivalent med mini-
malvariansstyrlagen. Trunkeringen saknar betydelse om grinserna e, och e,
ligger utanfor —no,, respektive no,, for ett limpligt virde pi n. Med n = 2
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kommer t.ex. ungefér fem procent att trunkeras bort. Genom att stoppa in
uttrycken for € visar det sig att trunkeringen saknar betydelse om

—btncoy LTt <& -n-c o,

Alltsa ar styrlagen lika med minimal varians om man ir nira origo, tminstone
- om bruset inte &r alltfér stort och granserna inte alltfor sniva.

Granserna inom vilka vi 6nskar maximal sannolikhet kan ocksa uttryckas
1 de matbara tillstanden

l21(k + 2)f < &o > |za(k) + 2z2(k) + u(k) + (| < &

dar
¢ = {14 clw(k)+ cw(k + 1)
inforts for att forenkia skrivarbetet. Denna ekvation ger ett viltkor ¢; < ¢ < ¢
dar
(o= —&o — za(k) — 22a(k) — u(k)
och

(2 = €0 — 21(k) — 22,(k) — u(k) (5.6)

Optimeringen Nu skall vi hitta den betingade tatheten for brusstorheten
¢ eftersom denna tillsammans med styrsignalen indirekt ger oss ett uttryck
for sannolikheten som skall minimeras. For dndamalet infors den betingade
férdelningsfunktionen

F(z) = P({ < zler <w(k) < e2)
Denna betingade sannolikhet kan skrivas som

P{{ <z,e; < wlk) < e3)
Ple; < w(k) < g2)

F(z) =

Genom att Utnyttja tidigare definitioner erhalls

Fle) = P([1+ cw(k) + cw(k+ 1) < z,e; < w(k) < £3)
(2) = Ples < wlk) < e3)

Lat ¢ beteckna den standardiserade normalférdelningens tathetsfunktion. Ef-
tersom w(k) och w(k -+ 1) &r oberoende kan sannolikheten i taljaren skrivas

_/:2 f_(:[1+c]«u(k))/cso (w(k)) o (w(’:;r 1)) dw(k -+ 1) duw(k)

T w
.Genom att derivera F(z) m.a.p. ¢ och byta ¢ mot { fas

= (wk)\ 1 {—[1+clw(k)
fw( ) sa( )dw(k)

1 o, /¢ o

[ e () o

Med dess hjilp kan nu sannolikheten som skall minimeras bestimmas si fort
vi bestamt en styrsignal. Man anvander darvid att sannolikheten

p(Cler <w(k) <ep) =

P(|ml(k +2)| < &o givet |x,(k + 1) < &o, z(k), z2(k))
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kan skrivas som . :
jC‘ p(Cle; < wlk) < &) d{

Optimeringen gar nu ut pa att finna den styrsignal som maximerar denna san-
nolikhet. Styrsignalen paverkar granserna (3 och ;. Den optimala styrlagen
placerar dessa sa att tdtheten blir sd stor som méjligt i intervallet {; < ¢ < (.
Tyvérr ér tatheten inte symmetrisk varfér maximat inte kan hittas genom att
vilja vintevirdet pa ( som mittpunkt i integrationsintervallet. Vantevirdet
ligger dock néra det optimala valet av mittpunkt och kan om man si vill
anvindas som en approximation for att enkelt {3 lite kunskap om styrsigna-
lens utseende. Mittpunkten mellan {; och {; kan bestammas ur ekvation 5.6,
Genom att anta att denna mittpunkt skall ligga vid vintevirdet av ¢ erhalls
foljande styrlag

u(k) ~ —z4 (k) ~ 20(k) — / Z ¢p(Cler < wik) < e3)d¢

Losning av specialfallet .

For att gora en jamforelse med den den numeriskt erhillna optimala regu-
latorn kommer ovanstdende formeler att berdknas numeriskt. Berdkningarna
har utnyttjat vintevirdesapproximationen.

Numeriska metoder Integrationerna har utférst numeriskt i en C-rutin,

Dessa anvinder Simpsons metod med Richardson extrapolation, se Press (1987).

C-rutinen finns i appendix och heter Facit,

For att begrinsa det odndliga integrationsintervallet har tva egenskaper
utnyttjats. Dels att e; < w(k) < &, och dels att titheten f6r w(k + 1) utanfor
n - o, ir forsumbar, om n nagerlunda stort. Detta ger granserna

{ (oo
C4on
Resultat Berikningarna gav for fallet o, = 0.2 och o, = 0.5 de styrlagar
som ses i figur 5.8 och figur 5.9 dd ¢ = 0.7 och £ = 1. Det skall noteras
att styrsignalen ovanfor 2, + z; = 1+ ¢ - 20, inte ar signifikant pa grund av
numeriska svarigheter. Den har darfor utelimnats. .
Figur 5.10 visar en jamforelse mellan den approximativa och den optimala
regulatorn. Vi ser att approximationen ger ett systematiskt fel. Nagot forsok

att 16sa ekvationerna utan vintevirdesapproximationen har inte utférts men
bér resultera i den optimala styrlagen.

(L1+cler—c n-oy
(I+cler+en oy

o

5.6 Sammanfattning

Ett exempel med fullstandig tillstandsinformation har studerats. Systemet som
studerades var en dubbelintegrator med fargat brus. Problemet gick ut pa att
fa ett maxima att inte komma utanfor en given grins. Den optimala regulatorn
till detta problem togs fram i foregaende kapitel.

Den optimala regulatorn jaimférdes genom simuleringar med ett antal ap-
proximativa regulatorer. Dessa simuleringar visade att bade den linjira och
den olinjara minimaluppkorsningsregulatorn var i stort sett lika bra som den
optimala, Jamfort med minimalvariansregulatorn blev det forbittringar om
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1.5

Figur 5.8 Styrsignal som funktion av z; fér négra olika 2, dd oo, =0.2. 21 =0
6r heldragen linje, 0.26 {or streckad, 0.5 for punktstreckad och 0.75 {or prickad.

tillstandet lag nara gransen och de dkade ju narmare vi kom gransen. Forbatt-
ringarna var dock mycket sma om inte ett rejalt brus paverkade systemet. Om
sa var fallet sag vi i en annan simulering att den optimala regulatorn bara
var av intresse om optimeringen skulle ske Gver ett fatal sampel. I annat fall
skedde en grinsdvertradelse oavsett styrlag. Vidare visade simuleringarna att

_1 1 i - i
0 0.5 1 1.5
x2

Figur 5.9 Styrsignal som funktion av z; {or ndgra olika =, dd o4y == 0.5. 3, =0
for heldragen linje, 0.25 {or streckad, 0.5 f6r punkistreckad och 0.75 £r prickad.
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x2

Figur 5.10 Styrsignal som funktion av z2 {61 eit par olika 2, di oy = 0.2.
Approximationen heldragen, optimal regulator streckad

den optimala regulatorn beh6vde minst styrsignaler medan minimalvarinasre-
gulatorn behdvde storst.

Det visade sig att da antalet sampe! att minimera &ver var lika med tids-
fordrdjningen i systemet kunde man 16sa problemet utan att 16sa Bellmans
ekvation. Losningen var identisk med den olinjara minimaluppkorsningsregu-
latorn. Denna metod kraver ocksd numerisk 16sning men utan inblandning av
forlustfunktionen. Detta minskar komplexiteten vasentligt och bor resultera i
att styrsignalerna kan tas fram snabbare. En approximation vid bestdmningen
av den olinjira minimaluppkorsningsregulatorn reducerar problemet dnnu mer
sa att endast nagra fi integrationer kvarstar. Denna metod ger dock ett sys-
tematiskt fel och siger mer om karaktaren an om de exakta virdena.
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6. Ofullstandig
tillstandsinformation

Med ofullstindig tillstandsinformation menas att tillstanden inte ar direkt
méatbara utan att bara ett antal métsignaler korrelerade med tillstanden &r
matbara. Med hjalp av dessa kan man filtrera fram betingade férdelningar for
tillstanden for att med hjélp av dessa bestdmma styrsignalen till systemet.

I avsnitt 6.1 studeras problemstallning och filterekvationer. Numerisk 16s-
ning genom Bellmans ekvation diskuteras i avsnitt 6.2. I avsnitt 6.3 anvinds
simuleringar for att mer ingaende studera filtreringsproblemet.

6.1 Det allmanna problemet

Vid ofullstindig tillstandsinformation ar den givna informationen vara mat-
ningar d.v.s.

V() ={y(d): 0< i<k}

Bellmans ekvation har foljande utseende

V (k,p(a(k), ERIV(E)) = min E{h(k, 2(k),£(k), u(k))
+ V(e +1,p(ak + 1), (k + DIV (E+ D)

for 0 < k < N — 1 med slutvarde
VN, p(2(N),{(N)V(N))) = min E{h(N, 2(N), {(N), w(N)IV(N)}

Dessa uttryck beskriver hur man for en given tidpunkt och en given tathet
kan bestdmma optimal styrsignal och tillhérande forlust. Den givna tatheten
ersatter den givna informationen Y(k). En tathet &r enklare att anvinda &n
en mangd utsignaler. Vintevardesbildningen bestar av tva termer. Den forsta
kan 1att uttryckas som en integration

[ Bk k), 08, w(k)) ol (), €IV (B)) do(k) de(k)

Den andra termen &r nagot krangligare. Integrandens argument ar en tathet
som skall baseras pa informationen Y(k + 1). Denna tathet gar att uttrycka
i den givna tatheten, som baseras pa Y{k), och den senaste mainingen y(k +
1). Detta visas senare. Matningen y(k) ar den stokastiska storhet over vilken
vantevirdet skall raknas

[+ Lp(a(l + 1), 60+ DIV + 1)) plyk + DIV (E)) dy(k+ 1)

Problemet att hitta det utkade tillstandets tathet vid nasta tidpunkt base-
rat pa tatheten nu och den senaste matningen kallas filtreringsproblemet och
beskrivs nedan. Dar kommer aven tatheten for y(k 4+ 1)|V(k) att bestdmmas.

Nar vantevardena kan beraknas galler det att hitta den styrsignal som
minimerar dessa. Nir detta dr klart har man funnit optimal styrsignal med
tillthérande fortust.
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Filtreringsproblemet

Har skall filtreringsproblemet studeras. Filirets uppgift ar att med hjalp av
nya matsignaler uppdatera titheten for det utckande tillstandet £ = [z7 £]7.

Den téthet som skall uppdateras ar p(Z(k)|V(k)). Den 6nskade tatheten kan

skrivas som

ply(k + 1), 3(k + 1)|Y(k))
p(y(k + 1)|Y(k))

p(a(k + 1)iYV(k+ 1)) =

Nir titheterna i hogerledet hittats kan man stoppa in y(k + 1) och den nya

tatheten ar funnen. Nimmnaren i uttrycket behdvs inte bara hir utan dven i
vantevardesberakningar vid optimeringen. Den kan uttryckas som en integra-
tion

Pyl + D) = [ ply(h+1), 26+ DIV(E)da(k + 1)

Att hitta tatheterna har nu reduceras till att hitta den simultana tathetsfunk-
tionen mellan & och y. Denna skall vi genast ta fram uttryck fér. Eftersom

utsignalen bara beror av brus, styrsignal och tillstdndet kommer £ inte att ge |

nagon extra information om utsigalen nir man kanner tillstandet. Harav foljer
att

p(y(k +1)|2(k + 1)) = p(y(k + 1)[=(k + 1))

Detta gor att den simultana tatheten kan skrivas som
p(y(k + 1}, 8(k + 1)| (%)) = p(y(k + 1)|z(k + 1))p(2(k + 1)[Y(k))

Nu galler det att hitta de tva tdtheterna i hogerledet. Den forsta ger inga
problem eftersom denna ges av Kalmanfiliret. Den andra daremot kan vara
svar att uttrycka och far studeras fran fall till fall.

For att starta filtreringen behovs p(2(0)|)(0)). Till vart forfogande har vi
P(£(0)). Med hjilp av ovanstaende ekvationer finner vi foljande samband

_ _ p(p(0)]=(0)) - p(2(0))
p(£(0)|Y(0)) = P(x(0))

Denna tathet maste bestammas innan filterekvationerna kan anvandas.

6.2 Numeriska berdkningar

Vi har ovan sett att man kan bestamma den optimala styrlagen genom att
stega sig bakat fran slutlaget till startlaget. Det som kravs ar att tatheterna
dr givna sa att vintevirdena kan bestimmas.

Vid behandlingen av filtreringsproblemet visade det sig att tatheten vid
en viss tidpunkt krivde den initiala fordelningen f5ljt av en mangd filtreringar
baserat pa alla matsignaler dittills. For att bestimma en viss tathet krivs en
matsignal samt foregaende téthet. Detta innebar en stegning framat i tiden.

Bada dessa problem kan inte 16sas samtidigt. Filtreringen maste veta den
givna informationen och kommer typiskt att ske i reell tid. Optimal styrsignal
maste darfér vara beriknad och lagrad for alla de tatheter som kan uppsta.

Problemet att lagra undan V for alla méjliga tathetsfunktioner dr oméj-
lgt och man onskar att pa ndgot sitt diskretisera alla mdjliga tathetsfunktio-
ner. Detta ar bara mojligt om man kénner till vilka tatheter som férekommer
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och darefter lagrar V for ett urval sddana. Detta dr inte enkelt. Kan man dar-
emot parametrisera dessa pa nagot enkelt satt sa blir problemet enklare. Man
behover i sa fall bara lagra V f6r en mangd olika parametervirden istéllet for
for en mangd olika funktioner.

Ett annat alternativ &r att lagra V for alla mojliga sekvenser av matsig-
naler istallet for ati lagra for alla mdjliga tathetsfunktioner. Om antal diskre-
tiseringsnivder #ir n kommer optimeringen att behéva utféras for n* punkter
vid tidpunkten k. Om man kan hitta en parametrisering av tatheten med p
parametrar som diskretiseras i n nivder vardera behdver optimeringen ske for
n? punkter {or varje tidpunkt. Metoden att lagra V for ett diskret antal mat-
signaler ar darfor bara rimlig om man vill minimera &ver ett fatal sampel sa
att k inte blir stort. Problemet bestar inte bara av att lagra férlusten for ett
fatal punkter utan ocksa av att berdkna forlusten. Hur svart detta ar i de bada

fallen har inte studerats. ~
' Efter de numeriska berdkningarna finns tabeller med V och tillhérande
styrsignal tillganglig, Atminstone fér ett visst antal titheter. Genom att i reell
tid utféra filtreringen och hitta de aktuella titheterna &r styrsignalen bestamd
och problemet 10st.

6.3 Simulering av ett filter

For att studera filtrets natur kommer ett exempel att studeras. Exemplet kan
definieras av att i den generella modellen lata

g(2) = 4|
sa att mayimumtillstandet uppdateras enligt
E(k +1) = maz(€(k),Jo(k + 1))
Initialt galler |
£(0) = 12(0)]

For enkelhetens skull antas att tillstdndet ar en skalar och att €, > 0. Genom
att teckna férdelningsfunktioner och derivera dessa hittar man de intressanta
titheterna. Den simultana fordelningen specificeras av tva titheter. Den forsta
tatheten p(z(k + 1) = z,£(k + 1) = £|Y(k)) kan skrivas som en summa av tva
termer. Den ena termen #r diraclinjerna

[6(6/Ca+2) 0(¢/Cr — &) + 8(E/Cy — 2) 8(E/C2 + )] -

Ty

¢
Ciz /f ‘al_,,“’(m“%(k)wru(k)) p(e(k), E(k)| (k) dé(k) du(k)

Den andra ar

[ o (BT o), ¢ = ey do(t) (67

Ty Ty

ide fall |2(k-+1)| < &(k--1)/C> medan den &r 0 utanfor. Storheten ¢ har inforts
som tatheten for den standardiserade normalférdelningen. Diraclinjerna och
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begrinsningen kommer ur det nira samband som finns mellan & och £. Den
andra intressanta tatheten ges av Kalman filtret och ser ut som foljer

y— Ciz(k+ 1))

T,

1
ok +1) = ylal+ 1)) = o
Dessa tva tatheter ger taljaren i den onskade tatheten. Nimnaren ges av

y — C(2&(k) - 1W("ﬂ)))

o

plak +1) = y[(8) = 2 (

dir o2 = CyR;CT + R,. Denna behévs fven explicit i vintevirdesberdkning-
arna under optimeringen. Storheten ﬁ(k) fas fran Kalmanfiltret och kan ut-
tryckas som

(k) = E((R)Y(R) = [ (k) p(e(R)V (k) da(k)

Uttryckt i den givna simultana tatheten fas

#(k) = [ o(k) [ plalk), EBIV(R)) de(k) da(h)

Den simultana fordelningen vid nasta tidpunkt kan nu berdknas givet y(k+1).
For att kunna anvinda filiret saknas nu foljande tathetsfunktion

z(0) — mo)

(2(0),00)) = 8(€(0) - [Caz(O))e (27 (68)

som enligt tidigare kan anvandas for att bestdmma starttatheten p(2(0)|1(0))..

‘For att fa insikt i hur filtret beter sig har simuleringar utforts med ett
MATLAB program. Detta program Mazabsfilter finns i appendix. I simule-
ringarna har féljande parametrar anvants

§:05 01202:1 R0:R13R2:1 m0:0

Styrsignalen var hela tiden noll varfér virdet pa T' saknar betydelse. Téathe-
ternas centrum flyitar da runt enbart beroende av slumpen. Om en styrsignal
skiljd fran noll anvinds kommer en &verlagrad rorelse orsakad av denna att
tillkomma. Tatheternas utseende blir dock likartat.

Tathetsfunktionerna som filtret gav upphov till kan ses i figurerna 6.1
— 6.7 for nagra olika tidpunkter da tatheterna diskretiserades i axelparallella
kvadrater med sidan 0.1. Figur 6.1 visar den téthet som det utokade starttill-
standet har da vi inte fatt nagon matning. Man kan se att tétheterna bestar
av diraclinjer orsakade av sambandet for initialtillstandet enligt ekvation 6.8.
I figur 6.2 kan vi se hur tdtheterna vid starttillstandet blir dd de baseras pa
den forsta métningen. Den del av den simultana tatheten som inte innehaller
diracker och som &nnu inte har trunkerats d.v.s. uttrycket 6.7 utan trunkering
kallas den ”sndlla” titheten och kan ses i figurerna.

Figurerna visar att # &r normalfordelad precis som vantat eftersom syste-
met bestar av Gaussiska brustermer. Dessutom ser vi att £ inte dr Gaussisk
vilket ocksa kunde gissats i forvig. Tatheterna for det utdkade tillstandet har
hela sin korrelation forlagd till granslinjerna. Innanfor granserna verkar £ och
¢ sakna korrelation, Detta ses tydligare i figurerna for det obehandlade tat-
hetsbidraget. Dess huvudrikningar &r parallella med axlarna vilket innebar att
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Figur 6.1 De initiala tétheterna vid iiden noll. De tvd 8vre figurerna visar
tatheterna fir »(k) och £(k). Den nedre visar nivikurvor till den simultana ti-
thetsfunktionen mellan «(k) och £(k).

t.ex. ett givet £ inte &ndrar fOrvantat virde pa z. P4 motvarande sitt verkar
det forhalla sig om istallet ¢ ar givet.

Det bor namnas att orsaken till att £ vixer sa fort ar att ingen regulator
anvands. En bra regulator haller kvar £ vid ldga varden vilket gdr trunkering-
arna och diraclinjerna i den simultana tatheten nnu viktigare. Vid k = 8 ser
vi att & och { bérjar bl ckorrelerade eftersom diraclinjen borjar forsvinna.
Detta ar intuitivt riktigt eftersom det efter lang tid, speciellt utan regulator
inkopplad, borde vara sa att = oftast ligger 1angt frdn det maximalt uppnadda
vardet £.

6.4 Sammanfattning

Vid ofullstandig tillstdndsinformation rakar man ut for att optimeringen som
enligt Bellmans ekvationer maste ske bakat i tiden krdver filtreringar som
maste ske framat i tiden. Detta problem gér att man under optimeringen
maste gissa pa vilka tatheter som filireringarna kan tinkas ge upphov till. Fér
att fa en uppfattning om deras utseende har simuleringar utforts. Dessa ger
ideer for hur framtida numeriska berdkningar skall kunna utforas.
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Figur 6.2 Téathetsfunktioner vid tiden 0 baserat pd en miltning. De Svre figur-
erna visar tdtheterna for o{k) och £(k). Den nedre hogra visar nivikurvor till den

simultana tathetsfunktionen mellan ®(k) och
texten.
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Figur 6.3 Tathetsfunktioner vid tiden 1 baserat p& mitningarna. De 6vre figur-
erna visar tdtheterna f6r z{k) och £(k). Den nedre hégra visar nivikurvor till den
simultana tdthetsfunktionen mellan z(k) och £(k). Den nedre viinstra forklaras i

texten,
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Figur 6.4 Tithetsfunktioner vid tiden 2 baserat pd métningarna. De 8vre figur-
erna visar titheterna f6r z(k) och £(k). Den nedre hdgra visar nivikurvor till den
simultana tdthetsfunktionen mellan z(k) och £(k). Den nedre viinstra forklaras i

texten.

0.8

Estimated density for x(k)

Contour of the nice density

1 2 3
Xi

Estimated density for xi(k}
1 . .
08
206
wn
]
- 04
0.2
4]
0 1 2

X

Contour of the estimated joint density

4

Xt

Figur 6.5 Tithetsfunktioner vid tiden 3 baserat pd mitningarna. De dvre figur-
erna visar titheterna f6r 2(k) och £(k). Den nedre hdgra visar nivikurvor till den
simultana tithetsfunktionen mellan z{k) och £(k). Den nedre vinstra férklaras i

texten.
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Figur 6.6 Tithetsfunktioner vid tiden 6 baserat pd matningarna, De Gvre figur-
erna visar titheterna for o(k) och £(k). Den nedre higra visar nivikurvor till den
simultana tédthetsfunktionen mellan z(k) och £(k). Den nedre vinstra frklaras i
texten.
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Figur 8.7 Tithetsfunktioner vid tiden 8 baserat pd mitningarna. De dvre figur-
erna visar tdtheterna for (k) och £{k). Den nedre hégra visar nivdkurvor till den
gimultana tdthetsfunktionen melian z(k) och £(k). Den nedre viinstra férklaras i
texten.




7. Slutsatser

I denna rapport har olinjir stokastisk reglering av extremvéarden i diskret tid
studerats. En olinjar styrlag har tagits fram genom att numeriskt 16sa Bell-
mans ekvation for ett exempel med fullstindig tillstandsinformation. Malet
med regleringen i detta exempel ar att minimera sannolikheten att ett maxi-
mum 6verskrider en given grans. Simuleringar har gjorts for att jAmfdra den
optimala regulatorn med approximativa regulatorer. Slutsatsen for exemplet
blir att de approximativa regulatorerna fungerar i princip lika bra for det be-
skrivna kriteriet. Dock &r det sa att minimaluppkorsningsregulatorerna och
den optimala regulatorn far mindre styrsignaler. Det finns dock ett fall da
den optimala regulatorn blir signifikant battre och det ar nir kraven ar myc-
ket harda och maximumet skall héllas innanfér granserna under en kort tid.
Harda krav &r mycket brus eller sndva granser.

Aven ofullstandig tillstdndsinformation har studerats. Det visar sig att
att det finns en del problem som behdver tinkas ipenom innan man kan 1osa
Bellmans ekvation. Ett centralt problem ar att parametrisera de titheter for
tillstandet som kan tankas uppsta da den optimala regulatorn reglerar syste-
met. Denna rapport visar vilken typ av tillstAndstatheter som uppstar for ett
speciellt system. '

Fortsatt arbete

Vid formuleringen av det exempel som skulle 13sas numeriskt verkade experi-
ment tyda pa att man forutom minst fordréjningen tva ocksa var tvungen att
inféra fargat brus. Om det verkligen &r sa och i sa fall varfor &r nagot som
inte utretts.

Néar det galler exemplet har lite olika delproblem utretts som eventuellt
skulle kunna sattas samman pa en battre sitt. Detta har annu inte kunnat
slutforas.

Vid ofullstandig tillstandsinformation maste man veta vilka tatheter som
kommer att uppsta och lagra forluster och styrsignaler for dessa. Det problem
som kvarstar hir ar att finna en parametrisering av tatheterna som kan uppsta.
Ett alternativ kan vara att diskretisera de méjliga utsignalerna istéllet. Dettia
ar bara lampligt om minimeringen bara skall ske Over ett litet antal sampel
eller om styrlagen konvergerar snabbt sa att den stationéra styrlagen erhalls
genom att utféra minimeringen dver ett fatal sampel.
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A. Ett bevis

Sats

Fér systemet i avsnitt 4.4 giller att V kan skrivas som:
V(k,z(k),£(k)) = W (k,2(k),0(é(k) — &o)) ,0<k<N
bevis Notera forst att
V(N,2(N),§(N)) = 6(6(N) — &o)

vilket innebar att satsen giller for k = N. Antag nu att satsen géller for &+ 1
d.v.s. att

V(k+ 1,20k + 1), 6k + 1) = Wb+ 1,2k + 1), 0(&(k + 1) &)
Enligt Bellmans ekvation giller
V (k. (), €(1)) = min [ pugey(1)- Vs + 1,20k + 1),€(k + 1)) du
varfor det under antagandet foljer att
V (b, a(k),68)) = min [ pugen(u) - Wk + 1,206 + 1), 0k + 1) — &) dw
Systemekvationerna ger att

o z(k + 1) bestams av z(k),u(k) samt w(k)
Eftersom £(k -+ 1) = maz(£(k), |Coz(k + 1)) [ljer att

o 0(&(k + 1) — &) bestams av z(k),u{k),w(k) samt B(E(k) )

Detta innebar att
V(k,z(k), £(k)) = W(k, 2(k), 0(£(k) = &))
Satsen foljer nu av induktion.
Foljdsats
Ior systemet 1 avsnitt 4.4 géller att « kan skrivas som
u(k, 2(k), £(k)) = v(k,z(k), 0(£(k) — &) ,0<E< N
dar u definieras ur den omvéanda likheten.

bevis Styrsignalen u bestims genom att utféra m_inimeringen

it [ B () V(b + 1,00k + 1), 66 + 1)) du

'u(k)

Enligt satsen ovan giller att V bara beror av 8(£(k) — &) da det galler £(k).
Detta innebar att integralens argument och dérmed hela integralen bara har
detta {-beroende. Styrsignalen kan darfor ocksa bara ha detta beroende.
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B. Storheter och beteckningar

| beteckning || storhet i kallas aven |
z(k) tillstand
£(k) maximum hittills maximum
[T (k) £(k)]" || utckat tillstand
J vintad forlust forlust
14 minimal delforlust
Y(k) given information
N minimeringshorisont
P tathetsfunktion
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C. Programlistningar

Numerisk losning av Bellmans ekvation

¢ Update.m
e Integrate.c
e InitK.m
¢ GetU.c
o GetV.e

Simulering av styrlagar

s Simu.m

Linjar minimaluppkorsningsregulator

s intensityd.m
¢ reguld.m
¢ LQregul.m

Regulator utan att 16sa Bellmans ekvation

e Facit.c

Filtersimulering

» Maxabsfilter.m
* MakePlot.m
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Update.m

function [outl,out2,out3]=Update(inp);

%
%
%
%
%
4
%
)

Generates U,V tables

[V1i,U1,V¥0]=Update(lev);
lev is the table size

[Viast,Ulast]l=Update(V);

Produces the first tables.

Produces new tables based on an old V¥

Nu=64; % Number of different u values
umax=4; % Maximum u value to use
xi0=1; % xi0 value

if length(inp)==

lev=inp;
V=zeros (2*lev-1i,lev);

else

V=inp;
lev=min(size(V)};

and

K=InitK{V);
for xipos=1:2*lev-1

xTi=(xipos—lev)/lev;

x1 =xi0+xTi;

for x2pos=1:lev
xT2=(x2pos~1) /lav;
if xT2<0.5

% Make the first V-table of size lev

% Decide the table size

S

% Make a coefficient matrix for V

% Go through the s-koordinates

% Dacide s_N walue

% Decide x1 value
% Go through the t-positions
% Decide t_N value
% Decide x2 value

x2=x10%sqrt (2+xT2)-x1;
else
x2=xi0*0,75/(1-xT2#xT2)-x1i;
end
x={x1;%x2];
if length({inp)== % Decide V1 value
Vnow=Integrate(K,x,0);

u=_;
olse % Decide V_n+l value
for k={1-Nu):{(Nu-1) % Make the integration for
uT=k/Nu; % different u values

u =uT*umax;
I(k+Nu)=Integrate(X,x,u);

end

[Vnow upos]=min{I);

uT=(upos-Nu)}/Nu;

u =uT+umax;

if upos>1 & upos<Bu
uTprev={upoes-1-Nu)/Nu;
uTnext={(upos+i-Nu)/Nu;

% best u value sofar

uprev =uTpreviumax; % nearby u values
unext =uTnextrumax;

Vprev =I{upos-1); % nearby V values
Vnext =X{upos+i);

p=polyfit([uprev u unext], [Vprev Vnow Vnext],2);

r=roots{polyder(p));
uvopt=r(r==real{r} & r<unext & r>uprev);
if length{uopt) "= O

Vopt=Integrate (K,x,uopt);

if Vopt<Vnow

% quadratic form
% extreome values
% possible optimum

% corresponding V
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Vnow=Vopt;

u  =uopt;
end
end
end
end
Vnow;
Vlast (x1pos,x2pos)=Vnow; % store the best V value for [x1,x2]
U({xipos,x2pos)=u; % store the best u value for [xi,x2]
end
end
if length(inpl)== % return [Vi,UL,v0] tables
out1=Vlast;
out2=U;
out3=V;
else % return [V_nt+i,U_n+1] tables
out1=Vlast;
out2=1;
end
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Integrate.c

fH e ———— e ——— */
/* */
/* Integration in the full infoxrmation case 3/7-93 *f
/% */
/* Use I=Integrate(K, [x1;x2],u); */
/* */
/* - —— ——— %/
[ rmmm s ——— — %/
/% SETUPS */
[ —mmemee -— o e e e */

#include <math.h>
#include "mex.h"

/% —————mmm e */
/% design definitions #*/
J# e */

#define eps 0
#define sigmadist 5
#define hmax 0.2
#define xi0 i
#define sigmav 0
#define ¢ 0

JE# e - %/
/* usefull definitions */
/¥ mmmm e - %f

#define or |
#define and &

#define do

#define then

#define begin {
¥define end }

/*®
/%
/*
/#*
/*
/%

relative error when integrating =/
integration width [sigmav] #/

max h to accept in integration */
limit for xi */

sigma for system noise #/

system parameter */

#define max(A, B) ((a) > (B) ? (1) : (B))
#define min(A, B) ((A) < (BY ? (4} : (B))

#define abs(x)
#define pi 3.14159265

sqrt (x*x)

/% mmm e - —— */
/* COMPUTATIONAL ROUTINES */
R — e */

double GetV{double K[], int lev,
double x1 , double x2}

/% Calculates an interpolated/extrapolated value of V #/

begin
double xT1,xT2.,V;
int xipos,x2pos,pos;

/# Using prerequisities for X table and system symmetri */
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if (x14x2<0) then

begin
xi=-x1;
x2=—x2;
end

if {abs(x1)>xi0) then
return(l};

alse

begin

/* make transformations %/
¥Ti=x1/%i0;

if (x2+x1>xi0) then
xT2=eqrt(1-0. 7B+xi0/ (x1+x2});

else
xT2=0,56% (x2+x1} % (x2+x1) /xi0/xi0;

/* determine nearest possible position to use */

xipos=xT1*levtlev;
x2pos=xT2*lev+l;

if (xipos<=1) then xlpos=2;
if (x2pos<=1) then x2pos=2;

if (xlpos>=2xlev-1) then xlpos=2*lev-2;
if (x2pos>=lev) then x2pos=lev-1;

/# caleculation using a polynomial around the position %/

pos={xlpos-2)*8
+{x2pos—-2)+6%{2¥Lev-3) ;
V= K{pes] + xix K[pos+l] + x2% K[pos+2]
+ x1%x2%K[pos+3] + xisxlxKlpos+4] + x2+x2+K[pos+b] ;
V=max{V,0);
Vemin(V,1);
return(V);

end
end

double IntArg(double v,
double xigiven, double x2given,
doubls u,

double K[], unsigned int lev)

/* Gives the argument in the integration */
/% That is p(w)*V =/

begin
double x1,x2,xi,P0,P!,dPdv;

/* system definition, should not bs changed #/

xi= xigiven + x2given +c#v;
x2= + x2given +v +u;

/* density for noise v %/
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dPdv=1.0/sigmav/sqrt (2*pi) xexp (-v*v/2/ (signavksigmav)) ;

return(dPdv+GetV{X,lov,xi,x2));
end

double Dolntegrate(double xlgiven, double x2given,

double u,

double K[J,

unsigned int lev)

/#* integrating using simpson and Richardson extrapolation %/

/% results in E(V(k+1) |x{k),xi(k)) */
begin

double diffkv,dist,h,sum,sumé,Isimpl,Isimp2,T1,T2;

int Nnew,inr .k ;

diffkv=1.0;

Nnew=1;
dist=sigmavxsigmadist; /* v at Yinfinity" */
h=dist; /* First integratiom step #/
sum =IntArg(-dist,xlgiven,x2given,u,K,lev)+
IntArg( dist,xigiven,x2given,u,K,lev);

sumd =Intdrg( 0.0 ,xlgiven,x2given,u,K,lev);
Isimpl =h/3*(sum+4.0%sund);
I =Isimpi;
while (diffkv>eps or h>hmax) /* Sum until integral converged */
bogin

h=h/2; /% Halven step */

sum =sum+2*sumé;

sum4=0;

far =-1;

Nnew=Nnew#2;
for (k=1;k<=lnew;k++)
begin

fnr=fnr+2;

sumd=sumd+Intirg{-dist+fnr+h,xlgiven,x2given,u,K,lev);

end

Isimp2=h/3* (sum+d.O*sumd) ;

I2=(16*Isinp2-Isimpl) /15;

if (abs{I2)>eps) then
diffkv=abs((I2-11)/12);

/#* Extrapolation #/
/* Check for nonzero sum value #/
/* Relative exrror */

else
diffky=0.0;
Isimpi=Isimp2;
I1 =I2;
and
return(Il);
end
S e e e o */
/* GATEWAY ROUTIRE %/
[ —— ———— —— L74

void mexFunction(int nlhs,
Matrix *plhsl],
int nrhs,
Matrix #prhs[])
begin
unsigned int m,n;
double *Y,+K,xX, «1J;
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/% - - —en %/
/* Check for proper number of arguments %/

/x - e ———— */

if (nrhs $=3) then
mexErrMsgTxt ("Use I=Integrate(k,x,u)");
else if (nlhs > 1) then
mexErrMegTxt( "Only one output argument is possible");

/* == e */
/* Check the dimensions of input arguments #/
/e —- - - x/

m=nxGetM(prhs[0]);
n=mxGetN (prhs[01);
if {!mxIsNumeric(prhs{0]) or mxIsComplex{prh=[0]) or
'mx¥sFull(prhs[0]) or ‘mxIsDouble(prhs[0]}) then
mexErrMsgTxt ("X matrix doesn’t fitt™);
if (!mxIsBumeric{prhs{1]} or mxIsComplex{prhs{i]) or
'mxTsFull (prhs[1]} or ‘!mxIsDouble(prhs[1]} or -
(mxGetM(prhs[1]) != 2)or (mxGetN(prhs{1l} != 1)) then
mexErrMsgTxt ("X matrix doesn’t fits");
if (ImxIsNumeric(prhs{2]) or mxIsComplex{prhs{2]) or
mxTsFull (prhs[2]) or ‘mxlsPouble(prhs[2]) or
(mxGetM{prhs[2]) != 1)or (mxGetN(prhs[2})} != 1)) then
mexErrMsgTxt ("U matrix doesn’t £itt");

[ = -- e -— %/
/% Create a matrix for the return argument %/
F e ettt TR */

plhs[0]=mxCreateFull(i,1, REAL);

F I i ettt */
/% Assign pointers to the various parameters #*/
[ - - %/

Y= mxGetPr(plhs[0]);
K= mxGetPr (prhs[0]);
X= mxGetPr(prhs=[1]);
U= mxGetPr(prhs(2]);

2 — S—— */
/* Do the actual computations in a subroutine #*/
/¥ —mmmm————— - R

Y[0]=DoIntegrate(X[0],X[1],U[0],K,n+2);
end
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InitK.m

function K=InitK(V);

%

% K=InitK(V};

% C=InitK(U);

% the coefficients for interpolation in V or U is returned
%

% a quadratic form is made using nine values and LS-method
%V or U must be 3x3 or bigger

xi0=1; % xi0 value
lev=nin(size(V)); % decide table size
for xlpos=2:(2xlev-2) % go through all table positions
for x2pos=2:(lev-1)
Fi=[1;
¥=[1;
for i=-2:0 % use nearby values of s
xTi=(i+xipos-lev+i}/lev; % decide s_N values
x1=x3i0%xT1; % decide x1-values
for j=-2:0 % use nearby values of t
xT2=(j+x2pos)/lev; % decide t_N values
if xT2<0.6 % decide x2 values
x2=x10%sqrt (2*xT2) -x1i;
elsa
x2=xi0%3/4/(1-xT2%xT2)~x1;
end
Fi=[Fi ; 1 x1 %2 x1*x2 xixxi x2%x2]; % store quadratic values
Y =[Y ; V{xipos+i+i,x2pos+j+1)]; % store V values
end
end
Theta=Fi\Y; % Make a least square estimation

K{({x1pos-2)*6+1}: (x1pos*6-6) ,x2pos-1)=Theta; % Store coefficients
end
end
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GetU.c

/*

/* Interpolation in table U

/%

/x Use U=GetU(C,[x1;x2]);

/*x

e —--

/*
/%

t#tinclude <math.h>
#include "mex.h"

/¥ e ®f
/* design definitions #/
e .7 )

#define

xi0 1

JH e e e */
/* usefull definitions */

JH e */

#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define

or P
and k&
do
then
begin {

end }

max{(A, B) ((A) > (B) 7 (4)
min(A, B) ({a) < (B) 7 (4)
abs (x) sqrt (x#x)
pi 3.14159265

(B}
(B}

double GetV{double K[], int lev,

begin

double x1 , double x2)

double xT1,xT2,V;
int xlpos,x2pos,pos;

/* Using symmetri knowledge #/

if (x1+x2<0) then
return(-GetV{X,lev,-x1,—x2));

begin

/* make transformations */
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xTi=x1/xi0;

if (x2+x1>%xi0) then

xT2=sqrt (1-0.76#xi0/{x1+x2));
else

xT2=0, Bk {x2+x1)* {(x2+x1) /xi0/xi0;

/* determine nearest possible position to use */

xlpos=xTis*lev+lev;
x2pos=xT2%lev+l;

if (xipos<=1) then xlpos=2;
if (x2pos<=1) then x2pos=2;

if (xipos>=2#lev-1) then xipos=2#lev-2;
if (x2pos>=lev) then x2pos=lev-1;

/% caleulation using a polynomial around the position */

pos=(xipos-2)*86
+(x2pos—-2) ¥6% (2%1ev-3) ;

V= Kipos] + x1x K[pos+1] + x2x K[pos+2]
+ xi1#x2+K[pos+3] + x1xx1xK[pos+4] + x2*x2*K[pos+E] ;

return(V);
end

Y — S ——

/* GATEWAY ROUTINE

FH e —_—————————

void mexFunction{int nlhs,
Matrix #plhs(],
int nrhs,
Matrix #prhs[])
begin
unsigned int m,n;
double *Y,*K,*X;

int i;

[ e e e ®/
/# Check for proper number of arguments */
[ e e e *f

if {nrhs !=2)} then
mexErrMsgTxt("Use V=GotV (K, [x1;x23);");
else if (nlhs > 1) then
mexErrMsgTxt( YOnly one output argument is possible"};

/% - i e %/
/#* Check the dimensions of input arguments */
fo mmmmmm x/

m=mxGetM{prhs [01);
n=mxGetN{prhs[0});
if {(!mxIsNumeric(prhsl0]) or mxIsComplex(prhs[0]) or
'mxIsFull{prhs{0])} or ‘mxIsDouble(prhs[0])}) then
mexErrMsgTxt ("K matrix deesn’t fitt");
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/% Create a matrix for the return argument */
/% - - - === x/

plhs[0]=mxCreateFull(1,1, REAL);

/% -- e */
/* Assign pointers to the various parameters */
/* —- —-- e -/

Y= mxGetPr(plhs[0]);
K= mxGetPr(prhs[0]);
X= mxGetPr(prhs[1l);

/* ——— ——*f
/¥ Do the actual computations in a subroutine */
[o === e */

Y[0]l=GetV{K,n+2,X[0],X[11);
end
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GetV.c

/*

/* Interpolation in table V 27/6-93
/*

/* Use V=GetV{K, [x1;x2]);

/%

S e

JH e

/* SETUPS

#inciude <math.h>
#include "mex.h"

Jo —mm—————— *f
/* design definitions */
J# ——mm— e */
ftdefine xi0 i
/¥ ———— e */
/* usefull definitions %/
¥ e */
#define or I
#tdefine and &&
#idefine do

#tdefine then

#define begin {
#define end }

#define max(A, BY ({4) > (B) 7 (&) : (BM)
#define min(A, B)Y ({&) < (B) 7 (4) : (B))
#define abs(x) sqrt (x*x)
#define pi 3,141592656

I — e _—

double GetV{double K[], int lev,
double x1 , double x2)
begin
double xT1,xT2,V;
int xipos,x2pos,pos;

/% use symmetry */

if (x1+x2<0) then
begin

x1=-x1;

x2=-x2;
end

/* use preknowledge */

*/
*/

*/
*/
*/

71




if (abs(x1)>xi0) then
return(1);

else

begin

/* make transformations #/
xTl=x1/xi0;

if (x2+x1>xi0) then
xT2=sqrt (1-0.76*xi0/ (x1+x2)};
else
xT2=0.5% (x2+x1)# (x2+x1) /xi0/xi0;

/* determine nearest possible position to use */

xilpos=xTi*levilev;
x2pos=xT2+lev+i;

if (x1pos<=1) then xlpos=2; s
if {x2pos<=1) then x2pos=3;

if (xlpos>=2xlev-1) then x1pos=2*lev-2;
if (x2posd>=lev) then x2pos=lev-1;

/* calculation using & polynomial around the position */

pos={xlpos-2)*6
+{x2pos-2) %6+ (2%1lev-3) ;
V= K{pos]l + xi* K[pos+i]l + x2% K[pos+2]
+ x1*x2%K[pos+3] + xlsx1sX[pos+4] + x24x2+K[pos+b] ;

return(V);
end
end

/* ———————— - ———————— e

/* GATEWAY ROUTINE
yp— — e o e o e

void mexFunction(int nlhs,
Matrix *plhs(],
int nrhs,
Matrix *prhs[])
begin
unsigned int wm,n;
double *Y,*K,#X;

int i;

/% - - %/
/* Check for proper number of arguments #/
/% == - */

if (mrhs !=2) then
mexErrMsgTxt ("Use V=CGetV(K, [x1;x2]);");
else if (nlhs > 1) then
mexErrMsgTxt( "Only one cutput argument is possible');

S e e */
/% Check the dimensions of input arguments */
f* m e —— *x/
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m=mxGetM{prhs[0]);
n=mxGetN(prhs[0]);
it (!mxIsNumeric{prhs{0]) or =mxIsComplex(prhs[0]) or
'mxIsFull {(prhs[0]) or !mxIsDouble(prhs[0])) then
mexErrMsgTxt ("X matrix doesn’t fitt");

[ —mmm oo oo */
/* Create a matrix for the return argument */
fo e */

plhs[0]=mxCreateFuli(1,1, REAL);

/* -- */
/* Assign pointers to the various parameters */
fh e - - %/

Y= mxGetPr(plhs[0]);
K= mxGetPr(prhs[0]);
X= mxGetPr(prhs{il);

f o %/
/* Do the actual computations in a subroutine */
J# —mmm e x/

YL0l=GetV(K,n+2,X[0],X[11);
end




Simu.m
function [J,y,ul=8imu(Q,x,iter,¥,Cstat)

% [J,y,ul=Simu(Q,x,iter} simulates the system over two samples

%

%0 specifies the controller. It can be a controller given by C or
% it can be a linear feedback given by L
4z is the initisl state for each simulation

% iter is the number of simulations

’

é [3,y,ul=S8imu(q,x,iter,N,Cstat) simulates over N samples

é When {=C then Csiat specifies the controller for all times exept the last
é NOTE: The systemparameters must be changed IN this m-file

sigmaw=0.2; % system parameters
e=0.7;

if nargin < 3 .
iter=i;

end

if nargin < 4

N=2;
end
u=[];
y=I[1;
J=[1;
for j=1:iter % make iter simulations
x1=x{(1); % set initial state
x2=x(2};
xi=0; % initialize xi to zero
ut=[1;
yt=[1;
for k=1:N % simulate ever N samples
W =randn¥sigmaw; % system noise
if size(d)==[1 2] % linear conirol law
uc =-Q*[x1;%2];
else % optimal control law

if N-k>0 & k*=R-1
uc=GetU(Cstat,[x1;x2]); ¥ optinmal stationary control

else
uc=GetU(Q, [xi,x2]); % optimal first sample control
end
end
xi=x1+x2+c*w; % system update

x2=x2+u+uc;
xi=max(xi,abs{x1));
ut=[ut; ucl;
yt=[yt; x11;

end

u=[u atl; % store contrel

y=[y ytl; % store state xi

I=LJF xi>t]; % store lossvalus
end
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intensityd.m

function {int,valpha,vbeta,vz,vu,rhe] = intensityd(4,B1,B2,C1,C2,D1,D2,...
R1,R2,R3,R12,R23,20,mz,start,step,stop)

%

% [int,valpha,vbeta,vz,vu,rho] = intensityd(i,B1,B2,¢1,C2,b1,D2,...

% R1,R2,R3,R12,R23,20,mz,5tart,step,s50p)

4

% the upcressing intensity int is calculated for different

% controllers specified by rho=start:step:stop

% some variances are also determined

%

res = 25;
nstdev = 6;
u = z0-mz;

int = [1;

valpha = [];

vbeta = [];

vz = [1;

va = []; .

tho = [1;

for rh=start:step:stop % calculate the upcrossingintensity for different rho

[r,d,valphai,vbetal,vzl,vuil=reguid(4,B81,82,C1,C2,D1,D2,R1,...
R2,R3,R12,R23,rh); % calculates variances

inti = 0;

sa = sqrt(valphal);

sb = sqrt{vbetail);

limit = nstdev*max(sa,sb);

h = min(sa,sb)/res; % integration step

for i=h:h:limit % outer integral
x1={2%u-(i-h/2))/s8; % inner integral limits
xu={2%u+i-h/2) /[=a;
if xudxl,

int1 = inti+h/sb/sqrt(2%pi)*exp(-(i-h/2}"2/2/(sb"2)}*...
0.6%(erf(xu/sqrt (2))-erf (x1/sqrt(2))); % inner integral

]

end
ond
int = [int intill}; % store uppcrossing intensity
valpha = [valpha valphall; ¥ store variances

vbeta = [vbeta vbetail;
vz = [vz vz1];
vu = [vu vut];
rho = [rho rhl;
end
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reguld.m

function [n,d,valpha,vbeta,vz,vu] = reguld(4,B1,B2,C1,C2,D1,02,..,
R1,R2,R3,R12,R23,rho)

%

% REGUL Discrete—time regulator U(s) = -n(s)/d(s) * Y(s)

A

% {n,d,valpha,vbeta,vz,vul = reguld(4,B1,B2,61,C2,D,R1,R2,R12,rho)

%

% The controller is designed such that the cost function:

A

% J =E {Sum {z'z + tho 2 * (dz/d%)’dz/ds] dt},

%

% is minimized subject to the constraint equation:

v

% dx = & x dt + Bl u dt + B2 dv

% dy = C1 x dt + D1 de

%

% where

%

% z=0C2x + D2 dw .

%

% and

%

A E{dv} = E{de} = 0,

A E{dv dv’} = R1 d%, E{de de’} = R2 dt, E{dv de’} = R12 4t

%

b The outputs varz and varderz are the variances of z and the dz/dt

A

% Note that if €2 ¥ B2 is no%t equal to zero, the loss function J

% will be infinite.

A

% Note that if C2 # Bl is equal to zsro, the optimization routine

4 will be singnlar. This problem is solved by adding epsilon * u’u

% to the loss function, where epsilon should be a small number such as
% 10" (-14).

%

% - Bufficient conditions for the existence of a solution to the

% problem are that €1 (sI - A)"{-1) B2 has full rank and Ri is non-

% singular with rank greater than or equal to the number of outputs,

% and that D2 % R2 # D2’ is non-singular. The last condi-

% tion can be weakened, see Shaked, U., 4 general transfer-function

% approach to the steady-state linear quadratic Gausian Stochastic

% control problem, Int. J. Control, 1976, vol. 24, No. 6, pp 788--790.
% Note that if the first condition is not fullfilled, it may sometimes
% be possible to choss equivalent B2 and Ri, such that it is fullfilled.

if R2==0 & R3==0 ¥ The special case in this report
fL,valpha,vbeta,vz,vu] = LQregul(4,B1,B2,¢2,R1,7he);
else
%4
nn=size(A);
nn=nn(i:1);
Q1 = C2'%C2+A?*C27%C2%A+ (1-2#rho)* (A7 *C2?%C2+C2 % C2%A) ;
Q12 = A’*C27*C2%B1+(1-2%rho) #C2%C2%B1;
Q2 = B17%C27*C2%B1;
Q23 = B17%C2**%(2+B2;
24 = (1-2#rho)*Bi'*(C27%D2;
%L,Lv,1r,5] = lqrd{A,B1,C1,01,02,Q12);
5 = dare(4,B1,01,02,012);
barQ = (Q2 + Bi’%S5*B1);
L = barQ\(B1 +S#A + Q12°);
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Lv = barQ\{B1’#5+B2 + 023);
Lw = bar(Q\Q24;
%IK,Kf,Kv,P,P£] = lged{A,C1,B2%R1+B2? ,D1%R24D1? ,B2%R12%D17);
P = dare(A’,C1° ,B2xR1%B2’,D1+R2+D1’ ,B24R12%D1’);
Ry C1l#P#C1? + D1xR2*D17; ‘
Kf = P%C1?/Ry;
Kv = Ri12sD1’'/Ry;
K = A*Kf+B2*Kv;
Kw = R23%D1'/Ry;
Ly = L*Kf+Lv+Kv+Lw*Kw;
Lx = L-Ly*Ci;
Kx = K-BixLy;
Ac = A-Bi*Lx-K*Ci;
Be = Kx;
Cc = Lx;
De = Ly;
[n.,d]l = s82%f(4c,Bc,Cc,Dc,1);
Aclosed = [A-Bi#lL BilxLx;zeros(size(4)) A-XK%xCi];
factor = [B2 -BisLyxD1;B2 -KxDi];
Rclosed = factor*[R1 Ri2;R12? R2]xfactor’;
P = dlyap(Aclosed,Rclosed); -
valpha = [C2 zeros(size(C2))]#((Aclosedteye(size(liclosed)))*...
Px(Aclosed+eye(size(Aclosed))) '+Rclosed) *[C2 zeros(size(C2))] ?+24D24R3%D27;
vbeta = [C2 zeros(size(C2)}]*({Aclosed~eye(size(Aclosed)))*...
P+{Aclosed-eye(size{Aclosed))) '+Rclosed) *[C2 zeros(size(C2))] 1+24D2%R3D27;
vz = [C2 zeros(size{C2))]#P* ({2 zeros(size(C2))] +D2*R3%D2?;
vu = [-L Lx]*P#[-L Lx]’+Ly*Di*R2%(Ly*D1)’;
%

end

n
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LQregul.m

function [L,valpha,vbeta,vz,vu] =

%

LQregul{A,B1,B2,C2,R1,rho)
LQregul{4,B1,B2,02,R1,rho}

designed
as resulis

= C27%02+A 1 #C27 ¥C24 A+ (1—2%rho) (A’ *C21%C2+C27 #C2%4) ; % LQ matrixes

% solution of LQ problem

% [L,valpha,vbeta,ve,vu] =
%

% the regulator u = -Lx is
% L and the variances are left
%

Qi =

Q12 = A'*C2'*C24B1+(1-2%rho)*C2'*+C2+B1;
Q2 = B1’*C2'%x(C2%B1;

s = dare(A,B1,0Q1,02,Q12);

barQ = (Q2 + B1'+5xB1);

L = barQ\(B1++S%A + Q127);

P = dlyap(A~B1xL,B2*R1%B2°);

vz = C2*PxC27;
vu = L#P#L’;

valpha =
vbeta =

% variance for
% variance for
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2#%C2% (eye (size(A) ) +A-B1isL)#P*(2;
2xC2% (eye(5ize(A)) -A+B1+L)*P*(2?;

% variance matrix

z

n .

% variance for alpha
% variance for beta




Facit.c

I+ - S —— - e */
/% */
/* Full info 21/7-93 %/
/* */
/* Use Use [mean,norm]=Facit(fxi;x2]); w/
/% */
/* - - e - */
/* T %/
/* SETUPS ®f
P — - ——— ——

#include <math.h>
#include "mex.h"

J¥ e */ "

/* design definitions */

f¥ mmmm e */

#define eps 0.01 /* relative error when integrating */
#define hmax 0.2 /* max h to accept in integration */
#define dist 5 /% integration width [sigmal */
#define xi0 1 /* limit for xi #*/

#define c 0.7 /* system koefficient */

#define sigmaw 0.2 /% system noise level %/

J¥ e ®/

/¥ usefull definitions */

[# mmmm e #*/

#define or I

#define and &k

#define do

#tdefine then

#define begin {

#define end b

#define max(h, B) ({(A) > (B) ? (&) : (B))
#define min(A, B) ((A) < (B) ? (&) : (B))
#define abs(x) sqrt (x*x)
#idefine pi 3.141592653

/¥ —mmmm e - e — +/
/% COMPUTATIONAL ROUTINES x/
e —— — — %/

double Fi{double w)
/* Gaussian density for noise w */
begin
return(1/sqrt{2+pi)/sigmaw*exp(-0.5+w+w/ (signawksigmaw)) ) ;
end

doubls SingIntegral(double wstart,double wstop)

/* P(ustart<w<wstop) is returned */
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/* integrating using simpson and Richardson extrapolation */

begin
double diffkv,h,sum,sumd,Isimpi,Isimp2,T1,1I2;
int Nnew,fnr,k ;
diffkv=1.,0;
Nnew=1;
h=(wstop-wstart)/2; /% First integration step */
sum =Fi{wstart)+
Fi(ustop);
suméd =Fi(wstart+h);
Isimpl =h/3*{sum+i.0*sumd);
I1 =Isimpi;

while (diffkv>eps or h>hmax) /+ Sum until integral converged %/
begin
h=h/2; /* Halven step */
sum =sum+2*sumd;
sum4=0;
for =-1;
Nnew=Nnewx2; -
for (k=1;k<=Nnew;k++)
begin
fnr=fnr+2;
sumd4=sum4+Fi(wstart+tfnr+h};
end
Isimp2=h/3%(sum+4.0%gumd) ;
I2=(16*Isimp2-Isimp1)/16; /% Extrapolation */
if (abs(X2)>eps) then /* Check for nonzero sum value #/
diffkv=abs ((I2-I1)/I2); /% relative error */
else
diffkv=0.0;
Isimpl=Isimp2;
I1 =I2;
end
return(Ii);
end

double ProdIntegral{double zeta,double wstart,double wstop)

/* calculates P{epsi<w<eps2)+p(zeta|wstart<w<ustop) */
/* makes an integration with the product argument */f
/* integrating using simpson and Richardson extrapolation  */

begin

double diffkv,h,sum,sum,Isimpi,Isimp2,I1,12;

int Nnew,fnr,k ;

diffkv=1.0;

Nnew=1;

h={ustop~wstart)/2; /% First integration step */

sum =Fi(wstart)*Fi{(zeta-(1+c)*ustart)/c)/c+
Fi(wstop)*Fi((zeta~{1+c)*ustopl/c)/c;

sumé =Fi{wstart+h)«Fi((zeta—(1+c)*(wstart+h))/c)/c;

Isimpl =h/3*(sum+4.0*sund);

I1 =Isimpl;

while (diffkv>eps or h>hmax) /# Sum until integral converged x/

begin

h=h/2; /* Halven step #/
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sum =sum+2%sumé;
sum4=0;

for =-1;

Nnew=Nnew*2;

for (k=1;k<=Nnew;k++)

begin
far={fnr+2;
sumé=sum4+Fi(wstart+fnr«h}*Fi({zeta~(i+c)* (wstart+fnr*h))/c) /c;
and
Isimp2=h/3#* (sum+4.Oksumd);
I2=(16%Isimp2-Isimpl) /15; /# Extrapolation %/
if (abs{I2)>eps) then /#* Check for nonzero sum value */
diffkv=abs ((I2-I1)/I2); /#* relative error %/
else
ditfkv=0.0;
Isimpi=Isimp?2;
It =I2;
end
return(Ii);
end

double DoublelIntegral(double zstart,double zstop,double wstart,double wstop)

/% calculate P(epsi<u<eps2)*E{zetal|epsi<w<eps2) */
/#* integrating using simpson and Richardson extrapolation */

begin
double diffkv,h,sum,sum4,Isimpi,Isimp2,T1,I2;
int Nnew,fnr,k ;
diffkv=1.0;
Nnew=1;
h=(zstop-zstart)/2; /* First integration step */
sum =zstart*ProdIntegral (zstart,wstart,wstop)+
zstop*ProdIntegral(zatop,wstart,wstop);
sumd ={zstart+h) *ProdIntegral (zstart+h,ustart,wstop);
Isimpl =h/3%(sum+4,0%suméd);
I =Isimpi;
while (diffkv>eps or h>hmax) /* Sum until integral cenverged */
begin
h=h/2; /* Halven step #/
sum =sum+2*sumé;
suméd=0;
fnr =-1;

Nnew=Nnew#*2;
for (k=1;k<=Nnew;k++)
begin
inr=~fnr+2;
sumd=suné+ (zstart+inr«h)*ProdIntegral (zstart+fnr¥h,ustart,wstop);
end
Isimp2=h/3#% (sum+4.0*sum4d) ;
I2=(16%Isimp2~Isimpl) /1E; /% extrapolation */
if (abs(I2)>eps) then /* Check for nonzero sum value #/
diffkv=abs({I2-I1}/12); /* relative error */
else
Giffkv=0.0;
Isimpi=Isimp2;
11 =I2;
end
return(Ii);
end
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/* e e o e 1 7 e e e e
/* GATEWAY ROUTINE
J* —— e

void mexFunction(int nlhs,
Matrix *plhs{],
int nrhs,
Matrix *prhs{])
begin
double *N,*M,*X,x1,x2,epsl,eps2,zetal,zeta2,I0,I1;

S~ -— - %/
/* Check for proper number of arguments %/

/- -- - %/

if (nrhs !=1) then
mexErrMsgTxt ("Use [mean,norm]=Facit({x1;x2]);");

else if {nlhs > 2) then -
mexErrMsgTxt ( "Only two output arguments are available');

[ —mee _ -- e 74
/* Check the dimensions of input arguments */
/¥ -—= - %/

if {(lmxIsNumeric(prhs{0]) or mxIsComplex(prhs[0]) or
1mxTIsFull{prhs[01) or imxIsDouble(prhs[0]) or
(mxGetM(prhs[0]) != 2)or (mxGetN(prhs[0]) = 1)) then
mexErrMsgTxt ("X matrix doesn’t fitt");

e e e */
/* Create a matrix for the return argument #/
f# ——————————————— */

plhs[0)=mxCreateFull (1,1, REAL);
plhs[i]=mxCreateFull(i,1, REAL);

JE# —— e */
/* Assign pointers to the variocus parameters */
S e e e */

M= mxGetPr(plhs[0]);
N= mxGetPr(plhs[1l);
X= mxGetPr(prhsl0]);

JH e - f
/* Do the actual computations in a subroutine #/
fH e -— -—— %/
xi= X[0]; /* initial states %/

x2= X[1]; :
epsl=(-xi0-x1-x2) /c; /* count epsilon values */

eps2=(xi0-x1-x2) /c;

32




zetal=(l+c)*epsi-cHsigmanmtdist; /¥ zeta at "-infinity" */
zeta2=~(1+c)*eps2+c*sigmankdist; /* zeta at “+infinity" *x/

/* calculate P{epsli<w<eps2)*E(zeta|epsi<wcapsl) #/
Ii=Doublelntegral (zetal,zeta2,epsi,eps2);

/* calculate the probability P(epsi<w<aps2) */
I0=SingIntegral (epsl,eps2);

MI0]=—x1-2%x2~I1/I10; /* controlvalue */

N{cl=I0;
end
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zetal=(i+c)*epsi-c¥sigmaw*dist; /* zeta at “-infinity" */
zota2=(1l+c)*eps2+cHsigmaw*sdist; /* zeta at “+infinity" */

/* calculate P(epsi<w<eps2)*E(zetalepsi<w<eps2) #*/
Ii=DoubleIntegra1(zetai,zeta2.epsi,ep32);

/# calculate the probability P{epsi<w<eps2) */
10=5ingIntegral{epsi,eps2);

MI0)=-x1-2%x2-T1/T0; /* controlvalus */

NEOl=I0;
end
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Maxabsfilter.m

function Maxabsfilter(4,B,C1,C¢2,mC¢,R0,R1,R2,N,s0ed)

%

% function Maxebsfilter{(A,B,C1,C2,m0,R0,R1,R2,N,=eed)

v

% Solves the nonlinear recursive filtering problem for the estimation of the
% distribution function of the siates x and xi in the diffeence equation

4

% x{k+1) = Axx(k) + Bxulk) + v(k)

A xi(k+1) = max(xi(k), C2%(A#x(k} + B+u(k) + v(k))|)
% y() = C1¥x(k) + o(k) '

%4 ' (k) = C2%x(k)

%

% where xi(0) = |C2%x(0}|, and where x(0}, v(k} and e(k) are independent
% Gaussian random variables with means m0, 0, and 0 respectively and
% variances RG, Ri, and R2 respectively.

% Note that the state x is scalar and that there is no cross-covariance
% between v and e. Further it is assumed that u(k) = 0.

I/. o

% The resulting distribution function will be plotted at each time

% instant.

%  joint distribution function for x and xi

% distribution function for x

% distribution function for xi

%

randn(’seed’,seed);

xmax = 4; % maximum state value in density vectors
xmin = ~xmax;

ximin = 0;

Ximax = Xmax;

xstep = 0.1; % distance betwin consecutive state wvalues
xistep = xstep;

sigmav = sqrt(R1);

sigmae = sqrt{R2);

sigma = sqrt(C1xR1*C1°+R2);

',..._.._.._.. e o e e A —_ —_

% Initialize the joint distribution for x and xi

7.___ ________ ———— —_—
m = [m0; C24md]; .

0 = [RO RO*C2?; C2#RO C2#RO*C2°]+epsx100*eys(2);

invQ = inv{(Q);

pk = [1;
for ¥ = xmin:xstep:xmax,
pkx = [];
for xi = ximin:xistep:ximax,
if (xi==abs(C2¥x)) % only probability along dirac lines
pkx={pkx 1/(2*pi*sqrt(R0))#exp(-(x-m0)’+inv(RO)*(x-m0})]1;
else
pkx=[pkx 0];
end
end
pk = [pk;pkx]; % p(x(0),xi{0))
end ‘
prk = pk/(sum(sum(pk))+xstep*xistep); % normalize density
xhat = (xmin:xstep:imax)*sum(pk’)’*xistep*xstep; % mean x
xihat = (ximin:xistep:ximax)*sum{pk)’*xistep*xsiep; % mean xi

MakePlot {-1,pk,xhat,xmin,xstep,xmax,xihat,ximin,xistep,ximax);

Y- O,

% Initiali the simulation
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/‘ __________ —_—— e B e e e e e v
xk = m0+RO*randn; % initiali x

xik = abs(C2*xk); % initiali xi

Ymm o e ———— —_—— — _ ———

% Iterate from time 0 to N

'/' _____ e st i e 7 e e e - [p—

uk = 0;
for k = 0N, % simulate over N samples
k
if k==0,
xnew=xk;
xinew=xik;
olse % update the states

vk = sigmav¥randn;
xnew = A¥xk-+tBsukt+vk;
xinew = max{[xik abs(C2#(A+xk+B+uk+vk))]);

end
ynew = Cilxxnewtsigmae*randn; % decide output from system
pnew = [1;

prorm = [];

for ¥ = xmin:xstep:xmax, % make p{x{k+1),xi(k+1)[¥(k+1))
pxnew = [];
pxnorm = [1;
num = 1/sigmae*Fi({ynew-Ci*x)/sigmae); % oply(k+1) [x(k+1))
den = 1/sigma*Fi{(ynew-Cl*(A+xhat+B*uk))/sigma); % ply(k+1)[Y(k))
alpha = num/den;

for xi = ximin:xistep:ximax, 4 make p(x(k+i),xi(k+1) |Y(K))
beta = 0;
gamma = 0;
delta = 0;
for xk = -xi/C2:xstep:xi/C2 ¥ sum nice paris

diff = 1/sigmav*Fi((x-A*xk-Bwuk)/sigmav)* ...
pk{(xk-xmin) /xstep+tl, (xi-ximin) /xistep+i)*xstep;
if aba(x) <= xi/C2

betaxbetatdiff; % truncated nice density
end;
delta=deltatdiff; % nice density
end
if abs(x)==xi/C2 % sum dirac lines

for xik = O:xistep:xi
for xk = -xik/C2:xistep:xik/C2
gamma= gamma +1/C2/sigmavsFi{(x-Asxk-Bsuk)/sigmav)* ...
pk{(xk-xnin) /xstep+l, (xik-ximin) /xistep+ti)*xsteprxistep;
end
end
end
pxnew = [pxnew alphax(betatgammal];
pxnorn = [pxnorm alpha*delta];

and
pnew = [pnew;pxnewl}; hoplxChe+l) ,xi(k+1}EY(K))
prorm = [pnorm;pxnorn]; % nice density

end

xk = xnew;
xik = xinew;

Pk = pnew;

pk = pk/(sum(sum(pk))*xstepsxistep); % normalize
pnorm=pnorr/ {sum(sum(pnorm) ) ¥xstep*xistep); ¥ normalize
xhat = (xmin:xstep:xmax)*sum(pk’) '*xistep*xstep; % mean x

xihat = (ximin:xistep!ximax)+*sum(pk)’*xisteprxstep; ¥ mean xi
MakePlot (k,pk,xhat,xmin,xstep,xmax,xihat,ximin,xistep,ximax,pnorm);
end
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MakePlot.m

function MakePlot({k,pk,xhat,tmin,zstep,xmax,xihat,ximin,xistep,ximax,pnorm)
% Make density figures

toprinter=1i; | store the plots on files

clg;

% plot demsity for x

subplot(221);

hold off;

plot (xmin:xstep: xmax,sum(pk’)*xistep);
aris{axis);

hold on;

plot([xhat xhat], [0 10]);

xlabel('x’);

ylabel{’density’);

title(’Estimated density for x(k)°’);

% plot demnsity for xi

subplot(222);

hold off;

plot (ximin:xistep:ximax, sum(pk)*xstep);
axis(axis);

hold on;

plot([xihat xihat], [0 10]);
xlabel(’xi’);

ylabel{’density’);

title(’Estimated density for xi(k)?);

% plet conteur of the nice density

if k>=0
subplot(223);
contour (ximin:xistepiximax,xmin:xstep:xmax,pnorm);
xlabel(’xi?);
ylabel('x’);
title(’Contour of the nice density'};
end

% plot contour of joint density

subplot (224);
contour(ximin:xistep:ximax,xmin:xstep:xmax,pk);
xlabel(’xi’);

ylabel(’x?);

title(’Contour of the estimated joint density’);
drawnow;

% store different plots in different files

if toprinter==

if k==-1,

print -dps fig/figi.ps
elseif k==0,

print -dps fig/fig0.ps
elseif k==1,
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end

print -dps
elseif k==2,
print -dps
slseif k==3
print -dps
olseif k==4
print -dps
elseif k==
print -dps
elseif k==
print -dps
elseif k==
print -dps
elseif k==
print —dps
end

fig/figl.

fig/fig2

fig/fig3

fig/figd.

fig/figh.

Tig/figé

fig/fig?.

fig/fig8.

P8

.ps

.ps

Ps

pPs

.ps

ps

Ps
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