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FORORD.

Av 1979 besvarvades en viktig teovetisk friga inom amradet
linjér programwering. Bvaret gavs av den ryska matematikevrn
Khachijan i artikeln "A polynomial algorithm in linear
programming” infdrd 1 Doklady Akademiia Nauk S88R. Han
visade nidmligen att antalet itevationer som kr8vs FOr att
18sa lingjédrprogrammeringsproblem &r higst polynomiellt i
dimensionen av problemnst om ellipsoidmetoden anvands
{ellipsoidnetoden utvecklades urspruhgligen av Shor fir att
anviéndas inom omr8det konvex programmeringl. Resultatet
vackte stort uppseende virlden &Sver i datalogikretsar och
figurerade faktiskt ocksa som forctasidestoff i dagspressen.

I den hir uppsatsen ges Fforst en tdmligen anfattande
tearetisk baskrivning av ellipsoidmetodan. DEvreftar
presenteras ett program som lser lingdrprogrammerings—
problem med metoden. Slutligen redaovisas resultat frén
datorkdirhingar med detta program pa tva testexempel.

Jag vill hdr passa pd att tacka wina handledave dr. Per-0lof
Gutman och prof. Lars Gavding for deras hjalp under arbetets
glng. Framfar allt &r jag tacksam for att jag har Fatt fria
hinder att utforma mitt arbetes Sven om vesultaten darigenom
kanske blivit klmnare &n vad som annarvs hade varit fallet.
Ett speciellt tack vill jag rikta till prof. Barding for att
han presentevrat egna LP-algoritmar) faktiskt har arbetet med
dessa varit det mest stimulevande trots att tyvédrr inget av
det redovisas i denna uppsats.

Ranny Toca]
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1. TEORETISK BESKRIVNING AV ELLIPSOIDMETODEM.

I det hir kapitlet ges en teoretisk beskrivning av
ellipsoidmetoden. ltarationsformlerna hirvleds och begrepp
zom djupa shitt: parallella snitt och kombinationsshitt tas
Lpp . Dessutom beskrivs nagra olika sitt att lésa
linjdrprogrammeringsproblem med metodens samt hur metoden
kat implementeras. Inneh8llet i kapitlet byggevr framst pa
referenserna [21» {41 och L[&1.

1.1 ITERATIONSFORMLERNA I ELLIPSOIDMETODEN.

Principen i ellipsoidinetoden 4&r foljande: givet ett
elliptiskt klot E och ett halvrum H sa kan man konstruera

#*
ett alliptiskt klot E med minsta volym som  innehaller

snittméngden EnH, se fig (1.1).

Detta kan anvidndas fOr att lésa LP-problem dvs féir att

. t noo.
maswimera en lingdr form o xs XER » Over en polyeder

Gz at_xib 1 i=1sZ.uasilt . ¢i.12
1

fig {1.1) Konstruktionah av ett nytt elliptiskt klot.



Man btirgar di med att innesluta @, antagen begrdnsad och wed
positiv volyms i ett elliptiskt kilot E0 mad medelpunkt RD.

t
O KO liger utanfir B s& att a x )b for nagoh av olikheterna
i (1.1 =& later man H vara halvrunmet athb ach konstruevar
#
E =E . DOmn istéllet KDEE =4 later man H vara halvrummeat

i
t t %
oK KO oeh konstruevar E1=E .

Processen fortsittes sedan p& samma s8Ltt fran 51 och man far

en svit elliptiska klot E“,Ei’Ez"' . Man kan visa att
0

t
volymaen vol(E } avtar exponentiellt och att talen c© xks dar
xk dr de medelpunktsr i Eh som ligger i &y konvergerar mot

max(ctu).

Khachijan anvinde denna metod for att avgtiva om & 4dr tom

@ller inte. Under antagandet att elementen i a och b &y
i i

heltal med en fast begrénsning visade han att om ® inte ar
ton 88 finns ett EO sam innehaller en icke tom del mo av @

och ett tal N som beror polynomiellt p& data f&r @. Talet N
har egenskapen att @ &v tom precis da algovritmen kan
fortsitta utdver N iterationer utan att medelpunkten x
kommit in i .

Vi #vergdr nu £ill att beskriva algorvitmen algebraiskt. Alla
vektorer och matviser hinfor sig +till ett ortogonalt

koordinatsystem i R". Dlikheten

cxex Ea ten-x 281 (1.2)
0 0

dir & &r en symwetrisk positivt definit aatris av typ n#ns

framstiller ett elliptiskt klot i RH. Lat det elliptiska

klotet Ek‘ besti&mt av punkten Kk veh matrisen Rks och
halvrummet H enligt ovan: sé&dant att Hk inkte liggev i det

inre av Hs vara givna. Problemet dr nhu att uttrycka xk . ach
+



A i A 1% sa och b pd ettt sldant sdtt att E far Dvan
k+1 k k Kk+1

ndmhda egenskaper. F&r att f4& enklare berdkningay bbdrjar vi
mad att Overfdra Ek resp. H i x—rummet till enhetssfirven

resp. halvrummet
y1$~« s Ofofl

i y~-rummet. Detta kan gbras, ty det finns en reell
kvadratisk matvris B sidan att

t
A =HEB
K

eftersom Ak ar symnetrisk ach positivt definit.

Variabelbytet x-x =Bz »zER"  ger insatt i (1.3)  att

t
=l21231 och vridningen s8 att H 6&Gvergdr i halvrummet

zZ =
vy &£—-u kan gérag genom vavriabelbytet z=By didr @ &y en l3mplig

ortagonal och normerad matris. Matrisen B &r silledes inte
unik trots att ﬁk 4y det. Kalla wmatrisen for variabelbytet

frdn ® till y for Bk' dve vi gér variabelbytet
X~ K =B . (1.32
k ky

Maed ledning av fig (1.2 ) ser vi att Ek+1 kan skrivas

C(y1+c}/a)2+(y2/b)2+...+.(y /3% 1 5 0Sest . 1.4
H

Kraven pé Ek+1 blir att dess rand gi&r genom punkten

(~1103...10) p& enhetssfidren och har sammna skivning med
hyperplanat ylﬁua zam enhetssfiren. Dessa tvd villkor gey

ekvationerna
2 =
(—1+03278% =1 och (~are)o/a<+(1-a23/bo=1 s

vilka i sin tur ger

2z
oc=1-a ] b =a (l+ad/(2a-{1-x)} .

Forhdllandet mellan volymerna av det elliptiska klotet (1.42
och enhetssfiren: som &r det samma som fForhillandet wmellan




LR
1
=i
y1
k+f%“” """ e
-1
fig ¢1.2) Bilderna av E och E i y=rumnmat.
K k+1
volymarna av E och E + blir
k41 k
VOL(E  )/vol(E ) = ab™ e aMrc1ead s c2a-c1-0331 " E D s
o+

Minimerihg av forhdllandet (1.5) med avseends P& a ger
a = pnil=-a)/(n+l). bz = n‘ﬁi—«z}/cnz—i), o = (l+hx)/{1+n} (1.6

och volymfirhillandet

th- =1, ~2, {1-n>/2
val(E ,,leﬁEkacl_ﬁkci_“E).n 1372y, =1yt o2, a2,

+1

2 (n—i)i?ewifztn+1)

£ (l-aifl-u (1.72

Skrivet i formemn (1.2) far det elliptiska kiotet (i.4?
utsesndet

-1
Ly- y C Cye J£1L €1.8)
Y yk+1 K+1 Y yk+i

t
dér v = —pe y 8 = (1403....103 och
k+1 i 1

: 2 - -
C = (ho(l=g 2°7Cn =132 (I~2e/(i+ade et
k<1 i 1



mad I som enhetsmatrisen av typ n¥n och
c = (l+ha)/C(i+nd .

Det aterstar nu bara att g& tillbaka till de urgprungliga

koordinaterna. Uttrycket atxnb ger

t t -1 -1 t
a Bvta X ~b =d (y +a) =d (& yta)
ky K yi iy

fir nagot dY0 och alla y. Alltsa ar catBk)t=d_1e1 varfir

- =1 % -1 t t_ t £ _ &
d =(d Ei)(d ei) =3 BkBka—a Aka

och atxk~b=d_1a dvs

Vidare Far vi

b -x =B (y -y J)=-B g =-cB (datB )t=
k+t k k " k+l K kK 1 k k
A
=—cdA a=—c—~—w5i"—~m
k t 1/2 :
{a A a»
k
. -1 -i
Likheten Y-y =R (x—X JY+eoe =B (XX 3
k+i kK k i Kk k+1

ger slutligen tillsammans med uttrycket fir Ck

det nya elliptiska klotet



E e 3ot xex et
k+1 kel K+ k+1

med o enligt ovan oeh
k+1

2
B BiePe(i-62)(B BB e (B e ) )=
k+1 k k+l K 2_1 k k ki1 ki
z f ath al
LN . T . :
; it+o t
n - a Aka
Sammanfattningsvis biiw iterationsformlerna (en del
paramatrar &v omddptad:
Aka
}{k+1= X —’c-w—;“-—“—;'}'z ¥ 1.9
(a A a?
k
éka(ﬁka)
A = (A —gr———m e 3 dér {1.107
k+1 k atA a
k
2
i+no 1 2 2 1ena
T I e y & =T e fl=tt ) v & = —~—mm—e— S mtmitane
i+ 2 1+n 1+
n —1
aty -b (i.117
k
och ® = —H—E——-—I;ﬂ .
C ﬁka)

Slutligen &v atxnb gtt av villkoren i (i.1) som inte 4&r

uppfyllt dvs

t
a Hk byO.



Farmlerna dr som synes helt explicit givha av det alliptiska
klotet Ek och ett villkor ur (1.1) som inte &y uppfyllt.

Det kan i iteration k+1 hinda att 1. Vi ser i ¥ig (1.2
att detta wmotsvarar precis det fall med towm snittwmdngd av Ek

och halvrummet He eller med andra ovd att (i1.1) saknar
lasning.
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1.2 KOMVERGENSHASTIGHET.

1 foreglende avsnitt hidrledde vi iterationsformlerna fovr EM
(ellopsoidmetoden). Var hdrledning gav engllertid ingen som
helst upplysning om hur huyr wldnga iterationer som krdvs FOr
att lésa ¢(1.1) <(eller Ffov att avgdra om (1.1) saknar
ldshing). Det &r klart att fOr att kKunha bedéima metodens
praktiska anvindbarhet s& 3r det Hnskvirt att veta hur manga
steg som (maximalt) krévs. Dessutom b8y denna grins i
mbjligaste mén vara oberoende av det aktuella problemet.

Antag att samtliga koefficienter 1 (1.12 r heltal och
definiera lidngden av problemet (1.1) genom

2 oy =
z [ logla, ]] + 2 [ 1ag|b_|] +
i3 = i
£
£

1£i%my 1£i%my
1£3%n, b+ O 1.12)
a # 0 i
ig
2 2
+ [T lognl+ [Tlogmd+ 2mn + 2m + 4 ’

dir Ix] betyder heltalsdelen av x. L &r det antal bitar som
krdvs fér att keda (1.1) i bindv formo.

Khachijan visade att om (1.1 har en lisning 58 &r den

innehallen i ett klot wed centrum i origo och radie EL;

betecknat S(GsEL}. Hat visade ocksa att (1.1) har en lidsning
omn och endast om systemet

atxgh +2 T €1.13)
1

har en losning samt att om (1.1) har en lGsning y =8 ar alla
T

punkter i klotet B{y»2 "L> ldshingar till (1.13)y se vef
[71.

L
1.4t oss hu applicera EM pd problemet (1.13) med E =5(0+2 ).

0
Antag att vi vdknar med exakt aritmetik. Hur manga
iterationer kravs nu (maximalt) Ffér att avgdra om (1.1) har
en lésning eller e37 Enligt ovan bshiver vi inte fortsatta

léngre &n tills vol(E J2Evol({H5(x :2“2L}}v ty om (i.1i) 4&r
l8sbar g8 4&r Nk en 1dsning till (1.13) och om xk inte 3r en



ii

lidsning till ((1.13) sa saknar (1.1 ldshing. Med hy8lp av
(1.7) f&r vi villkorst

2L
3 2
val(g, ) JK/ZENEL) | —k/Z0neD) vel(Stx a2z 00 g

vilket ger att kré&nin+illdl. Har inte EM producevat en lEsning
till €1.13) efter hdgst

kK = 6tnin+idl

iterationer s8 saknar alltsd (i.1) lidsning.

Khachijan firfinade detta resornemang och visade att det
behdvs hdgst

k = 16n-L ¢1.14)

iterationer di alla berdkningar utfbrs med en noggrannhet av
2ZL bitar fare och 38nk bitar efter bindrpunkten.

Detta resultaty att antalet iterationer 4&r begrinsat av ett
polyhem i n och L. 8y ettt viktigt teoretiskt framsteg som
ndr det kowm vickte ett stort uppseende vidrlden &Gver i
datalogikvretsar. Man har namligen vigsat att gimplexmstodens
den farharskande wmetoden for att ldsa lingdrprogrammervings-—

" . " n . X .
problems FOr vissa problem krdver 2 stycken itevationsr £y

att hitta ldsningen. Vidare gdr det utan stbrre svarigheter
att modifiera =M s8 att den ldser fullsténdiga
lingdvrprogrammeringsproblem s8 att antalet gsteg &r higst
polynomiellt i n och L.

Hur mycket &r nu detta resultat wvirt 1 praktiken? En
indikation p& vidrdet kan vi f8 genom fOljande exemnpel.

Exempel!® Betrakta féljande problem i Rz.

f X £ 2z
i
-3 £-1
i
4 (1.15)
X £ 2
=
L ~x %—1
=

Langden av (1.13) 8¢ | =33 varfdr det snligt (1.14)
behivs hogst 2112 itervationer for att avgdra
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l18sbarheten av (1.15) under férutsdttning att alla
beradkningar utfirs med en noggrannhet av 759 bitar fiore
och 250% efter bindvpunkten. Om vi kér problemet pé& en
konventionell dator kommer vi naturligtvis inte i
ndrheten av den precision som kravs.

Slutsatsen blir att f6r att avgéra hur effektiv EM ar i
praktiken dr vi hinvisade till numerisk forsdksverksamhet.
Det kan mycket v8l hidnda att wmetoden &rv nunevriskt instabil
och inte konvergerar Gver huvud taget.

1.3 MODIFIERINGAR AV ALGORITMEN.

I det hir avsnittet kowmmer vi att beskriva nagra enkla
modifieringar av EM f6v att oka konvergenshastigheten.

1.3.1 DJUPA SNITT.

Vi hav faktiskt redan i hidrledningen av iterationsformlarna
i avsnitt 1.1 anvint oss av sk djupa snitt. Khachijan hav i
sin version av algoritmen translaterat det utvalda

t t
hyperplanet atxﬂb £ill a w=a xk. Nista elliptiska klot Eh+
onsluter siledes alltid mer &n hidlften av Ek' Khachigans
varsion fa4s ur hirledringen i avsnitt 1.1 genom att gétta
a=0 Hverallts se figur (1.3). I fireglende avsnitis didr vi

tog fram en formel foér konve rgenshastigheten » utnyttjade vi
inte det faktum att VQICEk 1)/vulEEk) avtar monotont da
+

Ofx%i. Darfdr bor konvergenshastigheten &ka om djupa shitt

fig (1.3) Ellipsoidmetoden & a) med djupa shitt
by Khachijans version.
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anvindes. Det &v emellertid svart att siga wer exakt hur
mycket konvergensen Forbittras. Medelvirdet av o kan Ju vara
vildigt ndra noll trots att det djupaste shittet viljes ut i
varje iteration. En ténkbar metod &r att i varge itervation
bardkna o F8r varie icke uppfylld olikhet i (1.1) och valya
det djupaste snittet. dvs den olikhet som geyr stérst «. Det
bér dock noteras att detta forfarvande inte nidvandigtvis &r
en optimal strategi.

1.3.2 KOMBINATIONSSNITT.

Man Kkan iblandy genom att kombinerva olikheter i (1.1)9
Actadkomma ett snitt som dr djupare alla snitt basevrade pé
en enda olikhet. Principen illustrevas av fFig(l.43. Uy
berikningssynpunkt ar dat enellertid tveksamt o
kombinationssnitten a&r fordelaktigad det kan niamligen
hehtivas langa och tidskrivande peridkningar fFor att hitta ett
kambinationssnitt som &r djuparve &n det djupaste enkla
snittet. Dessutom dr det inte sidkert att det existerar nagot
djupare kombinationssnitt an det djupaste enkla snittet.

1.3.3 PARALLELLA SNITT.
Om (i.1i) inneh&ller pavallella par av olikheter s& kan bigge

olikheterna anvidndas samtidigt for att geherera ettt nytt
elliptiskt klot.se Fig¢l1.3). Beteckna olikheterna med

fig (1.4) Kombination av tva olikheter till ett djuparve
snitt.
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Lig

fig (1.5 Parallellt snitt.

atxsb ach —atxs—h’ déar atxk)b

och definiera « och & genom

D& ger formlerna (1.9)-(1.10) tillsammans med

2
g = —l—(n o o—————— (l-ax’=p/2))
n+l Z
Co—ot” 3
Co—ot” 3o
T = ——mm——— ’
z
C1.16)
2 ;
§ = Mo T /)
n -1
~ - =
div g = CACl-a2) (1-a’2) + notasma’ D352,

det elliptiska klotet wmed wminsta volym som innshaller

gnittmidngdaen av Ek och {KERH[ bﬁatxéb’}. Farmlerna gédller
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under fOrutsdtthning att Ofoaf-«" £1.

Har man i sitt problem ménga parvis pavallella olikheter bér

algoritmen snabbas upp avsevirt, Om b=b"s dvs om vi har ett

likhetsvillkor s& minskay rangsn av Ak med 2ttt och Ek ) blivy
&4

"mlatt" i riktning a.

i.4 LINJAR PROGRAMMERING MED ELLIPSOIDMETODEN.

I detta avsnitt heskriver vi nagra olika metoder att lOsa
lingdrprogrammneringsproblem (LP-problem) aed ellipsoid-
metoden. LP-problem kan i allminhet fornmuleras sd hars

) t .
Maximera e x undeyr bivillkoren

ﬁtxﬁb '

€1.172
X 2 0 ? i= ly.euerthr
i
dér o d4r en n—dimensiongl)l kolonnvektors A
dr en n¥m—-matris och b &r en m-dimensionell
kolonnvektor.

it rycket ﬁtKSb iy bara ett kompakt sédtt att skriva (1.10.

t
Den linjdra funktiony c© xs som ska optimeras kallas £0r
objektfunktionen eller bara objektet.

1.4.1 ANVANDANDE AV DUALEN.
Det duala problemet till (1.17) lyder:

t
Minimera b y under bivillhkoren

Ay Ec €1.1582
y 2 O s islyaauam
i

Dualitetssatsen siger att (1.17) har en begrinsad ldsning onm
och endast om detsamma gdller F6r (1,18 och i & fall &r

t
max(mtx)=min(b y). Dessutom gdller f&r vavrge x och y som

t
uppfyller sina respektive bivillkar att e RSbty.
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Problemen (1.17) och (1.18) kan allts8 lb6sas samtidigt genom
att losa problemst

.

RtHSb
—-x20
1 ~AyE£—-o 1,19
~y 2O

t t
L~ x+b yE0

En nackdel med denna wmetod v att (1.19) har dimensionen
htme Dimensionen har alltsd Skat med m i férh8llande £ill
deat ursprungliga problemet C1.17). Datta minskar
naturligtvis konvergenshastigheten. Vidare har man i
praktiska LP—-problem ofta explicit givna begrinsningar pé
variablerna. Dessa granser bhdr dd utnyttjas for att bestimma

EO, om volyman di bliv mindre dn volymen av SCD;EL). Men det

kan wvara mycket svart att bestimma bhegridnsningar p& de
. . R L
motsvarande duala vaviablerna: varfdr volymen av E iR

kath bli mycket stérre 8n nddvindigt. Observera att ldésningen

till €1.19) ligger i hyperplanet ctx=btyn vilket innebdr att

losningsmdngden harv volymen 0. Det &r dérfér nddvindigt att
ldgga p& en stdrning p8& higervledet i £1.191, t.ex,.

t
—ctx+b vyig dér 0.

1.4.=2 INTERVALLHALVERING.

I denna metod forutsdtter vi att polyedern @y definierad av
bivillkovren i (1.172s &r begrinsad med stt icke-tomt inves
dvs att val(fli}0. Om det p8d forhand 8r kd3nt att vol(@3=0 kan
metoden anvdndas efter &n lamplig stdvning av bivillkorens
higerled.

Vi borgar med att finna en punkt: x'y I det inve av @ med

t 2
EM. Nu &r g =ctx’ en nedre och § =c x’+CmtA'c)1f en Hvre
u u]

begré&nsning till max(ctx) (¢ och A" definierar det sist

bestimda elliptiska klotet. I fortsdttningen fOrfar vi
enligt fdljande iterativa procedur:
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Steg 1) ODm E -& (e diér € dr en forutbestamd
& “u
noggrannhets s8 stoppa: anhars g8 till steg 2.

Steg 2) B&tt E=(f +§ )/2 och lés med EM problemet (1.17)
g u

tillzsammans med villkoret "ctxﬂ—g.

Steg 3> fall a» Problemet i steg Z) gav ldsningesh x'.
t
Spara ®' och o ¥'. Batt =ctx' och g8 till steg 13,

u
fall b Problemsgt 1 steg Z) saknar ldsning. Batt
£ =t och fortsdtt till steg 13.

o}

Nidr en huvuditeration startar med ett E stdrve &n det gamla
kan steg 2’ startas upp med EO lika med det sista elliptiska

klotet fran firegldende huvuditeration. Om istdllet det nya E
dr mindre dn det gamla s&8 kan EM startas upp med det senast
bherdknade elliptiska klotet vars centrum liser problemet i
steg 2.

Firdelen wmed intervallhalveringsmetoden dr att den hela

tiden arbetar i Rn. Ur praktisk synpunkt &r det emellertid

ofbrdelaktigt att behdva applicera EM p& problewn sowm saknar
ldsnings dels eftervsom mittpunkt och matris Fir ettt extra
elliptiskt klot maste lagras undansy och dels eftersom det
kan ta manga itevationer innan det kan avgdras att ettt
problem saknar losning.

1.4.3 METODEN MED OBJEKTSNITT.

Forutsidttningarna dr desamma som i intervallhalverings-—
metoden.

Vi bdrjar dven hidr med att finna en punkt Kk i @. Varjge géng

som EM gevr en punkt 1 & anvidnder vi oss av objekitsnittet

~ctx£—ctx v 3@ fig (1.46). Denna metod 8r +troligen den mest
effektiva for praktiskt bruk. den arbetar hela tiden wmed

ldsbara system i Rna dtminstone om problemet frén borjan har

.. u . , .t .
en ldsning. Bvre begrédnshing till maxi{c %) blir

t /
£ =minlEg actx rieta o %
kad k—1v8 k k

och den nedre begridnsningen Ar

t
=maxk e x 1
gksu gkuisu K



ig

Fig (1.4) Obgektsnitt.

Bagrinsningarna uppdateras endast da xkem. Vi  kan saledes
stoppa metoden da E —E (& dar g @&r den Onskade
6 u

noggrannheten.

1.5 IMPLEMENTERING.

Nar vi forstker implemsntera EM pid négon konventionell dator
dyker ettt nytt problem upp. Forimlerna (1.9)-(1.11) kréver i
princip exakta berdkningar medan alla konventionella datorer
har en dndlig ordliangd och clledes endast tillater
approximativa berdkningar. Metoden maste allts8 ges en sadan
formulering att avrundningsfelen inte fortplantas allt+dr
validsamt. Kort sagt: iterationsformlerna f5v EM méste
implementevras pd ett numeriskt stabilt satt.

Om formlaerna (1.9)—-¢i.11) anvindes direkt for att
implementera EM sd kommer matriserna Ak (nastan? alltid att

Bli indefinitas pga avrundningsfelen. Detta leder i sin tur
till att talet atﬁ a»s vars kvadratrot behdvss kan bli noll

eller negativt.

Ett woitt att undvika s&dana numeviska problem ar att
representera det elliptiska kiotet Ek med dess centrun Kk
och en  icke-singuldr matris mk som transformerar Ek till

enhetsklotet wmed centrum 1 origo. En sdadan matris Finns
alltidy jmf avsnitt 1.1+ och



1%

t
Ak= Qo . €1.20)

gubstituevrar vi (1.20) i farmlerna ¢1.93-¢1.10) =& far vi

Eia
xk+1= ka rakm dar w = ———;——“ (1.20)
fle all
K
och |} |} ar den suyklidiska novment
: z . 1/2
fey| = <zq, > 7
i3

samt A = § (& Qt— gl mt){a mt)t) =
k+1 k k k k k k

B (I — ow mt}Qt =
k kK k K

&0 (I ~ nw wt)(I - mt)mt
i k Kk k k k

dar (1-—m) gi(l-—cr)”z.
Detta ger att
& = 61/2E {1 - 1w wt).
k+1 k k k

Fran avshitt (1.1) vet vi att mk kanh ersittas med Qka dar
Jk v ortogonals utan att det paverkar Ak. Multiplikation
hed Jk svarar mot en vridning och om vi later mk vara den

farsta kolumnen i Jk g8 far vi



b
Qo= 51/”m (I - mw mt)J =
k+1 k K k W+l
b
= 51/“a (I - ww etn =@ J D (1.22)
k k 1 k k+1 K
“ ) t
dar @ = (I Ou.aaan och

1

2
Dk= diag{'.ﬁi/ (:1““)’&1}2,-‘;--»"61/2} .

Farmel (1.21) tillsammans (1.22) ar de uppdateringsformler
som Khachijan gav i sin version av EM» bortsett fFra3n en

A 2 A
faktor =2 + A=1/8n0 » i (1.22). Faktorn 2 i nt roducevrade

Khachijan f6r att kompensera fAr avrundningstel. Anledningen
till att (1.21) och (1.22> lampar sig béttre for

t £z
implementering an (1.97~¢1.10) &r att faktorn (a A a)1 <

bvergdr i normen i (1.21) som alltid &r icke~negativ. Pa
grund av avrundningsfel kan emallertid Qk tappa rangs vilket

kan £8 till f8lyd att novmen nlir noll. Detta &r Ju inte
heller s& lyckat eftersom hormeEn ingdr i némnaren i £1.213.
Om en sadan situation uppstar kan algoritmen fortssttas
gnder fForutsdttning att Q0= nls om den senast berdknade

matrisen mk ersitts med mh= w&os didr x &r produkten av alla

succesivt berdknade 8‘5 se vref [4].

Det &r ocksa mdjyligt att anvanda faktoriseringen

t

=L L

Ak HDH k
dar Lk ir e&nh vanster trianguldr matris med ettor i
diagonalen och Dk 4r en positivt definit diagonalmatris.
Detta betyder att det kypdvda minnesutrynnet minskar
avsevirt. Dessutom behdvs det firre rakneoperationer For att
uppdatera Lk och Dk. tpDL-faktoriseringen finhs beskriven i

ref. [41 dir ocksa numeriskt stabila uppdatevingaalgcritmar
f&r L och D finns.



1.6 ICKE~LINJARA DBJEKTFUNKTIONER.

I beskrivningen av EM havr vi w®dllan utnyttjat att
objektfunktionen ar lingér. Faktum &v att EM kan anvidndas
for optimera dven icke—linjdra funktionsr, Atminstone om
netoden med objektsnitt anvinds: se 1.4.% . Ett tillvdekligt
villkor &vr att objektfuntionen 4y konvex. Detta innebér
ndrmare bestint att en funktion f(x) kar minimeras

(maximeras) om alla omréden av typen {HEHHI F(x)5(23¥(x_)}

4y konvexa. For att kunna anvinda EM pad en sadan funktion
méste en subgradient g £ill # beriknas varje gang man hamnhat
i en punkt xk som uppfyller bivillkoven. Divefter kan

matoden med aobjektsnitt anvindas med objektshittet

t
g xi(l)gtx . EM utvecklades ursprungligen for att anvéndas

inom omradet honvex pragrammering.

1.7 ELIMINERING AV LIKHETSVILLKOR.

LP-problem innehaller ofta likhetsvillkor. Benom att lagga
pd en stirning kah EM hantera problemet direkt. Trékigt nog
ir detta farfarande inte =8 lyckat. Lésningsmdngden blir
ndmligen wmycket "gmal® i alla normalriktningar till
hyperplanans definierade av likhetsvillkoren, och mychkat
ukst rdckt i de rviktningav som ar parallella med samtliga
hyperplan. Och detta faktum kan leda till att de eliiptiska
kloten genererade av EM blir mycket "ovala". Matriserna Ak

innehaller d& bade wmycket stora och mycket =smd tals vilket
13tt kan orsaka tnumeriska problem. Det finns dock en utvig
ut ur problemest.

Betrakta problemet
Ax =Db y O%KEv £1.23)

day A &r av typ n#m och havr  rahng m. t1.23» kan reduceras
£ill ett problem 1 n—m variabler. I det foljande beskriver
vi huy reduktionen kan gbéras pd ett sitt som &y numeriskt
stabilt. Beskrivhingen finns dveb i ref. [47 sid 28-2%9.
Matrisen A kan skrivas



R R
A= [8 |0 J[ ] = f ]
i 2 0 0

didr 0 ar en ortogonal n¥n matris. Qi har m och @  hay n-m

Al
F

kolonners och R &r av  typ m#m. Kolownerna 1 8_ &r en
2

ortogonal och normerad bas Ffor rumnet L={xERn| ﬁtR=O} och
Q1=5 kolonnar adr det ortogonala komplementet till L. QE shka

nac

t t
uppfylla A @ =0 och & B =0.
P i 2
Definiera nu yIGRm och y_ERn—m gehnom
2

x = [B | J[y!.] =0y + 8 y (1.24)
12 Ly, 171 2’z

Instoppning av (1.24) i (1.23) ger
t
b=A%x= Atmy = Rty1 .
Vavriblerha yi kan saledes beridknas en gang FhHr alla.
L .
L.ingéra former a X vergle i
t t t .t t .t
ax =a@y+0Q 3 = (B al +(B al .
11 2y2 2 yz 1 yi
Vidare dvergdr villkor av typen Ofusv i
- L0 tv—R vy
yi EyE

1 11

Diarmed dr reduktionen klar.



z PROGRAMMERING AV ELLIPSOIDMETODEN.

Efter féregdende kapitels teoretiska beskrivhing av EM dr vi
preparverade fdr att konstruera gtt datorprogram Fér
algoritmen. I detta kapitel ges ett exempel pi nedbrytning
av problemet i delproblem. Naturligtvis kan detta gbras pa
manga olika s8tts iterationsformlerna kan implementeras
plika och ingredienserna i kap 1 kan kombineras p& olika
satt.

2.1 FORUTSATTNINGAR.

Pragrammet ska med EM ldsa f8ljande problems

Minimera F(x)=a;x ¥ KEth undey bivillkoren

t . -
b_"E‘Sa_KEb.+E. vy 20 i=isueanntit 1 (2,12
i i i i i i i
t . -
a xib, s i=m +lom FEZec.aurm_ .
i i i i ey

Min¢E(x1) ska beriknas med dnskad noggrannhet. Metoden mned
objektsnitt ska anvandass se 1.4.3 . Nir uppdateringen av
{xhaﬂk) baseras pa ett parallellt par av olikheter shka

tekniken med parallella snitt anvindas, se 1.3.2 + om s8 &r
mbjligt.
Upprékningsformlerna 1.7¥-¢1.103 implementeras med

faktoriseringan Ak=akmt v s2 avshitt 1.5,

De formler som ska programmeras bliry med eh del parametvar
omddpta (gmf (1.9)-(1.11) och C1.22) )¢
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H = ¥ = T w (2.2
k+1 k K
uk+1= aka+1nk (z2.35)
t t
w = G a/ ' = £ a y (Z2.47
= wan v =18 H
Dk= diag(ms&aba.curb) v
Jk | iy en ortogonal matris vars firsta kalonn &v wks
-+
I+na T
g T mm——— e L NN LTS PN D
1+n tn+1 .2 1/2
tn -1
(2.5

dér o = Catﬂk—b}/y y Ofafl .

Om uppdateringen av xh och Ek baseras pa ett parallellt

par av olikheter blir formlerna for Timy & istillet
{ymf avsnitt 1.3.3)

Co—a’ 2d 4] 2 2 1/72

g e y b om e (1~ +& —@/n)/2) ’
p 2 1/2
(n =17
2.

T &(1-0)112 dar (2.6

1 2
g = ———={n + —m———eo (Lo —/2)3 o

n+1

(a—a’ )

2 2 2 2 2.2.1/2
p = [ACI-a 3¢1-a«") + " (o o B

® = Catxk—b—c)/y och o' = (b—c—atuk>fw

dir xf-«"51 .



Farmlerna ar

inte har specificerats. J

J e
K+1
N
Har &vr
> >
R=ow+ «
i i
Om w =W
n hn—i

formeln O

nedre higra

ty R O
1 2
W oW R
1 2 3
m p— ey gt — — e ol B
2 R R
= z
o W
1 3
m - p— I Sy
3 R_
2
W
1 n
g R_ )
s

t
(W 2awxntd } = Qta/v oech
1 k

n

- = * m2 om w FO.

n n
= L L] - =m
n—-p+1
r R och enhetsmatvissn av
1

hornet av J

+1

helt explicita férutom att

=0 och +£0 ersidtts tn av

il
0

L (i—-2) CQzor

[ b

o s e e it

typ p¥p

matrisen J

k+1
viljes som (se vef. £321)

r—p 1

sitts in i




2.2 LABRING DATA OCH MATRISER.

I allmdnhet innehaller vektorerna a i 2.1y till stdrsta
i

delen nollov. Detta kan utnyttjas Fiv att spara

minnesut rymme genom att endast lagra element skilda fvén

holl. Vi utnyttjar detta pa fFoljande viss

Alla vektorer a lagras i en vektor A. Endast element skilda
1

fran noll lagras. For att nd alement nummer J 1 vektorh a,

i

hehiive tva accessvektorers AROW och ACOL. AROWLiLl angevr pa

vilken plats i A som vektorh a, btirjar. Vektarn a finhs
i i

alltsa lagrad p& platserna ARODWEiIil +tom AROWLi+13-1 i fi.

ACOLL31 innshaller ordningshummer i vektaorerna a  for
i

plement nummer J i A.  Om Atkl=a_ > didr a, &y det jsite

iJ i3

slepentet i a » =& &r ACOLLkI=].
1

1 varje iteration ska den ortogonala matrisen Jk ) berdknas.
B

Som synes p& sid. 20 innehaller den endast nollor i dvre

héigra hornet. Dessa hehdver inte heller lagras. Matrisen

Jk 1Dk lagras kolumnvis i vektorn JD. En accessvektor ACJID
1k

behtvs fér att markeva bbrgan pa ny kolumn. ACITDL1l anger

platsen i JD far det sista elementet i kolumh huwmar i-1. O

J D &pr av typ n¥n =& far ACJD vérdena
k+l k

ACJDL11=0

AEJDEi]ECi*l)ﬂ-ﬂi"E)Ci“3)/2 y i=2937 .t o«



2.3 UPPDELNING I DELPROBLEM.
Iteration k+l delar vi upp i tva delar:?

1> VEly ut ett snitt bland bivillkoren, dvs vdly ut ettt
villkar ur (2.1 som inte 4r uppfyllt. Om alla
hivillkoren &r uppfyllda + sa undersdk om objektet har
heriknats tillvrdckligt noggrannt. Har det det =8 ska en
flagga sittas sowm indikeray att vi av klara.

2} Uppdatera Kk och Qk enligt (2.2)-(2.3).

Del 1) och 2)  later vi wvara underprogram bendmnda
CUTELLIPSOID och NEWELLIPSOIDR. Vidare behivs det gbras en
del initiervingar innan itererandet kan pab8drjas. Vi samlar
dessa 1 ett underprogram INITIATE. Programstommen far nu
utseendets

procedure LPEMusenseavccsnnnansnnnnh
procedure INITIATE . cnssenuwsnansl
procadure CUTELLIPEDID. cvauannun?
procedure NEWELLIPSDID. ceauanxsl
begin
INITIATES
CUTELLIPS0DIDS
while not READY do
begin
NEWELLIPSOIDS
CUTELLIPSOIDS
end?’
andi

LPEM &r hdv namnat pa hela programnet (som vi hav valt att
ligga som en procedurl. READY &r en logisk variabel som
s5fts till true (i CUTELLIPSOID) da algoritmen teraineras.
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2241 UNDERPROGRAMMET CUTELLIPSOID.

Hiv ska férst ett snitt véljas utsy vavefter wy y» vy & octh «w
berdknas enligt formlerna (2.4)-(2.6). Som snitt viljes det
férat patraffade bivillkoret som inte &r uppfyllt. Om
samtliga bivillkor #v uppfyllda testar vi om ob)ektets varde
ligger inom den faststdllda noggrannheten. G&r det inte dat
s8& vEljes objektsnittet

L&t oss nu i grova drag se hur ovanstlende dversdttes till
programvara. Det dr ldmpligt att berdkna
t
f = -
= 2Ry

och anvidnda § f&r att testa om villkor nummer 1 &v
i

uppfyllt. Vidare kan varje f berdknas och testas i en
i

repetitionsslinga som vi» enligt ovan, vdljer att lamna sa
srart ett wvillkor inte &r uppfylltsy eller d& samtligas
villkor testats och befunnits vara uppfyllda. Om det
sisthnidmnda intr&ffar g&r vi vidare och testar objektet
enligt ovan. Urvalsdelen av CUTELLIPSOID far det schematiska
utseendet:

procedure SELECTACUTS
procedure TESTPARALLELCONSTRAINT....%
procedure TESTCONSTRAINT . ocavuanaanl
procedure TESTOBRJECT..vciecscnnenaanl
begin

while not FOUND and (villkar finns kvar att testa) do
begin

berdkna |
i

"

if iﬁm1 then

TESTPARALLELCONSTRAINT

else
TESTCONSTRAINTS
ehnd}’
if not FOUND then
TESTOBJECT

and



Vi har hir wvalt att lidgga testerna i  tva skilda procedurer
aftersom testernas beroende pad typen av villkovrs blir nagot
olika {dé& ism1 testar vi tva villkor pa8 en géngl.

I proceduren TESTOBJECT berdknas objektets varde agJ  for
punkten xk samt &Hvre och undre begrdnsningar for objektet.

tvre och undre grins berdknas enligt (se avenitt 1.4.3)
OBJIMAX = min¢OBJOBIMAX) ach
OBJMIN:= wmax (0OBJ-GAMMAOBIMIN)

dir GAMMA &r lika wed y 1 (2.4 for a=a0 ooh  dvriga

pateckningar 8r sjidlvklara, Dérefter testas om objektet har
beridkhats £illrdkligt noggrannt. Om s8 &r fallet sdtts READY
till true.

Nir ett snitt har valts ut 1 BELECTACUT ska vektorn o och
parametrarna y» n och & berdknas enligt formlerna pd sid 25
. Eftersom y ingdr i berdkningen av OBJMIN i proceduren
TESTOBJEDT ldgger vi  berdkningen av y och w 1 eh egen
procedur som kan anvopas fr&n TESTOBJECT. Berdkningarna ar
rakt p& sak och behbver e) forklaras i detalj. Dock bér det
namnas att om det utvalda villkoret 3r ett parvallellt par av
olikheter 8 bér detta notervas i programmets lidmpligen genom
att sitta en logisk variabel i TESTPARALLELCONSTRAINTs samt
att varje herdknat « ska testas om iy ty om sa dr fallet
58 saknar problemet lésning. Dessutom &r det ldmpligt att
kantrollera att yY0 innan division med y utfdres (se avsnitt
1.5,

22,2 UNDERPROGRAMMET NEWELLIPSOID.

Detta undevprogram delar vi upp i tva delar: NEWX och NEWR,
ddv uppdateringen av Kk och Qk gbres. Stommen bliv d:

procedure NEWELLIPSOIDY
procedure NEWX. oo vesans’
procedure NEWR...ovveareaad
begin
MEWX 3§
NERWE 3
end})

1 proceduren NEWX berdknas Kk ; enligt forwel (2.2) och i
-
proceduren NEWE beriknas forst Jk iﬂk enligt sid. 24-235»
+

varefter @k i berdknas enligt (2.3).
o+
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Diarmed & vi mogna att presentera ett firdigt program. Ett
sadanty LPEM: finns i appendix B. I appendix A finns en
bruksanviasning for LPEM.
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3. TESTEXEMPEL.

I det hir kapitlet redovisar vi resultatet av datorkdrningar
av LPEM pa tva testexempel. Datorn 8r &n VAX 11/780. Vi
brjar med

3.1 KLEE-MINTYS PROBLEM.

Klese—Mintys problem lyder (se ref. [11):

Minimera F(n)=ctx ' xERh v under bivillkoven

akﬁb ¥ 1=112!----.3ﬂ
. ' (3.1)
)(-20 L] i =i12‘!-----!l‘1
1
gar o = t10™ ! 10™2 ..., 10t 01t
a. = Elc)!-l--- Olt!
1
a = rze100 20t TR 2100 11 4 i =21 .uuon
1
ach b = 1021 L, o

Det intressanta med detta problem v att det v ett av de a8
kdnda problem dir Simplex—-metoden krdver ett exponentiellt

Hkande (i n} antal itervationer: 2”*1 stycks se vef [1].

Dirfdr kan det vara av  intresse att se hur ellipsoidwetoden
klarar detta problem (EM ska teoretiskt kridva endast ett
polynomiellt antal itevrationevy se avsnitt 1.2,

Lésningen till (3.11 an min{F(x))=~10_£€n_1) mad

l6sningsvektorn x = [0 ....0 102 " P05t

Bom startvirden till LPEM vdljer vi divfor

HG= Lo ......OJt ach

a=diat ¥ »nnaeul ]dé“
o d qi qn
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g = 1.01-nl/2.1p2 (N
1

L] 1 = 1! wenuestl o

Observera att detta ger en volym p8 det Fforsta slliptiska
klotet som &r mycket mindre &n det val av startellipsoid som
Khachijan anger. Detta favoriserar hnaturligtvis resultatet
till EMzgs firdel.

Vi valjer att berdkhna min(F med noggrannheten
2(n-11—

g = 10 (n=1) 6. Detta bdr ge dtminstone S korrekta siffrov i

minCHr.

Resultatet fran kérningarna ses i tabell 3.1. I samtliga
fall hittade LPEM rdtt lé&sning med & kovrekta siffrov.

Tabell 3.1 Resultat fvén kérningar av Klee-Mintys problem.

I P S s TS, S VO PR B MO ELS B o ok LS S . o it AU o} e Bk S ey P o i HAN NP PP et Mt A TS o o BV o (e o i T P P P R L A P o bk A IR

! |

{ 4ntal variabler |—-—m—reeoec————— [ e - |
| | CPU-sekunder | LPEM | Simplex—-wetoden |
| s |~ | == S |
| 2 | 0.18 | 97 | 3 i
R | | ===m=n e |
| 3 | 0.64 | 226 | 7 |
[ e |~ e R E
| 4 | 1.73 I 413 | 15 |
| = e | === | = | = |
| 5 | 3.64 I 6146 | 31 ]
| == | = o= [~ !
| [ ] 7.20 | 8B& | 63 j

2 7 e e i oy P T Bl BT A P e b UCE 50T o b e IR . Py ey Tl B WY e P M M R Pt S S M R s A Mt IS i, e M TR

Vi noterayr att LPEM kraver mlngdubbelt fler iterationer &n
Simplex—mnetoden. Mera uppmuntrande Bv att dkningstakten fér
antalet iterationer tycks wvara la&ngsammars f8v LPEM. I
diagrammet i fig (3.1} ser vi en klar antydanh om att antalset
iteratiponer fir LPEM vidxer endast polynomiellt.
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T Antal iterationer
iO3
LPEM
2
16 +
Simplexmetoden
1
10+
0
s T rmm o o R et -
2 3 4 5 & Antal variablevw
fig 3.1 Diagvam &ver antalet iterationer for att lisa

Klee-Minty’s problem som funktion av antalet
variablevy.
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Z.2 LP-REGULATORN.

Vi &vergldr hu till att testa LPEM pa ett stdrre exempal:
ndmligen pad LP-regulatorn. {_p-regulatorn finns beskriven i
Par-0lof Gutmans doktorsavhandling DONTROLLERS FOR BILINEAR
CONSRTAINED LINEAR SYSTEMS: vef [51s varfdr vi har noger 0ss
med en mycket kort beskrivhing och koncentrerar oss pd det
optineringsproblen som regulatorn gev.

z.2.1 KORT BESKRIVNING AV LP-REGULATORN.
LP-vagulatarn foOrutsdtter att det system som ska styras

finng beskrivet som ettt linjdrt samplat system med
begransningar pd bide styr- och tillsténdsvariablernal

KCEHT) = & x(E) + I uCt) » x€R's uER" o

™
I
)
il
(]
%)

o (33 u (kY £8 €33 » 3] 192s L..m 3 ¥V L
3]

u J

Iew
3
rt

o (i) ¥ (t) £ @ €i) » i = 1923 ..uvh v ¥V £
X i "

$ och I' 8r matriser av typ n¥n och n#m respektive.

Syftet ar att driva tillstandsvektorn frén dess initialvarde
till en fovutbestidmd punkts som definievar origo i
tillstandsrummets pd s& kort tid som md3ligt. Detta kan
géras genhom att ansdtta en tidshovrisont <+ dav = v en
gisshing av huvy manga samplingsintervall som behdvs For att
driva tillst8ndsvektorn till det vdtta vdvdet, och minimera
en fForlustfunktion

1]
A ]
[xCe)| = z e {x ()|
c - 1 1

i=1

2
i

_, = und c] ;]
1 P t

il
1
n
-
1

ddr ©

samt iterera odver r tilis det minsta r For vilket
mintdy (g 1+ dEr &g &r en Forutbastimd testhkvantitets har
berdknats.

Det kan emellertid hinda att nagon tillstandsvariabel i
verkligheten har hamnat utanfdr nagon av sina begrinsningar.
I =8 fall &r det mdjligt att det inte Fihns nagon tilléten
styrsignal som driver tillbaka tillstandet till det tillatna
omradet pa& ett samplingsintervall aoch dirmed kan inte
LP-regulatorn producera en tillaten lésning fOr nlgot «. Fov
att fbrhindra tillstandsvariablerna fran att passera sina
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begridnsningar infdr Gutman en sk "cordon sanitairs™ genom
att addera till ett extra straff i forlustfunktionen for de
+illstandsvariabler som ligger i hidrheten av det forbgudna
omradet. FHrlustfunktionens som ska minimevrasy bliv da
igtdlliet

-1
A - -4
= z z [r maxf-x (t)+y (i3v01 + w maxlx (£)-6 €1),O]] +
- wd i i
t=1 i=1
n
ﬂ
+z e Ix (] (3.3
w1 i
i=l
. . t t
dayr r =L v 2 P 1 waey r 1 och pss FOr y 1+ W & och o .

1 2 ¢] ¥ ¥
Som stoppkriterium anvédndes ix(t)[d(a.

Problemet som ska lbsas fOr givet © blir:

Minimera & enligt (3.3 under hivillkoren

Az = b s+ 8 £ 2 £V dar
F I - =4 0 0 . . . . . O]
o o 1 -r—~-4¢ O 0 (3.4
A = « » . . ’
| o 0o . . < I e )
z = [ M(t}t uﬁt—i)t . = om x(i)t u(O)tJt s zERTcn+mi

b = E 9] 0 Ll » L3 - - = - O {¢K(O))t3t 9

L

® 1 och

t

u

t
Jt .

u
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I drift lédses det aktuella tillstéandets x(0)» vid vavrje
samplingsintervall in till LP-rutinens varefter problemet
(3.4 léses f&r olika =t tills det minsta v (=t t} fFor
ap

vilket stoppkriteriet v uppfyllt har berdknats. HSom
styrsighal anvindes sedan det ul{0y som berdknats Ffior
T =K .

opt

3.2.2 ANPABSNING TILL LPEM.

Nista steg &v att formulera om problemet (3.4 till den form
LPEM kréver. Ett problem &r att bivillkoren 1 (3.4)
innehdller likhetsr. Sadana klarar inte ellipsoidoetoden av
eftersom lésningsomradet till bivillkoren da +3r volymen
noll. Darfdr maste en stérning léggas pd likheterna. Detta
gér vi genam att specificera en noggrannhet & och ersitta
alla likhstenr

a:z o= bi maed olikheterna

b - etata 37 %c 2%z € b + gocata 2ME
1 b I § 1 1 E R

Ett annat problem &r att forlustfunktionen (3.3} inte avr
strikt lingdr. OButman omvandlar forlustfunktionen till en
lingér funktion genom att infdra tva hjdlpvariabler for
varje teem i (3.3). Detta Okar dimensionen pé prablemet och
darmed troligen ocksa konvergenshastigheten. I  avsnitt 1.6
ndmnhde vi att ellipsoidmetoden kan anvindas dven da
objektfunktionen &r konvex. Eftersom (3.3 Ar konhvex
utnyttjar vi detta faktum. Vi behivar d& bervdkna en
subgradient till férlustfunktionen varje gang vi hamnar in
punkt som uppfyller bivillkoren. En subgradient £ill (3.3 i
puntkten y &r

t
g=£f£g 1. « « 1g 1 v=1cin+m ERY
1 r
as ag
—— da -——- existerar (3.5
az dz
g = ijz=y i .

¢] for dvrigt
Sedan g har beriknats FOr punkten Zh som uppfyller

t
bivillkoren anvidndes oabjektsnittet gtz £ g =z . Efter en
stunds funderande inser man att precis samma test som i
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fallet med en linjgdr obgektfunktion kan anvindas fGr (3.3)y
dvs bdvre och undre begrdnsningar till & kan beriknas enligt
avenitt 1.4.3 . Vi ldgger in =n programdel i proceduren
TESTOBJECT (se avshnitt Z.2.12 i LPEM sam berdknar
subgradienten till 2 enligt formeln (3.5).

Problaemnset (3.4} kan ne skrivas om till LPEM-formen (2.10
enligt:

mo=m = T«{2n + md '
1 2

t

A y I = 13 ceieewy TH
i

a = y
i
e sy 1 =

) Th+ls oo m
i-tThn 1

A &y rad nuamer i av matrisen A 1 (3.4) och
i

T {n+md

& &r enhetsvektor Aavr 3 i R 1
3 (Z.6)

t.t

b=1L[0 .....0 (éx(O))t g + vyl '

Rl

b bévrjar med nir-1) st nollor. Blutligen dr

t t 1/2 .
a a)) vy 1= 1 ... TR
ii

§a

n
]

= (v, - & }oos i = oTNY caeer M
2 i=-Th i—-Th
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%.2.3% DUBBELINTEGRATORN.

Samplad med samplingsintervallet 1 sekund beskrivss i
tillstandsform dubbelintegratorn av

1 1 0.5 -
nit+ll = K{L) + utty ®ER su€R .
o 1 1

De olika vektorerna i (3.3} och (3.4 valges till

Begriénsningarna pa tillstanden och insignalen &r

-100 % xiit) £ 100 ’

-3 3 och

1M
1M

x (k)
2
~1 £ ult) £ 1 .

Initialvardet dr x(0» = [ -10 0 ]t -

Noggrannheten & i likheterna wvéljes till & = 1-1(1_3 och

-

stoppkviteriet i LPEM vdlgjes till & = 110 ~5  dvs
FArlustfunktionen (3.3) ska berdknas med att absolut fel (&.

Startvirdena till LPEM valjes till

2 = 5.(5 + v och
o 2
@ = diag € . } dév
0 9 q1' th
1.01«(3@)1/2
qm ———————————— 'CV‘"S.) k] i. = 1'} u--’ST -

i 2 i i
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1 tabell 3.2 visas nagra resultat fran datarkérningar med
olika t©. Samtliga berdkningar 1 LPEM 4&r utfirda i dubbel
precision. Exekveringstiderna kan jdnfdras med tiderna for
samma problen kdrt med PRIMAL. tabell 3.3. PRIMAL dr en
LP-rutin utvecklad vid Institutet for Till&mpad Matematik,
Stockholm. PRIMAL &y skrivet 1 FORTRAN och  anvinder
simplex—netoden aed basinversen lagrad i produktfora.
Obsrvera att trots att PRIMAL arbetar med fler variabler dn
LPEM &r det samma problem sown lses. Anledningen till det
storre antalet variabler i PRIMAL dr att forlustfunktionen
hir har omvandlats till en strikt lingar funktion genom
inforandet av hjélpvariabler.

Som synes &r tiderna inte speciellt spickrande fir LPEM. Man
ligger mirke till att antalet itevationer i tabell 3.1
minskar da T Bkar fran 1 till 2 och frén 4 till 5. Detta é&r
en indikation pA att allt inte star ratt till. En ndrmave
konkroll ger vid handen att LPEM fdrmar leverera en optimal
lésning endast far T = 1. Fov alla v y 1 hittav LPEM en
punkt som uppfyller bivillkovrens meh dd de elliptiska kloten
ska konvergera wot den optimala l&shingen inverkay
avrundningsfelen alltftr mycket’ gluytligen hamnay de
@lliptiska kloten helt och hallet utanfor det tillatna
omradet och « bliv >1is se avsnitt 1.1 . Dan hista ldsningen
LPEM gav innan algovritmen terminerades fér xt = 7 visas i
tabell .4y dir ocksd losningen fran PRIMAL vigas. Lidsningen
Fran PRIMAL 4r korrekt. Ur tabellen syns klart att LPEM har
kommit en bit pa “ratt vag" innan algovitmen terminerades.

Bland orsakerna till LPEMis wmisslyckande &r troligen den
frdmsta den att det till8tha omvadet definisrat av
bivillkoren i (3.4) har en mycket liten valym sambtidigt som
det &r wmycket utstrdckt 1 en del riktningar. Som wvi
forutspldde i avshnitt (1.4) tycks detta vara mychket
ogynnsamt Ffor EM. En annan arsak 8r att berdkninarna av
parametrarna t» ® och d»y tse sid 213 dr mycket kansliga. Om
t.ex. © har beridknats med ett visst relativt fel s& blir
sven det relativa felet varje koordinat i ndsta iteration av
samma storleksordning. Detta innebdr att hela det elliptiska
klotet blir translaterat fran sin ratta plats. Ett liknande
resonemang angdende t© och & ger vid handen att ellipsoiderna
plir deformerade och vridna. Kombineras nu detta med det
faktum att de elliptiska kloten &y mycket "utstrdckta®
(cigarr— eller diskusformade) s8 inser man  konsekvenserna
15ttt kan bli ddesdigraj dven ett litet fel i berdkningen av
Rk+1 kan leda till att ettt "cigarrformat® a@lliptiskt Klot

hamnar helt och hallet utanfir det tillatna onrldet.
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Tahell 3.2 Data fran kirning av dubbelintegratorn

med LPEM.
| Tids- | Antal ] Antal | Exekveringstid |
| harisont | variabler | iterationer | CPU-sekunder }
| = | = R e |
i i | 3 | a9 i 0.38 |
| | = e == 1
] 2 | & i 30 | 0.34 i
| == | = R | e m o |
| 3 | 7 | 53 | 1.29 |
| = | == e s — i
i a | 12 | 98 | 4.31 i
| —=m e | —=mm | = | mmmmm e |
| 3 | 15 | 48 i 3.463 |
| === | =mmm | e R e — |
] & i ig | 162 i 17.87 |
| - | e R !
| 7 | “1 ] 262 | a4z2.97 }

.—..-—--....._._..-—.__.._u-..._.—_.—...-.---.__._—-——-—.—._..__——.—.—..——-——-—.—.—.—.——.—-.—._—-—_.,_.-—-_..-w

Tabell 3.3 Data fran kirning av dubbelintegratorn
med PRIMAL.

-__.....—.—...-—_-_....-._--—..._.....,--_.-_...-._.._—--.-.._—-—-u_..—..—-—-u--—.-..—.—.u—.—

| Tids- | Antal | Exekveringstid |
| horisont | variabler | CPU-sekunder |
| = | === | = t
| 1 | & | 0.05 |
s | | e
; 2 ] 15 | 0.13 i
e | === | |
| 3 ] =4 i 1.18 |
e Em— s !
| 4 ] 33 | 025 ]
e | e | —mme o !
| 5 i 4z i 0.31 |
| | == | == 1
| & ] a1 | 0.38 |
| e |~ | == |
| 7 | &HO | .48 |

.....—._.._...-._...---_..-.-..—u—.—._....--____._m_-—-—_.—_--.-._m.—_...——._.—u—_
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Observera att problemet (3.4) kan formulevas o till ettt

problem i endast T«m variabler med likhetsvillkoren
sliminerade (se avsnitt 1.7). Applicerar vi LLPEM p& detta
reducerade problem torde resultatet bli betydligt

gyhnsammare.
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ad. SAMMANFATTNING MED SLUTSATSBER.

Den hir uppsatsen behandlar ellipsoidmetoden far linjér
programmering. HMetoden beskrivs béde ur teoretisk och
praktisk synpunkt. Ett program fFor metoden presenteras och
tastas pa tva exempel s Klee-Minty's problem och
dubbelintegratorn styrd med LP-regulatorn. Programmet &r
skrivet far att vara 1att att modifiera och §r s8ledes inte
optimerat for att vara 54 snabbt som mdjligt.

Resultaten fran datorkSrningarna dr blandade. Korningarna pd
Klem—Minty's problem antyder att antalet itevationer som
krdvs &r begrinsat av ett polynom i antalet variabler medan
kérningarna pd dubbelintegratorn visar att numeriska problem
kan uppsta.

De framsta nackdelarna med metoden tycks varatd

i} Metoden kridver mycket minnesutrymme. En n#En—matris ska
lagras och uppdatevas i varje iteration.

2y Problem med den numeriska stabiliteten kan uppstad da de
elliptiska kloten &r mycket “pvala".

Z) Konvergenshastigheten bevor i hig grad pd8 valet av
startellipsoid. Dat &y viktigt att valja an
startellipsoid wmed sa liten volym som mbjligt, som
gamtidigt innehaller ldsningspunkten.

Farhallandet i punkt ett kan fdrbattras genom att anvanda

t
sig av L DL-faktorisering. Det kypdvda minnesutvymmet kommer

da i det mnr3rmaste att halveras, varvid &ven arbetet wed
uppdateringen wminskav avsevart.

Prablemet i 2 kan troligen minskas ned genom att sueccesivt
stridva efter att vilja snitt som dv 88 ndra vinkelrdta som
mijligt mot snitten i de narmast foreglende iterationerna.

Bland de & rea olika metoderna att implementera
sllipsoidmnetoden som dv kinda 4r troligen den mest effektiva

t
den som anvinder sig av L DL-~faktorisering och metoden med

objektsnitt. Helt klart arv dock att mycket arbete Aterstar
innan man med ellipsoidmetoden kann uppna prestanda
Jémfdrbara ned simplexmetodens.
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APPENDIX A. BRUKSANVISNING FOR LPEM.

LPEM &r ett underprogram som ldser linjérprogrammerings-—
problem. Programmet dr skrivet i PASCAL .

Anvindaren av LPEM ska s38lv ombesdrje

13 inldsning och transformation av problemet till den form
gsom LPEM krédver.

23 dimensionering och deklaration av i rutinen inglende
filt.
k) initiering av vissa variabler och falt.

1. PROBLEMFORMULERING.

LPEM krdver att problemet formuleras enligt:

minimera a;x ¥ HERH da

b‘-c_Sa?be‘+c_ r 2 30 i=1'....umi och

b3 1 b 1 i 3
t .
a ugb s oi=m *leaceaam_ .
i i i 2

2. ANROP.
LPEM anrvopas (fran PASCAL) med satsen

LPEMCUTFIL XY sR1OMEGAGROW B3 IDsACTDsC1BrAYARDW,
ACOL sNsM1M2y0LRESEPSILONOBJ»STANDARDS §

Samtliga avgument ska deklareras av anvandaren. Hur detta
ska ske beskrivs i de féljande avsnitten.



3. TYPDEKLARATIONER.

Infor f81jande beteckningar:

a7

EL. = sammanlagda antalet element skilda fréan noll

i vektorerna ai

N = antal variabler

Mz = antalet vektoarer ai

85 = CN2+3N-2)/2

F&ljande typer ska deklareras.

VECTHR = ARRAY
ELLIPSOIDMAT = ARRAY
ORTMATRIX = ARRAY
ACCESSORT = ARRAY
RIGHTHANDSIDE = ARRAY
LEFTHANDSIDE = ARRAY
ACCESSROW = ARRAY
ACCESSCOL = ARRAY

Li..N1
1.1
£1..81
[1..NM1

OF REAL3
OoF VECTOR:3
OF REAL.S
OF INTEGERS

[1..M23 OF REAL}

£i..EL] OF REALS

[O..(M2+1)]1 OF INTEGER}

[i..ELY OF INTEGERS



4. DEKLARATIONER

as

Invariablerna ska vara deklarervade enligt ¥41jande:

UTFIL

X 1Y 3Ry OQMEGA s QROW
£

JD

ACJID

CsEB

a

AROW

ACOL
NsP1yM2:0LsRES
OBJSEPSILON
STAMDARD

L1

TEXTS

VECTORS
ELLIPSOIDMATS
ODRTMATRIXS
ACCESSORTS
RIGHTHANDSIDES
LEFTHANDGIDES
ACCESSROWS
ACCESSCOL.S
INTEGER}
REALS
BOOLEANS
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5. LAGRING AV PROBLEMET

LPEM kridver att problemet lagras enligt f8)jande:

A : RIGHTHANDSIDE.

A& innehaller vektorerna a_ » 1=0sly....9M2
1

lagrade vektoyr fér vektor. Endast elewent skilda fran
noll lagras

AROW : ACCESSROW.
AROWELil = heltal som talar om p8 vilken plats i A som

vektor a bérjar.
i

OBS' LPEM kriver att AROWIMZ2+11= antal eslement i A +1.

ACOL @ ACCESSCOL.

ACOLLJY = variabelnummer hérande till ALJ]

o)

RIGHTHANDSIDE.

BEil= b,
i

3
-

RIGHTHANDSIDE.

CLlil=s o,
i

MsM1 M2 ¢ INTEGER.

N = antal variabler

=
e
f

antal parallella par av olikheter (=an 7

Mz = totala antalet vektorer ai—I (=m2)



& REPRESENTATION AV LOSNINGEN.

XLI1 : VECTOR.

XEIl = virdet p& variabel nummer I

OBJ @ REAL.

OB = pjektfunktionens varde

RES @ INTEGER.
RES = 1 Lésningen v optimal. -
. N . *
RES = 2 Ingen lésning existerar .

RES

I
]

*
RES = 4 Matrisen @ har tappat vang . Aktusell
lédsning &r till&ten.

*
RES = 5 Matrisen & har tappat vrang . Aktuell
ldsning &r inte tillaten.

#) Se del 8. INITIERINGAR.
7. UTSKRIFT.

UTFIL & TEXT.

UTFIL #r mnamnet pd den fil p8 vilken utskrift dnskas.
OL = INTEGER.

OL = 6nskad utskriftsnivd (0s1-2). 0 ger ingen
uskrifts 2 ger mycket omfattande utskrifter.

STANDARD @ BOOLEAN.

STANDARD TRUE om utfile &r standardfilen QUTPUT.

STANDARD FALSE annhars.

[

Lashingen ar tillaten wmen inte sikert optimal.

=18)
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2. INITIERINGAR.

X ¢ VECTOR, & @ ELLIPSOID.
X ach 8 ska innan anvopet tilldelas sadana vérden:s HD och

mo, att problenets lédshing: om sddan existerars 4&r

innghillet i omriadet
IxERT[ x=x +@ zs |z]£1X.
o0

Om den optimala lésningen inte finns i detta owmrdde kommer
LPEM inte att hitta den.

EPSILON # REAL.

EPSILON ska +illdelas ett wvirde ) O. Den exakta ldsningen
kommer att ligga i intervallet C[OBJ-EPSILON.0OBJI. Observera
att matrisen 8 kan tappa rang. I s8 fall kan LPEM inte
forcidtta iterverandet utan termineras. For att wndvika detta
bér EPSILON inte wvdljas alltfér litet. EPSILONZO.SE-4
rekomnenderas.

OL @ INTEGER» STANDARD : BOOLEAN.

S avanitt 7. UTSKRIFT.
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procedure LPEM(vayr OUTFILE:TEXTivar X»YsR:OMEGA»BROW: VECTORS
var BIELLIPSOIDMAT Ivar JDIORTMATRIXivar ALJID:

var

ACCESSJIDivar EPSs»BIRIGHTHANDSIDE ivay A
LEFTHANDSIDEfvar AROW:ACCESSRivar ACOL:
ACCESSCivar NsMisM2,0LRES: INTEGERS

var OBJ+EPSILON:REALF STANDARD:BOOLEAN) §

ITERINR ! INTEGERS
READY»FEASOPT ¢ BOOLEANS
NOYN1yNZ2.CPUTIMECPUST : REALS
OBJMIN+OBJIMAX t REALS
TALDELTASPI : REAL3

procedure INITIATES

var

I+J SINTEBGERS

begin

a2ngd s’

{ starta klockan ¥}

CPUST :=CLOCKS

if not STANDARD then
rewrite(QUTFILE) S

{ acressvektor till JD

ACJIDELY s =0}

for Ii=2 to N do
ACIPLITt=CI-1)#N—-(I-20%C(I-3) div 2%

NOt=1/(N+1)3

Ni:=N/sgrE(sgr(N)-1J}

{ faktorn NZ ska kompensara fir avrundningsfel ¥

N2izexplln(Z2)/(2%sgrN))i 3
DBRJIMAX:=1E+203
OBIMIN:=—~1E+20%

ITER:=04%

READY:t=false}

FEAGi=falsei
FIRSTFEAG:=truei
OPFT:=false}l

MNR2=03F

{ end INITIATE

procedure CUTELLIPS0OIDS

var

SIGN i —-1..13
F+F14+6AMMARO:SIGMA ! REALS
ALFA-ALFAL - BEAL BRALL t REAL3
FOUND s PARALLELCUT s OBJECTCUT : BOOLEANS
I1,J:K+sSTART:5TOP t INTEGERS



procedure NEWOMEGAY

vayr I»J ! INTEQGER]3
DI ¢ REALS
begin
GAMMA =03
for I:=1 to N do
begin
DIt=0j}

far Ji= START to STOP do
DI:=DI+BLACOLLTI»II#ALTIS
OMEGALCI1:=DI3
GAMMA ! =GAMMA+sqr(DI)§
end?’
OAMMA & =sgrt (GAMMAD
{ om GAMMA=0 itererandet inte fortsdtta
eftersom 1/GAMMA behivs senare }
if GAMMA=0C thenh
begit
READY t =t ruel
if OiLy=1 then
begin
write(OUTFILEY'@ har tappat rang.
writelnCOUTFILE s’ GAMMA=" »GAMMARLIO) S
end}
and
elae
begin
for li=1 to N do
OMEGALI] :=0OMEGALI]/GAMMAS
endj
end)
£ end NEWOMEGA

procedure SELECTACUTS
procedure TESTPARALLELCONSTRAINTS

begin
if abs(F)EPBLNRI the=nh
bagin
{ vttt av £ eller 2-villkoret
dr inte uppfyllt
FOUND:= truej
PARALLELCUT: =t rue}l
OBRJEETEUT:=false)
if FYEPSINR] then
begin
Fili=—(EPBILNRI+F)}
Fi=F-EPSLNR]S
SIGNzI=13}
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end
elsa
begin
{ 2-villkavret &dr inte uppfyllt.

Tecknet korrigeras genom SIGNi=-1 %

Fli=F-EPSILNRIS}
Fi=—{(F+EPSLNRI}}
SIGNiI=—13%
end?
end
ghd’
{ and TESTPARALLELCONSTRAINT %

procedurse TESTCONSTRAINTS

begin
if F?0 then
begin
FOUND:= truel
PARALLELCUT:=Falsel
OBJECTOUTi=falge’
HEIGNz=13
end?
endi

{ end TESTCONSTRAINT >

procedure TEBTOBJECTS

var OBJM @ REALS
I : INTEGER?:

begin

OBJi=01

START:=AROWLO]}

BTOP:=ARDWLL11-1}

{ berdkna ocbjyekets virde FOr det

aktuella X-vidrdet ¥

for I:=8TART to STOP do
OBIi=0BJ+ALI1*XTACOLELI11}

if ORJ{OBIMAX then

begin
{ Den bista punkten hittills. Spara

undan och uppdatera OBJIMAX )

OBIMAX :=0B.J}
Yi=

end3’

{ Uppdatera OBJMIN. BAMMA berdknas i NEWOMEGA ¥

NEWOMEGA

OBJM i =0BJ-GAMMAS

if OBIM OBIMIN then
OBIMIN:=0BJIM3

if OBIMAX—-OBIMINCEPSILON themn

begin
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{ Minimum har beridknats med
noggrannheten EPSILON. 2
READY s=t rus}
OPT:=truej’
Xr=Y3
OBJi=0BJIMAX S
endi
PARALLELCUT :t=false}l
OBJECTCUTt=t rue}
SIGNi=13
Fi=04
end}’
{ end TESTOBJECT 3

begin
FOUND:= falsel
ITER:=ITER+13
Ji=03
while (JM2) and not FOUND do
begin
{ I denna loop berdknas ettt villkor och testas.
Loopen lamnas s8 shart ett villkor inte
v uppfyllt (FOUND sdtts till trued. Y
Ji=J+1%
MNR:=NR+1}§
if NR=M2+1 then
NRt=13
START =AROWENRI §
STOP:=AROQWINR+1I—-13
Fi=—BILNR1j
for I:=8TART to STOP do
begin
Ke=ACOLTIIS
FeeeF4+QEII=XEKIS
endi
if NR{=M1 thean
TESTPARALLELCONSTRAINT
glse
TESTLESSTHANS
end?’
if not FOUND thehn
begin
TESTOBJECT?Y
FEASi=true}
end?’
end’
{ end SELECTACUT

hegin
SELECTACUTS
if not READY then
begin
if not OBJECTCUT then
MEWOMEGAS
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ALFAT=F/GAMMAS
if ALFAY 1 then
READY:= trvruel
end§
if not READY then

begin
if PARALLELCUT then
begin
ALFALl:=F1/GAMMAS
if —ALFAL{l then
begin

SEAL i=sqr (ALFA2§

SEAL L i=sgr(ALFAL)j

RO:=4%(1-S68AL.I* (1-SEAL1)

ROi=sqrt (RO4+sqr (N#(ESRAL-SEAL133) 3

SIGMAT=2% (1-ALFA®ALFAL-RO/2) /sqr (ALFA-ALFAL) 3§

SIGMA:=NO* (N+SIGMA)

{ SIGMA kan pga avrundningsfel bli 1. I =48
fall kan pavrallellt snitt inte gdras
eftersom sqrt(i-8IGMA) behdvs senare. ¥

if SIGMAr=1 then

PARALLELECUTi=falsei
end
else
FARALLELCUT *=falsel

end’

if PARALLELCUT then

begin
DELTAI=1-{(80AL+SRAL1-RO/NI /24
DELTAr=N1#N2#sqvrt (DELTA) §
PI:=DELTA¥sqrt(1-SIGMA}}
Tau:=CALFA-ALFAL Y *8IBMA*BIGM/ 23

end

else

begin

DELTAt=N1#NZ2%sqrt(l-sqr(ALFAY )}
PIi=N#NO*NZ# (1-ALFA) 3
TAb t=NO+ (I+N*ALFAY #5IGNS
andl
endsl
if OL=2 then
begin
Writeln(OUTFILEs? ITER=" s+ ITER34) S
if FOUND then
begin
write(OQUTFILE: FOUND=" +FOUNDs* § NR=" +NRES) S
Wwrite(QUTFILEs™§ F=?F:8:3)3%
writeln(OUTFILEs? 3 PARALLELCUT’ yPARALLELCUTY S
end}
if QBIECTCUT then
beagin
write(QUTFILE.' OBJECTEUT=" »OBJECTCUT) §
write(OQUTFILEY" § OBJMIN=" +OBJMIN:ZI5)3
writeln(DUTFILEs' § DBIMAX=" +OBIMAX:Z:150 4
end i



sndi

writeln(OUTFILE" ALFA=" sALFA:IS:

if PARALLELCUT then
begin
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write(OUTFILE." ALFAL=" yALFAL:B:7) 3
writeln(OUTFILEs’ ¥ SIGMA=" +SIGMAzR:7) 3}

end#
Writet{OQUTFILE." TAU=" s TAUT12y7 3

PI=’ 4 PII1IZ)S

writeln(QUTFILE.’ 3 DELTA=" »DELTAIL2)}

i1f READY then
begin

and§

if OPT then
REB:=
else if FEAB then
begin
if GAMMA=0D then
REG:i=
else
REG:=
=2nd
else if GBAMMA=0 then
REG:=
else
RES:=2

if READY and (OL)>=1) then
begin

andi

end3’

Wwriteln(OUTFILE) S
writeln(OUTFILEs’ READY=" » READY»
writeln(OUTFILE,"OBJ=",,0BJ212) %
writeln(OUTFILEs™ X="1}§
fFor Ii=1 to N do
begin

write(OUTFILE«XLII312)§

'S RES=' sRE5:3)3

if I ainod 10=0 then writeln(QUTFILE)S

endi
writeln(QUTFILE)S
wWwriteln(OUTFILEYy? ITER=" s ITER: &)

writeln(OUTFILE,’ ALFAMEDEL=" sALFASUM/ITER:12) 5

CPUTIME:=(CLOCK~-CPUSTI#0D.001 5

Writeln(OUTFILE’ CRUTIME=" yOCPUTIME:9:4y’ sec.” )}

{ end CUTELLIPS0OID

procedurs NEWELLIPSOIDS

procedure NEWXS

var I.J ¢ INTEGERS}
X1 : REALS
begin

for Ii=1 to N do



end’

hegin
X1:=0%
for Ji=1 to N do
X1:=X1+RLI »JI#OMEGALT]I S
XLIde=XEll-TaAlU#X13
ehnd i
if OL=2 thaen
begin
Wwriteln(OUTFILEs? X="23
for I:=1 to N do
begin
write(QUTFILEsXLIJ213)%
if I mod 9=0 then writeln(OQUTFILE)S
and}
writeln(OUTFILE) S
end}

{ end NEWX X

procedurs NEWGES

vary

I+JsKablsM @ INTEGERS
R1-0IJ * REALS

begin

{ Beridkna ftirst JD X
Te=NS$
RENI :=sqr (OMEGALNI)§
for Ji=N-1 downto 1 do
begin
RLJ] i=RILJ+1T+aqr (OMEGALTI)
if REJ+11=0 then
Ii=J3
ROJ+11t=gqrt (R{J+113%
end#
RO11s=sqrtCRILI)}3
R1:=RL133
for Ji=1 to N do
JDLJI e=0OMEGALTI#PI/R1 G
for Ji=2Z to I do
begin
t=ACJIDLIIS
Ri:=-0OMEGALJ-13I*DELTA/(REJ-11%*RLII)§
JDEK+11¢=RCJI*DELTA/RLI-113%
for Li=2 to N do
JOER+L] s =RI*¥0OMEGALET+L.~-2T3 §
end?
for Ji=I+1 to N do
bhagin
Ki=ACJIDEJI §
JDEK+13 =03
JDIR+2] :=DELTAI
fFor L:=3 to N-J+2 do
JDERK+L]1:=03
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end}j
{ JD &» nu beridknad

{ Berdkna ett nytt 6. @:=QJD 3}
far Is=1 to N do
begin
for Ji=1 to N do
begin
K:=ACJIDLJI1}
if 12 then
Mi=J-2
else
£=0%
RIJs=03%
for Li=1 to N-M do
RIJi=QIT+RETsL+MI*IDLK+L.I5
GROWETFe=011.J3%
ehnd 3
for Ji=1 to N do
bagin
DIJ:=0ROWLIIS
LI+ J1e=R171%
end}§
ends’

if Ok=2 then
begin
CPUTIME: = (CLOCK~CPLUST#0.001 3}
writeln(OUTFILE: CPUTIME=" yCPUTIME::9:4+" sec.’)}
writeln(OUTFILE) S
and}
aend?’
£ end NEWE ¥

begin
MEWX §
NEWR
end}
{ end NEWELL.IPSDID 2

begin
INITIATES
CUTELLIPSOIDS
whils not READY do
begin
NEWELLIPSOIDS
CUTELLIPSOIDS
endi
end}j

{ end LPEM 3}




