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Ett system av aordindira olingdva differantialekvationsar
apvinds FHr att  undersidka svolutiondra Fardndringar 1 en
predator byltesdjurs modell. Utvecklingen av predatorns B

parameter och bytesdjurets paramatar paverkar dven
modellens X paramatenr 38 NOnm funktionssambands sk
fitnessetfunkiionar. Dat g undavrsdkt o

Fitnessetfunktinnernas utseande pavaerkar predatorns  resp
bytesdjurets mijlighet att uppha Evolutiondrt Stabila
St rategier (ESS8). bDet Hr dven undersskt om  evolution hos @
resp r paverkar samhidllets gknlogiska stabilitet. Resultateb
av analysen och simuleringarna visar att predatorn kan uppna
ESS i tva av  de fyra undevsdkta Fallen wedan bytesdjureb
uppiiér  ESS fir  tre  av de fyra undersdkta kuvvformerna.
Evolution i bdde B och r Kan destabilisera systemet. I det
instabila fallet blir lisningen en stabil limit ecycle.
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1. IMLEDNING

Matematiska modsller har alltmer bidvgat anvandas inom
ekologin. Modelley bliv gttt hgdlpmedsl som tillsammans med
fdltstudier och laboratorieexperiment kan ge hya hunskaper
o hur djuy och viaxter samverkar 1 ekosyveten. Modellerna kan
vara av '"praktisk! sller "teorebtisk" avt. En praktisk modell
katr exempelvis anvdndas om wan vill ta reda p8  hur wmdnga
adlar sowm kan utgallras &rligen uten atit populationen blir
hotad. Ett exenpel pd en  teoretisk fragestidllning 3y om etb
shosysten har stdres sannplikhet  att dverleva  ifall varge
art samverkear med ettt stort antal andra arvter gédnfbvt med am
varje art samverkar wed bara nfgra f8 andra arter (Mavnaed

Smith 1974).

En teorestisk modell dr mera generell 3n en prakiisk. Enp
ekologisk teori ska kunna ge kunskap bade own  ekosystem i
allminhet och om en viss  art boen wviss o milgE. Vid
uppstillandet av en praktisk modell  F&r man  ubtnyttga

(#)
faltstudier och uppmdtta data om det samhidlle somn ska

studeras. En tegovetisk modell uppstdlls pd basis av allminna

i

fysikaliska ooh hiologiska lagar. Figdr att tillfullo
varifiera en akologisk teori by analysen av  woodellsr
kompletieras, ddr =8 Hr mdjligty med studier av verkliga

ekosyaten.

(#3) samhdlle: En kombination av vdxt- sller djurpopulationer
som brukayr dterfinnas 1 en bestdmd typ av wmilgé (Nikhlglvds
Rundgren 4978).



Nir det Hr svart att f8 data har waodeller en vikitig
anvandning. Modellstudier kan begrdnsa antalet mdjligheter
som man kan Forvinta sig existera ute 1 naturen. Detta att
skilja det mdgliga fran det omidgliga &r en av de viktigaste
orsakarna till att man analyseprar ankladteoratiskal
modeliler. Vid analys av avolutiondra Fhirvdndringar  hos
organismer har anvindningen av  modeller stora Fardelar. Det
Fr omogligt att £84 data @om visar sdgot om sgdlva
evolutionsprocessen. Diremot finns det komparativa data som
vigar evolutionens resultat. DErFor by man analyseara
modalier  som antar olika evolutighsprocessenr och  som
Fhovrutsstter olika ubfall av  evolutionen. Eftersom det finns
data pd utfallet av evolutionens kan ddrmed altaernativa

pvolutionsprocesssy testas. (Stenseth pars konsultld.

PBristen pad data frén naturen dkars son papekats ovans nyttan
av mpdellanvindningar wen denna  brist wedfbr sastidigt
nachkdalar. Modellan mdste uteslutande konstruevas pa
teoretisk basis. Fréanvaron av data godr det  sedan svarh att
kontrollera vimligheten av modell antagandena. Det finns en
rigk att man hampay i en situation av tearetishka
spekulationar med wodeller som har byggts upp axiomatiskts
div man +till slub makpar all kontakt wmad verkligheten. En
del av begreppasn i detta avbete kan sdgas  tangera det
spekulativa omradet. lcke desto mindre dv det en +Hrhoppning
att detta arbete kan ge 2ttt bidrag i1l diskussionen oam

gvolutionsprocesserng.

hern evolutionsprocess som  dr vikbtigast fir  organismernas
anpassning dr det naturliga urvalat dden naturliiga

solektionen). I det naturliga urvalet “vipner! cean



organisntyp som kan utnyttja de tillgingligs resurserna pa
ett sAdant sdtt att den f8r stirre avkomma per individ dn de
andra. Eftersom egenshaper Srves f8v avikomman samma selektiva
favdelar som sina firvdldrar. DEvmed kowmer den vidlanpassade

typen att spridas i populationen (MoMaughtans Wolf 19793 .

Manga organismer lever i  ett mycket komplext samspal  ned
andra Drganismne . Figr att underlidtias analysen av
evolutionsns verkan 1 sddana samverkande samhdllen har
Maynard Bmith och Prige C1943) infart bhegreppet
"Evolutionary stable strategy"(ESB). En ESS 3¢  en strategi
vilken: om de flasta individerns i en population anammar
dens inte Kkan bli utkonkurrerad av  midgon annan strategi
{(Maynard SBwmiths Price 1963). Man kan uttryeka det s8 att den
bista strategin sowm Finns Ffor en individ beror pa  wvad
majoriteten av populationen gibr. Eftersom resten av
populationen utgibrs av individer som var och en  firssker
maximera sin gegen framglng: dr den.enda strategin som kommer
att Sverleva en somy ndr den v31 dr ubvecklads: inte kan
vtkonkurreras av  ndgon avvikande strategi. Ursprungligen
gdllde ESE begreppet betesndemdssiga anpassningar. Det har
senare utvidgats till att g&dlla alla former av evolutiondra

anpassningar (Dawkins 1978).

Om 2n ovganism witvecklar  oh 2genskap inngbir dettas: om
resurserna dr begransades atht en annan egenskap hkommer att
fiarsvagas (Rosenzweig 1974,197%9). BSadana samband mellan
utvecklingen av nlika fiErdigheter kan i en modell uttryclkas
=Aw)d]| Funktionssamband. Funktionerna kallag
fitnessetfunktioner (lLevins 1948). Dessa funktioner wtghy

hegridnsningar 3y hur en viss organism kan utvecklas. 1



detta arbete legamana det att undersbkas by
Fitnessetfunktianernas uvtseende pivaerkar msyligheten till
att uppnd ES8. En modell av Bhaffer och Rosenzweig (19782
SOM haskrivey ett pradator C=popvd Jurd —hytesdjurs
firhallande anvinds fur  detta dndamdl. Det ska dven
undaersskas nagot  om  hur evolution hos bytaesdjuret  resp
rovdjuret paverkar den ekologiska gtabiliteten hos

samhdllet.



2 BEGREPPSAPPARAT UCH DEFINITLQNER

a. Grundmodell

Ftt organismsamhidlle kan beskrivas med de enskilda arternas

antal oeh derag intevaktion. En tillstdndsvektor

§ﬁCX1..,X )T infirs Ffor att beskriva populationsfirdelningen
: |

i samhdlliet. Elenenten X beskriver tdtheten hos varge art.
J

(et  antas att samhdllets beteende 1 skologisk tid  kan

heskrivas av ett system av kontinugrliga deterministiska

differentialekvationsr. Bystemet skrive i vektorform:

e X
e . L3
s FOX) {

Jamviktstillstnden hos gystenst definievas som ldsningarna

£ill ekvationen
FCXo=0, 02y

Ekvation (27 kan ha minga ldsningar och var och en av dessa

ger =n Jdmviktspunkt. Fiér att avgdra karakbdrens dvs om den
A

dr astabil eller instabils pd en viss Jamvikbtspunkt X anvands

Foincare's sats. Enligt demna sats avgirs stabiliteten av

egenvirdena till matrisen @

(%3 Kapitel 2 bygger p& (Reeds GStenssth 19811y samt  pé
personliig komnunikation wmed Stenseth
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Om alla egenvdrden Eill @ ligger till vEnster om imagindra
axeln ar Jamviktspunkten asymptotiskt atabil under
fFrrubsittning att  vissa regularitets villkor dAr uppfyllda
(Retridm 1970). Om minst ettt av ggenvdrdena till & ligger

£i11 hibger om iwmagindra axeln Hr JHmvikbtspunktan instabil.

Ett mnligt ovandmda definition stabilt system svarar mot et

h., Stabilitet wmot invasion av mutanter

En invasionsmodell anwidnds  Fhbr att beakriva nuutanters

inverkan i1 samhillet. Uppkomsten av wautanter ses som ®n
invasion inifran samhidllet tdetta shkar vid vanliga
mutationer?. Naturligtvis hkan de invadervande typerna dven

komma wtifrdn dvs fran  andra csamhdllen och den beskrivna
metoden Hr anvindbay dven i sddana fall. gﬁ(YinnnYm)T infors
Fip att beskriva tdtheten hos de invadarande typerna. mn dr i
allmdnhet skild frédn n cdoek inte nsdvindightvisy. Den

utvidgade modellen blivs
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6 o
dEMFLx,Y)
_ €30

dy = =
Sleg (Ka Vo
de °

vidareg gidller:
FCXoDr=FeXy ooh geX:0=0

dvs om det saknas invaderare 8 dtergdr systemst (3) till

grundaystemet (1).

sami

8.".....”
22 (X0 =0
ax

dve nidr mutanterna Hr 8 paverkas de g3 av ursprungsarten.

Dot antas att wmutanterna Hr £f8 ndar de first upptrader. For
att avgira om mutenterna kan invadera samhdllet underssks
ooh ‘s
Jamviktspunkten X=X Y=0 Ffir system (J). O gamviktspunkten
r instabil kan mutanterna invadera men om Jamvikbtspunkten
v stabil kan mutanterna inte invadera. Med denna metod kan
man bara avgiira om invasion dr midglig eller a). Beteendet
efter invasion (om dep dr wiglig) miste undersidkas med andra

metoder.
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Det lingariserade systemet (33 far matrizani

(42

i
i

d&w
— AF A — af A
@ﬂ~$(X503$M:(X)
ax ax

Foa - g

s a . ag A
B (L0 R=— (X 5 01
ay ay

Egenvidrdena till P odr egenvardena till @ tillsammans aed
egenvirdaena till R. Eftersom invasionen skeyr +ill ettt
stahilt system ligger Bis egenvarden sdkert £ill vinster om
imagindra axeln. Problemet reduceras didvmed till  att gialla

Ris egenvirden. Systemetb blir instabilt dvs invasion _dr

invasion. Om B skulle ha ett egenvirde som ligger pa
imagindra axeln masta stabiliteten understkas wmed sdrskilda
metoder.

— A e —
Jamviktsliget X=X Y=0 ligger pa randen av ekvationssystemets
definitionsmingd. Det wedfdr att man £ay vara lite forsiktig
vid tilldmpandet av Poincare’'s sats. Pet gar emellertid visa

att det inte stdller +ill nagra problam i detta fall (Se

Resds Stenseth 19812,



2.2 BEvolutiondr stabilitet

a. Ekologisk tid ook evolutiondr tid

I de fdljande resonenangen behéves tva tidsbhegrepps ekologisk
och evolutiondr tid. Med ekologisk tid menas det vanliga "t
i differentialekvationevna. Det evolutiondra tidsbegreppet
dr langsammare och knutet till eveolutiondra favdndringayr hos
de ingésnde arterna {1 samhdllet. Endast evolutiondra
fardndringar som resulterar i férdndringar i ekvationernas
parametrar dvr hdr intressanta medan andra evolutionidra
fadrdndringar bertaktas som neutrala. Alla sadana paramet rar

samlas 1 e&n evolutiondr variabel a. len  evolutiondra

. - . C#2 .
variabelh _a beskrivar huyr arternas fenotyper varierar

unde evolutianidr tid. Ett ekvatinnssysten med [5h3]

evolutiondr variabel F8r tidsbervende pavametrar. Fér att

TR AR S i M sl L SRl 403 4 S ik fo S o, xS 1L Tt $E WL B BATR e b 805 0 o i P e . W R S0 it e b mhete 2 Y i e 0 s S Mt mecn o ot o o, i f e = Y LT
T A ST e s it b i S e a4 s e s 0 b 3k il e il S22 i e 2 i mots e i e s 2 mee iy 2L 4450 45 ke M Frtr ok i e s s v s i i gt e 2 V3 WAL T

antagande dr rimligt ur biologisk synvinkel d& evolutiondra
fordndringar i allmdnhet krdver 8tskilliga generationer §ir

att mirkas.

(%) fenotyps Summan av an individs egenskapar vid ett visst
tillfdlle. Fenotypen utgir resultatet av gemtypens (=arvet)
reaktion med milj&Sn (Mintzing 19772.
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h. Evalutionsbhegreppst

En evolutiondr f8rindring d3r  en fordndring av genfrekvensen
) . (%3 ; " ) :

i en population under evolutiondr tid. Det existerar ett
flertal mekanismer som kan ge upphov till sddana

favdndringar:

1) Mutationer dr en plitslig fiérdndring av arvsanlagen gamom
att DNA molekylens kemiska samwmansitining paverkas. Detta
kan ske spontant sller inducerat av prenpalvis Joniserande

stralnings kemiska dwnens vdrme eto.

2y Ganflode kan uppkomms d& migration till gller fran en
lokal population Forekomnmar. O immigranterna resp
emigranterna har en annhorlunda genuppsdttning dn den lokala

populationen komwmer dess genfrekvens ati firdndras.

I en population pd 40 individer Kkan det hinda att en
sdllsynt gen bara finns hos en  individ. Om denna inte kan
reproducera sig s8 forsvinner genen  ur populationsen  och
diarmed dndras dess genfrakvens.

4y Naturlig _selehktion ar en milgbmEssigt viktad Fivdndring
av genfrekvensen i en population undey evolutiondr tid.
Iindividerna 1 =n  population har en Srftligt betingad
variation som inpebdr skillrnader 1 wmijligheten att dverleva
och reproducera sig. Om  en  viss fenotyp kan utnyttga
(%1 En fHrEndring av  genfrekvensen 1 en population dar

detsamna som  en FSrvdndring av de i populationen ingdende
individernas avvsanlag.
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resursarna pd ettt sddant sdtt att den kan f8 stHrre avkomma
per__ihdivid &dn de oviriga  innehdller rnidsta generation
proportionzllt sett flera av den typern. Avkomman som Brver
gsina firdldrars (sin firdlders?! selektiva fordelar kan dven
tde dka sin andel i tredje generationen osv. Resultatet blir

att en sddan framglngrik fenotyp formdr att sprida s5ig i

papulationen under evolutiondy tid (MeNaughtons Wolf 1979).

Samtliga ovan beskrivhna evolutionsmekanismer hav  viktig
ekologisk betydelse. Det 8r emellertid endast den naturliga
selektionen som kan ge en anpassning wmed nagon grad av

regal bundenhet (MoeNaughtons Wolf 19797 .

Fir att Fdrenkla terminologin kallas i fortsdttningen alla
s0m avviker fran ursprungstypen 1 an population  For
mitanter. Detta oavsett om de uppkommigt genom mutationsr

eller nigon annan evolutionsnekanise.

. Fitnessetfunktionay

Efv  organism  som utvecklar en fdrdighet giir detta pé
bekostnad av andra firdigheter om resurserna dr begrinsade.
Daen  nyutvecklade egenskapen Kkrdver wmers energl en  tid
villket medfdir mindre energi dver till andra aktiviteter
(Rosenzweig 1974s1979). Detta innebdr en restriktion pa
vilka vdrden den evolutiondra variabelns kompanenter kan
anta. QEQF som dr an delmingd av Hha QF dr artens fitnesset
Levins 1268). Den bestdmwer grinserna §Ffir fenotypernas
variation dvs hur la8ngt evalutionen kan g&. Det maximala

viardet fOr en komponent a beror pa virdet av de Gvriga
J
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komponenterna ..-a8 o w Randen p8 fitnessetet

=} s
31 g+

7 =fl...a vealda (5]

aJ J—"J,an"i*‘l 4
Alla kombinationer av. d,e..a utanfir fitrhessetet 4dr
hiologiskt ombiliga. Fie model levrna i detta arbete

representerar de punkter som ligger pa fitneszetfunktionens

kurva de optimala kombinationsrpa (Btenseth 1981).

d. En modell fir evolution

I avenitt 2.1 anvinds tvd distinkta typery de ursprungligas
arterna och mutanterna. ILnfdrandet av  den evolutionsra
variabeln haetydey att &h parametriserning av
problemstdllningen gjorts. Fivrdelen wmed detta dr  att
evolutionen beskrivs som en utveckling av ursprungstypen. De
tva syhnsitten dr sgentligen tvd sidor av samma sak ddr man i
varge enskilt fall vdljer det syhsdtt som passar bist. Med
den svalutiondra variabeln infidrd &y  man FHlgjande

definition pd en mutant. Epn_mutant v _en individ med ett

T Lt e T T s 25 et a vt s e ik s oy et g el Dot e S e 45T L s s et Wi AT e S ath

A e L E L H S i L e B L o L I S0 R T e T e e i e el e o G e e e P g S e e S 2 e 0 Lt (8 s i gty S s s s et 5

Den evolutiondra variabeln a infirs 1 grundmodellsn (1),

Modellen skrivas

“lsFiXsad. (&)
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Det antas att det existerar ettt stabilt Jdwviktslige Q(;)
som blir en funktion av a. Allmdnt sett kan det finnas olika
stabila gdamviktsldgen fir ettt givet virde pé & beroende péa
hur  utvidgningen av  aodellen giéirs. Genom infErandet av

variabeln a kan evolutionens effekt p8 den ekologiska

stabiliteten studeras.

Far att understka hur autanter klarar sig i konkurrensen med
urspruongstyperna anvinds  invasionsaodellen (3) med den
evolutiondra variabeln a inférd. Ursprungstyperna beskrivs
av X ach mutanterna av Y. Mutanternas agkvationer har sammna
paranetrary SO0 matsvaranda ursprangstyper e den

evolutiondra variabeln antar skilda vdrden. Den utvidgade

modellen blir:

X = = = =
dt—~'§:t>{5\’naea b]
N 72
Y mmmmmm
~—=abXsYiasal d.
dt “
g aka’
Enligt (4) understke:
— 36 A e
Re=——{X{a)sDiasa’l, £8)
ay
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a. E88 i modellen

ben ursprungliga definitionen av en EES lydar: An ESH is Ya
strategi such thats if most of the smewmbers of a population
adopt ity there is no ’wmutant’ strategy that would give
higher reproductive fitness'" (Maynard Biniths Price 19733. 1
ett mamhdlle som beskrive av en modell av  typen (7) har

ursprungstypen ett vissht virde pd den svolutiondra vaviabeln

- A A
- Om & dar  2n ESS  avgidrs av stabiliteten hos

o A uos meam
gamviktpunkten X=X: Y=0. (8) ger R-matrisent

— A A A — A -
R=-=(XC(a)s05ara’ ). (9
3y

éLigwi_mgmmlitgmmgmgixmiagmWE;iimém_éégggwgmxaxémugﬂuﬁLQE@LL
88 lsnge Y representerar mutantey uppkomna inom
samhdllet kan det antas att a férdndras kontinuerligt (eller
med smd spréng). DEr rEcker det ovan definisrade lonkala ESH
hegreppet. Om  direnot Y representerar invasion fran andra
samhdllen som 8y geografiskt separerade wmed det invaderade
sanhdllet kan a giva spréngvisa firdndringar. I sddana fall
A

kan en glohal EBS definieras diar man jsafor a mad alla

tEnkbara a' inom artevnas filtnesset.
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For att konkretisevra de allmdnna teorierna ovan kan wah
tanka sig ett samhdlle med en rovdjursart som  levey pd ett
visst  bytesdjur. Om  rovdjuret stdndigbt utvecklas till  en
allt bittre jdgarve finns det risk f8r att det ¢ill slut bBlir
a4 affektivi att det kan utrota bytesdjuret och dErsed
utrota sig sgdlvt. Detts kan undvikas om bytesdjuret
"avarar” pé& rovdjurets evolution p&8 ettt saddant sitt  att
gsamhdllet bibehédlls i ett samevolverat EBS-tillstdnd.
Fitnessetfunktionevna innebdr en begrinsning av hur arternas
evolution kan ske. Hur koswer en s8dan  begrdnsning  att
paAverka rovdjurets resp byte%dguveta mdJlighet att uppnd en
E587 Man kan tolka vissa utseenden hos fitnessetfunktionerna
som resultat av  en viss wmiljh, Dirmed gdr  det undersdka om
il she utseende paverkar midjgligheten ©ill ook "ldget’ av
EEG +ar samhdllet. En annan intressant fragestdllining Hr i
viliken grad den ekologisks stabiliteten i samhillet
paverkas av evolutionen. Kommer evolution hos predatorn att
destabilisera samhdllet? Hur paverkar bytesdjurets svolution
stabiliteten? S8ledes komwer dessa fragestdllningar att
undersikas. De gidller alla 2ttt savhdlle bestdende av  8n
predator  och ettt bytesdjur. Frégestdllningarna skrive i

punktform:
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PROBLEM 1: Hur paverkar utseendet hos fitnessetfunktionerna

arternas mbylighet att uppnd en EBBY

ROBLEM 2@ Kommer evalution hos predatorn resp avolution hos

bytesdjuret att paverka den skologiska stabiliteten?

Dessa  fragestdlliningar Kommer att  testas pd  en modell
publicerad av Bhaffer och Rosenzweig £1978% . Modellen ar en

gensraell representation av ett predator- bytesdjurssamnhdlle.



P e TN T i B i ML Sl ORI . T A o R ool

Modellen dr hidmtad fradn en artikel: "Homage to the Red Queen

I. Coevolution of Predators and their Victims." (Shaffors

Rosenzwaeig 1978). Den beskriver ett predator -—bytesdjurs
fdrhdllande. V (Victim) betecknar bytesdjurens tithet och P

(Predator) betecknar predatorns tdthet. Modellen skrivs:

dV/dthrC1“V/N)mPkV/{x+U3mVFV
1t
dP/dtﬁPﬁkV/Cx+V)~PdeFP.

Far modellen gidller att: fk-d > O oich XL K.

r  betechknar bytesdjurets tillvdixt per capita wid 1ég

tithet.

K representerar det maximala antalet bytesdjur vid fréanvaro

av predator (=bytesdjurens carrying capacity).

Uttrycket kV/(x+V) kallas predatorns funktionella respons
och  beskriver predationen. Predatorn bliv  "mdtt" dvs det
finns en maximal uttagsnivd8 av  byten per rovdjur néEr

bytesdjuren finns i Hverflid. Se fig 4.

k  representerar predatorns per capita wmaximala uttagsniva

av byten (se fig 1.
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Fig 1 Predatorns funkiionglla respons .

x  Hr en halveringskonstant Fér predationen (se fig 13. En
affaktiv predatoy  ger sttt ligt x  esdan etl brvbesd jur som
klarar sig bra wmot  predatorn ger ettt hidgh o 2. X ndverkas
s8ledes bhade v pradatorn ooh bytesdjuval.

f Hr rovdiurets per capita fLillvaxt per fangat byvte.

g  representerar pradetorns nettomortalifel.

Modellen har gdovikospunklen:



A
s ed A4 Sheeed ;
112

A
Pl yx B/ OBl M d-xd/ LRk 3T >,

AA '
Lingavissring  av Ol keing  (VaP) ger om Bk {i+x/Kid

matrisent

s E A A A
WL p AP OV L O
i {120
A A
PRlon s Cprddl £} o

Villhoret £y stabilitet Hr att Gz egesvidrden ligger i

vamster halvplan dve att e & £ 0, Deatts ger olikhetens

CRk--odd A Rkerdy 2 x/KW €13

wllar skvivalentd

M

VOB LAROR-RD . Cl4s

Grafiskh analys av wsodellens ealigt  fig 2 ger abtt villkoret
A
14y Hy ehkvivalent meed  att VO ligger Eill hidger oo
# . g e e g
maximivdedet V  pd  hurvan V=0, Fdr sn osera fullstindig
fasplansanalys hidnvisas i1l APPENDIX 2. D¥r 3+ Hven visatb
att  system Oy uppfyller villkoren snligd Kolsogorovs
teorem. Om dessas  willkor Br  uppfylids sEger Rolmogorovs
teoran  atit systeeet antingen har  en stabil  3Eovikbspunki

@ller en stabil lisit cyele. Dedb innebdr abbtr 13 Om olikbei

La42 dr upptylld 28 har sysbem (10 en stabil 1dunvikbspunkt,

e BREydiid 58 har system. (102 en

Twvdrr Fungerar bara bteoremet pd andra

&

stabil limit cyols

grdningens sysham. Rdvrmed  kan det intes anvindas ph
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fig 2 Grafisk analys av modallen.

avalubionsmodel leras nedan (May 19722,

s
Ui
[

Alla paramsbrar 1 modellen kan i princip Frvdndras urils e
avolutiondr tid. For att forenkla analysen antas att endast
fer ooh x gernosgdr esvolution. Den pvolutiondra variabeln
Blir sdledes gﬁﬂﬁv?axin et amtas  dven att svolutionen bara
sker hos en ark i taget. Detta antagsnde  Er rimligt  ur
himlogisk synvinkel eftersom det #r liten sannolikhet att
twd mutationsr sher vid sxakt sasmna tidpunkh (Btenseth pers
konsult?), Evolutionsn hos de  tv@d  arisrne kan  ased denna

modelltyvp anses shke LEmligen oberoends av varandra. DEeFOe



ok

foarlovar  wan @ i allmingiltighet i mAN  Separarar
problemsn.  Fitnssseblfunktionen biir med desss antagaﬂdaﬁ
mEy eyl Denne  delas g i twd  delars Pradatorng
Fitnessetfunktion NI187 ook bytesdijurets fitnessetfunktion
Xird. Dessa andvinds 1§ wodellen ndr vesp diur  genosgdr
evalution. antagandet att = organiem &3 sasbidigt  kan
pgphimers Flera bomponsnter 1 g leder ©111  FDigande villkor

Fir xURY orh xiris

BxiPIap » Oy apird/8v 4 0. £1%)
Far  #veigt dv  det svért att Forubss uisesandet hos
Fitrwasfunktiongrnag. RDEdrfior kommsr tagra  typfall att

studaras. Fdre rovdjuret  undersiiks kuvvorne  enligh Fig 3.

Pradatornsg Fitnessebfunktionsr tecknas?

50, X(B) - 2y (3 1

/

25. |

(43

. . . B
0. 0.75 1.5 2.25 3.

vy
al

fig 3 Predatorns fitnessetfunkbtioner. Pl=0l1s P2mi0)s o=l
PI=(3xy Ph=(43,

g
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fig 4 FitnesseatFfunktionasr.,

VMEa=C2dy

Bytesdijurats
WAS{32 s Vh=(47F,

R

o=y



Rurva V4d xymx -04ndr) 8 ={ripxl} 230
& P

Modellen utvidgas 1 enlighset med system (7)) Fir att beskriva

upptrddandst av mutanter i sambhdllet. De ubvidgads svstemen

Bliv av tredie ordnisgen. Oan ravdiuret uivecklass genomn att

paramstern f§ Féridndras under svolutiondry fid skrives med den
infidrda fitvessfunkbtionsns den utvidgade modellsn srlighs
AV /b= CL- WA PR/ (R ORIV -P BV /IR OB 1)
dP/db=PAkY S/ (DAY ~P L

AP Sdt=P B0 RV IR 2V P .,

VoodEr tdEtheten  fiy  bytesdjuret. P dr  tEtheten for den

ursprungliga ronved jursarhen ook P Hr tathetan Fopy
ravid jurs—mutantan.  De  bida predatorstyperna Kommsyey  att
konkurrera Cay byitesdiuran. Motswvarands modell prd p

byiesdiuren Br under witveckling blir:
AWV A dtet pd Do OV D SR F RV O O ey )
df/db=PabV/ I Or VeV 00 PRRV /O dr? 3+ 1P (253
AV A e L DT S AR PRV S SRV D,

-~

VoodEr den ursprunglicos bytesdijursartens  tithets V' &r
hytesdjurs-nutantens Ldthet ooch P dr predatorns  tdthet. I
detta Fallet blir de tvd bybesdjurstypsrna  konkurrenter om

den gemsnsamma vivin K (carevying capacity’.
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ESS som Funbktion avy Fitnpssfunkitionsrna.

a. ESS fior Pradatorn

e A A
Systewn (243 har &n R wmatris i Jénvikispunkien (Ve P03 som
anligt (&) blir:

Ei)

oo ‘,i‘ e
QESJBP’iW‘ﬁﬂ.} i punkten (VP2

datta gsr:

R

*

&Y A I
{Uiﬁ’)+ﬁ8$P'KaP’(UE@’?W?F’€U¥5’} LEh)

R matrigen blir @y mskaliy soun &v Tiks mad Plag

A A
reproduiktionshastighet i Jdavikbspunkten Ve 13 . Villkoretb

A
Fop att B Hr s EBE blir direed?

A
FP'£Vaﬁ’} LR 272

. Fi3
FHr alla B i en liten omgivining till R

Froblemat b raducerats till att galla artens

nettoreproduktions hastighst. Dannag Hra P typen Py
N
defintionsmissigt noll  wvid g8ovikigliget dvs %P{Vqﬁbxﬂu
A
BErESr Finner man ettt ESS viErde # fFir P genom att maximars

raproduktions hastigheten med avseends pa  den evolutiondra

variabeln B madan wman  kaller mamhillet pé @ Fix

Bmviktspunkt. Firvutsittningen fiv atlt arten ska kKunna u k]
J PR



an B8 Hr sdlgdes atl det ewxigterar sbt maximuanm foe Fpiﬁjgb
meed  avsesnde pd g, 1L APPENDIX da Finns  en analvs  av

repraduktions hastighetens  wdplighet L3111 maxime Fév  de
olika kurvformerna pd Fitosssebfunkiionsn xIA. Det visar
sig att kuvvoarna  (FL) och (P4 sahknar  wmaximum inom £ .
8
Davemnt Finng det sttt maxiaum  FHar kurvoraa (F2Y 0 ook (P33,

Maximivdrdet dv Fir kurvan (P22 enligt (A1.3) lika wmeds
A
Rrad/ Dhia-121. {282

Kurvan (P32 har enligt {(81.4F ettt marimun FHed

» , 148
B=g - iﬂﬁj»ma;aa . 9D

Sammanfatining: Predatorns  reproduktions hastighet har ett

maxinum inowm O di Fitnessetfunkbionen £0loer sambandsn (P2
poh (P33, REremot sakaas maxiom  L0om ﬂ1 foiy sambanden (P11
{3

poh (P4, Det isonebdr att arten kan uppnd g ESHE inom 93 Fidr
f
kurvorna (P2 ook (PR3 medan EBS  vEvdet ligger pd randen av

£ Fdr kurvorna (Pl ooh (P4,
i

b. ESS fiy Byitesdiurst

Systew (252 bhay en R matveis som | enlighst wmed predatorns
AN
matrig blir lika oed F%,LV§PEP'} dws Vs reprodukbions
H

hagtighet. Yillkorat Fér att finna en ESE  F&r byvissdjuret

Rliv dven har exigtensen av ettt maxinum  FfHr reproduktions

hastigheten inowm & . L APPENDIX 1b finns en analyvs  av
-

AA
Fv{UaP$r}35 midjiigheter €111 maximum aed avseende pd  r Fir

de olika hurvformerns p8 x0v3. Kurvan (Y13} sakmnar madiaum



inom © . De dvriga Murvorna (Y2)s (V3R ooh (WA har diregot
" .

ett maximum. Maximivdedet FBr kurvan (V23 dv  enligt £al.79
lika wmed:?

A . . S ‘ . 2 1/2

rEph e —0F RN Felp ity =0 D02 37 302

0 £l ¥ £ R

dEdr:

ngCﬁkwd}fiiﬁkxm)u

Kuprvan (Y31 har enligt (A1.8) maximivErdsaii

Fat
Pzﬁkxg!ﬂﬂﬁﬁﬁkwdEE“ CE

Kuprvan (Y46 har esnligt (A1.9) maximivErdshb:

A
rzexptxﬂfc+df(bhkw1]n CREy

Byoomadjurets reproduokiions mastighet har

maximum p8 randan a8v d& Fitnessetfunkbionen §Filjar
-

sambandet (V1. Fér de bvriga sanbandesn (Vi) (Y32 och M5
ligger maximat indo ﬁv" et innehdr att avien kKan uppnd a8n
ESS  inom ﬁr F5r de btre senare kurvarna  aeedan BESS  virdet
ligger pa randen av Qv FHr den Firsta Rurvan.
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fod Analve ayv PROBLEM 21 s

mvolotionsns piverkan pd den ekologiska stabiliteten

Den  ekologishe stabiliteten hos system 10  bestins  av
olikhet (13, D& predatorn ubtvecklas cenom ake # Shar skrivs

alibkhetens

(Rk-dd A ERkRd Y € O /K (337

dar gnligth C45 IJu/BR » 0. Vidare galler enligh

Fhirutsdttningarne f5r modsllen ati:

k- > 0 oeh Bo» x{f:

Dat medfir  att VL vixer med 8 €111 sitd max vdrde som Sp
lika wmed ett. Efterson HL £ 1 méste det fimnas B virden fir
villka olikhet (330 =5 gdilievr. Det innebiEr att svolution hos
pradatorns i Darametan kan destabilisers systensts

Jamviktepunkt.

Vid evolution hos bytesdiuvet genonm dhnivg av pavamstern

shvrive olikbhet (432:

CRE-dd 3 /T Rkredy o nipi/K L340

Bar enligt (133 Sxird/8r 4 0. VL. paverkas g1 av o medan HL
minskar med dkande v. 23 lunda kan evolubtion hos bytesdjurats

v oparameter destabillisers J¥svikbtspunkien.

gamuanfatining: Blde evolution hos predatorns f  parvametenr




a1

ooh bytesdijurets r parameter han plverks systemn (102 s8 att

dess jamvikbtspunkt blir instabil. Dat instabila fallet bliv

hEp en  stabil limit eyele eftersom  system (103 uppfyller

villkoren enligd Kolmogorovs sats (se APPENDIX 2.



Fidr att  testa resulitaten av analvsen samt illustrera det
dynamisha beteendet hos msodellsrna har dessa sinulerats.
Simuleringarma dr pd  intet satt fullstdndigs oeoh hidr
redovisas endast ndgra fypfall. Simulsvingarna d¢ giorda pd
en dator (PDP 4% ooh VAXD med grafisk wtrustning. Programmen

(e APPEMDIX 32 dv shriviae i SIMNON (Elmgvist 19753,

Fa1 Den ursprungliga modell

T A=

3
[
fre
iy

I fig 3 wvisas ettt fasplan av  modell (4. Parametsrvirdena

Ars or=3els K=2R0y k=3 walEe B=l.4e d=0.8 . Dessa qer
A A

Jamviktspunkten My PI=(b4 B R2.30 ., Fasplansanalvsen i

APPENDIX 2 ger sed dessa viEvden insatta 1 (A 2,773
5.09 » 4.

£H Z.7igers

(4 2.7 oeh f& .95 d@y uppfyllda vilket ger ettt stabilt
foous. Vid simulavingarna  av €10y har alla stabila

Jamvikipunkter varit stabila foocus =2lisr noder.



Fig % Fasplan pd en  stabil JEmvikispunt FOT Bhaffer och
Rosenzweigs medell M.

Mad samma maramet@rumpﬁéttning som ovan dtom  K=ES uppfylls

iba (A 2.9y, A RFr biird

(4 2.100 blirs

(.36 » 0.48.

Ch 2.7y ooh (A 2.A0F dr uppfylida villkat ger wtt instabilt
fmeus. Fig 6 wvisavr elt Fasplan av sysbamaei. Petta #Hr eti
instablt Ffocus ooslutet  av &R stabhil limit ovele, Alla
simulerads instabiia jamviktspunkter har hatt stabila

oyhlsr.
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o " 2.8 ' 25. 37.5 50,

Fig & Fasplan pd en (lokalty instabil Jamvilktspunkt For
wmodall 107,

Modall £24)  med tvd predatorer oot ettt bytesdour  Hre
simdlerad  med paramstrarnas  r=ds Wedlly R=(Ey R CR3 g
*mxitrs B ooh B varigrars d=0.8. Hir visas endast

simuleringar med Fitnessetfunktionen P3:

=L (A~ 33/70R-8 +00

£ ] il
didr: HomGy B o= 0y (={1.5,
O a

A
Desga vivden ingatts 1 (28 ger ettt FSE virde pad Bif=l 4%,



Fig 7 wvisar en simtlering med  de ovan  givng vEvrdena (paé
paramngt rarna med g=1.4 ooh B'=1,4% . Mutanten "sldpps in"‘ii
ettt skologiskt =stabilt samhdlle. Av  fig ¥ fFramgarv  det att
mutanten P! som har @bt higrs virde p& g lyckas konkurrara
wt ursprungstypen P. L Fig 8 gdller samma Frivrhallanden som i
fig 7 wtom att f=1.4% ooh gl=l.B. Hidr  lyckas inte mutanten
invaders samhillet trots att  den har stt higre §' virde.
Resuyltatet 4 Fig 7 ook fig 8 antyder eit ESH virde |

nidrheten av fB=1.43.

tithet
24, .
20. |
(2) (3)

16. |
12, 4

8.

4 (1) (1)

G- (3) w .

Q. i t.5E3 : 3.E3 ’ 4, SE3 v a,Esltld

Fig 7 Simulering av  modell (24). @=1.4s §'=1.45, V=01l
Pa B3y PrmO3d.



tidthet
24._ |
20. |
(2> (2)
16, | -
12, |
8.
4. (1> (13
c. (3) : : : : - : . tid
0. 1.5E3 3.E3 4_.5E3 6.E3

fig & Simulering av  wodell (243, g=1.4% f'=1.%s V=013,
Pea (23 P ={3).

Modell (23) med €vd bytesdjur ooh sn  predator v sioulsrad
mad  paramebrarns: v oooch v varierars Ke=28, =By xmxlrds
x'ENOe e pe0u%s deth B, Hir  visas endast  sisuleringar med

fitnessaetfunktionsn VI
Eter UYL S S
i

eladrs Ho=mEhy v ombha (=3,
0

ol

A
Nessa virden insatia 1 (30! ger stt ESS  virde pd rir=3.51.

Fig % vigar en simulering med de givoa parametrarna och med
r=2.4 ook ¢ =308, Mutanten V' med det stérre o virdet kan
konkurrera ut ursprungstypen V. Fig -0 visar samma samhd]le
meEn -med re3.5 och r'=3.46.  HEr lyckas ints sutanten invadera

samhdllet. Detia tyvoder p8 ettt ESE virde i ndrbhetsn av r=3.5.
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20.
16. |
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12.
8-.
4'J
(1) )
a. : - r , - y v bid
0. S00. .23 {.5E3 2.E3
fig 9@ Simuleringar av  modell 232, Pl by pl=3.Bs Wil
WMim (s P=l33.
24fathet
20. |
16. |
(3) (3)
12. ]
(1) (1)
8--
4.
R (2) _
o ' 500. " 1.E3 1,563 " 2.E3 tid
Fig 10 Simuleringar av el l (283, re=d By rlmF by Y=01)

T=m{Ryy P=LE).



Samtliga Fitnessstfunktionsrs Pi...P4%  ooch VieaaV4s har
simtierats. Resultaten visar pd god Sverensstdmmeless mellan

analyvs ook simuleringar.



Predatorns  wojlighet att upprnd ESE  beror pd  hur snabbt
Fitnessetfunkbionen x4R?  vixer. Om x(fY  vixer billrdchkligt
srabbt 1 @bt owrdde  bir det existera en  £88 ddr. Debt ar
avadrare att g en Lollkning av bytesdjursts midlighet till
ESH, DEv uppnds ES8 FHr vEldigt olika kurviyper. D yee bidr

bvtesd juret ha stor sannolikhat att uppnd EBS.

Det viktigaste resultatet man uppndr  aed dessa @xsmmpel Hr
att fitnessetfunktionenrnas uisesnds har Detydslse Fir
miEyligheten att upprd ES8. Man bar emellsrtid obssrvera att
de provade funktionssanbanden langt ifran representerar alla
tEnkbara wdjlighater ubte 1 naturen. Det bir dven papekas atl
de hir redovisade grinservna For Qﬁ TEHPD ﬂ‘ Hr godbyokligh
matta. bDet kan binkas  att biologiska grinsey i naturen
gtesiuter flera av ESE virdena. Resultatet dr  berosnde av
att fitpesssetfunktinnerna v kontinuerliga. Om dessa shkulle
ha att Ybrusigt! ubtsesends sller gira sprang 58 giller inte
det hidr giorda analysen. Det  verkar dook biologiskt rimiigt
att anta kontinuerliiga Fitnessat funktionar.

Evolutionen paverkay den ekologiska stabiliteten, Bade en

Frir effektiv predator eller ettt bytesdjur  som vawer Fiér

srnabbh kan shidlipa  den skologiska stablliteten. Det
instabila Fallet han essmellertid hetraktas sowm stabilt

(hiologiskt =mettl) eftersomn det dr en limit pyole. Periodishka
syEngningar i populationsarnas storliekar ¥3r inte ovanliga ute
i matyren.  Om svdngningarna blir  fidre stora v dock riaken

ator att ndgon avy arberns didr ut ndr dess antal Br vid sitt



ldgsta virde. Speciellit Skar risken fér kollaps av

on ongivningen shdrs hrafbigt.

&0

gamnhd ] lat
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APPENDIX 1 Maxima fOr bytesdjurets resp predatorns reproduktions-

hastighet.

a Eredatorn
(10) ger

.BKV

P X +V

- d (A1.1)

da man studerar evolution hos predatorn gidller att x=yx(B) viiket

ger
o kv _oskv oy

3B XtV (x+V)?% 3B

f_ har extremvdrde dd afp =0 e 22X o XMV
P T B B

jamviktsvirdet § (fran(11)) insittes

9x . . xk
A (A1.2)

De fyra olika sambanden for x(B) insittes i (A1.2).

Kurva P1: (16) insatt i (A1.1) ger

dvs £p dr konstant f6r» alla B.

o

Kurva P2: (17) ger yx = CB Lo > 1. Q. ={g:8 > 0}

9X Ly no=1
38 =Cap




4y

~_ _ad
B_ k(a—1) (A1-3)
~ ~
a > 1 = g > 0 dvs B E QB :
Kurva P3: (18) ger x :-%%E%:%ﬂﬁ ’BQ > QB = {B:0<B<By-C}
3x - Exao i
B8 (8-87+C)
(A1.2) ger
Cxp | _ xo(B=8)k o, B = Bo+/CEp-Ca/k
(B-Bg+C) (R-Bp+CI(Bk-4A)

Det gdller att Bk-d=>0 = B>d/k och By>By~C>B>d/k = Cpy-Cd/k=>0
dvs 1l8sningarna dr alltid reella.

e 30+JMSBO>BO—CA dvs den ligger utanfdr QS}
Didremot g&ller att 18sningen B_= Bg-VY <8,-C eftersom d/k<gy-C =
»  J/C(By-d/k)>C. Vidare gdller att v <p, da C<g, = E;;BO—/”“>0.
Det dr ddrmed visat att 1l8sningen:

8 = go-/CRy-Cd7K (A1.4)
ligger i 0

N
LOsningen B

.
Kurva Pu: (13) ger x = xo - & sBg > C/xg R4 = {B:8> 0}
B+Bg

3 C
3  (B+By)7
(Al.2) ger
C ~-C/(B+ 3 A _
(Brgg)7 - (xa kag Bp)) e B = C/xg=Bp * V(C/xo-Bg-d/K)C/xp

Eftersom By>C/xg sd gdller att C/xg-Bg-d/k<Bp-Bg-d/k=-d/k<0.

Det innebdr att inga rStter &dr reella.
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b bytesdijuret

(10) ger
_ _ . kP .
fv— r(1-V/K) T (AL1.5) :
dar y = x(r) afv
liksom f&r predatorn studeras 55— = 0
af
V4o kP 3x
3 T 1-V/K + (x+V) oar
if_y_ =0 9X - —(1—V/K)M
3y ar kP
A A
V,P fran (11) insittes
X - - __xBk
ar r(Bk-d) (AL.6)

De fyra olika sambanden f&r x(r) insdttes i (Al.6).

Kurva V1: (20) insatt i (AL.5) ger

£.= (1- Cd

v rK(gk~dy 7 (7T

dvs EV = 0 f6r alla r.

Kurva V2: (21) ger X = Xot rgro sClyp < 1y QP = {r:0<r<ry}

x - - __C

ar (r-rp)?

(Al.6) ger

- cC - _ (XQ"‘C/(I”“"I’[]))B]{ : N _ C/ +|/ . C/ ) C/2 .
(r=rg)Z ~ r(gk-d) = T = utrgmC/2x eV u (uk2rg—C/x )+ (C/2xg)
" . C(Bk-dJ

ddr = §EE§E—~

C/Xp<rp = reella l¥sningar.

Ldsningen %+:u+r0 -C/2xg+7/  >v, efterson V(C/2xg)2+y dir vy>0.

Lésningen T_= +rg-C/2xo-v  <ry eftersom ry>C/x, = vV >y.

Det gdller dven att v  =/{y+r;~C/2%xg)24rg(C/xg-Tg) dé&r ro(C/xg-ry)<0 =
= ¥V <ytry-C/2x, = ?_ > 0.

Det dr didrmed visat att 1l&sningen:

B = yirg-Cl2xe - WYFIT,SCI )T (CT7xg)Z  (A1.7)

. C(Bk-d)
28kx g

ligger 1 QP.

ddr
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Kurva V3: (22) ger x = xg-Cr 2, = {r:0<r<xy/C}

9X - .

v - C

(A1.6) ger

_ (xg=Cr)gk — A Bkx

LA = 2A0
r(gk-d) TS C2Rk-d)
8 8kxp Bkxa -
Det gdller att C(2pk=d) “togk © xp/C och Bk-=d>0= r>0.
Det dr dérmed visat att ldsningen:

& _ Bkxp
C(2k-d)

ligger i ﬂr.

-C =

(A1.8)

Kurva Vi: (23) ger x = x,-Cen(r) o {r:r>0}

X _ _
BI“’ = C/I"

(Al.6) ger
- _ _ (xp-Cin(r))igk A )

Clr = = Sk — = 1 = exp(xe/C+d/Bk-1) (A1.9)
Denna 18sning dr alltid positiv dvs den ligger i 9,
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APPENDIX 2 Stabilitetsanalys av Shaffer och Rosenzweigs modell (10),

a fasplansanalys

(12) ger _
— A A A

tr Q = V(-r/K+P/(x+V)?2) (A2.1)
-— A OA lad

det Q = (VkPka)/(X+V)2. (AZ.2)

N A
Ekvationssystem (10) har ett focus i (V,P) om

(tr Q)2/4 < det Q (A2.3)
och en nod i (V,P) om
(tr Q)2/4 > det Q (A2.4)

(Formelsamling i Reglerteknik 1977).

Detta focus eller denna nod dr asymtotiskt stabil om

tr Q < 0 (A2.5)
och instabil om
tr Q > 0 ‘ (A2.58)

(Formelsamling 1 Reglerteknik 1977).

A _
(V,%) fran (11) insdttes i dessa olikheter. Detta ger:
(10) har ett focus om

Gkpy Bk-d _ X(Bktdy x Blk+dy _
SEXETE - 10w FEEDRETD - 215 1 (A2.7)

(10) har en nod om

Ay Bkod X(Birdy x Bkidy _
SRESE - 1710+ FEEDHEEED - 23 (A2.8)

(10) &r asymptotiskt stabilt om

Bk—d X
8k+d < K . (A2.9)

(10) &dr instabilt om

Bk-d . x
Bk+d K

(A2.10)
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b Kelmogorovs teorem

Man testar systemet pa ett antal villkor (9 st). Om samtliga villkor

dr uppfyllda sdger teoremet: a) Jdmviktspunkten dr ett stabilt focus
eller en stabil nod. b) Jémviktspunkten &r ett instabilt feéuséomsluten
av en stabil limit cycle. (Minorsky 1962). Om villkoren &r uppfyllda

kan man kontrollera om a) eller b) gdller genom att anvidnda Lyapuﬁovs
sats. Teoremet gdller bara fOr 2:a ordningens system.(May 1973).
Teoremet fdrutsdtter att systemet dr skrivet pd formen:

dv

at =V fV(V,P)
dp _
I - P fP(V,P).
(10) ger
fV = r(1-V/K) - E%v
X (A2.11)
_ BkV _
fP - x+V d

De 8 villkoren testas pad (A2.11) (May 1973):

. af

. v oo _ Kk
(l) -5—}3- = X+V < 0

af of
.. v V _ =Vr(x+V)2-KkP
(11) VQVW * PBP N K{x+V)?Z <l
pr
(1ii) O 0 (ska vara < 0 enl teoremet)
" af of

. P P _ VBky |
(iv) VBVm +P8P = VY2 0
(v) fV(U,O) = r > D
(vi) £40,A) = 0 fov A = %ﬁ > 0
(wvidi) fV(B,U) = 0 f6r B = K > 0

... d

= s ol _X_._

(viii) fP(C,O) 0 f6r C Fik-d > 0

. ad ~ A

= = =

(ix) B=K>C¢C gﬁ:a V ty K>V

Samtliga villkor dr uppfyllda utom (iii). Teoremet giller dock med
det (svagare) villkoret ovan. I APPENDIX § finns ett bevis f8r detta

skrivet av Bengt Martenson matematiska inst LTH.

r
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APPENDIX 3 Simuleringsprogrammen

a modell (10)
continuous system shaffer
state v p
der dv dp
dv=vird (1-v/Ki-prkillav/ (xbv)
dp=pabhakill¥v/ (dvi—-ped
vilo
peio
riZ.S
320
killaz
el
bil.4
.8
and

b modell (24)

continuous system @8sp

state v p g

devr dv dp dg

initial )
xb=if pos)0 then xO3%{b—bO3)/(b-bOZ+o3) 2las xO4-cd/ (B+rhod) )
veb=1if pos:O Lthen KO3% (ab-b033 / (ab~bO3+c3) else x04-cd/(=2b+b04>
output

dvmv*v*(1*v/k)mp*kil1*v!(xb+v)~g*kill*v/ixeb+v>
dp=p*brkill¥v/ OGih+vi—-p*d

dg=g#eb*killsv/ (xeb+vi-ged

vilO

pric

giin

rEl

ka0

kill:3

b1

sl

ds.g

¥3: 7

noZsZ.5



¢ modell (25)

oontinuous systen assv

state v p

der dv dp df

time k

initial

¥r=if pos)d then x24+02/ (v-r2) else x4-cdxlNOr
#er=if pos) then xx2+c2/(er-r2) else xd—~cd*lNisr)
output

dvm=yEpE (= (v+F3/KkIi~-prkillav/ (urtveE)
dfsfeors{(i-(v+Fi3/kI~axkilisf/ (xar+v+F)
dp=prbakillsv/ (xveviFirpahtkill#F/ (xertv+§i-pid
vilo

Frio

piin

r:3

erid

We2s

Kill:3

B3 .5

ds.g

x23124

r2ih

g AN

w115

eds S

posai

2l

50



APPENDIX 4

Ett bevis fér Kolmogoroffs sats om predator-bytes—ekvationer

Bengt MArtensson
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Ett bevis for Kolmogmroffs gats om predator-byites-ekvationer

Samanfattning

2

Ett bevis for Kolmogoroffs sats om predator-bytes-ekvationer ges. Av‘be%iset
fodjer att satsen dr giliig dven om sjilvbegrinsning pd vredatorn saknas.

Detta &r fallet 1 minga modeller.

Formulering

Den generaliserade predator-hybes-ekvationen formuleras pd foljande s#tt:

iH

Ky (W) 40,) N,

5dN1/dt
aN,/dt = K, (1\r1 ,1312)-1\72

(=)

dday N, och N, #r populationerna av bytesdjur resp predator. I&% 4/4S

1 2

beteckna derivation m & p riktningen given av (N1,N2). K1 och K2 antages

01—funktioner, pd vilka vi l8gger nedanstdende villkor:

11 DY, D <o

11, ka./ag <

I, &k, {00) » o
IV, Det finns ett A >0 sddant att K, (0,4) = 0.

V, Det finns ett B >0 sidant att K, (B,0) = 0.

112 E) éfré\ /JBS :?i f}
III, Det fimns ettt C> 0 sddant att KZQO,O) = 0

.
I1,2 C «<B

Hér krédvs att 111111,121112ﬂ gdller i omrddetd N1:>0, N2> O.

Fotnot 1

Satsen #dr ursprunzligen formulerad bara i fallet Fbkﬁmjbﬁ%\<:®¢
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Under dessa forutsidttningar har (x) antingen en (entydig) stabil jamvikts-

punkt, eller en (eller flera) stabil (-a) periodisk (~a)-1tsning (-ar).

Bevis
Vi noterar att II, (IIE) medfsT att det finns exakt en kurva K, = O

(K2 = 0), Vidare, 11 medfsr att K1 = 0 definierar en funkiion frin N1

t1ill Nz. Hérav foljer att linjen K1 = 0 médste firena A och B, Villkor 11’2

ger att denna linjen och linjen K2 = 0 korsa® varandea 1 en punkt 7;
I1~II1,IQ-II2 garanterar vidare sttt detts dr deras enda skirningspunkt,
Av detta sluter vi att fasplanet prineipiellt ser ut sem i fig 1. Vi
observerer att de enda singuldra punkterna &r 0, B och Z., Man ser

omedelbart att O och B Hr instabila.

Hirndst viesar vi att varje losning till (%) kommer att stanna inom en
begridnsed delmingd av N1,N2—pianet. (Denne. aspekt #r mteldmnad i originals
artikeln (1)!) Det fremgir av fig 1 att det dr tillrdckligt att visa detta

i omrdde I. Betrakta ldsningskurvan L, startande i en godiyecklig punkt

i omréde I? Eftersom en tiivial kontroll viear att losnirngar som férldper
léngs koordinataxlarna #dr begrinsade kan vi anta att L inte startar pd linjen

N, = 0, Det 8r vidare ingen restriktion att anta att L-inte hellégr startar

2
jol:) K1 = 0. Slutligen antar vi att I inte slutar i punkten Z; i s& fall &r

vi redan klara, Eftersam X, <0 och K1/B N,<0 s& miste

sup K, = ~Ch<0, D& dN1/ﬁt.= K, W, < ~%C, 53 méste L skiras linjen
LT
K, = 0 efter en #ndlig tide vilket visar att varje loening till (%) dr

begrinsad.
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I8t J beteckna funktionalmatrisen ... till systemet (), dir derivatorna
tas 1 punkten Z. Vi noterar ail

det § = N, N, detl:grad K,y grad sz >0
dér den sista olikheten foljer fridn det faktum att I,-11,, I,=II, medfﬁi

-

att {grad K,y grad KE) ar ett positivt orienterat par av vektorer.
Eftersom hi)z= det J féljer det nu att egenvirdens antingen &dr reella med
samma tecken, eller komplexkonjugerade. 7 Hr sdledes antingen en nod eller

ett fokus,

Vi kan nu skilja mellan tvad fall., L&t I beteckna en godtycklig lésning till
()1

i) L ndrmer sig % som en stabil nod eller et gdsbilt fokus.

41) T ndrmar sig inte %. I detta fall féljer det av Poincaré-Bendixsons
gats att T kommer att nidrma sig en stabil periodisk lésning. Denna behdver

inte nddvindigtvis vara entydig,

Referens:

(1) A. N. Kolmogoroff: On Volterras theory of the struggle for existence.
Ktergiven pid engelska i

Lecture notes in Biomathematics nr 22: The golden age of Theoretical Ecology:

192%-1940, Springer Verlag, Berlin 1978,



