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FORORD

Foreliggande examensarbete dr avsett att ge en introduktion till
nagra av de tankar som ligger bakom Adaptiva Regulatorer och
Adaptiva Regulatorstrukturer. Syftet &r att ge en Overblick over

nagra angreppssdtt inom omradet.

Ordet adaptiv betyder anpassbar till rédande forhallanden, vilket
dven kan sdgas kdnneteckna foreliggande arbete - atminstone de
partier som behandlar modellreferensmetoden, som det dr svart att
karakterisera och finna en definition p&. Floran inom detta om-
ridde dr rik och bitvis kaotisk. Hér har valts nigra angreppssdtt
for ett schema med ett antal regulatorer. Metoderna pa senare ar
att framtaga adaptionsslingen har baserats pa stabilitetsteori,
Har har valts Lyapunovteori som det huvudsakliga hj&lpmedlet.

En adaptiv regulator utan ndrvaro av en referensmodell analy=-
seras och forsck gors till forbattringar. En oversikt ges darvid

over de metoder som #r tillampbara.

Jag vill hdr tacka min handledare, professor Karl Johan Astrom
som foreslog problemstdllningar och bistod med viardefull vagled=-
ning under arbetets ging.

Ett tack dven till den del av institutionens personal som hjalpt

mig pa ett eller annat sdtt.
Lund juni 1980
Pdr Wennstad



- iii -

INNEHALL

FORORD

1.

2. KAN PARAMETERFEL ELIMINERAS MED EN ENKEL PROPORTIONELL

INLEDNING

REGULATOR. ?

3.

be

ANALYS AV EN ENKEL ADAPTIV REGULATOR
Approximativ analytisk undersckning
Stabilitet

Stationaritet

Linearisering

Den olinjdra delen

Forbdattringar av regulatorn

System med monotona stegsvar
Sammanfattning
MODELLREFERENSMETODEN

MIT=-regeln

Lyapunov’s stabilitetsteori

Syntes med hjalp av Lyapunovieori
Inskrdankningar for Lyapunovteorin

MRAS for godtyckligt poloverskott med initiala fel i

forstarkningen

MRAS for godtyckligt poloverskott med initiala fel i
savil forstidrkning som overfdringsfunktion
MRAS for poldverskott lika med ett for system av

godtyckligt ordningstal

REFERENSER

ii

18
19
21
32
35
36
41
48
53
o4
57
58
61
63

7

79

83
87



1  INLEDNING

System underkastade reglering ar ofta utsatta for parameterznd=-
ringar. Existensen av detta problem #r anledningen till utveck=-
landet av adaptiva reglersystem. I en adaptiv regulator gor man
forsck att kontinuerligt folja variationerna i processens para-
metrar samt att fordndra regulatorns parametrar sa att dem an-

passas till riddande fdrhallanden.

Adaptiv reglering ar ett av de mest intressanta begreppen inom
den moderna reglertekniken, Syftet med denna reglering a#r att
kunna styra en process utan nagra krav pa forhandskannedom om
processens dynamik.

Att systemets parametrar dndras har sin grund i en tidsvaria-
bel omgivning. D& antingen 1 form av en anldggning med varieran-
de parametrar, skilda referens- och insignaler eller storningar.
Denna omgivning skulle i sin tur omdjliggdra varje forsdk till
en effektiv och rationell produktion, om mojligheter till kom=-
pensativ styrning eller reglering sakmades. For industriellt bruk
far man ndja sig med relativt forenklade metoder som @ndi i all-
ménhet kridver tillgang till en processdators rdéknekapacitet.

Eftersom @ndringarna, onskade eller ej, inte dr fullsté@ndigt
forutsdgbara sa dr det darfor inte tillrdckligt med en pa forhand
bestamd tidsvariabel regulator. En mdjlighet dr att anvidnda pre=-
diktion som en tdnkt midtning och ddrefter astadkomma reglering,
Hdrvid utrustas processdatorn med en matematisk modell av den
intressanta delen av processen. Denna modell har i sin tur kon-
stanta parametrar alternativt parametrar som kontinuerligt upp-
dateras - man erhaller en adaptiv modell, som kontinuerligt an=-
passar sig till den verkliga processens dynamik.

Den vanligaste tekniken, i samband med prediktion, &r di Ater-
koppling - man aterfdr uppmatta avvikelser fran Snskade vdrden
fran processen till styrdonen. I en dator kan stuktur och parame-
terantal vidljas godtyckligt., Problemet dr da att vdlja sina regu-
latorparametrar - ett olampligt val kan orsaka sjdlvsvingning.
Valet av parametrarna #r beroende av den reglerade processens

egenskaper men dven av vilket matt pa reglergodheten som vdljes.



Eftersom samtidigt en s k parameteruppskattare maste ha tillgang
till processens in- och utsignaler over ett visst tidsintervall,
erhdlls processparametrarna med en viss tidsfordrdjning. Dylika
system kan ddrfor ha svarigheter om processen kidnnetecknas av

snabba variationer. Adaption kombineras darfor ofta med parame-

terstyrning (gain scheduling).

Inledningsvis ges med ett par exempel en introduktion till adap-
tiva reglersystem. Dessa kan sdgas kd@nnetecknas av den aktuella
styrlagens variabla koefficienter. Detta visar sig vara en forut-
sittning for att fi systemet att fungera pa ett mer tillfreds-
stdllande s&tt. Diskussionen i avdelning 2 &r avsedd att belysa
behovet av adaptiv reglering. Inneborden av denna #r i grunden
enkel medan det &r dess tilldmpbarhet som far sdgas vara komplex.
Exemplen vill saledes visa att det finns en potentiell m&jlighet
till forbattring av system genom adaptiv reglering av dess system=-
parametrar.

I avdelning 3 ges en analys av en adaptiv regulator samt forsdk
till att forbdttra denna genom anvdndande av enkla filter. En
Sversikt over vilka metoder som finns att tillga ges parallellt
med analysen. En allvarlig begrénsning visar sig det faktum vara
att systemet ej liter sig underkastas linjdrisering.

I avdelning 4 knyter vi an till den inledande diskussionen i
avdelning 2, Vi anvinder hdr framforallt Lyapunovteori for di-
mensionering av ett adaptivt system: Modell Referens Adaptiva
System (MRAS). Metodens frimsta fordel dr dess garanti for sta-
bilitet. I exemplen vill visas hur man principiellt konstruerar
sin regulator. I tilldmpningarna nodgas man komplettera sina teo-
retiska beridkningar med exempelvis simulering for att uppna ett

suboptimalt resultat.




2 KAN PARAMETERFEL ELIMINERAS MED EN ENKEL PROPORTIONELL
REGULATOR ?

Nedanstaende tva exempel bygger pd en s k modellreferensmetod,
med vars hjdlp vi ska besvara denna fraga och samtidigt fora en
diskussion kring den,

Modellreferens : det onskade uppforandet eller svaret kan erhdllas
med hjdlp av ett externt konstruerat system eller exempelvis en
fysikalisk modell varvid skillnaden mellan modellsveret och sys-
temets svar anviandes som en parameterjusterande signal.

Modellreferensen &r en del av reglersystemet, vilket vi ater-
kommer till i avdelning 4. Nedanstdende &r avsett som en inledan-
de diskussion.

Tva typfall kommer att behandlas - med variationer i systemetis
(processens) tidskonstant och variationer i dess fdorstdrkning.
For enkelhet och klarhet har har valts en strikt uppdelning
utan att problemstdllningen gir forlorad. Exemplet med variabel
forstdrkning ar enklast varfor vi inleder med detta.

Som komplettering till detta teoriavsnitt redovisas dven diverse

simuleringar av systemen.

EXEMPEL 2:1
,IT' ©
S+1
oA — NIEA
A e |2

Fig. 2.1 MRAS med variabel forstdrkning.




I figur 2:1 ges blockschemat for det betraktade systemet och dess
referensmodell. Systemet har en variabel forstdrkning K0 som
varierar pd ett, tills vidare, ej specificerat sidtt. Styrsignalen
v paverkar savil processen som modellen. Med ledning av felet

e skall parametern K, som dr en med systemet forsedd serieregu-
lator med variabel forstirkning, ska #ndras s& att felet konver-
gerar mot noll och systemet bli stabilt. Det ska hidrvid gdlla att
produkten KKo ska konvergera mot ett.

Vi ansdtter, inledningsvis, regulatorn
dK |
ae - %€
ddr (X &r en konstant fOr kontroll av dess (férmodade) begrins-

ning och otillrdcklighet,
Ur figur 2:1 erhilles

rclu

JT::"LL +171
1 dv

P -’U’-&-KKa{yi
{ € = U-O

vilket ger felekvationen

4% +¢ = 0 (L-KK,)

For ett steg som insignal

med
Lt ,X>o

062) = 0, X<0

och

g >0

o




erhilles for detta linjdra system

ele) = G600 [L-wK J(1-8)

Vi betraktar nu de olika m5jligheterna for t>0:

* ko>0 J Kko<1. =>2()>0

X >0 =K SRal =p¢ Minskar
x <0 =t K minskar = ¢ Skar

® Uo>0 KK,>L = e(£)<0
Att observera dr att tecknet pa e hidr bibehalles.

Fallen med Ko<’0 behandlas analogt och vi finner att vid ett

positivt steg som insignal bor vi vdlja

e Om K,>0 : x>0

* Om Yy,<0 X < ()

D& det stdlls krav dven pa konvergenshastigheten, vilket oftast &r
fallet, miste Zdven den (relativa) storleken pa Ko vara kénd.

Vid andra insignaler, exempelvis ett negativt steg, sd far K
vdljas annorlunda till sitt tecken och mer generellt dven till sitt
belopp. Tydligen &r o« beroende av insignalen och av KO och da
speciellt om denna senare dndras stegvis eller kontinuerligt.

Saledes &r styrlagen, den enkla proportionella regulatorn,
otillricklig redan for steg med olika tecken som insignal. Para-
meterfel kan alltsd inte elimineras med en enkel proportionell
regulator, |

Med hjdlp av ovanstiende resonemang inses att en batire regulator

dn den enkla proportionella &r




dK

ddr dar en konstant. Denna konstant ar emellertid beroende av

tecknet pa Ko och vi finner att en #n battre regulator ar

d
a‘i=K-€'0¢-sﬁgn(l<,)

dﬁré{ ar en konstant,
En realisering av () for detta adaptiva system med referens-
modell med forstirkningsjustering av ett forsta ordningens system

visas i figur 2:2.

S+1
4

KQ /B-\ = "l‘
S+1 1

0 ®

Fig. 2.2 Realisering for regulatorn i exempel 2:1.

(¥) erhdlles #ven med Lyapunovsyntes som visas i avdelning 4.

ANMARKNING

P och PI-regulatorer #r helt dominerande inom den analoga regler-
tekniken. Funktionen hos en ideal PI-regulator kan skrivas som

t
i) = K [e) + & Jecsyds

0



ddr e &r reglerfel, u insignal till processen, K proportionali-
tetsfaktor och T integraltid.
Deriverar vi var felekvation tva ginger och anvinder en PI-regu-

lator far vi
&’ 4%
a3 = 42

For att undersdka om felet e konvergerar mot noll anvinder vi

+ vlkc,«fwf t Ulkou—%e(e) =0

ett stabilitetskriterium, exempelvis Rouths algoritm vilken ger
tablan:

L 7 K 0

1
L . V3 Ko 45
LARTEE
i
A
Vi far d& foljande stabilitetsvillkor:

P-regulator: V1KJX_ positivt

PI-regulator: v1K00(/T positivt samt T>1

Vi ser att inte ens en PI-regulator ger en tillfredsstdllande
1osning da stabiliteten dr avhidngigt av tecknet pa insignalen,
Ko och av ™. =

EXEMPEL 2:2  Automatmdtning av kondensatorer

Har behandlas fallet med variabel tidskonstant.

Systemet med dess referensmodell visas i figur 2.3. Som i fore-
giende exempel fir styrsignalen v, paverka processen S savil
som dess tillhorande modell SR' Med ledning av felet e &r upp-
giften har hur modellens motstdnd R ska dndras med ledning av
felet e for att detta ska konvergera mot noll varvid det da ska
gilla att C ska konvergera mot C, som (lixsom Ro) ar konstant.

Systemets och modellens utsignal &r u respektive v.

Liksom i fdregdende exempel gor vi nu en ansats med en enkel pro-

portionell regulator




< =K+ e , K konstant

och om vars begransning vi nu ska fora en diskussion.

For att fa4 systemet pd en behaglig tillsténdsform beaktas att det

for modellen gdller

i = CL éiy = (xl— v
it @

vilket ger

dv_ 1 -
= ) 1_(9)
at  Re,
For systemet sjdlvt gdller motsvarande ekvation och om vi identi-
fierar felet i enlighet med figurens beteckningar erh&ller vi fol-

jande ekvationer for systemet och dess modellreferens:

= 2 (-0 @YY,

dt = RC,

de 4

at ° B¢ (01-1) (S)
¢ =-tr+u (petet)
at S%q;r‘lcua,)

Differentialekvationen for (SR) dr olinjdr eftersom det variabla
R aterfinnes i ndmnaren. Detta gor att systemet blir litet mer
svarbehandlat dn systemet i fOregdende exempel som vi fann var

linjart.

&

Y
5

+
™~

=
&d—>0

S

|

S

Fig. 2.3 Automatmdtning av kondensatorer. MRAS med variabel
tidskonstant.



Vid linearisering av ekvationerna kring losningen R = Ro erhilles
vid inforandet av tillstandsvektorn

=[tr, ul

f6ljande ekvationer

i ,R
W = | R (E;"L) g W - éﬁo(g;_l)
0 &yl kgl

]

och man finner, efter litet rdkningar, att, den med detta lineari-
serade system forknippade, overforingsfunktionen blir identiskt
noll, Lineariseringen &r ddrfor for grov och egenskaperna hos det
ursprungliga systemet gar ddrfor nidstan helt forlorade, och dar-
for maste vi finna en annan vdg for konstruktivare analys.,

Som ett biresultat erhaller vi emellertid for det lineariserade
systemet foljande ekvation for felet:

¢ L —evpl-=
k)= co(U.-O'J)- RO(O'-G;L) [1. CKP( Qco)] 6('6)

varfor tecknet hos felet &r beroende av R savdl som av C,. Vi
ska senare aterkomma till att sd verkligen ar fallet dven for det
olinjdra systemet. Felet blir saledes ej konstant till sitt tecken
som var fallet i foregiende exempel och som gjorde att det gick
ldtt att behandla.

Istdllet studerar vi nu systemet for nigra enkla insignaler for
att fa ett bekrdftande pa den ovan ansatta styrlagens otillrick=-
lighet.,

Betrakta ett positivt steg som insignal

01(0) = 0pbte) |, 4,30
varvid foljande samband erhalles

we) - o L-e et

och




- 10 =

4

t7(£5> =:12;f%32’[.1--<th‘26; e]

och felet blir ddarfor

-4 - s
Cw - ee)le - ¢ R

Vi gar nu vidare pa den vidg som paborjades i foregiende exempel,

och gor en uppdelning i olika fall.
Figur 2./ gdr ansprak pd att askadliggdra utsignalerna fran pro=-

cessen och modellen samt felet.

-t/RG,
ule), (e e , RG >R, C
okandé R oc; e“&/&c

%e“\'—'/QQ,) RG, < BoC

4

Fig. 2.4 TUtsignalerna fran systemet och modellen vid ett
positivt steg som insignal

Vi betraktar nu olika mdjligheter for t> 0 och med den ovan
ansatta styrlagen: dR(t)/dt = K. e(t).

1° RC°> ROC = e(t)>0. Fallet illustreras i figur 2.5.

@ K>O0 ger att R Okar avtagande med tider vilket ger
att e Okar for att darefter konvergera mot noll,

m K<O ger att R minskar vilket ger att e Okar.

2° RO KRC =t e(t)<O0. Fallet illustreras i figur 2.6.

m K>O0 ger att R minskar och att e Okar.

m K<O ger att R Okar och att e minskar.

Vi ser att felet hdr hela tiden fir samma tecken och det dr hir
instruktivt att behandla varje fall for sig.
I figurerna 2.7 = 2.10 visas resultat av simuleringar av detta

system med fdljande numeriska védrden:
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AC(® 41@7%9

Skande R =P+t
4
Okarde R
'S
T4
Fig. 2.5 Felet som funktion av Fig. 2.6 Felet som funktion
tiden for fallet av tiden for fallet
RCO RbC' RCO ROC.

RoC = 1 och Co =1

Flgur | By sian| %
2.7 2.0 | 1
2.8 2.0 |5
2.9 0.2 | 1
2,10 0.2 |=5

Den enda slutsats som just nu ska dras dr att vid positivt steg
som insignal och for fixt vdrde pAa K bor K vdljas med nega-

tivt tecken for att felet e ska konvergera mot noll,

Om vi nu istdllet betraktar insignaler av typen
v1(t) = v106(t-t1) + vzoe(t-tz) LIPS Vﬁoe(t-tm)
med vaZO for p=1, 2, « ¢« « 5 M.

d v s en stegvis viaxande insignal sa blir slutsatsen densamma som

vid ett positivt steg som insignal - K bor vEljas negativt.

Vi betraktar nu en positiv (fyrkant)puls som insignal for att
studera den typ av insignaler som dkar for att ddarefter minska.

Insignalen #r siledes
v1(t) = voe-(t) - VOG'('b) ’ to>0 och v0>0

P& samma sdtt som vid steg som insignal erhalles foljande ekvation
for felet:

o(t) = 8(t) v (6~ Fo - o~(t-8)/R0G)
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Fig. 2,10



-1 -

- G(t)'vo(e-t/RoC - e-(t-to)/Roc)

Vi illustrerar detta med figurerna 2,11 och 2.12 for att enklare
kunna genomftra analysen vid en pul som insignal,

e V(e

<

) /« "(é'to)/k
. (e ¥R %), RG>R(C
W (e bRl _ g et R‘Cj
///’/; Uyl - G BIRG) R <Ry

>£

Fig. 2.11 Utsignalerna frén systemet och modellen vid en
positiv puls som insignal.

A
Okande P /RQ, ~8.(

\%«35

Fig. 2.12 Felet e = u = v for de béda fallen i figur 2:10.

Vi ser att for de bada fallen #ndrar felet sitt tecken till skill-
nad frén nér vi hade ett steg som insignal. For RC <R C &r felet
forst negativ och ddrefter positiv. For K>O minskar R varvid
felet okar, Systemet simulerades med en puls som insignal, resul-
tatet 8terfinns i figurerna 2.13 = 2,16 med f6ljande numeriska

varden: - -
RbC = 1 och Co =1

Figur Rinitial K| Anmgrkning

2,13 2.0 1
2.14 2.0 -5
2015 002 1 e —>w

2.16 002 "5




15=

PLOTUVRE
Rey . 971
Kei,
a2
\’
a/__I \a .
«
o
w
)
¥ '
::::::::::::a
6 3] |__“_‘—-"'""-'-
~ P 5. o — . B i:?—
Figo 2,13
PMOTUVRE
R=0.02707
Kn-B.
| ’ i
=
“
W |
)
A”%—;;x
q A ——
St e

Fig., 2.14



2

L

-

_.__%/ -
‘é. :iiiiig;;;;ﬂ
a\\'ﬁw--..____

=)=

PMOTUVRE
Re-87.02
Ket.

;"]

n
‘W 2. ) \ ) 3 ) 8.
Fig. 2.15
OTUVRE
Re1Y% .89
K"‘-
!
y 3
2
/I\ j
1 g — . 2
« . . =t
Vq — "
]
'V, ! 5. ) 9. 15. 20,

Fig, 2,16



Observera skillnaden i skalgradering jamfort med figurerna 2.7 =
2.10. =

Vi finner sdledes nu att den foreslagna styrlagen inte dr till=-
riacklig ens fOr sa enkla insignaler som steg och puls. M a o &r
styrlagen inte tillricklig om inte insignalen pa forhand dr kénd.

Vid exempelvis en "ki#nd" puls som insignal skulle detta kunna
kringgis genom att tecknet pd K &ndras. Vi fir da en regulator
med tidsberoende egenskaper - systemet blir alltsi adaptivt.

Ar styrsignalen inte given pa fdrhand, vilket oftast inte &r
fallet, krdvs en mer sofistikerad styrlag. I avdelning / &ter-
vander vi till detta exempel med variabel tidskonstant ddr vi &ven
pa ett mer slagkraftigt sdtt kommer att behandla det kombinerade
fallet med savdl forstérkning och tidskonstant variabla. Det visar
sig att Lyapunovsyntes &r ett utmirkt verktyg for detta &ndamal.

Sammanfattningsbis gidller saledes att ndr systemets parametrar
varieras miste styrlagen vara variabel - systemet blir adaptivt.
Speciellt kan parameterjustering inte Astadkommas med en enkel
proportionell aterkoppling.

De tva enkla exemplen visar klart att det ej &r mojligt att
med enbart proportionell aterkoppling styra parametervariationer
sd att systemet Overrensstimmer med modellen, Det tycks vara nod-
vindigt att infora olinjariteter i aterkopplingen. Vi ska senare

se exempel pa detta.




3  ANALYS AV EN ENKEL ADAPTIV REGULATOR

Vi ska hiar behandla en enkel adaptiv regulator didr olinjariteten
som foreslogs i avdelning 2 infdrts i aterkopplingen hos den adap=-

tiva delen,

Den adaptiva kretsen visas i figur 3.1. Den har foreslagits av
J. Mar¥{k* Fordelarna med denna regulator &r just avsaknaden av
en referensmodell samt att ingen speciell parameteruppskattare &r
nodvandig. Ingen ytterligare testsignal behovs forutom referens-
signalen. Vi ska emellertid se att enkelhet i detta fall resul-
terar i otillrdcklighet for den foreslagna regulatornm.

Jamfor garna den principiella likheten i uppbyggnad med modell-

referensen i avdelning 2 (figur 2.2).

Uppbyggnaden &r enkel - bestdende av en vanlig aterkoppling och
en adaptiv del som i stora drag justerar forstédrkningen. Den adap-
tiva delen bestar av tva multipliketorer och en integrator. Pro-
cessen betecknas med G, referenssignalen ovan med Ygo felet med e,
&K forstérkningen, v #r processens insignal och y dess utsignal.,

Vi ska inledningsvis behandla kretsen som i figur 3.1, vilken vi
bendmner var grundkonfiguration, utan nagon extra inlagd forstarkning

och utan nigra filter for att pad sa satt enklare analysera regula-

[ k=X

torns fundamentala egenskaper,

x

R ¢ | % X-€=U G Yy

-1

Fig. 3.1 Grundkonfiguration for en enkel adaptiv regulator.

X J. Mar3fk. 2nd Prague IFAC Symposium on Identification and

Process Parsameter Estimation (Praha 1970).
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Vi onskar nu gora ett forsck till analys. Olika mdjligheter &r di
f61jende:

Approximativ analytisk behandling
Stabilitetsundersdkning/Kriterier
Simulering

Linjearisering

Undersckning av stationdra punkter
Fasplansanalys

Isolering av olinjariteten/Stabilitet
Lyapunovteori

0000 O0O0OO0OO

Vissa av dessa metoder dr intimt sammankopplade och den kommande
behandlingen blir en kombination av dessa for olika referenssig-
naler och for olika processer.

En direkt linearisering later sig tyvdrr ej goras di systemets
egenskaper i si fall gdr forlorade. Vi ska senare aterkomma till
detta i samband med den approximativa analytiska behandlingen.

Lat oss nu anta att G = G, dr given 1 frekvensplanet som
4
G (s) =

S+4A
Vi erhédller da fran figur 3.1

G
-fe—)= -~y &) + wlE) j Y)=0

duy
b = AYE)-wly) ) %=XO)#0 ; X =\(x,)

e = X [ YR (® -Y&)] = 4 yecn - L)Y &)

Med tillsténdet

x(t) = y(t)
och

TR(t) = w(t)

som referenssignal far vi i tidsplanet



[(V=-% + X«
= \- X U
| w= W -l

-

L&t nu w = w(t) vara ett positivt steg

w = 0(t)

definierat som i avdelning 2 och gora en approximativ undersok-

ning for G1(s) i tidsplanet.,
Initialvédrdena vdljs som

o) = 4 ®(0)=0
X(0) = 0 X(o)= 1
w) =4

Uo) = 1 we)=-1

Hir gdller alltsd att w =1 for det tidsintervall (t20) vi be-

handlar. Detta ger genast
X=-x+U
dIdh = (X(i"()

vilket ger oss

X = =x(4+oL) + ™ H X(o)QX,=0
o > A-o<-x (1-x)

eller f

X(L)a — Hv((inc)-o(]dt
0

€
k(&)= &(P{ }lx(i—x)dé}
0
Vi nodgas hdr gora en approximation for detta ekvationssystem,

Satt
bLj_ = X = 1_



for t20, For x = x, giller da

med losningen
-2¢ .
Xi(t-)a.%(be ) X(0)=0 , Xylo)=1

vilket uppfyller initialvidrdena.
Vidare har vi

Uy (4) = 1= X, = %(ue‘ﬂ)

Sdtt nu
. 1 _
O(Z = )\.xi.yl = 7’_’(1- e 4").)\

och efter anpassning till initialvirdena erhilles en andra approxi-

mation for forstarkningen
L s bt
0( ('l: = = S
Forstarkningen gar saledes mot odndligheten, speciellt
0(2_ A ‘E / ‘E > + 00

vilket visar sig Overensstidmma med simuleringarna (nedan).

Approximationen kan sedan forbattras genom

dx. ;
22X (1404)+%, 7 Xy (0) =0 , Xy(0)={

Uy = ¥y (1-Xz) J Uple)=1 , dz(o)-‘-"l

vilket vi ldmnar dédrhén. Approximationen kan sedan ytterligare

forbattras.

De system som vi ska understka ska liksom G1 antas stabila. Om
Yy = x &r instabil maste d&ven u vara det., Och eftersom forstdrk-

ningen & &r proportionell mot integralen av produkten =x*y sa



-G-

3.
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miste aven & vara instabil,

Grunden for vir stabilitetsundersdkning blir saledes fdljande:
Parametern X kan inte vara stabil om systemets utsignal &r in-
stabil., Stabilitetsundersdkningen kommer dédrfor att koncentreras
till & enbart. Visar det sig att & &r stabilt s& miste dven ut-
signalen (tillstandet) vara det. Stabilitetsundersdkningen kommer
séledes att i huvudsak behandlas i den adaptiva delen. Vi ska se-

nare aterkomma till detta.

Fasplanet for G1(s) och fér oliks initialvdrden pad x(t) och
o (t) samt med w som positivt steg som referenssignal simulera-
des och visas i figur 3.2.

Vi ser hdr att for X(0)« 0 svinger systemet in sig mot origo
och for o(0)»)s& kommer x(t) att konvergera mot ett och att
&K (t) vixer over alla grénser. For ®(0)< O svénger systemet in

"6-

“a. =24 i 0. ) 2. X

Fige 3.2 Fasplanet for var grundkonfiguration med G = (s + 1)-1
och med ett positivt steg som referenssignal.
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sig mot origo pd si sdtt att O gir snabbare mot noll &n vad till-
standet (utsignalen) gor. Ser vi i figur 3.1 verkar detta mycket
rimligt eftersom o fungerar som en variabel forstiarkming i den
adaptiva slingan. Det dr bland annat av denna anledning darfor
endast intressant att betrakta positiva initialvirden for &,

For att se detta tydligare hiamtar vi differentialekvationen for
& vilken enligt ovan lyder

o = N-(Lo-w) - X
med 1Osning

¢ €
o= K(O)@(,D[z\ Joowde —xof | (t)

dar

X 2% (eQ)

Om utsignalen x vore instabil skulle den kvadratiska termen do-
minera och & skulle minska tills uppnadd stabilitet. Om vi tilla-
ter en permanenet instabilitet i x skulle X strikt konvergera
mot noll. Men om & gdr mot noll #r den adaptiva kontrolldelen
bortkopplad och vi kan ej fi nagon instabilitet eftersom vi endast
betrektar de system som &r stabila.

Det aterstar saledes tva fall.

Nimligen att den adaptiva delen miste stabilisera sig sjdlv
innan oL gar mot noll, vilket Marsfk ochsd pipekar i ett forsdk
att pavisa stabilitet. Det andra fallet, som vi hdr har for G1
och med steg som insignal, dr att forstarkningen tvingas vixa

over alla gridnser for att reglerfelet ska ga mot noll,

Av (1) ser vi att jamviktskriteriet blir

T T
2
}y dt =/y&ydt
o o
ddr
T —~—9 +00
Detta kan vi dven uttrycka som

x(oe) = ot(o)
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enligt ovan.,
Reglerfelet

°=yR-y

gor att vi kan skriva detta som

y = (v - o)? = Y§-2yRe %

2
¥ = Yp(yg =€) = ¥y5 - e

Vi far alltsa ett stabilitetskriterium

o0 00
/e2 dt = /yRe at
0 0

uttryckt i reglerfelet och referenssignalen
For G = G1 gdller

_1__
y= 1+51 YR
och
¢Sy — S+d

S(4+ o6y(S) ~ S(st L4K)

Inverstransformen ger for felet

e S—[1ene U

vilket ger att
6o

Jreede s [ Ao (ae

vilket genast ger att of gar mot odndligheten for att jamviktskri-
teriet ska vara uppfyllt. Detta ses kanske enklast m h a slutvairdes-
teoremet. Vi har att Y(s) = G(s)+U(s) med G(s) = (s + 1) . Med
steg som insignal W(s) = 3‘1 far vi Y(s) = /(s)(s *X + 1) varfor

&
s to(+ 1 o+ 1

lim sY¥(s) = lim
s=0 590

och eftersom y och x konvergerar mot 1 si miste « gd mot

odndligheten,
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Lat oss nu betrakta

1
G(s)=Gs)=72gi7

men for en puls som insignal:

wit) = B+) -6 -1)
Som innan erhaller vi
L= =Y + U i X(oy=0 , %(0)=1

= AU (o)=L, §(e)=0
U= KW-KL | U)=1L , (lo)=-1

N -

Forst betraktar vi intervallet 04 t4&£1 dir w =1,
Vid t =0 #r ®(0) = 0, Vi antar att & #ndrar sig léngsamt

(i jémforelse med exempelvis tillstdndet x) och gdr approximationen
K1(t) = konstant = 1

vilket vi nu léter gdlla for 04 t£1. For att fa ndgon uppfatt-
ning om X gdr vi samma sak som vid steg som insignal och erhiller

L -
Xy () = 7(1-€%9)

Ug)= $(L+e?®

Kp(t) = A-(ut LSrE

= 1¢ +15)

som vi alltsd framtagit ur

w = 1 = konstant,

& = 1, oL antages #ndra sig langsamt,

x och u ldses d& « =0 med villkoret u + x =1,
Av x och u bildas & = X = u varur

¢ 16ses m a p ekvationerna och begynnelsevirdena.

Detta &r ett exempel pa den approximation vi nodgas gora.
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For t21 dr w =0 vilket ger

L= - X 4+
o= N Xt
U= —L-X

Som tidigare sdtter vi nu L = konstant = 0(2( 1) enligt ovan vil=

ket ger
X (&) + (L +(2))x =0
med losningen

ke (€)= ¢

eller

~(L4 (e
e e ; & konst.

(L +o(1))(1~¢
Xo(k) = X, ()€ ) )

Slutligen modifierar vi, med ledning av detta, uppforandet for  :

t
2( L+ (1))(1-¢
(xl({-)=exp{—]xf(1)e ( €9) £)d{:'}°(2(1)=
1

2(L4+0(1))(1-+)
= o (1) exp{)(l (1)[ 2(L+x(1)) 'L]}

Fér t21 far vi approximativt

X(E) = X(i)C(L+0(CL))(L-t)

ae) = _oca:)xa_)e(i.-t-o((n.))(i_-e)
med x(t) = o, (¢) enligt ovan

X och u konvergerar mot noll och o #r begrinsad (1,14 mot

simuleringens resultat 1.63). Denna approximation ger det prin-
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cipiellt rdtta uppforandet for x, u och K. Simuleringens resultat

visas i figur 3.3.

Fig. 3.3 Utseendet av w(=1),&(=2), x(=3) och u(=4) for
Gy (s) med en enhetspuls som insignal,

Systemet dr stabilt f£or de ®(0)>0 som vi betraktar. Slutvirdet
pa oL dr hela tiden hSgre #n initialvirdet och skillnaden X(60) -
o (0) vixer strikt med okande initialvidrden pd K. Stabiliteten &r
oberoende av initialvirdet pa¥.

Vi har att ¥(s) = G(s)e U(s) med G(s) = (s + 1)-1. Med puls
som insignal W(s) = (1 - e °)/s far vi

1

(%4

lim s¥(s) = 1im (1 = &°9) ST AE

s=0 s=»0

Slutvirdesteoremet ger x-$0, y—»O,o'(-»O, d v.s ® dr alltid
begrdnsad.




Lat oss nu se pa vart stabilitetskriterium (sid. 24) for G1(s)
och med en puls som insignal.
Vi erhéller da

Yels) = LS
(S+4)(1-€"S)

S)=
€cs) S(S+4+ )
Satt
Leoe=A
vilket ger
-S -S
G(S)- < S
S+A S(Q—A) S+A  S(S+A)
eller

e(+) = {9(&) 8(t-1)+ (A-1)(1-€ fre }

Integralerna blir
Tyge de = [t b i)

och

e 4 0o
fedi:'-feezzd
o o

[i_,U* Dia-e ){Z(e hy)- (A-J:g(i-e‘b’)ﬂ

For stationaritet kradvs enligt tidigare

o0

oo
[vee dt = fe*¢
(o] o

Sambandet visas i figur 3.4. Vi ser att kurvorna skidr varandra

nira minimipunkten for },ez(t) dt och dirfor &dr K storre #n den
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forstdrkning som svarar mot ett minimum,

1.0 1

g dt
Ds ¢+

PRy
—

05\ ‘ . ‘1.0

Fig. 3.4 Storleken pa integralerna i stabilitetskriteriumet
som funktion av forstdrkningsparametern X. Att
integralerna dr lika dr ett nodviandigt men inte
tillrdckligt villkor for stabilitet. Enligt ti-
digare #r endast vidrden stdrre dn noll pad for-
stidrkningen av intresse. I detta fall &r &dven
18sningen X = 0,46/ instabil.

En algebraisk 1losning ger foljande likhet:
A=t -2t v 7-sa+20-2)et=0

med 1osningarna (K = 4 - 1)

% =0 (fysikalisk ointressant)
o = 04464,
°‘3 = =1 (=== M maem o )

o = = 123503 (=mm Momem —em M omn)

Jamfor vi nu detta resultat med fasplanet for G, (figur 3.5)
med puls som insignal finner vi att den enda stationidra punkten
dr«, = 0. 6(2 dr alltsd i ndgon mening instabil., Fortfarande
giller att om&(0)<0 s8 drK (e = 0 och om0 (0) =0<i>0 sa dr
X (a0) > X+ Dessutom giller att x (@) - 0<i vixer snabbare #n

vad Ki g'dr.
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Fig. 3.5 Fasplanet for var grundkonfiguration med G = (s + ‘l)-1
och med en enhetspuls som referenssignal.

Vi ska nu &dven se pa en fyrkantpuls som insignal. Resultatet av
simuleringen visas i figur 3.6 dar vi konstaterar att o blir instabil.

Om forstdrkningen dr tillréckligt stor i den adaptiva delen blir
systemet instabilt precis som vad gdller med den vanliga proportio=
nella aterkopplingen. Vi finner att om X #r for stor kommer detta
att resultera i instabila oscillationer, I figur 3.6 dr fyrkant-
pulsen relativt snabb vilket gor att ® kommer att vara utsatt f£or
snabba variationer. Systemet behOver en viss instdllningstid varfor
referenssignalen inte kan tillitas att variera alltfor snabbt, vil-

ket &r en allvarlig begrénsning hos denna adaptiva regulator.

I figur 3.7 visas uppfOrandet om referenssignalen dr en lingsamt

varierande sinussignal.
Det visar sig att X, u och y alla kommer att ga mot noll och

systemet kan ddrfOr i ndgon mening sdgas vara stabilt, men odugligt
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$)
o
B 5 w1 sl A
Fig. 3.6 Utseendet av &(=1), w(=2), x(=3) och u(=4) for
G1(s) med en snabbt varierande puls som insignal.
a
K
]
Ay ] |
. 2 e
©, y »
)
. J
iy
w
pt |
9. ) 20. ; ua. . 60, e 80.

Fig. 3.7 Utseendet av w(=1), ®(=2), x(=3) och u(=4) for
G, (s) med sinus som insignal.
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som reglersystem,

X

ot

Fig. 3.8 Forenklad grundkonfiguration ddr X forutsattes
vara langsamt varierande.

Generellt kan vi enklare scka efter stationsdra losningar genom

foljande resonomang,

Betrakta konfigurationen i figur 3.8. Enligt tidigare beskrivs

denna av foljande ekvationer:

Q) = Y (B -y ()
ao

ac = Kyl ; K= K(w)
&
y(£) = [hlt-5)%(s)es)ds

ddr h betecknar impulssvaret.,
V&r tidigare approximation att ® varierar langsamt ( i forhallan-

de till e och h) kan 43 skrivas som

t
Y(k) & OCH:)Jh(é—S)e(S)GLS
—o0
Vi onskar nu gora en undersdkning av eventuella stationdra punkter
och konstaterar att X = O &r ointressant (d8 detta endast ger en
proportionell regulator, som vi i avdelning 2 sag var otillricklig)

samt att en direkt linearisering inte later sig goras.

Vi har enligt tidigare (sid. 23) for stationaritet foljande vill=

kor

Vg = VY
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med vilket vi betecknar tidsmedelvarde.

Antag nu att Y ar

Vg = A’sinwt

For konfigurationen i figur 3.8 gdller

LG (S)
Y(S) = T xges) RS

For stationaritet kan vi #ven skriva ovanstiende villkor som

oo Q0
_5 Yk dt =_L‘/'7 dt

Enligt Parseval gdller

T i Y+400
lim #|FOREM - [RORUs
T>200 T bii—'\'do

varur vi far

046\632

1+\>L&(S)

vilket #r ekvivalent med foljande tvd villkor som samtidigt miste

vara uppfyllda for stationaritet
4
oLt

6
Sk <m‘>=2krr , K hettal

Detta 4skadliggdrs i figur 3.9 for en typisk frekvanskurva.
Den enda mdjligheten blir for alla (intressanta) Sverforings=-
funktioner att o blir noll for att de bada villkoren ovan ska

o §

..

kunna vara uppfyllda samtidigte.
K = 0 &r den enda stabila lOsningen fOr yp = A’sinwt
Detta giller #ven om regulatorn férses med en fdrstérkning (<1)

i den adaptiva delen eller om filter infdres. Nigra andra stabila

16sningar existerar inte for periodiska insignaler.



Vi

- 34 =

illustrerar detta med ett antal exempel.

For G, = G, = (s + 1)-1 giller (Re G, = 0.5)2 + (Im Go)2 =
0.25 och inget av villkoren kan uppfyllas.
Fér G = (s + 1)-2 gidller

2
ReGo=1.-.22 ;i Im Gy = - 222
(1 +w") (1 +w")

ddr argumentvillkoret inte kan uppfyllas medan beloppvillkoret
blir uppfyllt for ® med ett minsta virde paX lika med 16.

For G, =G, = s_1( s + 1)"1 kan endast beloppvillkoret uppfyllas.

A Im 6,
-1
- D
A ¢ <t 0 (1)
X6, (i)
P

Fig. 3.9 Illustration av en typisk frekvenskurva. For sta-
tionaritet krdvs att

—5 -
lof| =[]
och
Gy
-6=arg —5— 7 2kTC , k heltal.
® " + G
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Lit oss Stervinda till G,(s) = (s + 1)7'. Enligt tidigare giller

ra

=-X+4U
Jol= A XA
U= Koo - xX

En linjdr approximation ger de singuldra punkterna

x
u
vilket ger det lineariserade systemets tillstandsform

227 )

vilket har egenvirdena 0 och =1, Den linjara approximationen &r

1

I
o

sdledes stabil men inte asymptotiskt stabil. Lyapunov-Poincarés
sats™ ger séledes ingenting hidr och vi har ingen direkt anviandning
av den linjdra teorin ndr vi onskar uttala oss om systemets sta-
bilitetsegenskaper, vilket &r i Overrensstédmmelse med vad som tidi=
gare sagts (som vi sétt vixer & Over alla grinser oavsett initial-
tillsténdet (X >0)).

Det visar sig svart att finna en asymptotiskt stabil 1&sning

dven for enkla insignaler.

For att i nigon man studera instabiliteten skriver vi

L= =X (A+o) + 0

. 2
K= AXKUW = AXX

och ansdtter en enkel Lyapunovfunktion, ndmligen

. i d -
Om den linjéra approximationen Z% Cx—xo) = fx(xo)(x-xo) till

den olinjdra differentialekvationenﬁ= f(x) i en omgivning till

X = X, Hr a.s., sa dr x = X; till den olinjéra ekvationen a.s.
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vilken &r positivt definit. Vi erhaller

dV AV dx | OV du ) 2 )
(axdt— *Sxdes) TR xR X)( A+ k)

vilken antar positiva vdrden, nidmligen da

w>x<l+“ M(Z)

Vi ser pé det intressanta fallet 0L och x bada storre &n noll.
Om referenssignalen (vilket vi dven kan tolka som en inverkande
storning) dr sddan att ovanstiende olikhet &r uppfylld sa ger
detta instabilitet, vilket &r i Overrensstammelse med simuleringar-
na - systemet Hr inte globalt asymptotiskt stabilt.

En ytterligare bergidnsning dr att referenssignalen inte far vari=
era alltfor snabbt, vilket gdller dven for smi amplituder pa insig-

nalen.

Stabilitetsundersdkningen forsvaras genom att en lémplig uppdel-
ning i ett olinjdrt och ett linjdrt system inte &r mojlig.
Vi ser pd detta for G1(s).

Ekvationerna kan skrivas som
K ==(L+ot) X + &Y
U= - X +

med olinjariteten
o = AXWU
Vi kan skriva detta som

W(s)@'(s) =Y(s)




med

G(s) =
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K(S+4)

S+ K+

vilket &skidliggdrs i figur 3.10, Den basta uppdelning i ett lin-

jdrt och ett olinjart system som kan astadkommas visas i figur 3.11.

Vi har vidare

ol

=1+6\o< \/R
N _6xX
7% Teen R
varur
.= MG
KA et R
For G1 erhdlles
G(o) = 4
U“n —>» X }/ S
43 R ) —0
X
X“Q 1+ o¢ yR ) Sﬁ)o
o) — — - T
X
() X B |
| ’j/x I |
l || l
|| =4 |
|
L T 1 I !
| | 5+1 s |
R (Rsunssemepen il (9
I L@L“ |
| Otinjar 4 | |
ryer e L1
Fig. 3.10 Isolering av olinjariteten

for G.] (S) o

b\). |‘<

<]

Isolering av
olinjariteten
otillrdcklig.

Fig., 3.11
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dvs

N R (4.+<>z)1 yR
for sma s. Sambandet visas i figur 3.12.

Vi ser hdr att f£(X) X} 0. £f(X) ligger hdir i de bida forsta
kvadranterna vilket gor att cirkelkriterierna och Popovkriteriet
inte dr tillampbara,

Den enda mdjligheten (Atminstone for Gy som vi explicit visat)
dr uppenbarligen att (—»0 eller att X-»00 (jamfor med fasplanet
i figur 3.2). u

7\.
X
bl
X

NL

K

K = f(x)

Fig. 3.12 1Isolering av den olinjira delen for grundkonfi-
gurationen. Cirkel-och Popovkriterierna &r inte
tillampbara.

Mycket av det som sagts i ovanstiende analys gidller dven fOr andra

system vilket kortfattat pipekats ovan.

Vi overgar till att betrakta

1
S(s+1)

som vi tidigare har sett inte har nigra stabila losningar for

periodiska insignaler (sid. 34). Fér G, giller
YiE) + Y@) = mult)  j Y(o)=9(0)=0

Figur 2.1 ger oss med w(t) = yh(t) som referenssignal och med
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)Li('(:) = \y(¢)
Xy (&) = (%)

som tillstand ekvationerna
k(€)= X, (%)

K{E) = N X (&) UE)
() = ®(£)(6) - X (€)X, (t)
\

1

En approximativ analytisk undersckning blir hir arbetssam.
Med W(s) = 5'1 som referenssignal far vi for felet (G = G2)

/6, __ S+14
S(+dg) sP+s+x
Aven vart stabilitetskriterium (sid. 24) blir mycket besvdrligt

att hantera och ger for 62 inte samma klarhet som for Gyo
Vi har att

2(s) =

L. X
S S(S+1)+x

Y(S) =

Slutviardesteoremet ger

lim sY¥(s) = lim

50 s=0 s(s + 1) +ot )

dvs

y(t)=p1

P& samme sdtt £ar vi vid en puls som insignal att y(t)—»O.
Resultatet av simuleringarna visas i figur 3.13 for ett steg

som insignal och i figur 3.14 for en enhetspuls som insignal.
Till skillnad fran G, far vi hdr begrinsade vdrden pa for-

stdrkningsparametern ¢ men & andra sidan ett l&ngsammare in-
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svangningsforlopp. Manga av regulatorns ofullkomligheter kvarstar
dock dven for detta system - exempelvis dr det kdnsligt for snabba
referenssignaler, |

)

)
®,
3
= v . ' v - v . v
.. 2. “. 6- Bl
Fig. 3.13 Utseendet av &(=1), w(=2) och y(=3) for G,(s)

med steg som insignal. Ainitial - Afina.l 0
£or Ay iiia121e X svinger in sig mot ett
begrinsat varde. I figuren: Ai = 1, Af <0.949.

)

b

RN

: i .. ——— g

Fig. 3.14 Utseendet ava, w och y for G2(s) med en enhets-
puls som insignal. Ainitial - Afinal>o for

. - . -

Ainitial“ T. I figuren: A, =1, Af¢0.684.

8.
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Av ovanstaende #r det tydligt att det dr Onskvidrt att regulatorn
i var grundkonfiguration i figur 3.1 fdrbattras. Hir foreslas tva

sadana forbdttringar,

Lat oss tillsdtta ett hogpassfilter till var grundkonfiguration.
Hogpassfiltret i sig har foljande egenskaper:

o Olinjariteten "utjdmnas" —— Filtret eliminerar medelvidrdet av
utsignalen som berdvas den konstanta komponenten sa att dess
steady-state vdrde elimineras,

0 Medverkar endast till det dynamiska uppforandet,

o Verkar stabiliserande.
Hogpassfiltret

_ _sT _ 1
T

filtrerar den del av utsignalen y som ska multipliceras med in=-
signalen u.
Vi infor filtrerad utsignal y som 2z genom

y-a=ga gt Y= R

dar R 4dr en hjdlpvariabel.
Vidare far vi

T(y-n=%¥

T \Y dat

Filtret infores genom
1 (y=-1) = dr och -z=r
T \¥ at y

I figurerna 3.15 och 3,16 har filtret anvints (med T = 1) for Gz(s)

med steg respektive puls som insignal. Kretsen far forbattrade
egenskaper genom att systemet blir snabbare,
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"l.
i

. 2- i i‘. B- hl

Fig. 3.15 Utseendet avX(=1), w(=2), y(=3) och R(=4) for
steg som insignal for Gz(s) forsett med hogpass-
filtret

1

+ 3

F=1

_,.—-’[\‘_—__! \ \ |

-l.

a.JZ%i'%ga__;__a—_.__

2. ) 6. ) 6. ) 8.

Fig. 3.16 Samma som 1 figur 3.15 med en puls som insignal.
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Frin figur 3,17 ser vi att filtret astadkommer att vi fir ett
stabilt system =filtret verkar har stabiliserande. Systemet &r
dock langsamt. Vi forsSker ddrfdr forbdattra vir regulator ytter-

ligare.

,_\
//

-!-

‘in ) 20 i '.'o Bo ) '3- .

Fige. 3.17 Utseendet av &(=1), x(=2), w(=3) och z(=4) for
steg som insignal for G1(s) forsett med hdgpass-
filtret

1
1+s8°

F =

Vi modifierar var grundkonfiguration genom att derivera utsignalen
innan den multipliceras med insignalen ; Regulatorn framgar av figur
3.18 didr blocket med derivationsoperatorn har tillkommit.

f X%
X—= g

Fig. 3.18 Modifierad grundkonfiguration dar blocket med de=-
rivationsoperatorn har tillkommit jamfort med
grundkonfigurationen i figur 3.1,

Yo =W e




For G1(s) = (s + 1)-1 far vi med tillsténdet x:=y ekvationerna

X==x*tu ; x(0) =0
X= Ax u i A=A) ;o =ok(0) # 0
u=0w = x)

med

= A(=x + u) u =X (=x(w - x) +X(w = x)z) .

= A((1 +)x2 = (1 + 200xw +Xu2)

Lat w = 8(t) vara insignal
K= U N((1 + 0)x2 = (1 + 20)x + X)

I figurerna 3,19 och 3,20 visas resultatet av simuleringarna for
steg respektive puls som insignal.

Vi ser att for steg som insignal blir &K begridnsad med var modi-
fikation av grundkonfigurationen., For puls som insignal blir sys-

temet snabbare &n forut.

Modifikationen paverkar siledes i detta fall stabiliteten och

snabbheten.

Vi soker nu ett stabilitetskriterium analogt med tidigare.
Differentialekvationen for X &r hir

&K = N RXK(I-%)

med 1losning
t t
o(-.-_o((o)e)(f)[)\fwxdb— 7\})‘Xd€]
0 o

Jamviktskriteriet blir har
T

T L ]
[vyde=[vyat , dar T>e
0

o
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!.
E

| N 2. ) b, ) 6. ) B. M

Fige. 3.19 Utseendet av X(=1), x(=2), u(=3) och w(=4) for
steg som insignal for G1(s) med konfigura-
tionen i figur 3.18.

2.
X
@
o
©
=

- ) 2. . .- i .bl ¥ B'

Fig. 3.20 Samma som i figur 3.19 med en puls som insignal.

vilket dr ekvivelent med

d(e0) - ®K(0)
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Reglerfelet e = Ygp =¥ ger

Yo'Y = Yo (Yo =€) =Y Yo~ %ol

Y = (Yg-€XJp-€)=Yr Yo -Yel~eY, + €é
vilket ger stabilitetskriteriet

oo o°

feé dt =/ey’kde

o 0
Reglerfelet blir analogt med tidigare (sid. 24)

1 ~(1+00)¢
éte)= 1+v<[i +xXe .]

vilket ger
[eéd - (L[ et g2y o
(2] 0

X maste hdr inte vara oandlig for att kriteriet ska vara uppfyllt.

Vi kan se detta pd ett annat sdtt.

For stationaritet gédller x = u vilket ger att 0.C—>0, d vson
utsignalen y (=tillstindet x) dr begrinsad (och som hdr forut-
sdttes matbar) s& maste (X konvergera mot ett begrdnsat virde. For
var grundkonfiguration méste detta inte vara fallet som vi tidigare

sett bevis pa.

Vi har
oL
- — X _
x=u=Kw=x) och Y- T

For steg som insignal har vi w =1 varfor

K K
XT3 T T+

£

Detta erhdlles @ven genom en algebraisk ldsning av ekvationerna pa
sidan 44.

Om utsignalen ar begrdnsad sa dr dven forstdrkningsparametern det,
vilket #r bekvamt att anvanda vid stabilitetsundersockningar forut-

satt att utsignalen &r mdtbar.
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Fran figur 3.20 ser vi att ett begriénsat vdrde pa X orsakar att vi
far ett stationdrt fel. Det stationdra felet beror pa den enkla
overforingsfunktion vi har valt att behandla av enkelhet och klar-
het.

En approximativ analytisk undersckning kan hdr goras utan alltfor
stora anstrangningar,.

For G1(s) = (s + 1)-1 och med ett positivt enhetssteg som insignal
vid tiden t =0 ger foljande initialvérden

KO) =1 5  o0) =1

x(0) =0  ;  X(0) =1

w(0) =1

w(0) =1 ;  u(0) = -1
Vi har

x,(t) = (1 = &™)

"
o
o

N

+

N
ct+
~

u, (%)

o, (£)

Anpassning till begynnelsevédrdena ger for «

i
®
2
o=
~
—-—
+
[
N
o
S’

oL (%) = (11 = 267202 7Y
dvs

X ->%
u—%

o*L->11/8




- 48 -

vilket i stora drag overrensstdmmer med figur 3.19.
X #r tydligen begrinsad, orsakat av att utsignalen deriveras innan

multiplikation med insignalen.

Lat oss slutligen gora en undersdkning for nagra hdgre ordningens

system med monotona stegsvar med avseende pa stabilitetsegenskaper.

Vi betraktar var grundkonfiguration for

G = s

2" n=1, 2, 3 och 4
g +

Om vi som insignal till Gn enbart tar ett positivt enhetssteg
sa blir utsignalen y for olika ni

n  y(t)

1 1=

2 1-(1+t)et

3 101+t +3e?
L1 =(1+t+ 32+ %tB)e-t

Detta askadliggors i figur 3.21.
Betrakta figur 3.1 och 3,21, y multipliceras med insignalen,
som vi med acceptabel noggrannhet kan sdtta lika med ett for smé

Y

Fig. 3.21 y(t) for ett system med G, for olika n med ett
enhetssteg som insignal.
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virden p& t. Vi kan jamfora y i figur 3.21 med y (kurva 3) i
figur 3.22abed £or olika n. Avvikelsen blir stdrre for hdgre +t
men for smd8 t kan ovanstéende ekvationer tjdnstgdra som en god
approximation.

For ldgre ordningens system vaxer X snabbare ty j yeu dt blir
fortare stor och ett snabbt varierande X orsakar instabilitet. Hoga
n ger ett mer lingsamt varierande X, Vi ska snart se konsekvenser-

na av detta.

I figur 3.23 (som &r en utvidgning till 3.22b) ser vi att for

n = 2 blirx ej begrédnsad (vilket, som vi tidigare har sett, &ven
gidller £for n = 1). X vixer approximativt linjért. Férn=1, 2
vixer y tydligen for snabbt for att o ska bli begransad.

For hogre virden pA n ddremot far vir grundkonfiguration ett
annat funktionssdtt.,

Ndar « blir tillrdckligt hog (12 for n = 3, 5 for n = 4) uppstar
oscillationer. I figur 3.24ab visas uppforandet for n = 3 dar
forstdarkningen blir starkt oscillativ, men begrinsad. I figur
3.25ab visas motsvarande for n = 4 — det uppstdr en stabill
periodisk ldsning for &,

I figurerna 3.22abed (sid. 50) ges motsvarande datorprogram varur

tillstéandsformen framgar.

4@0.

\

e

l'!/
S

Fig. 3.23 TForstédrkningen & f6r n = 2 med steg som insignal,
vixer obegriansat, approximativt linjart.
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CONTINUQUS SYSTEM ADAL
STATE X A
DER DX DA

] / TIME T
s V=IF T<0 THEN 0 ELSE 1

UsAsV-AsX
DX==X+U
DA=X=U

! ! END

Fig. 3.22a n=1

CUNTINUQOUS SYSTEM ADAZ
STATE X1 X2 A
DER DX1 Dx2 DA

a TIME T
1 V=(F <0 THEM 0 ELSE 1
/ UsVeA-X2#A
e

Dx1=-X1+U
DX2=-X2+X1

Da=x2=u
END

53— Fig. 3.22b n=2

CONTINUOUS SYSTEM ADA3
STATE X1 X2 XS5 A

DER DX1 DX2 DX3 DA
TIME T
,,—f*“""”d’ V=IF T<0 THEN 0 ELSE 1
e UsV®A-X3#A

|

DX1=2=X1+U
i 2 DX2=-X2+X1
s ] 1 | DX3=-X3+X2
ﬁ ': DA=X3#U
-__-"%-_.______H___ END

Fig. 3.22¢ n=3

CONTINUQUS SYSTEM ADA4
STATE X1 X2 X3 X4 A
DER DX1 DX2 DX3 DXx4 DA
TiME |

V=IF T<Q THEN 0 ELSE 1
UsVeA-X484

DX1=-X1+U

DX2=~-x2+X1

DX3z=X$+X2

DX4=-X4+X3

“ DA=X4w1)
Tem— END

o —

Fig. 3.22d n=4

Fig. 3.22abcd

2 i 3. ) u,

Uppforandet av w(=1), K(=2), y(=3) och u(=4)
for G = (s + 1)™@ f6r n = 1,2,3 resp 4 med
ett ™ steg som insignal fér grundkonfigura-
tionen.
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12
=
——
e

8 | /
AL

2. " .. 20. 9@ al |7 4.
Fig. 3.24ab Uppférandet av w(=1),6 o((=2), y(=3) och u(=4)

for n = 3 med steg som insignal.X, y och u
uppvisar starka oscillationer,

]
-t
i

=

4 (
()]
—
4
0

d i 'g f{" fll‘ !' b4 llﬂ .‘ "WJ”AE lli“l !_.G'“r ¥ ‘ i;'-h:.l ' | n|':-'|I|' * !
g 160 200 300 -




12.

‘

fn/vé Lt iﬁ

Fig. 3.25ab Som i figur 3.24 for n = 4. Forstdrkningen blir
stabil periodisk.

-Iaﬂ
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Sammanfattningsvis har vi funnit att grundkonfigurationen #r dalig
for laga ordningens system och kansligt for snabbt varierande in-
signaler,

Forbattrande egenskaper erhilles genom att filtrera eller deri-
vera utsignalen innan den multipliceras med insignalen.

For kontinuerligt periodiska insignaler existerar inga ldsningar
underkastade stationaritet.
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4  MODELLREFERENSMETODEN

Den forsta MRAS (Modell Referens Adaptiva System) utvecklades av
Whitaker vid MIT. Det huvudsakliga mélet var att erhalla ett
adaptivt servo for ett kontinuerligt tidsproblem. MIT-regeln
(varom mer senare) anvindes i den ursprungliga MRAS (1959). MIT-
regeln kunde visas orsaka instabilitet med enkla insignaler. Ett
stort steg framdt togs ndr Parks (1966) visade att Lyapunov’s
stabilitetsteori kunde anvindas for att erhilla en modifierad
justeringsregel som garanterade stabilitet. Modifikationen bestod
i att ersatta modellfelet och kanslighetsderivatorna i MIT-regeln
med filtrerade signaler. Ytterligare justeringsregler utvecklades
med Lyapunov’s stabilitetsteori och Popovs hyperstabilitetsteori.
Mer sofistikerade arbeten gjordes av Monopoli, Johnson, Narendra,

Landau m.f1l.

I MRAS ges de dvnamiska specifikationerna i form av en referens-
modell som anger sig om hur processens utsignal idealiskt ska
svara pd en andring i kommandosignalen., Referensmodellen &r en del
av reglersystemet.

I figur 4.1 visas ett allmidnt blockschema for MRAS, ddr y be-
tecknar utsignal, u insignal, Uy kommandosignal, Iv referens-

MOODELL

Unm

bl u y
, ;lREGULAToR PRoCESS

Fig. 4.1 Blockschema for MRAS.
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signalen och e felet:e = =¥y~

Den vanliga kontrollslingan innefattar processen och regulatorn.

Justeringarna sker dven i den adaptiva slingan som forsdker

fordndra regulatorparametrarna pd si sdtt att felet mellan modellens
utsignal v och processens utsignal y blir liten. Huvudprob-
lemet #r att bestidmma justeringsmekanismen sa att ett stabilt sys-
tem, som gor att felet konvergerar mot noll, erhalles. Detta visar
sig vara ett icke-trivialt problem. I avdelning 2 visades att det
dr oldsbart med en vanlig linjdr Aterkoppling frém felet till kon-
trollparametrarna. Inte heller en PI-regulator ger nagon ldsning.

En mer ldttaskadlig konfiguration ges i figur 4.2 ddr vi anvént
samma beteckningar som i figur 4.1.

REFERENS pAx!
MODELLI +

] | Y -
REGULATOR SYSTeEM

Fig. 4.2 Blockschema for MRAS. Servoproblemet bestar i att
finna en &terkoppling si att y = vid en &nd=
ring i kommandosignalen. Fdorutom at% felet e ska
konvergera mot noll ska #ven parameterfelen gdra sa.

Vidare kan stabiliteten for det adaptiva stegsvaret sdgas vara eti
grundliggande krav for regulatorn om den ska anvindas for en mer
generellt varierande "forstdrkning" for systemet - vi ska senare
aterkomma till detta.,

Vi ska behandla nagra angreppssdtt for olika formuleringar av servo-

problemet.,

Matematiskt kan vi formulera problemet som (om forstdrkningen &r

lika och om vi sdtter u = uM):
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Svstem:  ¥(t) = Z2 u(t)

Modell:  yy(t) = e u(t)

Felet e definieras som

Vidare gidller

ne = (& = &)y - (B - Blu

Felet ska hidr konvergera mot noll och problemet &r att finna en
ldmplig regulator.

Da forstirkningen inte #r overrensstémmande (och variabel) er-
haller vi konfigurationen i figur 4.3 med u = vy fOr enkelhet.
Systemekvationerna kan skrivas som (om poloverskottet #r lika
med ett, vilket visar sig vara det enklaste fallet att behandla -
vi ska senare aterkomma till detta och dven se pa hdgre poldver-

skott):

X = KM - KKc

e = Ae + xuc

p(s) = g™ + a1sn-1 + azsn-2 teesta
_ n=1 n=2
q(S) - b.]s + bzs t oeee T bn
~ K g'_(S)
/4 ﬁ1!2£§2‘

—K, Pk 2

_P¢<S)

Fige 4+3 MRAS-problemet. Aven ytterligare parameterfel kan
behova justeras om q(s) och p(s) ej &r lika,
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Vi ska hdar behandla tva angreppssdtt,

MIT=-regeln
Vi betraktar kvantiteten
t
1(e) = %}ez(e)dt
0

ddr e beror av parametern © som kan #dndras frén ett vidrde till
ett annat. N&r regeln utarbetades gjordes ett val att minimera e2.

Vi har
&
_(._ld(IiGG - j e(e)_Q_L),;ge dt
0

Uttrycket

@
gls

dr just ett uttryck for gradienten. ® ska hdr dndras sa att felet
e = e(8) &#ndras i en riktning motsatt gradientens. Enligt detta

enkla och heuristiska resonomang leds vi till MIT-regeln

-3—2 = -B §—§-e dir B &r en positiv konstant
alternativt
dv,
i__poe.. | =
dt——Bbv.e l—1,..-,n

ddr Vis ses 5 V. ar fordnderliga parametrar, e = Yy~ ¥ felet,
be/év1, . be/bvn kinslighetsderivator och B en konstant
parameter.,

Regeln ger en parameterjusteringsmekanism som bestir av tre
delar : ett linjart filter for att berdkna kinslighetsderivatorna
fran processens in- och utsignaler, en multiplikator samt en inte-
grator. Denna konfiguration &r typisk for manga adaptiva system.

MIT-regeln visar sig dessvidrre leda till svara analysproblem
dven for enkla system och insignaler samt dessutom en mojlig risk

for instabilitet (se exempel 4:2).
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Lyapunov’s stabilitetsteori

Teorin baserar sig i detta sammanhang pd det adaptiva stegsvaret.

Generellt anvinder metoden Lyapunovfunktioner for differential-
ekvationerna for modell —= system-felet samt sadana termer som
gr kvadrater av parameterdifferenserna, d v s

= eTPe + Ax? , x skaldr, e vektor

didr e betecknar tillstand i felekvationerna och x parameterfel.
P kan skrivas pd observerbar tillstindsform (se exempel 4:4 och

435):

0 1 0 .. O
0 0 1 L 0

P= 20 00O POO SOOI PO OIRNILEEEODS
1

0 0 0 ..

T8 T8 T8t TRy

Anvidndandet av derivator av felet i fallet med endast initiala fel
i forstdrkningen kan undvikas om systemet (och dirmed &ven modellen)
har positivt reella overforingsfunktioner, d v s endast om samtliga

poler och mollstdllen ar kdnda.

Lat oss forst i tva exempel prova den heuristiskt baserade MIT-

regeln,

EXEMPEL 4:1

Vi betraktar konfigurationen i figur 4.4.
K &ar hdr okind (och konstant) och Kc ska justeras s att e

Km V%« )
1+TS
4

f
L_4 VQZ & L+¥%S :

Fig. 4.4 MRAS av forsta ordningen med poloverskott lika
med ett och enbart initiala forstarkningsfel,

—
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konvergerar mot noll samtidigt som KKc konvergerar mot KM.

MIT-regeln foreslar da foljande regulator

- oe
=~ 38(5KC)K | B Konst >0

For konfigurationen i figur 4.4 gdller foljande ekvationer

Te + e = (Ky—Kk)u
T

i + Vi = Knald

e = (KM’-KCk)q
1+Ts

Vi erhaller
K.
Km

(jemfor exempel 2:1.) For ett steg som insignal erhdller vi hir
asymptotisk stabilitet:

KC = !5'53)/r1 ) IS‘==13

6—90 ) KKC%KM

Saledes konvergerar #ven parameterfelet mot noll., x
I Exempel 4:2 demonstreras MIT-regelns otillrdcklighet.

EXEMPEL 4:2

Vi betraktar konfigurationen i figur 4.5.
Samma fOrutsdttningar gidller som i foregdende exempel. Hir
gdller
sm
= K 2

vilket, om K &r konstant, ger kinslighetsderivatan

Qg) i ~Ku
KW L4 bys +b,e*
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! ,

K K
c L+b1S+bas*

Fig. 4.5 MRAS av andra ordningen med poloverskott lika med
tva och enbart initiala forstarkningsfel.

MIT-regeln ger da

2 l L el K
KC=BCVM )B-BKM

For konfigurationen i figur 4.5 gdller foljande ekvationer
by Y + by + Y = KMt
b€ +bie + 2 = (Ku-KKJu
For ett positivt steg som kommandosignal erhalles
o
Uit)=6(£) ; K(t=0)=K,
For steady-state gidller
°
Ym 2 Km ;Y >KK
Slutes den adaptiva slingan erhalles felekvationen
Xy} L . z
b,e +be+e +K Be =0

Routh’s stabilitetsalgoritm ger schemat
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Instabilitet erhalles da
b,

By

BK® >

dvsom K, B eller insignalens amplitud &r tillradckligt stor.
=

Fortsdttningsvis anviandes Lyapunov’s stabilitetsteori som ett
hjdlpmedel att erhdlla justeringsmekanismen. Teorin har bland
annat den fordelen att hogre ordningens system blir enklare att
analysera,

Lat oss forst gdra en diskussion kring ett enkelt exempel dir
vi #ven ska se vilka inskridnkningar som gdller n#r Lyapunov’s

stabilitetsteori anvandes.

EXEMPEL 4 :3

FEy, &
1+Ts ro ><

kre |

L%J K|V J@
]c- S B8’

S

Fige4s6  Enkel MRAS med positivt reell Gverforingsfunktion
ddr justeringsmekanismen #r erhallen med hjilp av
Lyapunovsyntes. Exemplet &r detsamma som exempel
2:1 och exempel 4:1. K &r en konstant eller al-
ternativt en parameter som dndras stegvis.

Konfigurationen ges i figur 4.4 och figur 4.6 didr justeringsmeka-

nismen framgar.
Figur 4./ tillsammans med parameterfelet x = KM -KKc och felet

e = xu/(1 + Ts) ger som i exempel 4:1 ekvationerna

Te +2 = XU
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TYm + Y = Kt

Har ansdtter vi nu Lyapunovfunktionen V:
2 2
V=e"+Ax ; A konst >0

ddr felet e och parameterfelet x bada ska konvergera mot noll.

Att ovanstaende verkligen dr en Lyapunovfunktion ges av
. -ﬂ-:‘ .
V=2eR(XU-¢)+2X\xX

vilken dr negativt (semi)definit om

¢ eu

T =

AT

Detta ger parameterjusteringen

y | R - ¢
K.=Beuw ;B=57¢

vars realisering visas i figur 4.6. Ju storre tidskonstant och ju
storre forstdrkning desto langsammare #ndringshastighet, vilket &r
naturligt.

Jamfor med (3 i exempel 2:1 dir vi pa ett annat sdtt erhdll samma

styrlag.
Har far vi en negativt semidefinit derivata av Lyapunovfunktionen

° 2 2
V=-Fe

vilket, for exempelvis for ett positivt enhetssteg som insignal

ger att
e-0 samt x>0

ty med styrlagen () och med K>O0 erhdlles felekvationen
¢ +e +KBe =0

vilken &dr asymptotisk stabil, 1
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Vid anvéndandet av Lyapunov’s stabilitetsteori gdller vissa in-
skrankningar vilka for exemplet ovan sdger att det ej finns nagon

garanti att styrlagen ger asymptotisk stabilitet for

o Alla typer av insignaler
o Stdrningar

La&t oss se pa dessa bada fall for styrlagen i exemplet ovan.

Vi pastar att insignalen

"t 20

u= 3 A konstant >0
0 , t<0

orsakar parameterfel for MRAS i exempel 4:3 oavsett valet av A,

BEVIS

For t20 giller (med x,:= e och X,:=x) enligt ovan

y _ =t

Tx1 + x1 = x2e

- =t 0= L
x, = = Cx,e 3 C =57 >0

Derivering, insattning och omskrivning ger felekvationen
e 1 1 1~ =2t) _
Xp + (AN plxy + (GA* e )x, = 0

vilken har tidsvariabla koefficienter och for vilken vi scker det
asymptotiska uppforandet for felet vilket i sin tur gor att vi kan
uttala oss om parameterfelet.

Felekvationen &r av formen
z= (R + 8(t)) 2

dir R &r konstant och ddr S-»0 da t-oo,
Enligt ett lemma™ existerar 1l6sningarna z och Zy s korre=-
sponderande mot r6tterna.)1 och %2 , till felekvationen som

uppfyller

Se exempelvis: Bellman, R., Stability Theory of Differential
Equations, McGraw-Hill Book Company, New York 1953 (44 f).
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t t
0(1exp[Re()\k)t -0&21 B dt] < z, < 0(3exp[Re()\k)t + 0(4 j B dt]

t t

o o

for t= t, med X _ (n=1, <. ,4) som positiva konstanter, Om de
karaktiristiska rotterna dr reella och skilda semt om j S dt<co
s& existerar ldsningarna z, (k=1,2) sidana att

t
Zy = ek (Pk + 0o(1)) ;s k=1, 2 » Bj konstant vektor
Detta dr uppfyllt av var felekvation varfdr losningarna &r begrén-

sade.
Vi later nu t-o varvid erhéilles
ot (At Dz +adx, =0
1 /% TATH
v BTt STk, rekvetlom kel fo berna = % och =). For
AT # 1 (och T>0) géller d& asymptotiskt

-t/T A

+ C.e

= C1e 5

vilket konvergerar mot noll for t->ce.
Tidigare hade vi exakt

Tx, + x,. = %

for vilket vi anvinder ovanstaende asymptotiska uttryck. Darvid

erhalles parameterfelet
02(1 -~ TA) = x, #0

Om A= giller asymptotiskt for felet

1
T

_ ~t/A
Xy = (C1t + 02)9

vilket konvergerar mot noll, For X, erhdlles

x. = TC, = 02(T2 - 1)+ Cyt(1 - <)

2 1

Om x, ska vara begrénsad miste det gélla att T = 1, vilket ger
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x,—>»konst. = C, £0 y t—>oco
Oavsett valet av A erhdlles sdledes ett parameterfel vilket &r

vad vi skulle visa., =

Ett annat problem dr fragan om storningarnas inverkan. I vérsta
fall kan dessa orsaka parameterjusteringsmekanismerna att bli in-
stabila eller i varje fall orsaka forsdmring i uppforandet sa att
det onskade, snabba, uppforandet i det sjdlvjusterande systemet,
baserat pa stabilitetsteori, forloras.

Antag att insignalen i exempel 4:3 dr konstant medan K &r tids-
variabel, t.ex. K = 2 + sin(4t). Styrlagen framtagen ovan ger da
ej global asymptotisk stabilitet. D& K &r tidsvariabel féar man
négstan undantagslost ansdtta en annan Lyapunovfunktion.

Det finns vidare begridnsningar pa justeringshastigheten for att
systemet ska bli stabilt - parametrarna far inte variera for kraf-
tigt.

Vi ska i nédgra exempel se pad fallet med poldverskott stdrre &n
ett didr det dr oundvikligt att undvika derivator av felet utom

for speciella overforingsfunktioner,

EXEMPEL 4 :4
I figur 4.3 satter vi

gss; = 1
pis 2

st a1s + a,

2

dar a, och a, ar kinda, Den karaktaristiska ekvationen 52 +

gr underkastad stabilitetsvillkoren a1> 0 och a,.>0,

a1s + a 2

2
Som tidigare sdtter vi

dir K #r en konstant (X ej att forvixla med x!).

Vidare galler
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KMu =Ym +41.\_/M +azYM
XU = & +a @ +0,8

Infor vi tillstanden

x1=e

x2=e

far vi systemekvationerna pa observerbar tillstindsform (sid. 58).

X 0 1 X 0
b 1 = . 1 + u
X, -32 -a1 x2 ™

Vi sdker hdr en Lyapunovfunktion till vart system
:.: =Ax+Bnu
Det ska ddrvid gilla for var Lyapunovfunktion
T

V=xPx>0

med P symmetrisk och konstant, u &r en skaldr varfor u = uT.

Teorin utsdger da

V= xPx + xiPx = (xTAY + uBL)Px + x'P(Ax + Bu) =
= x7(ATP + PA)x + uB'Px + x'PBu = xL (AP + PA)x + 2x PBu
ty
(x'pB)T = BTpx och  P=P!
Satter vi
T _
AP + PA = = Q (%)

far vi
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T

V== xTQx + 2x " PBu

Praktiskt bestdmmer man forst en Lyapunovfunktion

V= xiPx

for fria systemet (u = 0) genom att 19sa (%) for exempelvis Q = I
som vi hér vdljer. Darefter anvdndes denna Lyapugovfunktion for det
styrda systemet, G bildas och villkor for att V ska bli negativt
(semi)definit sdkes.

Loser vi ATP + PA = =I erhilles efter en del ridkningar

- 2 2 =
Qg +0z40, i

i? _ - 2040, 24,
P L 44,
AL 20, 2040,
och
T - =
X PB = PZXX,_ + ?3)()(2
varfor

]

\} -xf—xf+zu(ia_xi+?ﬁ,¥,_)

Denna ar negativt (semi)definit om
negatit- d& X(PpXy+Py¥y) >0
positiv- dd X(Pz X+ P3%,)<0

ddr u 4&dr insignalen till var MRAS.
Vi erhaller siledes asymptotisk stabilitet fOr nolldsningen ge=

nom relafunktionen

+d
_—smgn (KM ch)<~ e Za—lai )

Som Lyapunovfunktion vdljes darfor

\ = 41+az(1+dz) 2, i

SR

Za,_aZ X
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Samma resultat erhalles genom en direkt rikning. Derivering ger
‘ 2 v =1 1+4, -
V=-g-e vuX( gye+ o 2¢

Denna kan far positivt definit genom exempelvis att

L vt 1¥% )
¢ "“x<a,_e+ Za,a, €

ar uppfylld, och hdrur erhdlla ett uttryck pa é vilket ger ic'
Detta synes dock ge en otillfredsstdllande och ej ldtthanterbar
16sning,

I stdllet provar vi foljande, betydligt enklare, Lyapunovfunk-

tion:
V=«ez+péz+ AR B0
For demnna giller
V=2ueé +Zpé[>?u—aié—aze]+2)\>?)’2

For att denna ska bli mindre &n noll gor vi valen

X=Bdy oOch X=- %é-a

Enligt tidigare géller

Vm-kek = - 3é-u

vilket ger

k«.‘ Bew ; B'= AR

EXEMPEL 4:5

I figur 4.4 sdtter vi
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ads) _ 1
PCS) ~ g3+445%+4,S+0a3
Den karaktaristiska ekvationen 33 + a, 32 + s.zs + a.3 gar under-

kastad stabilitetsvillkoren ) a3>-0 och a,a,> 8.
Som tidigare sdtter vi

7-’- KM_KKC,

ddr K 4&r en konstant., Vidare gdller

es o L

KmU =Yy +01Ypm +02‘/.M +A3Ym

YU =C+0€ +0,€ +dse

Infér vi tillsténden

x1=e
2
x3=

— et — e —  —

x 0 1 0 x4 0

ni

LXB -a3 -a2 "8.1 x3

analogt med exempel 4.4.
Vi ansdtter ddrfor

V= ke +ge2+ XER KD o4 B 8170

For denna gidller

V =208 + 2BE€ + 25¢& (RU-04€ -0y¢ -0g€] + 2XTX

Valen
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Mé=2{a3é ) ﬁ=2{a,_ och -¥el =XX

ger

V=-2%5¢%, <0

Villkoren kan skrivas

__AXa __7\‘):(-43 ______)'2:
Ke=Te 1 B gz oh ¥=-75

Vi har vidare

i l oo | K
~-Bue ,B=%
2 y e B
X=-KK ={-Bué , 8'-33,
e i X
\._' B U@ ) B = M3

Av detta ser vi tva saker. Dels att vi maste vdlja

Xaz=ﬁ

och dels att foljande val &r tvunget av fysikaliska sk&l

Yag # X
Detta ger foljande villkor

Om likhet géller erhalles e = e , vilket #r orimligt. Den enda
konsekvens detta far att det finns tva mojligheter av vart val

av andringshastigheten hos Kc
Ke=¢,4€ och K.=G,ue

En realisering av detta visas i figur 4.7.
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Km
SP+a15%+%2S +d3 +e 5 . ¥
¢ S s [ X
. Y ~
Ke "l_§’3_+&s?-+az.s +43 ._9‘1/ >< PR, N
L ; s i\
i _Sl
Fig. 4.7 Realisering av MRAS i exempel 4:5.

Vi ska hidr anknyta till framsta@llningen i exempel 4:4 och 4:5 for
poloverskott storre @an ett och behandlar det allmdnna fallet med

poloverskott lika med n for system med ordningen n, d v s

as) _ 1

Ps)  stva s™a, s vy

med

-)_(‘ = KM-KKC

; K Kkonstant

Analogt med tidigare erhalles

(n) (n-4) -
KU = Y '+ 0y Y +6\z_\/,,(\n A, . .+ AV
(n-4) (o)

xu =eMiae" Y,

Vi inf6r tillsténden

Px1 S e(o) (= e)

%5 = e(1) (= é)

x (n)

n = e

0,0, +ad,,€



och ansédtter Lyapunovfunktionen

] {MQ‘“] WACHIES +ﬁnte‘“‘”12*>?z}

med
7\)ﬁ.'.)FZ)-..)Pn >O

Derivering ger

y () (1) c:.) (z) (2) (3) n-2) (n-4)

NV = Pi.e e +P P3e e +'°'ph—1.e' e +

(n-4 - 2
+ B Ru-a, " 0,2 0,0 0FR
Vi gor foljande val

L) (n-1
Ieie B Bn a-V\e )

BZ QCZ) = Bh an -4 ecn-i)

ﬁ ec«\-z,) n-1)
n-2 = Bn aa Q

Bn-s = Bndy

:_ Fne,Ch_L)u,= /\i‘

vilket ger

V=- BnQy [e(h‘i)]i O

Villkoren kan skrivas som

(B = AY

ae“’ Qp
-~ A\X_ X
ﬁZ u e(?-) aH-J.

Joes

Bn-z= -

X
o2 43




L]
..-

Bn -1 = uem-;) 2.

Y
Bh ae(ﬂ‘i)

Vi har vidare

<)o
"
)
~
n [ ]
1"
?m L]
N
™~
3
&

vilket ger villkoren

_ Bns Fn-z Bn-3 By , B2 , B
- 2 g
BH Az # 4@3 Ay ‘# *:4n 2 4hﬂ1 an

Detta ger oss sdledes n - 1 mojligheter till realisering:

r o u o)
c,ue? )
k;’=¥< Chgllﬁa(r7-&)
(1)

| Cp-gué

vilket askadliggors i figur 4.8




=Gl =

_9.(5)
P(s)

=1
Uu T )} E .......... _% N
'-.'_J.
SN 43 V. _\L
K p(s) R
e X
l
P e o
Lo S
]
o ]
b e -‘L

Fige 4.8 Realisering av MRAS for system med poldverskoit av
ordning n, d v s

g%s; _ 1
pis st + a1sn-1 + azsn-2 + .o T 2

n

Vi ska nu se p& négra fall di vi har en kombination av initiala fel

i savidl forstdrkning som poler och nollstéllen.

EXEMPEL 436

Km yl"‘l

S«ai I

~ &ehfi] [
X
i

=G !"[sfeﬁ

r"
LA R RS
—

|
B
<

|

Fig. 4.9 Konfigurationen for MRAS av fOrsta ordningen med
poloverskott lika med ett med initiala fel i sa-
vdl forstdrkning som tidskonstant.(a1>().)
Syftet kan skrivas

a>a; , KKK, .
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For konfigurationen i figur 4.9 har vi foljande ekvationer:
N 4
\VP\*'aﬂ.Vﬁ4:=‘<p1Ll ) Cli >0
v +asy = KK 5 Qg >0
Detta ger
L] - q ° /
e "YM"Y =(KM‘KK¢)K+41\/“41 yM
samt felekvationen

¢ +0y@ = ~(ag-a,)y + (Ky-KKe U

Som Lyapunovfunktion viljes kvadrater av tillsténden i felekvationen

ovan samt kvadrater av parameterfelen, d v s
Ve 0 KK * X @i-ag) 50,0y 0
Derivering ger
V= ze[-aje-(ag-a,)y + (kn -k )u] +

+ 2 (KKK, ‘Klzc)"'z')Z(ai,_ai)("a.l)

Vdljer vi
(= B R
K=Bue j Bk
dla Bl.y.(—e) ; l= —'1;
2

erhalles
Y r 2
V= -2a.2 <0

dvs e=0,
En realisering visas i figur 4.9. =
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ANMARKNING

Det dr av stor vikt hur blocken i schemat placeras, annars kan detta
ge mindre tillfredsstdllande losningar.
I exempel /:6 ger detta (om vi har konfigurationen i figur 4.10):

Yu +A3 Y = UK
y = 6K,
é+a19=uK
vilket ger felekvationen
€ +44€ = (Ku-K®)u -y (@{-a,)- 6K,

Vdljes samma Lyapunovfunktion som tidigare med samma parameter-

justering erhalles
V=2e|-aje+ (Kn- KK Ju -y (ag-ay)-6K, | +

20 (K =KK (KK ) -2, 4 (a1-0,)

Om
y cu ]
-_— —— _ - e
Ke K och ay _x?)z_
sa

0 _ 2 _é;_
V = 2-@ <ai+/\iKGU)

Fig. 4.10 Modifierad konfiguration av konfigurationen i
figur 4.9 som orsakar en mindre tillfreastdllande
1lgsning,
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V blir stOrre &n noll om

1 ’
A1V(6;L( <

vilket gor att syftet ej kan uppfyllas., Detta &r ett resultat som
hdrrdr fran den fysikaliska positionen av den variabla forstédrk-

ningen, =

EXEMPEL 4:7

Km(s+al) | _Ym
T £2+b/s+b;y +

1 2
- . S+a’
Sk P Bl
i 7 7

Fige 4.11 Konfigurationen for MRAS av andra ordningen med
poloverskott lika med ett med initiala fel i sa=-
vdl forstdrkning som overforingsfunktion.,
Syftet kan skrivas

Infor hjdlpvariabeln v som i figur 4.11.

Vi har foljande ekvationer
y +buy +byY +byy = +a
& .K\f(cui—KKc(l ; Ur=KK W

vilket ger
Y + byYy + by Yy = Ky + K au

Y+ by + B.LV b,y = KK U +KKe L+ ag KK U
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samt felekvationen
¢ rbie +bye = (Ky-Kie )it +(Knqly - KK Ay KK -+
+ (by=by)y +(by=by +byy

I analogi med tidigare vdljes Lyapunovfunktionen till

V- —;-{Meﬁzzéﬁcxn-mc)’l( 4 ~ KK~y KK )
; <s>fb£>2+6bz—bz'+54>z}
Derivering gor
V = Ngeénel-bre-bie + (kKK )i +
+ (KM A1~ K ~AaKKU +(by=b)Y +( bz-b;+5¢)y] -
= e (Ko=) + (g =B By +(bgmbs +8, (5, B, )+
+ (Ko @3- Kie -4 KK YK -Gk e~y K )
vilket ar lika med
V=-)b;¢%
om justering sker enligt
(Ap=2zb7)
by ==,y
b, = -Dzey +), 6V +) 8y

- %dxzéu-hzéa-hléii-a/\zéd}

och

lszé"zéd
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Om det inte finns initiala forstarkningsfel utan KKc = KM for-
enklas rgkningarna och derivator av referenssignalen kan undvikas.,

I analogi med ovanstdende vidljes Lyapunovfunktionen som

S ANt 2 ,
V= 2.{52614‘6 +(y-0,) +(by-b{ ) +(by-b))°
vilket ger att justering sker enligt
e | o
d, = Beu ) §5'>‘9
° “ . 0
by =-B'ey ; B">0

b.z = ..B”,év 3 B"l>0 =

Tidigare (sid. 71) behandlades det allmiénna fallet for polover-
skott lika med n fOr system med ordning n och med enbart initi-
ale forstdrkningsfel,

L&t oss hdr pd samma sdtt anknyta till framstdllningen i exempel
4:6 och behandla motsvarande sak ndr det dven existerar initiala

fel i systemets Overforingsfunktion.

Vi betraktar sdledes foljande system och dess modellreferens:

1

System: , konstant
KM Sn + b,sn-1 + b Sn-2 + ...+ D KM
1 2 n
dell: K ] K konstant
Jdoderls = _ ’
st o+ b1’sn T4 b2'sn & 7 cee * b;

Har finns n + 1 obekanta paremetrar som ska justeras: Kc sant

b1, b2, ees bnO

Berdkningarna uppvisar flera likheter med dem for initiala fel

enbart i forstdrkningen. Som tidigare géller

aa\/M‘\/ J ;(-:KM'KKC
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I analogi med tidigare erhalles

K= Yy B Pebgyd ™2 b,

Kk = Y My y -2, VAL P NV

samt (med analoga beteckningar):

c) (o
= Ym )‘V

e™. vl L4
e

e(h-i)=w(‘vv-&)_\/(n-n.)

"V$1z) -y (2)

L) Uy 2 R byy™ Qbiy (h-1)
S AR T VRS

Felekvationen blir har

" ) b, ey bzem-z) +ble ) _ - U~

R A A Y A N C VY

i analogi med exempel 4:6.

Lyapunovfunktionen vdljes till

- %{m"‘“’]z* Ble®l.. + B[4+
X Ny (g by N, (b -b . ..+%n<nl-bn)z}

med

YA; >0
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Derivering ger

V= KK DoR-byy (b -b) -6, )5 (b, .- b dn(br-by,) +
+ Bie(c)@m 4B, EPs oot By em-z)ecn—a,) , 5.1,. [e(n-i)‘]z_
~ Bab @2 Bnbi e B gy —
~ Bne™(b{-b,) Vm‘i)‘ﬁn & by-by) yna -

- B br-bn )y

vilket dr lika med
* P 2_
V=- /g,,b1 [@CH-L)J <0

om vi gor foljande val:

f g, o . PR

Bn-2 eCn-z)

Bn-1 =Pnb,

(h- -
L—ﬁnen Qa = X/\o

samt

A

= En bsl )

- b}_ )1_ = ﬁne(n-l)ycn'v

- b ), = By -3y (n-2)

~Bn D = B e(h-i)v(o)

~



ddr de n sista ekvationerna har tillkommit jamfort med tidigare.

Parameterjusteringarna blir

Kc = [samma som tidigare ; sid. 73]

L 4

i (in-1) (n-1
by =~ M Pn Y )

. .
by = = 3 g™y @ .
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Lat oss slutligen se pa fallet med poldverskott lika med ett for
ett system av ordningen n utan initiala fdrstérkningsfel.

I figur 4.1 gdller saledes

pn-1 + b pn—z + eee T b
S _B _ 1 n-1
System:  ¥(t) = gy = 3 o
p t a,p t eee t a,
M
( ) BM(P) pn-1 + bﬁ{pn-z + o0 e + bn-1
Modell: Wit = = =
M AM(p) pn + a?bn L t eee T ag

Med anvéndning av felet e = Yy = ¥ kan vi skriva
Ape = (A-ANG)Y + Byu, - Bu
For att enklare se vilken styrlag som ska vdljas: for att felet ska

konvergera mot noll infor vi ett s k tillstandsvariabelfilter av

ordningen n=1;

- h-2
C(p)= Pn i+C_1_P t L +Cpoy

samt de filtrerade signalerna
- - v
-4 W= = oeh Uy =M

7 C ! C M C
vilket ger

AMQ o C[(A’P\M)g + BMCLM"B“]
Infores
Aoy = ag'-ay

<l..

M
Aan = &n -‘dh

dr detta ekvivalent med

Ayé = "C[(an‘u"' ba_P(n-Z)+ o b +
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06 P a0 )Y -(FT R

Onskas e = 0 far vi styrlagen

A A
Gl b,_an e bp-4 U =

= - (A8 P+ 06T + (P

vilket, med

Eﬂ. = Qﬂ.- bi
) A
bp-1.= Bn-s-bn-y

och

r~ A
Aaj_ = Adi "Aal

~ A
Ady, = 0n - 80

ger

M (n- z.)

P

AMe=C[g1G(n Z-) +b 1u +Aa y(V\ -1.)

Infores dven

~T [5 bp-y A“:L 'Aa'n]

SOT"'EQ(Y\-Z)- . a (V\ 1) (o)]

samt

C
G(p)= TA‘M

bh:-QaM]

& b:-i)aM

K Aan y (0)]
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blir felet
2=-6(p)[-6'¥]
eller
¢=c'X
X =hx+b[-8"F]

Enligt ett lemma ev Kalman, Yakubovié och Lefschetz gdller att om
G(p) = CT(pI - 8)~"b &r strikt positivt reell®sd existerar P = P>Q

och Q>0 sa att:

ATP + PA= =@

Pb=¢C

Darfor ensdtter vi analogt med den tidigare diskussionen i samband

med Lyapunovteori Lyapunovfunktionen
V= XTP)( +éTR6 ; P>0O , R>0
vilket, efter litet rakningar, ger
. ~T‘ NT ;a
V=-x'ax-2(8 pe-8 'RB)

om G(p) &r strikt positivt reell.

X DEFINITION

G(p) &r positivt reell om

o G(p) &r asymptotisk stabil

o Re G(iw)20 f5r alla w
G(p) &r strikt positivt reell om

G(p =€) positivt reell ,E>O
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Om det galler att
&1
=R pre

s& blir

V=-X'Qx

varfér x och e bada konvergerar mot noll,
En realisering visas i figur 4.12. =

~T

= - ' @
ee. © yﬂ[ G(P)

)*(\ 6 i[ = Ffﬂ'w >x<
P P

Fige 4.12 MRAS<konfiguration for poloverskott lika med ett.
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