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S ammamnifait tning

T denna rapport diskuteras olika algoritmer for skatt-
ning av tillstdndsvariabler enligt Kalmanteorin. Det framgir
att den hiégsta neggrannheten uppnds med en algoritm bestden-
de av tre positivt semidefinita delar, men atf kortare algorit-
mer kan ge tillricklig noggrannhet fdr vissa system. Nodvin-
digheten av att symmeirisera algoritmerna diskuteras tillsam-
mang med olika metoder for att utfora detta. En kort diskussion
om mojligheten att bertkna vissa matriser i forvdg och lagra

dem avslutar rapporten.




A bs tract

In this report are discussed different algorithms for the
state estimation problem according to the Kalman theory. It is
shown that the highest accuracy is obtained with an algorithm
consisting of three non-negative definite parts, but that shor-
ter algorithms may be sufficient for certain systems, The ne-
cessity of enforcing symmeiry on the algorithms is discussed
together with different methods for obtaining this. A brief
discussion on the possibility of precalculating and storing

certain matrices concludes the veport.




1. I nledning

1.1 Problemstdllningen.

Ett inom modern processreglering vanligt delproblem Hr att
skatta tillstdndsvariabler, som inte Hdr direkt tillgingliga for
miétning. Under forutsdttning att systemet dr fullstidndigt ob-
serverbart, har problemet alltid en teoretisk ldsning. Men gvi-
righeter uppstir pd grund av att vir kunskap om ett fysikaliskt
system alltid dr ofullstindig: Mitningen av utsignaler Hr behif-
tad med fel, Gverfidringen av insignaler frdn det yttre stidllor-
ganet till systemet blir inexakt, och pd systemet verkar ock-
s& storningar, som kan betraktas som insignaler utanfor vAar
kontroll. Vi siker alltséd en metod att skatta tillstdndsvari-
ablerna sa att skillnaden mellan de faktiska tillst&ndsvariab-
lerna. och var skattning av dem blir si liten som mojligt i néa-
gon mening.

Kalmanteorin ger en lbsning av detta problem genom att an-
ge hur man beriknar en viktmatris K, som relaterar den sbkta
skattningen till en miining av utsignalerna frén systemet. Be-
ridkningen av denna K-matris innefattar bland annat ett antal
matrismultiplikationer, och skall naturligtvis utfdras pid dator.
Hér, liksom vid allt annat numeriskt arbete uppstir di frige-
stdllningen: Hur skall berikningarna utforas? TvAi matematiskt
ekvivalenta uttryck kan, som bekant, ha helt olika numeriska
egenskaper.

Avsikten med detta arbete Hr att finna svaret pd frigan:
Vilken av olika tédnkbara algoritmer for beridkning av K-matri-
sen Hr dem lHmpligaste med hinsyn till noggrannhet och snabb-
het, och om. svaret inte Hdr entydigt, under vilka fdrutsititningar

Hr den ena eller andra algoritmen ldmpligast?




1.2 Sammanfattning av Kalmanteorin, tidsdiskreta fallet.

Betrakta ett system:

X(t+1) = @x(t) + Fu(t) + v(t)

(1)
y{t) = 6x(t) + e(t)

dér e(t) och v(t) dr sekvenser av oberocende normalfirdelade

stokastiska vektorer med medelvirdet O och kovarianserna:

Bo(t)vi(t) = R,

Ev(t1)vT(t2) =0 by # by
Ee(t)el(t) = R,
Ee(t1)eT(t2) = 0 by A by

Ee(t)v?(t) =

0

Hetrakta wvidare foljande matematiska modell av den determinis-
tiska delem av systemet ovan:

R(t+1) =0%(t) + ruls)

F(t) - 8%(t) 2

Ett madtt pd avvikelsen mellan tillstdndsvariablerna i systemet

(%) och i modellen (2) ges av skillnaden mellan utsignalerna,

y(t) - ¥(t). Vi modifierar dirfér modellen si att den tar hin-

syn till denna skillnad genom att infdéra en viktmatris K:
ﬁ(t+1) = 0%(t) + I'u(t) + Ki{v{t) - 0x(t)) (3)
Man kan visa att, under firutsittning att matrisen (@_7 K@)
har alla sina egenvirden innanfdr enhetscirkeln, sa kommer fe-
let i skattningen, g(t) = X(t) - g(t), att konvergera mot 0.
Vi har alltsd stora friheter att vdlja K-matrisen s3i att
konvergensvillkoret #Hr uppfyllt, och sidker dirfdr nirmare kri-
terier pa den lampligaste matrisen. Ett kriterium dr f6ljande:
Givet en godtycklig konstant vektor, a. S0kt matrisen K
sd att variansen av den endimensionella stokastiska vari-—
abeln aTg—ér 584 liten som mdjligt.
Vi betecknar kovariansmatrisen for felvektorn ;(t) med P(t).

Genom att kombinera ekvationerna (1) och (3) med hinsyn till

=l




att %(t) = X(t) - %(t) och ber8kna kovariansen kommer man

fram till:

P(t+1) = BX(t+1)5 (t+1) =

(0 - xkO)P(t) (D - k68)T =+ KRgKT + R, (4)

Denna ekvation gidller allmidnt. Vi soker K sa att:
B(a'%)% = Ba %% a = a B5xX a = a P(t)a

blir minimum, Ldsningen &r:

K(t) = oP(t)o’ (ep(t)e’ + RZ)_1 (5)

Den fullstindiga. hirledningen enligt ovan finns i: Astrom:
Introduction to Stochastic Control Theory, Academip_Press 1970,
kap 5.4, Hirledningen #r gjord med hjdlp av tva till synes
ganska godtyeckliga val: dels att dver huvud taget infora K-
matrisen s& som skett hir, dels att anvidnda det speciella op-
timalitetskriterium som vi gjort. Man kan emellertid visa, att
den strulktur pad en skattning g(t+1) givet %(t), som man kommer
fram till pd deilta s#tt, ocksd Hr den optimala under betydligt
allmdnnare foérutsédttningar. Beviset Tfor detta finns i kap. 7
av det nimnda verket.

Vi har dirmed nitt fram +till dEndamflet med detta arbete.

Vi har ett antal ekvationer, som anger den optimala skattningen,

och vi sdker bista s#ttet att beridkna dessa ekvationer med

hjdlp av dator.




Detta kapitel inneh&ller ett fdrsok till kvalitativ virdering
av olika t&nkbara representationer av algoritmerna. Dessa svyn-
punkter utgor grunden foér det slutliga urvalet av algoritmer

for en mera kvantitativ understkning.

2.1 Olika sdtt att representera ekvationerna.

’

T detta avsnitt betecknar P i vinsterled i ekvationer

atltid P(t+1), medan P i hogerled betecknar P(t).

Vi hade 81 jande ekvationer:

P

il

(© 5 x6)P(0 - k8)" + KK + R, i

K = oPO (0P + R,)7 (5)
Genom att sHtta in uttrycket for K enligt (5) i (4) far man

foljande alternativa skrivsatti:

P

(@ - xO)P0" + R, | (6)

P

il

oro’ - xero' + R, (7)
Ytterligare tre representationer kan erhéllas gemom att info-

ra en alternativ viktmatris H:

H = PO (0PO° + R2)'q

dvs. 84 att K = ®H. Man kan da bryvta ut ©® ur ekvationerna och

man far:
P=0o((r - ue)P(r - HO)' + HR,H )0 + R, (8)
P = ¢o(P - HOP)D + R, | {9)
P::(D(I._HQ)P@TJrR1 Ub)

Hér betyder I enhetsmatrisen. Observera, att om man anvinder
ndgon av de tre sista ekvatienerna, si behdver man aldrig
explicit berdkna K, eftersom ekvation (3) i s& fall kan skri-

vasg:

2t+1) = o(R(t) + uly () - 0%(+))) + ru(t)




2.2 Egenskaper hos olika matriser.

Den viktigaste egenskapen hos en kovariansmatris dr att
den dr symmetrisk och positivt semidefinit. Detta gidller alltsi
for P- R1- och Rz—matriserna. Vidare forekommer i ekvatiomerna
ett antal termer av typen APAT, ofta med flera faktorer pid var-
dera sidan om den symmetriska matrisen. Dessa termer d3r di na-
turligtvis ocksd symmetriska och positivt semidefinita. Thland
framgdr detta Taktum inte explicit eftersom ett antal faktorer
slagits samman under ett gemensamt namn. S& till exempel &r
termen K@P@T symmetrisk, eftersom det som egentligen star dir
vy .@PQTQJP@T + R2)~1®P¢F. P dr ju symmetrisk, och alltsd &r
(er)t = P'eT = P8’ Pa samma satt ar HOP = PO (BPE’ + R,)” 'O P

gymmetrisk och positivt semidefindit.

2.3 Egenskaper hosg algoritmerna.

De algoritmer som vid forsta paseende férefaller noggran-
nast dr (4) och dess variant (8). De bestlr bAda av en summa
av positivt semidefinita symmetriska matriser, vilket utgir
en garanti for att resultatet étﬁinstone bibehdller denna Tor
en kovariansmatris absolut nodviandiga egenskap. Emellertid &r
(8) den absolut léngsta algoritmen med tio matrismultiplikatdi-
oner, och den #r knappast sd mycket noggrannare att den ext-
ra multiplikation som midste utforas Hr motiverad.

Algoritmerna (6), (7), (9) och {(10) kan alla erhillas ur
varandra genom att man bryter ut ur och multiplicerar in i pa-
renteser. Av dessa kan (7) omedelbart elimineras, eftersom den
dels dinnebdr en subtraktion mellan positivt semidefinita matri-
ser, ettt ur noggrannhetssynpunkt riskabelt forfaringssdtt, och

dels #r den lingsta, Atta matrismultiplikationer. Aven (9) in-
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nebdr subtraktion mellan positivt semidefinita matriser, men
~denna. algoritm har fordelen att vara den kortaste, sex multi-
plikationer, varfér det trots allt #r motiverat att nidrmare
undersdka om den inte i wvissa fall dr anvindbar.

Aterstar (6) och (10) . De forefaller bada noggrannare Hn
(9), eftersom subtraktionen inte sker mellan psitivt definita
matriser, men de Hr ocksi s4 lika att ndgon gradering mellan
dem inte dr méjlig. Eftersom antalet algoritmer i den kvanti-
tativa undersdkningen bdr vara sd 1ldgt som méjligt for dverskad-
lighetens skull, bor endast en av dem komma med, och jag har
helt godtyeckligt valt (6).

Fgljande algoritmer kommer alltsd med i slutundersbtkningen:

P = ML.K@PUD_K@T-Fm%Kf+R1
P = o(P - ner)e’ . R,
P =

(m_K@P£?+RT

De kommer i fortsdttningen att refereras som algoritm 1, 2

resp 3.
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3. Tes tme toder

3.1 Val av gystem.

De system som dr aktuella for - en tilldmpning av Kalman-
teorin skall ha vissa speciella egenskaper. De maste vara ob-
serverbara, och om de ocksd skall styras, vilket ju vanligen
dr fallet, maste de ocksd vara styrbara, Emellertid kan de r3k-
ningar som #r aktuella i denna undersdkning utforas f£for alla
system, &dven om de framriknade P- och K-matriserna inte dr fy-
sikaliskt meningsfulla. :

Bland de faktorer som paverkar noggrannheten i rékningarna
mérks systemordningen och storleksordningen pd matriselementen.
Systemordningen didrfir att ridkningarna viHsentligen bestdr av
ett antal matrismultiplikationer, och dessa i sin tur av ett
antal skalérprodukter. Men hir adderas de fel som uppstdr i var-
je enskild multiplikation, och ju fler produkter som adderas,
desto stdbrre blir naturligtvis sammanlagda felet. Angdende in-
verkan av matriselementens storlek dr det uppenbarligen s4, att
absolutfelet f6r en matrisprodukt blir stdrre ju stdrre de in-
gdende matrisernas element Hr. De fdrberedande undersdkningarna
antvdde emellertid att dven relativfelen vHAXer med storleksord-
ningen pé& matriselementen, varfdr denna inverkan bdr kontrolle-
ras. Med hinsyn till anviandningen av dessa resultat wvid en
praktisk till8mpning dr det dessutom en fordel att som varia-
bel Taktor i undersidkningen anvinda matriselementens storlek,
eftersom den fﬁr.ett givet system direkt kan dontrolleras, me-
dan egenvirden, norm och dylikt i allminhet méste beriknas spe-
ciellt.

En understkning av detta slag krdver ett stort antal sys-

tem av olika typ och ordning - typ i detta fall betyder stor-
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leksording pa elementen -~ varfdr de lidmpligen BSr genereras av
datamaskinen.

Av dessa anledningar har Jag valt aft helt enkelt genere-
ra slumpmatriser. Som grund har jag haft en subrutin MCREDT,
fdrfatfad av Sture Lindahl vid institutionen for Reglerteknik,.
Denna subrutin ger rektangelfirdelade slumptal i intervallet
(0,3). Genom enkla modifikationer fér man dels slumptal i in-
tervallet (—a,é), dér a Hr en ingangsparameter, och dels ger
den vid varje anvop ett helt system, dvs. &- och @-matris. Den
modifierade subrutinen, kallad SYSTEM, ger mojlighet att bes-—
tamma intervallen f6r de bada matriserna var £or sig. Lista i
appendix.

Forutom 0- och ®-matriserna behdvs ocksi en initial P-
matris samt Rﬁ_ och R _-matriserna. Ingen av dessa har mndgon

2

visentlig inverkan pd riknenoggrannheten eftersom P-matrisen
ju foridndras redan efter forata steget, och R1m och Rz—matri~

serna endast kommer in additivt. Jag har ddrfor genomgiende

valt Po = I, R1 = 5T och R2 = BT, T Hr enhetsmatrisen.

3.2 Kvalitativa test.

D& man Onskar jamfora algoritmer for Kalmans ekvationer
har man visentligen tvd mijligheter: Man kan betrakta viktmat-
risen, X resp. H, som ju #r det egentliga mdlet {dr beridkning-
arna, eller man kan betrakta P-matrisen. Pen senare har en del
fordelar. Den skall ha wvissa bestimda egenskaper om den Hr kor-
rekt beridknad, ndmligen att vara symmetrisk och positivit semdi-
definit. Vidare har vi ju tva olika viktmatriser, och en jam-
forelse mellan algoritm 2 och de Uvriga skulle bli besvirlig
om vi anvinde H och K., P-matrisen diremot &r densamma for alia

algoritmerna.
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En fdrsta kvalitativ undersikning av algoritmerna kan man
gora med hjdlp av fljande observation: P-matrisen #Hr ett matt
pad osdkerheten i skattningen av tillstdndsvariablerna. Efter
ett antal tidssteg har vi, pad grund av stdrningarna, ingen nyt-
ta av den information vi hade om tillstdndsvariablerna i bbr-
jan, samtidigt som vi 1 varje tidssteg far ny information, om
dn med en wviss osdkerhet., Om systemet dr tidsinvariant och stor-
ningarna kan anses ha konstanta statistiska egenskaper, hor
alltsd s8 smldningom P-matrisen konvergera och bli konstant.
Detta &dr naturligtvis forutséttningen for att Kalmanfiltrering
gver huvud taget skall vara praktiskt anvindbart, annars skul-
le ju osédkerheten vixa obegrénsat och mitningarna inte ge ni-
gon information alls,

Det wvisar sig emellertid att med vissa algoritmer och vis-
sa system kommer P- matrisens element att vixa obegrinsat.
Detta méste vara fel, och en grov kontroll pd att en algoritm
alls &dr vird att studera nirmare Hr att P—matrisen efter ett
antal steg (20 - 30 st) &r nagorlunda konstant.

Observera, att det faktﬁm att P—métrisen divergerar [{or
ettt visst system och en wviss algoritm inte har att gdra med om
systemet som s&dant #r stabilt eller instabilt. Det enda stabi-
litetsvillkor som finns Hy att matrisen (@ - K@) skall ha sina
egeﬁvérden innanfor enhetscirkeln. In divergerande P-matris
beror alltid pd felaktigheter i ridkningarna. Detta pastlende
kan jag tyvirr inte bevisa strikt, men i alla de fall jag un-
dersdkt konvergerar P sedan riknenoggrannheten Skats. Se t.ex.
avsnitt 4.2

P-matrisen skulle ocksd vara symmetrisk, och man har hir

en god mojlighet till ytterligare kontroll. En algoritm som ger

en starkt ocsymmetrisk P-matrisg, till exempel olika tecken pa




de element som i sjdlva verket skulle vara lika stora, “v

alltsd likaledes oanvindbar.

3.3 Kvantitativa test.

I samband med Jjdmforelser mellan algoritmer Hr ett av de
vidsentliga problemen att f& fram ett "facit" att jamfora med.
Den enda mjligheten di det géller Kalmans ekvationer &Hr att
utfra beridkningarna 1 dubbel precision och anvinda detta re-
sultat som jadmforelse,

Nista friga som uppstar Hr di: Vilken av de tre algorit-

merna skall anvindas till detta, och skall den eventuellt mo-

1h

difileras pd ndgot sitt? Hir gav de forberedande kvalitativa tes-

ten en viss vigledning. Det visade sig ndmligen ( se avanitt 4
att en symmetrisering av algoritm 2 och 3 wvar absoclut nédvin-
dig for att inte P-matrisen skulle divergera. Emellertid wvar
algoritm 1 betydligt mindre kiénslig. Jag har darfor valt att

som "facitalgoritm" anvidnda algoritm 1 och dessutom symmetri-

. 2)

serat den genom medelvirdesbildning. Symmetriseringen finns nir-

mare beskriven i avsnitt 4.2.

3.4 Representation av felen.

Attt ridkna fram P-matrisen med de tre algoritmerma plus
jémfﬁrelsealgoritmeﬁ, och sedan direkt betrakta matriserna och
fdrsbka dra ndgra slutsatser Hdr praktiskt taget omtjligt, det
blir alldeles for mdnga tal att jamfdra. Problemet Hr di att
4 fram ett eller tva& tal per matris som utgdr ett matt pid fe-
let, och som enkelt kan jédmforas.

Jag har anvint foljande metod: Beteckna P-matrisen beridk-
nad enligt en av dé algoritmer som skall jimforas, med (?ij)
och P-matrisen beriknad i dubbel precision med (dij)' Beridkna

en ny matris (uij) enligt:
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(w, ) = (AL L)
id dij

Den nya matrisen har da de relativa felen som element. Berdk-
na sedan:

’ n

49 = 73 inl“ijl och  d, = max T“ij\

. i, J i,
Dessa tvaA tal ubgdr ett midtt pa felet i rdkningarna och kan di-
rekt jamforas med motsvarande tal fﬁr-andra algoritmer.

Om de jHamf6rda algoritmerna Hr nigorlunda anvindbara, dvs
inte divergerar, kommer bdda talen att vara 0<£qg £ 1. Utskrif-
ten frén datamaskinen skulle d& bli av exponentiell form, dvs
se ut exempelvis .6373625-06, och en tabelluppstdllning skulle
bli relativit svardverskddlig. Jag har dédrfdr multiplicerat med
227, eftersom maskinens kapacitet &Hr 27 bitar, och direfter tagit
heltalsdelen av talet. Det sd erhdllna talet #dr alltsd ett hel-
tal av storleksordningen O £ Q <-108, som anger att relativa

felet #r ungefir Q'iOHS. En tabelluppstédllning far di utseendet:

alg 1 alg 2 alg 3
Max fel 210 98 987
Medelfel 350 43 130

Av denna tabell skulle man kunna dra slutsatsen att algoritm

? Ar noggrannast, men att samtliga algoritmer i allminhet &r
anvindbara, eftersom hogst fyra siffror av dtta dr opadlitliga,
och fysikaliska mitningar sillan kan gdras med mer #n fyra siff-
rors noggrannhet. En lista Over subrutinen DIFF som anvints vid

dessa felberdkningar finns i appendix.




hy, Numer i s k a re sultat

4,1 FEgenvirden hos Q-matrisen.

For att f& fram egemnvirdena for de system som genereras
av subrutinen SYSTEM, har jag anvint ettt av institutionens bib-
lioteksprogram, EIGP. Det exakta lidget av egenvirdena i komple-
xa planet Hr inte av sa stort intresse i sammanhanget, utan
jag har fbr ett antal system skrivit ut heltalsdelen av abso-
lutbeloppen., Det wvisar sig att dessa for varje system ligger
ungefar jéamt fordelade i ett intervall vars bvre grins bestims
av systemets ordning och elementens grinser. For varje system-
typ beridknades egenvidrdena for 15 system, och tabellen nedan
visar inom vilket omrade stirsta egenvirdet for en viss system-—

typ befinner sig.

system-— intervall omrade for

ordning for @ storsta egenv.
5 | (~1,1) 0 - 2
5 (~5,5) L - 9
5 (-10,10) 10 - 17
10 (=1,1) 1 - 2
10 (-5,5) 8 - 11
10 (-10,10) 16 - 21
15 (=1,1) 1T - 2
15 (-5,5) 10 =313
20 (-1,1) 2 - 3
20 (-5,5) 11 - 18

Dessa matriser Hdr inte identiska med de som anviEnts vid under-
stkningen av algoritmerna, men man kan utgd ifran att dessa

har ungefidr samma egenskaper, eftersom de genererats pa samma

sdtt.

16
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4.2 Behov av symmetrisering.

Som ndmnts i avsnitt 3.2 kan ibland P-matrisen divergera
och efter ett antal steg 4 mycket stora element, ibland sd sto- ;
ra att de ligger ubtanfdr maskinens kapacitet. Ett exempel pa
detta Aterfinns i tabell 1 som Ar en utskrift av P-matrisen or
ett antal samplingsintervall, och dir de olika algoritmerna
programmerats utan modifikationer. Det aktuella systemet har
slumpmatriser dir elementen Ar rektangelfdrdelade slumptal
(-10,10). © &r en (5x5)-matris och 8 en (3x5)-matris.

Man ser att algoritm 1 konvergerar ndgorlunda, medan algo-
ritmerna 2 och 3 divergerar kraftigt. Matriserna #dr dessutom
starkt osymmetriska, ibland med olika tecken pa de element som
skall wvara lika. Detta faktum ger en antydan om var forklaring-
en dr att sdka, Betrakta ndmligen algoritm 2:

P = o(p -~ PO (BPO + Rz)_1@P)(DT + R,
Den andra termen innanfir parentesen skall, liksom P, wvara sym-
metrisk. Vi har alltsd en subtraktion mellan symmetriska matri;
ser., Men hidr ligger en stor felkidlla. Den andra termen har ju
uppkommit genom ett antal matrismultiplikafioner. DA dessa be-
réikningar utfidres blir resultatet naturligtvis inte exakt sym-
metriskt, dven om de relativa felen #Hr smd. Vid subtraktionen
kan felen vidxa betydligi, och vi far inte lingre en symmetrisk
Pematris. Vid ndsta samplingsintervall upprepas proceduren och
felen vixer ytterligare.

Har tillkommer en faktor, mdmligen sidttet pa vilket in-
versionen utfdres. Jag har genomgdende anvint en bibliobeks-—
rutin SYMIN fdr detta. Den 8r avsedd for symmetriska matriser
och #Hr si beskaffad att den endast tar hinsyn tillumatrisens
tvre triangel. Om nu den aktuella matrisen i sjélva verket din-

te Hr symmetrisk, blir resultatet naturligtvis inversen av en
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helt annan matris, och fele3 bkar ytterligare.

Med algoritm 1 diremot upptridder inte dessa symmetriprob-
lem lika starkt, eftersom man didr aldrig har nigon subtrakti-
on mellan positivt definita symmetriska matriser, utan enast
en addition, som dessutom Hr den sista operationen, och man
alltsd inte genom yiterligare matrismultiplikationer forstir-
ker en liten osymmetri.

Vidgen ut ur svarigheterna Hr uppenbar: man symmetriserar,
dvs justerar elementen efter varje operation éé att matriserna
verkligen #dr exakt symmetriska. Jag har undersidkt tva metoder
att gira detta:

For det forsta: Betrakta matrisen (aij);

Berdkna %(aij + aji)’ i # j. Ersdtt elementen aijOCh aji

med detta tal.

For det andra: Betrakta matrisen (aij)'

Ersdtt elementet ajiwmed aij om i< 3, dvs ersiitt elemen-

ten i undre triangeln med motsvarande i Gvre.

Den sista metoden har dessutom den fordelen att ridkningarna
blir kortare #Hn wutan symmetrisering efftersom man ju aldrig
behover rikna ut undre triangeln.

Att symmetrisering verkligen ger en klar forbidttring
framgdr av tabell:®2, som dr en utskrift av P-matrisen for
gamma system som ovan, men dir algoriftmerna symmetriserats
enligt metoden med medelvédrdesbildning.

T och for sig kunde kanske symmetrisering av algoritm 1
verka oOverflidig, och likasa fungerar Hdven de andra algorit-
merna utan symmetrisering om exempelvis @P-matrisens element
dr rektangelfdrdelade (—1,1) istdllet for (~10,10). Emeller-

tid finns det all anledning att fOrmoda att noggrannheten

HAven i dessa fall blir storre med symmetrisering, och dessu-
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tom minskar Jju ridknetiden om man kan anvinda metod nummer 2

vid symmetriseringen. For den fortsatta undersdkningen har jag

darfsr genomgiende anvint symmetriserade algoritmer.

.3 Riknetider.

Pa UNIVAC finms tyvirr ingen mdjlighet att 8 fram klockan
s& att man kan ange riknetiden for en wviss rutin. En uppskatt-
ning ges av antalet multiplikationer i de olika algoritmerna.
T gsammanstdllningen nedan fdrutsidtts ¢ vara eﬁ (nxn)—matris
och ® en (mxn)—matris. Det angivna antalet upptar inte de mul-
tiplikationer som dingdr i inversionén, men det bdr vara ganska
litet, eftersom det endast &r en (mxm)—matris som inverteras.

Symme trigering med medelvirdesbildning.
Algoritm 7: 3n2m + bnum® & 2n° 4+ no o+ m”

Bx: n=5, m=73 689 multiplikationer

L 3956 -

Algoritm 2: 2n2m + ang + 2n3 + m2 + 2n2

n =10, m

I

Ex: n= 5, m=23 549 "

it

10, m

Algoritm 3: 3n2m + 2nm2 + 2n3 + m2 + n2

H
&=
)
S
(S
o
{
I..

n

Ex: n= 5, m=73 599 P
b 3636 -

n = 10, m

Il

Symmetrisering genom att ersidtta nedre triangeln med dvre

Algoritm 1: %(7n2m + 5nm2 + 3n3 + n2 + 2nm)
Ex: n= 5, m=3 590 multiplikationer
n= 10, m = 4 3390 L
Algoritm 2: %(Bngm + 3nm2 + 3n3 + 2nm + n2)
Ex: n= 5, m=3 370 B L

n= 10, m = & 2430 —"e




Algoritm 3: %(6n2m + 3nm2 + 3n3 + n2 + 1m)
Ex: n= 5, m=3 500 multiplikationer
n= 10, m = 4 3010 -

Man ser att algoritm 1 Hr den lingsta och att algoritm 2 och 3
Ar ca 15% Tresp 10% kortare om symmetriseringen sker med den
forsta metoden och ca 30% Tresp 15% kortafe om symmetrisering
sker med den andra metoden. Bn jamforelse mellan den lidngsta,
algoritm 1 metod 1, och dem kortaste, algoritm 2 metod 2, ger

en skillnad pd ca 40%

k.4 Tabeller 6ver den kvantitativa understkningen.

Understkningen utférdes s& att ett system genererades en-
ligt avsnitt 3.1 med systemordning och grénserna £or matris-
elementens storlek som ingdngsparametrar. Direfter beriknades
P-matrisen for 30 samplingsintervall med de sju olika algorit-
merna - tre algoritmer med vardera tva symmetriseringsmetoder
plus en algoritm i dubbel precision. For samplingintervall
1, 5, 10, 25 och 30 herdknades relativfelen enligt avsnitt 3.3
och 3.%, och de skrevs ut i en tabell. Ddrefter upprepades pro-
ceduren f8r ett antal system. Systemen Hr inte utskrivna, ef-
tersom de exakta siffrorma i och for sig inte ir intressanta.
De utgdrs ju av rektangelftrdelade slumptal med givna grinser,
och det wvisar sig att resultaten &r ganska entydiga fir alla
system av en given Lyp.

Berdkningarna #Hr utfdrda {for system av ordning 5, 10, 15
och 20 och med elementgridnsermna 1, 5 och 10. For system av ord-
ning 5 beriknades 15 system av varje storleksordning och for
system av higre ordning berdknades sjussystem av varje. av des-
sa har sedan av varje sovrt valts ut tre representativa system

som presenteras i tabellerna 3 ~ 13.

20
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Tabellerna har tyvirr p.g.a. platsbrist inte blivit sa
sjalvforkilarande som dr Onskvart, och ddrfor foljer en besk-
rivning och teckenfdrklaring. Ett exempel pa en tabell finns
Pa nidsta sida.

Forsta raden #r en beskrivning av systemet. N = 5' NY = 3
anger att ® #r (5x5) och @ #dr (3 x3). MAGNITUDE OF FI resp
MAGNITUDE O% TET anger grinserna i rektangelfdrdelningen.

TYPE OF SYMMETRY &ver andra kolennen syftar &t hidger pad de and-
ra kolonnhuvudena, som alltsd anger vilken symmetriseringsme-
tod som anvints. MEAN VALUE anger symmetrisering med medelvdEr-
desbildning och UPPER TRTIANGLE anger symmetrisering genom

att undre triangeln ersétts med Svre. MEAN ERROR resp MAX ER=
ROR syftar pid de tva metoder £6r felangivelse som némnts i av—
snitt 3.4. Den andra tabellen, TOTAL FOR 3 SYSTEMS #Hr en sam-
manfattning av regultaten for ettt antal, i detta fall 3, sys-
tem av gamma typ. TOTAL MAX ERROR #dr det stdrsta relativa fel
gom fanns for den givna algoritmen bland de ftre systemen, me-
dan TOTAIL. MEAN ERROR anger medelfelet totalt, dvs medeltalet

av medelfelen_fﬁr alla samplingintervallen och alla systemen,
Av praktiska skidl har denna tabell samma huvud som de andra,
varfor rubriken SAMPLING INTERVAL NR inte har ndgon funktion

i detta fall.

T tabellerna forekommer en del asterisker och nollor som
bAdda anger att felet skulle representeras av ett tal med mer
#n 3tta siffror. Nollan anger att talet Hr for stort for hel-
talsrepresentation, dvs stdrre &n 3«‘10'H och asteriskerna att

11 8
det ligger i intervallet (3-10 ', 107).

=4l
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Tabeller finns for foljande systemtyper:

system- rvader  grdnser  grinser tabell

ordning i @ for @ for @ nr
45 3 (=1,1) (=1,1) 3
5 3 (-5,5) (=1,1) I
5 3 (-10,10) (-1,1) 5
5 3 (-1,1) (~10,10) 6
5 3 (-10,10) (-10,10) y
10 I (-1,1) (-1,1) 8
10 4 (-5,5) (~1,1) . 9
10 i (_10,10) (~1,1) 10
15 5 (=1,1) (=1,1) 11
15 5 (-5,5) (=1,1) 12
20 5

(=1,1) (=1,1) 13

Anledningen till att det endast finns en typ awv @—matfiser for
system av higre ordning dr, att det av tabellerna for femte
ordningens system framgdr att den inte har ndgon inverkan pa
noggrannheten.

Listor &ver de subrutiner som anvints for de olika "algo-
ritmerna finns 4 appendix. For att slippa en upprepning av nis-
tan likadana program finns bara fyra subrutiner listade: KALM1
dr algoritm 1 symmetriserad med medelvirdesbildning, KAIM2 v
algoritm 2 symmetriserad genom att sitta undre triangeln lika

med Gvre och KALM3 Hr algoritm 3 ubtan symmetrisering.
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5. 5 1 ut s at s erx

5,1 Jdmforelse mellan algoritmerna, I.

Svstem av ordning 5.

Man kan forst konstatera att B-matrisen uppeﬁbarligen inte har
nagon inverkan pé noggrannheten. Felen Hr ungefidr lika stora
for olika storleksordningar pd O-elementen om P-elementen Hr
lika stora. Se tabell 3 och 6 resp 5 och 7.

LAt oss bbrja med en jamforelse mellan symmetriseringsmeto-
derna. For @é(—1,1) dr de bada metoderna lika bra for alla al-
goritmerna. Felen ligger med f& undantag inom samma tiopotens,
och en kontrollrikning ger att i ca hidlften av fallen #Hr den
ena metoden bast, 1 hidlften den andra. For @E(—5,5) giller fort-
farande att de bdda symmetriseringsmetoderna dr lika bra fér al-
goritm 2 och 3, medan for algoritm 1 metoden med medelvirdes-
bildning ger det klar bista resultatet. Skillnaden kan ibland
uppgad till en tdopotens eller mer.

Denna skillnad mellan de bada symmetriseringsmetoderna for
algoritm 1 blir dnnu mer markerad da @E(—TO,TO). Medan det i fo-
régéende fall ibland intriffade étt metoden med medelvirdesbild-
ning gav en tiopotens mindre fel, Hr det 4 detta fall s#dlilan
skillnaden Hr mindre Edn en tiopotens, ofta Hr den tva tiopoten-
ser. Nidgon kontroll av algoritm 2 och3 finns det i detta fall
ingen anledning att gbra eftersom felen ddr under alla omstin-
digheter Hr s& stora att dessa algoritmer Hr oanvindbara.

Sammanfattningsvis gialler alltsd om symmetriseringen att
dé algoritm 2 eller 3 anvindes finns det ingen anledning att
symmetrisera med medelvirdesbildning, eftersom den tar lingre

tid men inte ger bittre resultat. Om algoritm 1 anvindes ddr-
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emot bor medelvirdesmetoden anvindas eftersom den ger sipéass
stor forbiattring av noggrannheten.

Vi dvergir till en jémférelse mellan algoritmerna, och d&
bor vi enligt fdregdende resonemang jamfora algoritm 1 symmetri-
serad med medelvirdesmetoden och algoritmerna 2 och 3 symmetri-
serad med den andra metoden.

En jémforelse mellan algoritm 2 och 3 ger ingen skillnad
P& noggrannheten for dem, Det finns ungefir lika méanga fall
dar den ena #r noggrannast som den andra. Man.kan ddrmed ange
algoritm 3 som den i allminhet sdmsta eftersom den Hr léngre
dn algoritm 2.

Aterstar en jémforelse mellan 1 och 2. Hir Hr algoritm 1
utan tvekan den noggrannaste, men den dr ockss betydligt léngF-
ré& och det dr av intresse att se efter nir algoritm 2 kan an-
vindas. Det visar sig att om @E(—1,1) uppgar felet med algo-

&8

ritm 1 i allménhet till ca 10°° - 1077 och med algoritm 2 till

ca 1077 - 10“6. Eftersom fysikaliska matningar i allminhet inte
kan goras béttre dn med ett relativfel av ca 10_1t och det ofta
inte 1onar sig att ha felet mindre #Hn 1OH2, dr de fel som kom-
mer in genom dessa riakningar helt forsumbara for bada algorit-
merna. Om ¢ (—5,5) blir felen med algoritm 1 ca 10_5 och med
algoritm 2 en tiopotens storre. Aven ha]kommer alltsd felen som
introduceras genﬁm dessa rédkningar att forsvinna i jamforelse
med matfelen.

For §e(-10,10) kommer saken diremot i ett annat lige . Har
dr felen med algoritm 2 betydligt storre, ofta s& sfora att ma-
skinens heltalskapacitet inte ridcker till med den anvinda fel-
representationen, medan algoritm 1 fertfarande ger fel av stor-

leksordningen 10_4. Alla system av denna typ ger inte s& stora

fel, men ungefdr hidlften av de undersskta systemen gdr det, och
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slutsatsen av detta blir, att om ett givet system har si stora
matriselement att det kan karakteriseras som @6(—10,10), si

skall algoritm 1 anvindas.

5.2 Jamforelse mellan algoritmerna, IT.

System av hdgre ordning.

Slutsatserna i foregiende avsnitt angdende symmetriserings-
metoder och likheten mellan algeritm 2 och 3 gidller Hven for
gystem av higre ordning. Som vantat minskar noggrannheten med
tkande systemordning. Det storsta system som undersidktes wvar av
crdning 20 och med @E(~1,1). Har v;r felen med algoritm 1 ca
1077 och med algoritm 2 ca 10"1*. Det méste emellertid observe-
ras att spridningen pad felen &Ar betydligt stdrre for system av
higre ordning &dn for system av ligre. Detbta framgadr av att for
system av ordning 5 wvar skillnaden mellan maxfel och medelfel
i allminhet en tiopotens eller mindre, men for system av ord-
ning 20 blir skillnaden ofta tre tiopotenser med algoritm 2
och 3. Man bdr alltséd vara f8rsiktig om man anvinder ndgon av
dessa. Aven om medelfelen ligger pid en fullt acceptabel niva,
kan fel uppkomma i skattningen genom att ndgot eller ndgra mat-
riselement har stora fel. Med algoritm 1 blir spridningen mind-
re, i allmidnhet en sillnad pd en tiopotens mellan maxfel och me-
delfel.

Denna diskussion har helt rort system av ordning 20. Mind-
re system kan enklast karakteriseras genom att sidga att resul-
taten ligger mellan resulitaten {for sygtem av ordning 5 och ord-
ning 20.

Om matriselementen vixer, minskar noggrannheten starkt.
For system av ordning 10 och med @E(—5,5) blir felen med algo-

3

ritm 1 ca 10 7 och med de andra algoritmerna tva tiopotenser

~4|
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stdrre. Redan algoritm 1 ger alltsi fel éom Ar pd grinsen till
det acceptabla i den meningen att de rena riknefelen blir lika
stora som de troliga fysikaliska mitfelen. De andra algoritmer-
na ger uppenbarligen alldeles for stora fel.

Om systemordningen dr 10 och @E(~10,10) cer algoritm 1
fel av storleksordningen 10 - 100% och de andra som vanligt #nnu
stdrre. Det Hdr alltsd tveksamt om berdkningar pa denna typ av
gvstem Over huvud taget bbr utfdras med den noggrannhet som hir
dr aktuell, 27 bitar.

For system av ordning 15 blir felen redan med @é(—5,5) och
algoritm 1 av storleksordningen 100%, och ftest av system med
storre element &dr uppenbarligen meningslos liksom system av

higre ordning med matriselement stdrre dn 1.

5.3 Sammanfattande kommentarer angaede anvindningen av de o-

lika algoritmerna m.m.

Om riknetiden vid berékﬂingen av viktmatrisen &dr av underord-
nad betydelse, exempelvis om samplingintervallen #r 1linga el-
ler berdkningarna sker off-line, dr det uppenbarligen algoritm
1 som dr den lampligaste. Den ger i allménhet battre noggrann-
het och #r, som framgitt, £Or system med stora matriselement
den enda anvindbara. Det #r [drst di en h07~ig tidsbhesparing
kan anses visentlig, som algoritm 2 bér dvervigas, och di mas-
te man noga beakta QP-matrisens utseende. Vid denna undersidk-
ning har ingen hinsgyn tagits till olika representationer av
gamma system, utan de matriser som hade stora element visade
gig ocksd ha stora egenvérdén. Under de forberedande under-
sdkningarna visade det sig emellertid att system med smi e-
genvirden, men dir representationen var sadan att matriselemen-—

ten blev stora, gav dilig noggrannhet. Man kan dirfor anta att
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systemrepresentationen har sgtor betvdelse.

Vid tillémpningar av Kalmanteorin har man alltid ett wval
mellan att gora beridkningarna on-line eller off-line. Man fir
alltsd viga riknetid mot minneskapacitet. D& Hr att mirka att
om systemet Hr tidsinvariant sd4 kenvergerar, som tidigare némnts ,
P-matrisen, och didrmed dven K-matrisen efter ett antal steg, i
testexemplen 20 - 25 st. Man behover alltsd endast lagra ca 20
matriser, och fir di datorn fristialld £dr andra uppgifter. Det-
ta forfaringssitt dr ocksd lHEmpligt ur den sjnpunkten att berdk-
ningarna eventuellt kan utfdras pd en annan maskin med storre
ordlédngd och didrmed stdrre noggrannhet dn den maskin som dr kopp-
lad on-1ine till processen.

Med tanke pd att K-matrisen konvergerar finns ocksd moj-
ligheten att endast anvidnda den konvergerade K-matrisen och
alltsd skatta suboptimailt i borjan. Konvergensvillkoret for fe-
let dr ju Hnda alltid uppfyllt, och kovariansen for felet blir

Just den P-matris man fir efter konvergens.



Refereng:
K.J. Astrém: TIntroduction to Stochastic Control Theory,

Academic Press 1970.
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SUBROUTINE SYSTEMIIAPN/NY»FIsTET LAYLRIZ)

GENERATES A RAMDOM SYSTEM WITH MATRIX FLEMENTS OF
RECTANGULAR DISTRIBUTION.
AUTHOR LEIF ANDERSSOMN

1A - DIMENSION PARAMITER

FI — SYSTEM MATRIX ORDER Nxpl

TET ~ SYSTEM MATRIX ORDER NY=M

La = DISTRIBUTION LLIMIT FOR FI

LB = DISTRIRUTION LIMIT FOR TET

14 — 1Z IS To HAVE AN ODN INITIAL VALUE

SUBRQUTINE REQUIRED
NONE

DTHENSTIOM FI(IArIA), TET(IA2IA)
DO 15 Iz1eN
DO, 15 J=1el
I72124259+1
2T ABS(I2)
1Z=MOD(IZy131072)
15 FI(Iled)z2sl A%(~0,5+1Z%0.7629305E~5)
50O 20 I=1.MY
Do 20 J=1eN
I7=1Z2%259+1
IZz=IABSLI)
17=M0D(IZ2,131072)
20 TET(I2J}=2%lBx(=0.5+12%0. 76293956~ %)
R} f'UhN
Enh
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SUSROUTINE DIFF(LAsMeArNs TMAK, MEAM)

COMPUTES THE MAXIMUM AND MEAN RELATIVE DIFFEREMNCE
GETWEEN £ SINGLE PRECISIGH AND A DOUBLE PRECISION
SGUARE MATRIX. THE DIFFERENCES ARE MULTIPLITD QY
2x%27 AND CONVERTED TO INTEGERS.

AUTHOR LETIF ANDERSSON

{a = DIMENSTION PARAMETER -

A~ SINGLE PRECTISION MATRIXe ORDED NMan
D = DOUBLE PRECTSION MATRIXe ORDER Nip
LeAX — MAX DIFFERENCE :
MEAN — MEAN DIFFERENCE

SURRCUTINGE REQUIRED
NONE '

OiHENSTON A{TATA)
DOUBLE PRECISION D(IA«ILA)
Xm0

Yz0a |

Do 10 I=1+iy

D0 10 Jz=1ipn

= (AL =D )Y/ DT e d)
2z (2%%27 Yk ANS(7)

Y=Y+L

XTAMAXLI(X: 2)
MEANZINT (Y / (NN )
TaAX=INT () '

RETURN

E R
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2%
RS

5%
O %
T
&%
O
10=%
il%
fon
13%
14
15%
16%
17
18%
19%
20%
21
22%
23%
24
25%
26%
27 %
28
29%
30%
31w
S
33%
Sh
35%
36%
37
38 %
39%
Lga
Gl
2%
4 A%
L4
U5%
LEx
U7 %
48x%
4O
50%
S51%
S52%
53%
Sl
55%
56
57%
S8%
59x%
60
6lx
G2%
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SUBROUTINE KALMI(IA,IBeNeNYeFITET s RIvRE,PeGrUrVe ISING)
COMPUTES THE P- AND GAIN MATRIX OF THE KALMAN THEORY.
AUTHOR LEIF ANDERSSON

IAr IB - DIMENSION PARAMETERS

FI = SYSTEM MATRIX ORDFER NxNae MO DIMENSION LIMIT.

TET = SYSTEM MATRIX ORDER MY®N. MAX NY=40

R1 - COVARIANCE MATRIX OF MOISE ON STATEVARIABLES,
ORDER NN

R2 = COVARTIANCE MATRIX OF NOISE ON OUTPUTS.
ORDER NY*®NY, '

P — COVARIANCE MATRIX OF ERROR IN ESTIMATION OF
STATEVARIABLES. ORDER N=N, CONTAINS P(T+1)
UPON RETURN.

G =~ GAIN MATRIX ORDER NxNY.

Ue V = THESE MATRICES ARE USED IN THE COMPUTATIONS
BUT HAVE NO INPUT OR OUTPUT.

ISING = RETURNED 1 IF IMVERSION HAS FATLED.

OTHERWISE 0o :

NOTATION., FI® APPEARING IN COMMENTS DEMOTES

FI TRANSPOSED.

ALGORITHM  P{T+1)=(FI=GxTETI*PAT)* (FI=GxTET) " +G%R2%GY+R1
GuFIP(TIRTET = {TET*P(T)*TET*+R2) INV

SUBROUTINE REQUIRED
SYMIN

DIMENSION FI{IA,IAye TET(IBeIA), RI{IAZIA}s R2(IBeIB)
* P(IAvTAY, G{IA2IBYe U{IAsTA), V(IAIA}
NAZN=1

NYAZNY=-1

COMPUTATION OF G=P*TET®

9
10

DO 10 I=1isN

DO 10 Jz=1sNY

SUM=0 . :

DO 9 KzleN
SUMZSUMAP (I K1 TET(Jo KD
G(I,J)=SUM

COMPUTATION OF U:(TET$G§R2)INV

14
15

16

C

DO 15 I=1¢NY

DO 15 J=ienY

SUM=0.

DO 14 K=isN
SUMzSUMATET (T, K) %G (Ke d)
UllpJ)=SUM+R2(IJ)
IFINY.EQ.13G0 TO 23

DO 16 I=1+NYA

IMZI+1

DO 16 J=IM.NY

I D= UIo DU, 1) /2
Ul I3=U(I s J)

CALL SYMIN (NY,IA2ISING.U)
IF(ISING.E®.1)RETURN

COMPUTATION OF VzGxU

DO 20 I=isN
DO 20 Jz1leNY
SUMzZ0,

BDO 19 K=l¢NY

N




63%
G
65
GH=®
&7 %
o8B
59
TO=
i
T2%
T3
Tl
T5%
TG
T7%
78%
T9%
80=%
81 %
G2
BIx
BlUx
85%
B6x%
87 %
B8&%
59x%
95
Q1%
Q2%
S3%
Gl
95%
Q6%
97 %
S8
99 x%
100x%
101=
102%
103%
104%
105%
106%
107%
108
169
110%
1ilx
Li2x%
113%
1ibx
135
liex
117%
118
119
120%
121%
122%
1235%
124%
125%
126
127

19
20

21

22

SUMZSUMHG (T oK) U (K, J)
V{I,Jd)=sSUM

60 TO 25
IF{ABS{U(L,1)~1E=18))65
{SING=0

SUMz=U(1,1)

DO 22 T=1sN

Vi1, 1)=G{1,1)/5UM

COMPUTATION OF G=FIxV

25

29
30

DO 30 Iz=ieN

DO 30 J=zleNY

CSUM=0.

DO 29 KzieN )
SUMzGUM+FI{L e KIAV (Ko d)
G{IlyJ)=SUM

COMPUTATION OF U=FI=G+TET

34
35

DO 35 I=isN

DO 35 J=isN

SUM=0.

DO 34 Kz=ieNY
SUMz=SUMAG{ I o KIRTET (Ko J)
UCIpJIZFI(Ied)=SUM :

COMPUTATION OF V=UxpP

39
Lo

DO 40 TI=1ieN

DO 40 J=1eN

SUM:OO_

DO 39 Kz1sN
SUMZSUM+U(T s K) %P Ko J)
ViELeJd)=SUM

COMPUTATION OF P=VxU?®

Y
45

DO 45 Iz=LieN

DO 45 Jz1sN

SUM=0,

DO 44 K=1eN
SUMZSUMAYV (T Ky U {J KD
PII,J)=GUM

COMPUTATION OF U=GxR2

49
50

DO 50 I=ieN

DO 50 J=1sNY

SUM=0.

DO 49 K=1lgsNY
SUMzZSUMAG{T e K)%R2 (10 J)
U(LleJiz=8UM

COMPUTATION OF P=P+UxG'+R{

59
60

6l
65

DO 60 I=isN

DO 60 JzieN

SUM:OO

O 59 KziloNY
SUMZSUMFULTI oK) %G (JeK)
Piled)=PUI Jy+R1I(T s JI+SUM
DO 61 T=1e¢NA

IMZI+1

DO 61 J=IM.N
PCIpJI=(PLIo}+P (U 1)) /2
PlJeI)=P{l,d)

RETURN

ISING=1

RETURN

END
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SUBROUTINE KALM2(IA IBeNeNYeFIeTETIRIeR2ePrHUp Ve ISING)

COMPUTES THE P= ANp GAIN MATRIX OF THE KALMAN THEORY,
AUTHOR LEIF ANDERSSON

IA: IB = DIMENSION PARAMETERS

FI -~ SYSTEM MATRIX ORDER N#N. NO DIMENSION LIMIT,

TET = SYSTEM MATRIx ORDER NYxN. MAX NY=4Q

R1 « COVARIANCE MATRIX OF NOISE ON STATEVARIABLES,
ORDER NN

R2 = .COVARIANCE MATRIX OF NOISE ON QUTPUTS.
ORDER NY#NYe,

P = COVARIANCE MATRIX OF ERROR IN ESTIMATION OF
STATEVARIABLEse ORDER N=N, CONTAINS P(T+1)
UPON RETURN,

H ~ MODIFIED GAIN MATRIX. THE USUAL GAIN MATRIX IS 0B-
TAINED THROUGH PREMULTIPLYING BY FT.

Ue V = THESE MATRICES ARE USED IN THE COMPUTATIONS

BUT HAVE NO INPUT OR OUTPUTY.
ISING = RETURNEDR 1 IF INVERSION HAS FAILED»
OTHERWISE 6.

NOTATION. FIY APPEARING IN COMMENTS DEMOTES

FI-TRANSPOSED.

ALGORITHM PUT+L)=FIx(P(T)~HETET=P(T))*FI?+R]

' ‘ HeP T)#TET Y& (TETHPITI*TET*+R2) INV

SUBROUTINE REQUIRED
SYMIN

DINENSTON FICIA¢IA)» TET(IBoIA)» RI(IAVIA)» R2{IB#IB),
* © P(IAPIA)s H(IA2IB)s ULIA;TA)s V(IAoIA)

COMPUTATION OF Vz=PxTET

DO 10 I=1eN

DO 10 J=1e¢NY

SUM=0.

DO 9 K=ie¢N
9  SUMzSUM+P(I:K)%TET(JeK)
10 V(I,J)y=SuUM

COMPUTATION OF Us(TET+V+R2)INV
DO 15 I=1eNY
DO 15 J=IeNY
SUM=0.
DO 14 K=1sN
14 SUMSSUMHTET (TeK) %V (Ko )
15 ULI,Jy=SUMER2(T )
IF(NY.EQ.1)60 TO 21
DO 16 I=2¢N
Y1=]~1
DO 16 J=1s11
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524
53%

5l

HHx
S
57 %
S8x%
SO
0%
6L
6D %
Gix%
Gk
Oh*
SYSES
&7
68%*
H9%
70
FRES
T2
TH%
Ty
75k
Tok
IE;
T8
T9%
80%
1%
82x%
B3%
Bk
895x%
86
87x%
88
89x%
90
Q1%
G2
SICT
QU %
Q5%
6%
97 %
084
9%
100%
101i%
102%
103x
104

16

UCIoJIzUde 1)

CALL SYMIN (NYsTAsISINGeU)

IF(ISING.EQ«1)RETURN

COMPUTATION OF H=VxU

19
20

21

22

DO 20 IzieN

DO 20 J=leNY

SUMz=0.

DO 19 K=1NY

SUM= SUM+V(I?K}*U(K J)
H{IJ)=5UM

GO TO 2b
IF(ABS{U(L,1)-1E=18)365
ISING=0

SUM=ZU(1s1)

DO 22 I=1:.N

H{l, 1=V 1Y /5UM

CoMPUTATION OF U= PwH*V°

25

29
30

31

DO 30 I=1le¢N

DO 30 J=IeN

SUM 0 @

DO 29 KzlosnY
SUMZSUMHHT oK) %V {J K3
U, Jd)¥=P{I.J)=5UM

DO 31 I=2eN

Iiz=]=l

DO 31 J=irll

UlI, =Ulde 1)

COMPUTATION OF Vz=FIxU

39
4o

DO 40 I=1eN

DO 40 JzieN

SUM=0.

DO 39 K=ieN
SUM=SUMFFI (LeK)xU(KsJ)
VIsd)=SUM

COMPUTATION OF PzVxFI++R1

ba
45

Le

65

DO &5 I=1:N
DO 45 J=IeN

 SUM=0.

DO 44 K=i,N
SUM=SUMEVIT o KIxFI(JeK)
P{IoJ)=SUMERI(I )
DO u&e Iz2eN

I1=21=1

DO 46 J=1e11
PUlod)=Pidr1)
RETURN

ISING=1

RETURN

END
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23%
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27
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56%
37
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SUBROUTINE KALM3{IarIBeNoNY o FI . TEToRLsR2:PrG2Us Ve ISING)
COMPUTES THE P= AND GAIN MATRIX OF THE KALMAN THEORY,
AUTHOR LEIF ANDERSSON

IAr» IB = DIMENSION PARAMETERS

FI - SYSTEM MATRIX ORDER N=Ne. MO DIMENSION LIMIT.

TET = SYSTEM MATRI} ORDER NY#N, MAX NY=40

RL ~ COVARIANCE MATRIX OF NOISE ON S5TATEVARIABLES.
ORDER NN

R2 = COVARIANCE MATRIX OF NOISE ON OUTPUTS,

ORDER NY*NY.

P = COVARIANCE MATRIX OF ERROR IN ESTVIMATION OF
STATEVARIABLES» ORDER N#N, CONTAINS P{7T+1)
"UPON RETURN.

G = GAIN MATRIX ORDER N=NY,

Ur Vv = THESE MATRICES ARE USED IN THE COMPUTATIONG

BUT HAVE NO INPUT OR QUTPUT.
ISING ~ RETURNED 1 IF INVERSION HAS FAILEDy
OTHERWISE Do

NOTATION. FI® APPEARING IN COMMEINTS DEMNOTES

FI TRANSPOSED.

CALGORITHM  P{T+1)=(FI-GxTETI*P(TI*+FI'+R]1

G=FIAP{TIRTET Y *« (TET*P(TI*TET+R2) IMV

SULROUTINE REQUIRED
SYMIN
DIMENSION FI(IA,IA), TET{IB»IA)s RI(IA,IAY» R2(IB:IB),
* P(IAPIAY, GUIALIB) e U{TAIA)» VIIAIA)

 COMPUTATION OF G=P*TET?

DO 10 I=ieN

DO 10 J=1»NY

SUM:‘.O [

DO 9 K=1¢N
9 SUMZSUMHP{I v KI®TET (Je KD
10 G(I,J)=5SUM

COMPUTATION OF Uz(TET+G6+R2)INV
DO 15 I=1eNY
DO 15 J=ienNY
SUM=Q0 “
DO 14 KxieN

14 SUM= SUM+TET(I9K)*G{K9J)

16 Uil:J)=SUM+R2(1-J)
IF{NY.EQ.1)G0 TO 21
CALL SYMIN (MYe,IArISING.L)
IF{ISING.EQ@+3)IRETURN

COMPUTATION OF V=G=U
DO 20 I=1epN
DO 20 J=1eNY
SUM:O )
DO 19 K=1leNY
19 SUM= SUW+G(I?K)*U(K J)

L 20 V(I,J)=SUM

GO TO 25

21 IF(ABS(UL1l,1)~1E=15))65
ISING=0
SUM=U{1,1)
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Hix
Gax
S 5%
Ol
69
B&w
67 %
68x*
EOx
TO*
Ti#
T2
To%
T
T5%
Tk
7%
T8%
T
Bix%
81%
82
83
84
85
6%
87
88x%
B89%
90=%
91

Q2"

PICES
Qi
G5x%
Q6 ¥
Q7

22

DO 22 X=1sN :
VII,1)=6 (113 /SUM

COMPUTATION OF G=FI#V

25

29
30

DO 30 I=zleN

DO 30 J=1eNY

SUM:O 0

DO 29 K=1¢N
SUM=SUMFF I (L KixV{Ked)
GiIpJ)z=sM

COMPUTATION OF UzFI=Gs#TET

S
35

DO 35 I=ien :

DO 35 JzieN

SUM=0.

DO 34 K=1eNY
SUM=SUMFG LTI KIXTET (Ked)
VDI, JJITFI(Ird)=SUM

COMPUTATION OF vzUxP

39
40

DO 40 I=1eN

DO 40 J=1enN

SUM=0.,

DO 39 K=iN
SUM=SUMHU LT e K) %P (K, J)
V{IpJ)zSUM

COMPUTATION OF PzV*FIt++R1

44
45

DO 45 I=1sN

DO 45 J=1eN

SUM=0,

DO 44 Kzie»N
SUMzZSUM+V Lo K) xFI{JdeK)
PLI,J)=SUM+RI(T v )
RETURN

IsiNG=1

RETURN

END
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