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sammanfattning.

I "Stokastiska System" (SS) har behandlats hur linjéra tidsin-
varianta system utsatta for slumpartade stdrningar frin
omgivningen kan regleras medelst minimalvarianssitrategi.

I foljande arbete skall vi studera ndgot enkelt linjdrt
system, exempelvis

y(t)+a(t)y(t-1) = b(t)ult-k) + re(t)

dar a(t) och b(t) &r tidsberoende.

Med hj8lp av Kalman teori skall vi ur insignal och utsignal
uppskatta parametrarna och forsoka styra systemet med en

vanlig minimalvariansstrategi.

process

regulator =

7 ddentifierare

Genom att ta hinsyn till os8kerheten i uppskatitningarna
skall vi sedan sodka h8rleda en modifierad minimalvarians-
styrlag. Ddrefter skall vi genom simulering pd datamaskin
jémfora de olika regulatorernas effekt pd ndgra skilda
system. Slutligen studerar vi nédgot ett system dédr +ill
skillnad frén tidigare bruset dr fargat.

Por system som 8r svéra att styra i den bemirkelsen att
b-parametrarna &r sma, visar det sig att den modifierade
styrlagen ger ett avsevéart bittre resultat &n den vanliga
minimal varians styrlagen. Aven £06r andra system &r den

modifierade styrlagen i allménhet battre.




Comprehension.

In "Stokastiska system" (S535) by K. J. Astrom has been treated,
how linear time-independent systems subject to stochastic
perturbations from the sorroundings can be controlled by a
minimal variance strategy.

In the following work we shall study some simple linear system,
for instance:

y(t) + a(t)y(t-1) = b(t)u(t=k) + e(t)

where a(t) and b(t) are time-dependent.

With the help of Kalman-theory we shall estimate the parameters
from input and output,and try to control the system with a

common minimal variance strategy.

process

regulator

identifier

Then we shall try to derive a modified minimal variance strategy,
by taking into consideration the uncertainty of the estimations.
After that we shall compare the efficiency of the two regulators,
when applicated to some different systems, by simulating on a
dator. Finally we study somewhat a system, where as distinguished
from earlierer the noise is coloured.

It will appear that, for processes which are difficult to

control in the sense that the b-parameters are small, the

modified strategy gives a much better result than the common

minimal variance strategy. Generally the modified strategy

is better also for other systems.




Problemstéllning.

Vi betraktar ett system som kan paverkas med en viss styr-
signal och vars utsignal y kan observeras. Vi infor foljande
forutsdttningar:

1. Det system som skall regleras antages vara linjdrt med
en insignal och en utsignal. Systemet antages vara
tidsvariabelt.

2. Omgivningens inverkan pé& systemet kan karakteriseras
med ett antal stdorningar, som antages vara realisationer
av stationfra normalprocesser med rationella spektra.

3. Systemets syfte &r att utsignalens spridning skall
vara s& liten som mojligt (se nedan).

4., Styrlagen skall realiseras med en datamaskin. Regulatorn
skall s&ledes vara ett samplat system.

Eftersom regulatorn skall var, ett samplat system viljer
vi samplingsintervallet som tidsenhet. Efter att ha skrivit
om vart system p& samplad form har vi foljande insignal-
utsignal samband:

y(t) + a1(t)y(t—1) F e + an(t)y(t—n) =
bo(t)u(tmk) + b1(t)u(t—k—1) + e.. + bn(t)u(t~k—n) +
+ A(e(t) + 01(t)e(t~1) + oee. + cn(t)e(tmn)) (1)

Observera att forutsdttningarna ovan dr identiska med de

i 8S IV 4 utom pé& en viktig punkt : Systemets parametrar
varierar i tiden. Vi kénner d&rfor e parametrarnas virde

( utom mojligen begynnelsevérdena) och dessa miste uppskat-
tas ur tidigare styrsignaler och observerade utsignaler.
Som i SS IV 4 kan vi formulera reglerproblemet pd foljande
satt:

Problem.

Givet det dynamiska system som beskrivs av ekvation (1).
Bestdm en styrlag, det vill s#ga en funktion som ger u(t)
som funktion av de m8tvirden, som observerats upp till
tidpunkten t (eller t-1), och av tidigare styrsignaler,
s8dan att 48 denna styrlag insittes i ekwation (1) Ey2
blir s4 liten som méjligt.

Vi antar allts& i det fdljande att syftet sr att hdlla




utsignalen néra noll. Detta &r ingen inskrénkning ty vill
vi att utsignalen skall antaga virdet yoﬁkan vi anvénda
var regulator for att minimera E(ywyo)z.

Problemet att minimera Ey2 kan uppfattas p& tvd i princip
olika s&tt.

1. Vi kan 16sa problemet s& att Ey°

far minimum

oberoende av ndgom speciell realisering.

2. Vi kan 10sa problemet s& att vi minimerar Ey2 betingat
av att vi k#nner y(t), y(t-1), ... (eller y(t-1),
y(t—g), e @ o )a

I fortséttningen skall vi se problemet pd det senare sittet,
vilket bor vara det riktigare, eftersom man 44 hela tiden
"oor det bésta mbjliga av situationen!.

Vért problem &r det samma som formuleras i SS IV 4. Om
vart system varit tidsinvariant hade vi alltsd letts fram
till den d8r hérledda minimalvariansstrategin. Var tanke
blir d& att ur tidigare utsignaler och styrsignaler péa
ndgot sitt skaffa oss en uppskattning av systemets para-
metrar. Dessa uppskattningar kan vi sedan anvénda i ovan
ndmnda minimalvariansstrategi. Vart forsta etappmdl blir
alltsd att hérleda bista uppskattningar av systemets para-

metrar. For detta anvidnder vi oss av en sats av Kalman.

Sats. (Kalman)

Vi betraktar problemet att uppskatta tillsténdsvariablerna
for ett tidsdiskret system som beskrivs av tillsténds-

ekvationen:
x(t+1) = Ox(t) + v(%)
y(t) = ex(t) + e(%)

Vi antar att e(t) och v(t) &r realisationer av oberoende
stationdra stokastiska processer med

E v(t)vi(t) = R,
B v(t)e (%) = O
E e(t)el(t) = R




Vidare antar vi att begynnelsetillstindet X(tO) dr normal-
fordelat med medelvdrde m och kovarians RO. Matriserna

0, o, R1 och R, fér bero av tiden.

Vi vill nu ur de observerade virdena pd utsignalen

y(t), y(t=1), ... , y(to) konstruera en uppskattning
x(t+1it) av =x(t+1) 88 att kriteriet

B g(al(x(t+1)-%))

far minimum.

Funktionen g antages vara symmetrisk och icke avtagande
for positiva argument.

Satsen ger oss denna b@sta uppskattning i iterativ form
p8 foljande sath-

R(t+1[t) = Ox(t[t-1) + K(t)(y(%) - ox(t]t-1))

K(t) = OP(t)0" (6P(t)e" + R,)™

dar P(t) &r kovariansen av uppskattningen

P(t) = E (x- ®)(x - )T

P(t+1) = OP(£)0" + Ry - OP()6"(6P(5)eT + R,) ToP(4)0"
P(ty) = Ry '

Vi &tergér nu till vart system (1). Tills vidare skall vi
antaga att bruset dr oférgat dvs

¢y =Ch = ..o =C = 0 och vi har alltsa
v(t) + a1(t)y(t~1) +.e ot an(t)y(t«n) =
= bo(t)u(t~k) ot bn(t)u(t-kmn) + he(t) (2)
Véra parametrar B0 By och bo oo bn varierar i tiden.
ﬂa1(t)m
a5 (%)
SEbt aé(t) = x(t)
bo(t)
b (%)

Vi antar nu att parametrarna varierar enligt:




x(t+1) = Ox(t) +@v(t)

Om parametrarna i verkligheten varierar kring ett medel-
virde # 0, visar det sig att vi uppndr biattre resultat
med ¢ = I dven om ¢ i verkligheten ¥ I.

Om vi sétter
C(t) = (=y(t=1)y, «e. ,y(t-n),u(t-k), ... ,u(t-k-n))

s& kan vi alltsd sammanfatta vara antaganden om det aktuella
systemet med f6ljande tvé ekvationer:

x(t+1)
{y(t)

ddr v(t) och e(t) oberoende stokastiska normalprocesser

1l

0x(t) + nv(t)
Clt)x(t) + xe(h)

1]

med variansen I respektive 1.

Om 6£T = R1 och %2 = R2 88 ser vi att vi ur

Y(t)w y(t"‘i)?; L ,u(t—k),u(t—-k-—ﬂ,

kan uppskatta x(t+1) med var Kalmanteori. Denna uppskattning
x(t+1]/t) skall vi sedan anvinda i ndgon limplig styrlag.

Systemet kan styras med tvd i princip olika metoder.

1. Véra uppskattningar anvindes i stédllet for de verkliga
vérdena péd parametrarna i en vanlig minimalvarians-
styrlag (hdrledd for konstanta parametrar).

2. Vi kan hérleda en ny styrlag som tar hinsyn till att
parametrarna uppskattas och till uppskattningarnas fel.
Denna styrlag kallar vi modifierad minimalvariansstyr-

lag.

Vanligen antar man att styrsignalen u vid tidpunkten %
berdknas ur y(t), y(t-1),...,u(t=-1),u(t-2),...

Om datamaskinen behOver en viss tid,som e 8r forsumbar

med samplingsintervallet, kan vi dock endast anvidnda oss av
y(t=-1), y(t-2),..., ult=-1),u(t-2),... for att
berdkna u(t). Bada dessa antaganden skall behandlas.




Minimalvariansstyrlag.

Vart system (2) kan skrivas
y(t+k) + a1(t+k)y(t+k~1) Foeo = bo(t+k)u(t) + b1(t+k)u(t~1) +
+ ... + he(t+k)

Vi vill nu bilda u(t) s& att E(y2(t+k)) f8r minimum. Be-
roende pd vilket som &r det sista tillgingliga virdet pé
utsignalen, fé&r vi tvéd olika utgéngspunkter:

1. TUtgéngspunkt: y(t), y(t-1),... kinda. I en exakt mini-
malvariansstyrlag borde vi kénna

®(t+k), x(t+k-1), ... ,x(t+1). Samtliga dessa vérden
uppskattas med X(t+1|%). Vi antar att styrlagen kan
skrivas:
u(t) = F, (27 )y ()

2. TUtgéngspunkt: y(t-1),y(t-2),... kinda. I en exakt

minimalvariansstyrlag borde vi k&nna

x(t+k), x(t+k-1), ... , x(t). Samtliga dessa virden
uppskattas med =(t]t-1). Vi antar att styrlagen i
detta fall kan skrivas:

u(t) = P27 )y (t-1).

Antag nu att vi med utgéngspunkt 1 funnit en styrlag F1
som minimerar Eyg. D& giller att styrlagen med utglngs-
punkt 2, Fg,
ningen k t8nkes Okad med en enhet.

har samma utseende som.FT, om tidsfordroj-

Detta kan visas enligt foljande:
Betrakta tva system:

(1) y,(%)
(2) yz(t) = S(uz(t~k—l), ug(t—kml—1),... )

]

S(u, (5-k), g (t=k=1),... )

Funktionen S kan inneh&lla element som varierar slumpartat.
Vi dr intresserade av V, = Ey12(t) samt V, = Ey22(t)-

Vi antar att vi ké@nner

i (1) y1(t—k-1), y1(t~k~1—1),...

i (2) yz(t~k-1), yg(t—k—l-1),.,.

samt att y1(t’) = y2(t’) , t7 £ t-k-1

Vi vill nu védlja




i (1) u1(t—k)
i (2) u2(tnk=1)

s& att v,
vanlig minimalvariansstrategi som minimerar V2 for alla t.
Genom att vélja u1(t—k) = uz(t—k—l) for alla t, blir

V1 = V2 for alla +.

Ky detta den bésta styrlagen for system (1), dvs finns
det ej styrsignaler u1’(t—k) som ger mindre virde pa v,?
I s& fall skulle vi kunna vilja

respektive V, f8r minimum. I (2) anvdnder vi

ug’(t—k—l) = u1’(t—k)

och ocksd f& mindre virde pé V, vilket dock motséger an-
tagandet ovan att vi valt en minimalvariansstyrlag for
system (2). Féljaktligen utgdr strategin

u1(t~k) = u2(t—kﬂl)

en minimalvariansstrategi for system (1).
Om vi foér system (2) antar att styrsignalen ug(t) ges av

~1
s8 ges den alltsd for system (1) av
w, (1) = R(z7")y, (5-1)

dsr R &r en funktion som réknas ut enligt ndgon minimal-
variansteori under forutsdttning: systemets ordning &r n
och systemets tidsfordrdjning &r k+l.

rékner vi ut pd tvd sdtt, enligt ovan sidan 5.

F. och F

1

Metod 1.
Vi antar att koefficienterna varierar léngsamt. D& kan vi

2

anvidnda den styrlag som hirletts for konstanta koeffici-

enter. Det vill siga

o EET) oyt
u(®) = - e y()

d&r 1 = A(z"1)E(Z=1) + z_kF(z=1)

Vara A och B polynom bildas alltsd ur 2(t+1]t). (Om e
annat angives: utgdngspunkt 1). I fortsdtitningen kallas

denna styrlag minvar styrlag.




Metod 2.

Vi hirleder en ny styrlag dédr vi tar hinsyn till att vira
A och B parametrar varierar. Denna styrlag kallar vi i
fortsdttningen modifierad minvar styrlag (mod.minvar).

Hidrledning av modifierad minvar styrlag.

V&r modell Hr enligt (2)
(t)z™™).y(t) =

= (by(t) + b,,(t)z“‘ s+ b (8)2™) Ly (5-K) + Ne ()

-1
(1 + a1(t)z e oAy

dir vi antar att vara parametrar

a, (%)

x(8) = pa(s)

varierar enligt
x(t+1) = FI x(t) + BM v(%)

v, (t)
v(t) = :
gV2n+1(t)

|
| |
L A
e(t), v1(t), ... #r oberoende normalprocesser N(0,1).
FI = 0 , BM = 3 enligt tidigare beteckningar.

FI antages vara en diagonalmatris.

Vi skall hiar undersdka tre fall.

1. n=1, k = 2. Bade A och B parametrarna varierar.
2, n godtycklig, k = 1. B&de A och B parametrarna varierar.
%3, n godtycklig, k godtycklig. A parametrarna konstanta.

Endast B parametrarna varierar.




Fall 1.
Modell: y(t) + a, (£)y(t=1) = by(t)u(t-2) + xe(t)

Parametervariation:

a(t+1) = %1 a(t) + 03V1(t)

b(t+1) = “o b(t) +<yév2(t)
Vi antar alltsd att a och b varierar oberoende av varandra.

(BM diagonalmatris)

» ~N ) 1 ¢ N
(¥, 0 0] @ 0 0 [v1(tﬂ
FI = io £, 0 B= 0 50 v(h) - v, (8)]
% f § |
o o 1) 0 0 0] | v5(D)|
Vi vill minimera E y(t)y (t) = V med avseende pa u(t-2) =
Vi bildar 46 —v = 0, vilket bor ge minimum efftersom V

dr neddt begrinsad. Med E menar vi hir medelvédrdet betingat
av att vi kdnner y(t-2), y(t-1),.
Genom att byta derivations och integrationsordning fér vi:

0 = 2L = B(Z y¥ (1)) = Bl2y(0)F y(1))

Men

y(t)

~a(t)y(t=1) + b(t)u(t-2) + re(t) =

= —a(t)(~a(t-1)y(t-2) + b(t-Du(t-3) + A e(t-1)) +

+ b(t)u(t-2) + re(t) =

a(t)a(t-1)y(t-2) = a(t)b(t-1)u(t-3) + b(t)u(t-2) +
+ (—a(t)re(t=1) + re(%))

]

2 y(t) = b(%)

Vi fér:

0 = E(b(t)a(t)al(t-1))y(t-2) - E(b(t)al(t)b(t-1))u(t-3) +
+ E(b2(4))ult-2)

(b (t)) E(b (t))

Vi fortsitter med att rikna ut de medelvirden som inglr i

denna formel. Observera att dessa medelvédrden &r betingade
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av att vi kdnner y(t-2),y(t-3),... . S& till exempel teck-
nas Eb(t-1) = b(t~1]t-2). VArt mal sr att uttrycka u(t-2)

som funktion av parameteruppskattningarna och deras varians
vid tidpunkten t-2. Dessa virden &r ju tillgingliga ur var

Kalmanteori.

b2 (t))

E(#,b(1-1) + 07, (6-1))° =

9221;Ht2)+¢ %P, (6-1]t-2) + 05,7

i

ty b(t-1) och \& (t-1) oberoende.
E(b(t)al(t)b(t-1)) = BEb(t)cov(al(t),b(t-1)) +

+ EBa($)cov(b(t),b(t=1)) + Eb(t-1)cov(b(t),a(t)) +

+ Eb(t) Balt) Eb(t-1)
8 b(t) = ¥, D(t-1]-2)
Ea(t) = % a(t-1]t-2)
B b(t-1) = b(t-1]t-2)

cov(a(t),b(t-1)) = cov(~ a(t-1) + o (t 1),b(t-1)) =
= %anb(t—1gt-2)
ty v1(t~1), b(t-1) oberoende.
cov(b(t),b(t=1)) = PP, (t=1[t-2)
o ;2 - 3 _
cov(b(t),a(t)) = %H?%P&b(t 1t 2)
dvs
P s . '/& /\/\2

2, PP 1 +gﬁf§a9b + ¥ bP +,qﬁg be =

AP e
= %ﬁ%%ab + 2%%§%bP

E(b(t)a(t)b(t-1))

+ 1) 48Py

ab
E(b(t)a(t)al(t-1)) = e =
s 2 s

N A
= & & o Lo £ i
= %ﬁ;za b + Qf%fgaPab + y%fsza

och slutligen: . ~D
g@%a>+2ﬂ%bP +W% b

u(t-2) = o u(t=-3%) -
252 . w2 2
{fﬁ + Pb +(‘T’2
2%% @ 23 AN
1) %ab + 2077 f@a)+,3%pP

S, y(t-2)

5eT 5 0 7
?92 P+ A
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dsr alltsd & = a(t-1|t-2) P, = P_(t-1]%-2)
b = b(t-1]t-2) P, = P (t-1]%-2)
P_p= Pab(t~1{t—2)
Fall 2.
Modell: y(t) = S(t).x(%) + he(t)
dar S(t) = (-y(t=1),...,=y($-n),u(t-1),...,u(t-n-1))

Parametervari ation:
x(t+1) = FI x(t) + BM v(t)
Vi sbker det virde p& u(t-1) som minimerar V = Ey(t)y (%).
Vo= BO(S(6)x(1) +Xe(t))(S(H)x(t) + Xe(t))
= B S(9)x(1)xL(£)ST (%) + E he(t)el (t)A

Satt u(t=1) = u

Vg 2 T T -
Orn%u.-EzmlsUﬂXHﬂx(t)S(t)=

0
= E( (0,0,...,1,0,...,0)x(t)x (£)ST (%) + S(+)x(t)x (+) i ) =
0

= B 2(by(4)x" ()7 (£)) = 2B(by(t)x (£)) 5 (%)
Om vi satter
T
B(by(6)x(4)) = qq
dér qy alltsé lika med den n+l:sta kolonnen i
Q= (P(t[6-1) + X(6]t-1)F (t]t-1))
fér vi
0 = s(t)q,

Hirur kan vi sedan 16sa ut u(t-1).
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Fall 3%.
Modell: y(t) = Sy(t)A + Su(t)xb(t) + xe(t)
dar Sy(t) = (-y(t-1), y =y(t-n))
5,(t) = (u(t-k), , u(t-k-n))
[ bA(t
och A = 5?1 Xb(t) = ?( ﬂ
éan bn(t)}

xb(t) varierar enligt

xb(t+1) = Fbeb(t) + BMbvb(t)

dar FIb antages vara en diagonalmatris.
%b X 660 §61 . @Bn
%igf 0 710
FIb = 3 BMb fed :
0 C. .
& ] nn

Vi stker nu som tidigare det virde pd u = u(t-k) som
T
E y(t)y (%).

V=B y(6)yT(8) = B( S ()4 + 8,(8)x ($))( 8 ()4 + 8 (9)x, (8))F +)F

minimerar V =

ty e(t) oberoende av y(t-1), y(t-2),.
T T ~ T T
vV = E( Sy(t)AA 5,7 () + 8, (6)Axy " ()87 (%) +

5, (D)3, (D478 T(6) + 5, ()x (9%, ()57 (8) ) + >

y

SHtt M, = Sy(t)AATSyT(t)
M, = Sy(t)Abe(t)SuT(t) §
My = Su(t)xb(t)ATSyT(t) (obs. M, = M)
M, = S, (8w (8)x," (£)5,7(¢)

Problemet &r nu: S8k det varde pd u(t-k) som ger minsta

virde p& V. Detta virde fés ur ekvationen:

Bv . g f : o ™,
o0 o Z[E(M M+ My, ) =0 <«
oM, 2l «@MB ‘%M4
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M, _ 2 To Troy _
2 = 2:2( 5() ).aaT8 T(6) = 0 ty
y(t-1), y(t-2), ..., y(t-n) dr samtliga oberoende av u(t-k).
oM, _eM, _ T %) T _
’3u2 ~,§E3 = Sy(t)AXb (tl§a(su (t)) = Sy(t)AbO(t)
2 M

E 552 = —(agB(by(£)y(6=1) +...x &y E(bo(t)y(t-k+1)) +

+ oy y(5-K)Eby(8) +...+ a y(t-n)Eby(%) )

Vi infor foljande beteckningar:

By o= E( bo(t)y(t—k+i) )

5, = -5%% ajy(t+i—j~k)

Det giller

E by(t) = %%k“1ﬁo(t-k+1§tmk) = %2k“1€b

(vid vara uppskattningar utgér vi frén y(t-k), y(t-k-1),.. )

Vi kan nu skriva :

ou

B k_—'%\
552 = —(aqfy_q teeot 8y qMq) * Sk%% o,

B

Vi réknar nu ut gy

By o= B( bo(t)y(t—k+i) ) =
= B( bo(t)(Sy(t~k+i)A + 8, (t-k+i)x (t-k+i) + re(t-k+i)) ) =
= B( bo(t)Sy(t—k+i) YA + E(bo(t)Su(tmk+i)xb(t-k+i) )

E( bo(t)Sy(tmk+i))A = —(a1E(bO(t)y(t=k+im1) + .. +

+ aim1E(bO(t)y(t=k+1)) ) - (aiy(t—k) oeot any(t—k...))EbO(t) =
= =(agpy_q +.o. ot 8y _qfy) + SiE%k'1bo
E(bo ()8, (t-leri)x, (b=k+i) ) = S, (t-kri)E(bg(t)xy (t-k+i) )

Vi infor

V. o= E(bo(t)xb(t—k+i) )

e
i

= By (1) (FIx, (t-k+i-1) + BMv(t-k+i-1)) ) =

i
- N - } e
= FI Y 4 + E(bo(t)BMbv(t k+i-1) )
men
e P s
by (t) = %Obo(t—1) + (0509 9919+ ++ 1%V (=1) =

o k=1, 1p . . . :
AT (Wb (b=k+i=1) + (T, v, 00 )v(t=keiz1)) +

it
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Ke=i=1,
+ %% (o

OO,Ouoy@Bﬂ)V(tmk‘l"i) + o ¢ o + (

o -
OO’“"’@Bn)V<t 1)

Eftersom v(t-k+i), v(t-k+i+l), ..., v(t-1) samt bo(tmk+iml)

dr oberoende av v(t-k+i-1) fér vi:

— 4 ) sﬁk‘“’i GJ - 3 P ] — -
L% szzgml + B( 0 ( Ooz.a,,ﬁbﬂ)v(t k+1 1)BMbv(t k+i-1) ) =
W
~ k-1 . T . {.oo] B
=PIV 4 + %% BMbE(v(tmk+1ml)v (t-k+i-1)) | : =
@4
700 | 0a)
) Ke1 o
=PIV, 4 + ¥ TBYy | .01
| %o
Slutligen far vi alltséa:
= - {(a A + + a., A4 ) + S %’kml% + S (t-k+i)V
! 1705 P e 6 o | 10 o T Py i
o
, k-1 00
o { °
med YV, = FLW, , + Yo TBM, |
o
On

Dessa formler giller for 1 = 2,3;¢¢.,K

Por i = 1 géller:

py = E(bo(t)y(tmk+1)) = E(bo(t)(sy(tmk+1)A + Su(t~k+1)xb(tmk+l)) )=
= %6k”lﬁosl + Su(twk+1)E(bO(t)xb(tmk+1) ) =
= %bkmlgosl + Su(tmk+l)§1

k-1
= - ) = ®({ (% -
o= E(bo(t)xb(t k+1) ) b((,o bo(t k+l) +
k-2, i _ -~ . _ e
+§@O (GOO,.oaggﬂ)v(t K+1) +oeot (abo,,..,UOn)v(t 1»xb(t k+1))
k=1 _ _
“Eﬁo b(bo(t k+l)xb(t k+1))
ty xb(tmk+l) dr oberoende av v{(t=k+l),cce, v(t=1).

E(bo(tmk+l)xb(t»k+1)) dr forsta kolonnen i matrisen

Q= E(Xb(tmk+l)xbm(twk+l))
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A o= T / o ~ G\ T » v T

Q = B( (xp, (b-k+l) - Xb)(xb(tmk+l) - % )7 )+ E( Xb(t«k+l)xb (t-k+1))
AN N

Q=P+ Xbxbl dér P, = Pb(tnk+1[tmk)

Om Qq dr forsta kolonnen i Q gdller alltséa:

k=1
yl - %E Ql
T3 e . m9M OM,_ neM, . o .
Vi har nu behandlat uggﬁl, Eﬁgﬁ2— 3,533 i var ursprungliga
.o - By oM

formel. Vi har kvar att undersoka ﬁ,§ﬁ4,
M,
Sob = 28, ()b (8)x (%)
g o 25 (6)B( ba(t)x, (t) ) = 25 (t)V

2 u 0 b u k

Det virde pad u = u(t-k) som ger minsta vérde pd V &r det u

som 10ser fodljande ekvation:

oM M, _
2 gEZ + ,;3114 =0
avs
SR, Ke=1 — ‘ 3
m{dlﬁli{ml T e o+ akesl}‘ll> 4 UK‘(O bO + Du(t>},)k: — O

Bller med kortare skrivsitt enligt definitionen pa uy

For abtt rikna ut u rekursivt forfar vi sdlunda:

Rikna forst ut o~
Y. = %gkml 10 7170

"1 0 . ;

AN
pnO+XnXO

ddr pyo = B( (by(t=k+1) = by)(0g(b-kel) - bQ)T )

Dérefter utriknas

(0
s K=1_ @po e
Y, = FL Y, 4+ %b BM, | 01 FET 1 = 2,3,000y K o

®

@On




D& vara ;3 dr kdnda utriknas
w, = —(an teeot @ JL) + O %Ekmlb + S (t=k+i)V
e 1¥i-1 j=1"1 i‘Q 0 n i

@

ddr 8, = ~gh ajy(t+imjmk) f6r 1= 1,2,...,k=1
j=i

V&Elj sedan u(t-k) s& att w, blir likas med noll.

Fortranprogram for nyss genomginena modifierade minimalva-

riansstyrlag, fall 3,

Systemmodell:

git) + aly(tml) +.,.+‘any(tmn) = bo(t)u(tmk) Fowot bn(t)u(tmkmn) +

+ 2el(t)
B-parametrarna varierar 1 tiden.
a,
al
ol
Om x(t) = a, giller:
5
b
nl
x(t+1) = PIx(t) + Buv(t)
L O
1
Vi antar att I = : dvs en diagonalmatris.
O 1
|
BM kan skrivas: o O
BM = [T T
BM
-
O
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Vi forutsdtter att vi k#aner de konstanta A-parametrarna,
samt Kalman-uppskattningarna av B-parametrarna.

Vi bildar A och B vektorer enligt:

A= (al,az,e.ﬁ,an) , B = (bo,bl,aa.,bﬂ) .

Kalmanteorin ger oss en kovariaasmatris P for felet 1 véra
uppskattningars

i
O O

|
O, Py
3

Vi bildar Y = (y(t-k),y(t=k=1),¢.ce,y(t~k-n+l))

i

U (u(t=k=1),u(t=k-2),cc.,u(t=2k=n+1l))

It

UNY = u(t-k/
MN, MM &dr tva dimensionstal.

Vart program foljer i princip ghngen skissad pé sidan 15

och 16 och lyder:




§

Lad
.

a5
50

“1 jHROHT INE MODMY (AR P Y e lie PINY e K o N e MN g g g Hiv Y
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DIMENSTON A (MN) o B (MN) o2 (MM g MM) o Y EMN o HHEMMY o ANY (111 o AMY

TEM(MMe MM}

=N

DO 10 J=1leb

MY=N+.}

ANY () =P (MY eN+1 ) +8 (1) *R (1)
i=1

SUM=0.

OO 20 J=TeiN
My=del+]
SUM=SUMEA (3 #Y (MY)
ST1==5SUM

SUM;Z(} Y
IF(I.EQ:1yG0 TO 30
L=I=1
TF(l=]GEN)L=N

DO 25 d=1.0

MyY=T1=J
SUM=SUM+ A { Y ¥AMY MY}
SUM==SUM+ST#RB {1}
IF{IEQ.KIGO TG 45
L=N+1]

DO 35 J=1le0
MYsKe=]+j=}
SUM=SUMEANY (J) U (MY
AMY (1) =5UM

I=1+1

=N+}

Li=28N+]

DO 4ag Jd=leb

My=N¢+.J

00 40 JJ=LebLL

ANY (Y =ANY (L) +BMIMY o J Y ¥EMIN® T« 0

GO TO 15

DO 560 JsleN
SUM=SUM+ANY (J+ 1)U 01
UNY==SUM/ZANY (1)
RETURN

EnD

§
5

Tl e
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Simuleringar.

Nagra eakla exempel skall nu exekveras pd datamaskin.
Till att borje med 1 exempel 1 och 2 antar vi att styrsignalen
u(t) ridknas ut med hjdlp av y(t), y(t-1),... dvs utgéngs-

~

punkt 1 enligt sid. ©.

Ett flodesschema for vAra progrum ges d& av:

parametervariation
x(t)

<;;;;:T%Q%'begynmelsevérden

%J,w, o

{Cmvekﬁor 7 '

y{t) = Cx + e(t)

Y-vektor

kalman-uppskattning
2(t), P(t)
L
u-styrsignal

ult) = u(U,Y,%,P)
e

‘ antal termer

(=g (t=1)yeee,=y(t=n),ul{t=k), ..., ult-k-0)) 2+l

Q2

i

(u(t=1),¢00 u(t=n=k+1l)) n+k-1

o
N

<
I

(7(t)yeen,y(t-n+1)) n

Flodesschemat dndras nfgot vid utglngspunkt 2. Se exempel 3.

I vara exempel skall vi soka styra system av typen (1) sid. 2,

med variabla parsmetrar x(t). Hur parametrarna x(t) varierar
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dr godtyckligt. For att kuana anvinda varsas styrlagar antar

vi att systemet har ett utseende enligt (2) sid. 4. (Obs.
skillnad mellan verkligt och antaget system endast om verkliga
systemet har fidrgat brus). Vidare antar vi att parameter-
variationen kan beskrivas enligt sid. © mitten. Kalmanupp-
skattningar och styrlag utréknas sedan pa dessa antaganden.
Ibland anvinder vi olika matriser BM 1 kalmanuppskattning

och i styrlag. (Se exempel %)

oxempel 1.

Detta exempel &#r endast en kontroll pa att vart program
fungerar.

Verkligt och antaget system:

n=2, k=2.

y(t) + aly(tul) + azy(tmz) = bou(th) + blu(taB) + e(t)
Verklig parametervariation:

al(t+l) = al(t) + O»Olvl(t)

az(t+l) = az(t) + O.lez(t) Vi, Vv, Oberoende N(O,1).
bo(t)

t4+1) = bl(t)

1

bo(t+1)
bl(

med begynnelsevirden vid t=0

8,1 = m1w5 a2 = 095 bo = le bl = 055
Antagen parametervariation:
FI = 1
.01 @) 1. C
.01 ‘ L
BY = o - P(U) = 0
0 0
© 0 O 0

%(0) enligt ovan.
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Systemet styres endast med minvarstyrlag. Forlustfunktionen
V =3y2(4) blir 6ver 800 tidpunkter V = 2650.

Den Eeoretiska forlustfunktionen, dvs den vi skulle fatt

om alla parametrar vore exakt kidnda ges av .Z§k2(1+a12(t))

3&som jimforelse skall vi nu och 1 fortsittningen betrakta

VO utridknat med hjdlp av uppskettningarna av parametrarna.

Hir blir v, =5 (1+8,° (%)) = 2360,

Skillnaden mellan V och V. dr ganska liten. Ett system av

0
ovanstdende typ gér allts&d bra att styra med en vanlig mini-

malvariansstyrlag. Observera att systemet med ovanstéende

B-parasmetrar alltid &r stabilt, vilket &r en forutséttning.

Exempel 2.

Vi skall studera £0ljamde samplade system:

y(t) + aly(tal) + agy(t~2) = bl(t)u(tml) + bz(t)u(t“Z) + e(t)

med [(a; = ~1.56 ({bl(t) = 0.0572 + 5L
182 = 0.58 »b2(t) = 0.04% - SL
d8r  SL = 1.913 -« Ty
Ty =Ty + 0.05 RND RND & N(0,1)
Tlstart = 1.9

T det kontinuerligae fallet motsvaras detta av en Overfdrings-

funktion med Bodediagram:
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Tl varierar slumpartat.

Vi skall styra systemet med minvar och modifierad minvar
regulator, samt med en vanlig PI-regulator. Detta system
visar sig vara 1att att styra och alla tre regulatorerna
ger gott resultat.

Verkligt och antaget system:

n=2, k=1.

y(t) + aly(t—l) + azy(th) = blu(tml) + b2u(tm2) + e(t)

Verklie parametervariation:
g

a; = -1.56 {bl(t+1) = bl(t) + 0.09565 v(t)
a, = 0.58 %bg(t+l) = b2(t) - 0.09565 v(t) veN(0,1)
med virden vid t = O : b1 = %,1219 b2 = =3%,0217
Antagen parametervariation:
PI = I
0 O
0
BM = £ 0 , f = 0.09565
Rigo)
o 0
0 | ~1.5600
0 O 0.5800
P(0) = 1. x(0) = %.1219

lo "””500217
O 0 0
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Systemet styrs med bade minvardyrlag och mod. minvarstyrlag.
Vid minvar styrlag ligger karakteristiska ekvationens rotter

ndra nollstdllen till B-polynomet dvs néra - %l. Med variation
0
<1 , dvs systemet bor alltid

enligt ovan gdller alltid ‘%1
0

vara stabilt.

Ett teoretiskt vérde pd forlustfunkbionen ges av V, = 800 .

Resultat.

Vid korning over 800 punkter :

Med minvar styrlag vV = 1029

Med mod. minvar styrlag V= 9Y57.5
Skillnaden mellan styrlagarna dr tydligen ganska liten.
Mod. minvar styrlagen visar dock sin Overldgsenhet da
B-parametrarna ligger ndra noll. S8lunda mellan +t lika med

750 och 00;

Minvar V = 95.7

Mod. minvar V = 49.0
— 5

VO” 50.0

Om 2lltséd B-parametrarnz 1 ett system enligt ovan varierar
men hela tiden &r véal skilda frén noll, s& 8r mod. minvar
endast ndgot battre 8n minvar styrlag. Om B-parametrarna
ligger n#ra noll, (dvs systemet kréver stora styrsignaler)
dr mod. minvar styrlag att fOredra.

Se figur sid. 24.

Pl-styrning av exempel 2.

Vi skall gdra ett forsdk att som styrlag anvinda en vanlig

PI-regulator. For att konstruera en PI-regulator for vart

samplade system utgdr vi frén ett kontinuerligt system.




Ty

by

t)
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Porlustfkn V minvar overst

mod. minvar underst

Parametervariation och forlustfunktion

exempel 2.

for ett system enligt
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For ett sddant lyder ekvationen f0r en PIl-regulator:

ol
u(t) = K y(t) - 177 /y(s)ds -

il

3 © - “‘1
ult) = =Ky(t) = "y (%)
Om vi sdtter %(t) = y(t) kan regulatorn skrivas:

Ik(t) = Uex(t) + y(t)
iu(t> 17 (%) - Ky (t)

Vi samplar detta system med samplingsintervallet h=1.

x(t+1) = O0x(t) + T'y(t)
w(t) = =T x(t) - K y(t)
1.
dar O = M =1 I’zifeAbdsﬂ_z 1

Vi kan ocksd skrivas

u(t) = mel(zI - @)_1I’y(t) - K y(t)

som ger
u(t) = 27 heAe y () - K y(t)
-1 zm1 -1
(1-z""u(t) = —Z5 y(¥) - K(1-z" ")y (%)
och slutligen:
w(t) = u(t-1) = K y(t) + (K - T71) y(¢-1) (§)

Jamfor denna styrlag med minvar styrlag:

w(t) = = L u(s-1) - g0 y(t) - 1 y(6-1)

De badda styrlacvarna 8r nidsten lika om vi satter
[

k=%, k-3 L
0

Genom att testa olika vErden p& K och T bor vi kuana utvélja

optimala vidrden som medfdr minsta forlustfunktion.
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Innan vi testar oliks viHrden undersdker vi det PI-aterkopp-
lade systemets stabilitet. Som né@mnts &r det med en minvar
styrlag &terkopplade systemet stabilt om i%gq .

Om systemet &r &terkopplat med en PI-regulator enligt (§)
kan vi f& instabilitet &ven om i%o%il .

Karakteristiska ekvationen for det Pi-aterkopplade systemet

lydexr:
3 3 2 . \ _
z7 + (a1 1+ bOKl)Z + (az ay+b K-bK,)z - a, - bK, = 0
dir K, =K , K, =¥ - =
T 5 =8y 8 =5~

Vill vi testa var Pl-regulator pa samma slumptalsserie som

for minvar och mod. minvar kommer bo och bl att variera

mellan %. och 0.1 . Genom att prova ekvationen ovan med
avseende pa rotternas lige, kan vi f& fram ett omrdde 1

Kl och K2

Genom att testa vart PI-aterkopplade system med Kl och K2

dér systemet &r stabilt for O,1<ibo,bl<:5, .

varden 1 det omrade vi p& s& satt fér fram skall vi forsdka
rékna ut minsta virdet pd forlustfunktionen V. Foljande
flodesschemsa anvindes fOr simeleringen av vart PI-system.

©

lparametervariation

/""W N .
(start)— begynnelsevérden ¢ ;
-------- - LC—vektor
i
y-utsignal
lU—VektOr [
'L i
éY—vektor

u-styrsignal
.
.
(=)

.

—
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Resultat.

Det visar sig att minsta vardet pd forlustfunktionen uppnés

for Kl = 0.8 , K2 = 0.15 , och det #r lika med V = 1015 .

Detta virde #r ndgot bittre dn £6 r minvar styrlag (V = 1029)

men simre Hn mod. minvar styrlag (V = 958). Resultatet visar

att vi for system av denna typ mycket v&l kan noja oss med

en styrlag av typ PI-regulator. Parametrarna méste dock stéllas in
noggrant, vilket forutsidtter god kénnedom om de viérden sys-

temets parametrar varierar over. B-parametrarna bor dessutom

vara val skilda fran noll.




Exempel 3.

Sammanfattning av exemplet.
I forra exemplet sig vi att trassel kunde ilatréfra da
B-parametrarna var néra noll. I detta exempel skall vi be-

trakta ett system enligt:
g(t) + a(t)y(t-1) = b(t)ult-1) + Xe(t)

For olika parametcrvariationer skall vi underscoka minvar och
modifierade minvar styrlagarnas effekt. Styrsignalen skall
bildas ur y(t-1), y(t-2),... dvs utglngspunkt 2, sid 6.

Vi borjar med att studera styrlagens utsecnde i de bada
fallen, samt hirleder det &terkopplade systemets karakteris-
tiska ekvation. Direfter foljer en teoretisk undersdkning av
det styrda systemets stabilitet vid olika styrlagar och vid
olika virden pé& parsmetrarna.

Det visar sig att exemplet beroende pi parametrarnas vérden
kan delas upp pd tre underexempel.

T 3 a understks systemets uppforande d& a(t) varierar kring
-1 och b(t) hela tiden #r v&l skild frén noll (b>0).

Systemet Hr di 1latt att styra.

I % b varierar a(t) kring -1 och b(t, kring O. H8rvid uppstér
vissa problem eftersom systemet blir instabilt och svart att
styra. Gemom att i vAr mod. minvar styrlag ansatta ett stirre
virde pa BM-matrisen (se sid 8) , 8n vad som verkligen &r
fallet kan dock resultatet avsevért forbattras.
I % ¢ slutligen ligger a(t) i intervallet -1<a<0, medan

b(t) varierar kring noll. Det visar sig att det minvar ater-
kopplade systemet blir instabilt, medan det mod. minver &ter-

kopplade systemet hela tiden 8r stabilt. I det senare fallet
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upptridder dock en insomningseffekt 1 styrsignal och 1 upp-

skattningen av b(t). Genom att till styrsignalen l&gga en

storsignal av l&mplig storlek kan dock denna effekt elimi-

neras.

I samtliga tre fall ovan fungerar, som vi skall se, mod.

minvar styrlagen bittre &n minvar styrlagen. I en del fall

Hdr den avsevart bittre.

Det sista av snittet visar hur léngt vi skulle kunna komma

om vi p& ndgot sdtt kunde férbittra véara uppskattaingar.

Déetta fo r att vi skall f£& ett optimalt virde att jémfora vara

tidigare resultat med.

Flodesschema vid simulering av

e

-
(;£ar€>

N
¢

exempel %:

f&)
\;/

begynnelsevéarden

| x(t)

parametervariation

|

3

C-vektor=(-y(t-1),u(t-1),u(t-2))

:

¥

U-vektor = (u(t-1))

%

Styrsignal

7u(t) = u(U,Y,%,P)

utsignal

y(t) = C'x + Je(t)
!

Y-vektor = (y(t))

Kalman uppskattning
x(t), P(t)

=

()
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Minvar styrlag.

N _
w(t) = - o (t £-1) y(t-1)

Bt [6-1)(1-z"1a(t | t-1))

karakteristiska ekvationen for det minver Aterkopplade systemet:

2% 4 (a-8)z - az + 42 % = 0
b

Modifierad minvar styrlag.

Vi antar att vara parametrar a och b varierar enligt:

e !
{a(t+l)‘ a(t) vl(t)g
| = I + BM 1 dar
tb(t+1) b(t) v2(t)J
;1’ 0 (@da 0 \1
0 1. 1O az
L J L bé

Mod. minvar styrlagen f&r d& utseendet (se sid. 10)

D . AD - A
ab” + 2DbP + aP a~b + 2aP + DbP
& ‘_ 'b
u(t) = —= , a0 5 b u(t-1) - =7 = 5 2 y(t-1)
b™ + Eb + Uy b o+ Pb + Ob
dar & = a(t|t-1) osv.
Styrlagen kan ocksé skrivas
: ?ézml -1, Hp a
w(t) = « e y(t) = = Hz™7) y(t) = = 7 y(t)
o 1 H.
l=52 N
1
dar A . -~
o ab” + 2bPab + an
¢ =
1 2 4 Py + O3°
2% + 2aP_, + bP
o a b + P T PP,
2 2o 4 o2

b b
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Om vi for det Cppna systemet sitter GO = % zm1 far vi for

for det Aterkopplade systemet:

-1
B GO _ Z B%N
1+HGQ AHN+Z BH

T
Karakteristiska ekvationen ges av ndmnaren ovan:

1

22( (1+azml)HN + 2z "bH = 0

o )
Det &terkopplade systemet &r av tredje ordaningen. En rot

ligger i origo. De bada ovriga ges av:

(z+a)( (D° Py EZ)Z - &b - aP,) + (a2%+%Pa)b =0
eller
5 (A2+P ) a§(€2+P ) (az p_)ub
Z+(a@;@mm2)zm/\ + = 0
b+ Oy D7 +Py Ty b2+P +;%§
v %
Stabilitet.

Vi vill nu undersdka det &terkopplade systemets stbilitet
vid de bada olika styrlagarna.
Karakteristiska ekvationen vid minvarstyrning 16d:

2% 4 (a~2)z - a8 + A % = 0

b

Om b ej nira noll och om A=~a, bab &r systemet alltid stabilt
och 1att att styra. Detta visas 1 exempel % a.

Om b=0 kan systemet bll instabilt:

Antag & -=—a <0 vilket ger karakteristiska ekvationen

2° = a8 - QZ,Q az >0
b

Antag vidare b=0

Fkvationen kan ha rotter utanfor [zj= 1 i tre fall:
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bl och b och b har samma tecken, kan vi £& komplexa

/\I.}

1. om [bj<

rotter uwtanfdr enhetscirkeln.

2. Om?g%:b} och b och b her motsatt tecken, kan vi f£& reella

rotter utanfor enhetscirkeln.
3. om|b/>[bloch |&[21 , kan vi £& reella rotter utanfor

enhetscirkeln.

I exempel 3 b blir systemet instabilt d& b antar véErden ndra
eller lika med noll, och utsignalen antar plotsligt mycket
hoga vidrden (burst). Ovanstdende utgdr alltsi forklaring ph
detta. Denna instabilitet vid smd b-vErden kan, som vi sig
reden 1 exempel 2 1 viss man motverkas av en modifierad minvear
styrlag. Dock upptrédder burst ocksad vid denna.
Vi vill se vad som hinder di b,% ndra noll. Vi antar

[l

P, Pb«[a{,}éig

vilket ger karakteristiska ekvationen:

P - P
22 + (1 - b__ ) az - a° — b -9
P+m2 P+W2
b b b b
Py
satt —s =t och ldsningen blir
Pb+ub
] = e
Zo= -2

Systemet &r alltsd instabilt om a<-1, samt om villkoren ovan
gr uppfyllda. Om som 1 % b 3 Pa och Pb gr stora blir insta-
bilitetsomradet stort, vilket motverkar den fOrbattring vi &r

ute efter d& vi forstorar @Bza
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Simulering pd datamaskin.

Som tidigare sagts gbr vi en uppdelning pA tre underexempel.
Verklig och antagen parametervariation specificeras for de

olika kdrningarna i slutet av kapitlet. Antalet tidpunkter &r 300,

Exempel % a

visar hur systemet uppfor sig om a verlerar kring -1 och

b h&lles konstant skild frén noll. I 3 & 1 har vi slumpmissig
variation p& a. b = 1, och antages k#nd. I 3 a 2 har vi sinus-
formig varistion p& a, medan b = 0.5 och uppskattas.

Resultat:

B&da exemplen visar att s&vil minvar som mod. minvear &r goda
styrstrategier. Om vi 1 3 a 2 bortser frin insvingningsfor-

loppet géller for forlustfunktionerna:

5 a1 minvar V = 15%2
mod . minvar V = 1525

3 a 2 minvar V = 1450
mod. minvar V = 143%3

VO: 1293

Se sid. 34 och %5H.

Insomningseffekt.

Por ideal minvar, dvs om paramebervirdena fullsténdigt kdnda

i varje punkt, giller Ey2 = (l+a2)>?@ Om didremot styrsignalen
2
u(t) hela tiden s#ttes lika med noll géller Ey2 = a&ug

. Se fig.
l=8 =




Ex. 3 a 1. Parametervariation a(t). b =

)

10

) /W\\x /"\~\_\
j/ AN i N
/ / \\ / ’ AN
% %
& / \ / \\
5\ / A\
S
— =1
- // N\ // N
e P ;
fanth \ [;( \ f
i
\ /
\ / \
N\ \,
N,
(\: \\ -~ ] e //
— T T L. T . T T T LN T T T —T— . 1
C'?b 138 2‘:}0 QU() ;fug LLUJ/\J SG!J y ﬂu ’]\JU
| TID
) .

Ex. % a 2. Parametervariation a(t). b




35

: Bx. % a 2. Minvar styrlag.
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5 _Ey ( :l )
styrsignal u=0
e
/ “1deal
2 | //‘ ‘
P minvarstyrlag
/ e
f —
e - ) o
e
e
1 + -
O s T
0 0.5 . )

0

B y2 som funktion av a for tvéd olika styrlagar.

Porlustfunktionerna for de bada strategierna Sverensstimmer
ganska vil om -2<0.75 . Om a>-0.75 bor alltsd styrsignalen
vara nidrs noll. { se exempel 3 a).Ur ekvationen £0r P 1
kalmenteorin foljer att ju mindre styrsignal eller utsignal,
desto storre virde pa motsvarande P-element, och alltsd desto
sdmre uppskattning.

(Om vi entar ettt P = «I, 6 = I far vi

T
P =l + Rlun m%%iiwxz
.08 +R2
T
Om nu y och u i © &dr sm& kommer Ry - mugﬁmw<%2>»0 och P vixer.)
" =XQ6'+R2

Om vi har ea mod. minvar styrlag kommer vi att £& en koppling

mellan litet uw virde och d&lig b-uppskattning enligt £ljance.
Ett litet virde pa& u medfdr dalig uppskattning av b och stort

virde pa Pb. Stort virde pé Pb medfor litet viarde pd u, efter-
som Pb forekommer i ndmnarca i uttrycket £or u. Detta kan

medfora en insomning av u och b. Med minvar styrlag forekommer

ej denna effekt.
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Bxempel 5 b 1

illustrerar ovanstéende. Vi later a variera stokastiskt kring

0.95 O

-1, och b stokastiskt kring noll, med 0 = o7 0o 951(se sid. 3).

Var kalmanuppskattning och vara styrlagar &r dock hirledda

for parsmetermedelvidrde lika med qoll. Om vi nu i va&r upp-
skattning anvinder #I enligt ovan, kommer a d& utsignalen

dr liten att glida mot noll. Detta intriffar sirskilt da

a>-1. Om a &ter blir mindre &n -1, dkar y och & féljer

battre.

Vid minvear blir systemet som vi sett instabilt om b= 0.

Detta visar sig 1 form av burst vid exempelvis t= 210, 300, 630.
Ingen insomningseffekt formérkes vid minver styrning.

Vid mod. minvar styraing har vi d&remot tydlig insomniag hos %.
Detta eftersom u enligt ovan kan bli mycket liten och d&rmed
medfora en mycket ddlig uppskattning av b.

Observera att insomningen intr&ffar om a>-1. D& a direfter
glider under -1 Okar y och a foljer ddrmed bdttre. Samtidigt
ger styrlagen storre vidrdea pé u och b vaknar dirmed Upp .

Se ex.vis 500<t <560, &

fven med mod. minvar styrlag blir systemet instabilt och vi
far burst.

Resultat.
15

i

Minvar v 6.52-10
Mod. minvar Vo= 1.83-10°
3
— PRI
Vo= 1.21 10
Mod. minvar styrlagen dr alltsf klart Overlégsen minvarstyrning.

Por att f£4 battre foljning 1 uposkattningarna skall vi i

fortsidttningen (om parametermedelvirden # Q) anta att FI = I.
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Exempel % b 1. Minvar styrlag. Parametervariation och uppskattning.
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Exempel 3 b 1. Mod. miavar styrlag. Parametervariation och

uppskattning.
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Exempel % b 1. Minvar styrlag. Forlustfunktion V.

Exempel % b 1. Mod. minvar styrlag. Forlustfunktion V.
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bBxempel 5 b 2.

I detta exempel skall vi lite mérmare studera ndr det mod.
minvar Aterkopplade systemet blir instabilt. For att £& battre
uppskattning av a och b mot 3 b 1 antar vi FI=I. Vi skall

lata a och b variera slumpartat kring -1 respektive 0. I
styrlag och kalmanuppskattning antar vi dock att a och b
variersr bada kring noll.

3 b 2 dr 1lik 3 b 1 s& ndr som p& annen Fl-matris.

Resultat.

Minvar styrlag:

Systemet kan bli instabilt d& b=~=0. BEn undersdkning av karak-
teristiska ekvationens rotter kring t = 300, dédr vi har hog
instabilitet, exdplifierar alla de tre fall som 8r némnda

pd sid. %2. Forlustfunktionen blir V = 3.43910l8

Mod. minvar styrlag:

Ingen insomaingseffekt upptrider, vilket méste bero pa att
. - - -, . . . . s o .

vi &ndrat £I. Eftersom nédmneren 1 styrlagen forutom b inne-

~

haller ?b och OEQ bér detta motverka alltfor stora styrsignaler

d& b2-0. Om bade P, och b och b Hr nira noll samtidigt, kan

b
systemet dock fortfarande bli instabilt.

Litet Pb innebdr god foljning i1 b, dvs vi bor ha stor styr-
signal vilket &dr fallet om a< -1. Villkoren &r uppfyllda vid
exempelvis t = 75, 150, 205, 300, 435, 630, 665, dir vi

ocksd har burst.
Minvar styrlag Vv = 3e45e1018
Mod. minvar styrlag vV = 2968=1O5
V.= 1.70-10°
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Exempel 5 b 3.

Bftersom mod. minvar &terkopplade systemet blir lanstabilt
delvis berocende p& att ndmnaren i styrlagen blir liten, vill
vi forstka med ett storre virde pa Ob’ Vi sBtter 1 ett forsta

forsdk SN tio génger stdrre idn delt verkliga vérdet.

Hesultat. Minver V= 5.1-100°
Mod. mianvar V = 2.2“1019

_— . 3

Vo= 1.7°10

Styrlagen blir 1 fallet mod. minvar.valdigt dalig.
Stabilitetsundersdkningen p& sid. 32 forklzrar varfor. Det
mod. minvar aterkopplade systemet 8r instabilt om a< -1, samt
stor = stort

om %2@:Pa,Pba§ﬂaé ,}Qw . Uy stort = P

instabilitetsomrade, vilket motverkar den forbattring vi var

bmin

ute efter da vi forstorade O%.

Forlustfunktionen V mé&ste dock ha ett minsta vérde f£Or ndgot

Oy - Genom att berdkna V for ndgra olika vérden pé U =0=0"
skall vi forsoka finna detta optimala varde. For att upp-
skattaingarna ej skall bli sdmre anvénder vi i kalman upp-
skattningen en o-matris som Overensstammer med den verkligea.
Parametrarna varierar som 1 3 b 1 men i styrlagen antar vi

alltsd en o-metris (BM) lika med Yy OJ

0 oi°

Resultat. o V (mod. minvar)
0.075 209 10°
0.100 45.0 "
0.10% 21.3 "
0,106 97.9 "
0,110 725
0.115 46500 "
0.125 562 "
0.1%0 725 " |
0.160 9930 "
0.200 128000 "

jamfor ex. % b 2 0,050 266 " |
’;
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Exempel % b 3. Porlustfunktionen V £or o= 0.,100. Mod. miavar.

Genom att 1 styrlagen vilja ett stdrre virde pd o 8n det
verkliga kan forlusten tydligen nedbringas vésentligt, hir
med en fakbtor tio. JHnfor med Vy = 1.70°107 .

Le egendomligt hoga vérdena for V i mitten av tabellen kan

bero pd& spridning, eftersom vi bara kort £or ett brus.

Exempel 3% c.

3¢ 1.

Vi har sett =tt om b litet samt a <-1 blir det mod. minvar
Sterkopplade systemet instabilt. For att verifiera att inga
burst upptréder om a>-1 genomfdr vi en kOrning med a> -1,
samt b stokastiskt varierande kring noll.

Resultat.

Minver styrningen 8r fortfarande ddlig och burst upptrider.
Mod. minvar styrningen &r nu bra och ingen instabilitet upp-
trider da b passerar aoll. BEn aannan effekt upptrader dock,
némligen insomning. Detta &r 1 linje med vad vi sagt tidigare.

Om a>» =1 blir styrsignalen liten, vilket medfor dalig £01ljning

Dt
L)
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i b, dvs stort P,.. Om nu b blir liten (‘%ZQTPb ) kommer u

ba
enligt styrlagen att g& mot noll. Detta i sin tur medfdr att
% bipehdller sitt l8ga vérde. u vaknar £orst d& utsignalen

blir storre exempelvis pd grund av att a ndrmar sig -1.

Minvar styrlag V = 3»55v106
Mod. minvar styrlag V = 1370
VO: 1106

5 c 2.

BEtt s&8tt att undvika insomning hos u och b, &r att till den
av mod. minvar styrlagen utridknade styrsignalen liagga en
signal A(t), med virde exempelvis A(t) = 5(—1)t. Eftersom
dd u aldrig kan bli riktigt liten bdr vi ej heller £& ndgon
insomning i b. Detta i sin tur bor medfdra ett bittre virde
pé& forlustiunktionen.

Resultat.

Por nagra olika vérden pd & far vi V enligt:

& v
0,00 1540
0, U2 1531
0.05 1314
0,10 1310
0.15 1330

(Att V for £=0. e Overensstammer helt med 3 ¢ 1, beror pa
att vi ndgot dandrat BM i styrlag.)
BEnligt figur sid. 4Y ech 50 har vi tydlig insomning i fallet

&= 0., , didremot ingen i fallet &= 0.10 .
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5 c J.

Por att ytterligare belysa ett system med -1 a 1 och b
varierande kring noll, har simulering enligt 3 c¢ 3 utforts.
Parameter variation se: figur sid. 52.

Resultat.

Det minvardterkopplade systemet blir tydligt instabilt dé

b ndra noll, och forlustfunktionen blir V = 37.6°1O3 .
Enligt vad vi tidigare sagt skall det modminvar Aterkopplade
systemet sl11tid vara stabilt. Detta stdmmer ocksé&, &ven om
utsignalen blir stor d& a nira -1, samtidigt som b n8ra noll.
om a -0.4 och b O mirks dock inget speciellt. (Vid minvar-
styrning upptridde hér burst.) Insomningseffekten &r knappt
mérkbar, méjligen vid t = 250. V = 2.04»103 dvs en avseviard

forbdttring mot minvarstyrning.

Minvar styrlag V = 37.6°10°
Mod. minvar styrlag V = 2.04.10°
Vo= 1.27°10°

0




52

4
\
alt)
C“}'ﬂ
{
/,/"’“ “\ P /””“‘N\ .
P - ~ o S
| / \ P .
e A~ E
o2 \ AN // S
C:’;_‘ \ s i
i \ / AN e
- -~
. ,// o
- \\-\,_,v//
o~
; T T T ST T - T T P, T PN T ) T i
pii 100 48 Jhu 8 bR 500 04 a50
T 3 T\l
o7 1 } IL
b(t)
v.};”\ - .
e sy - e }
\ T |
— _/;,/’//
jea T
\ L
& \ ///’:/
. o
[on) \\ P
i ~ p
S P s
\ o
it
o i T T Py T ~ e i I i T Py T . T PN
16 150 204 300 ant! 506 560 706 300
™ 110

Exempel % ¢

%, Parametervariation.

~
f"sx
]) . o F'
T lf ) i = o \r’t a
4;:_ F{Nf\‘!lf‘ fi\ B 5"’\[ 2 th’ /’ 4 ;/}{ }r;
s/ R REGE ,‘}kﬂ;\ i 4 { \, i = -
& \“( h\*‘ fivf ‘\3 4 W Y X ]f"xh V
e § -~
L - ¥ ¥ % LR §
2 \fﬁ‘?m‘ ﬁxfx 1/? J | f”j V L’gg»f ¢ E/@m ,/mr
ﬁﬂgw ' ﬁﬂ“‘%v /[ R o o
Faw ] A’ \(‘ [ Y}
i W 2 v
VAR N
/ %4 ial
=
=9 YV Y Y Y ¥ L L R

Exempel

T10

%. Parameterup

&

o~ - .
pskattning b vid mod. minvar styrning.



&
™J

~J
e
o
iy
o]

T
-

>

=
sl
<o

Exempel 3 ¢ 3. Forlustfunktion V vid minvarstyrning.

- £y
§ £ 3
LLi#)
o
2

:

i 4 1 4 2l }Y
A pmoshabetngrel £ ".%’"‘n’\:" e o1 Ak f%\r, L AN PN ) A AU e e(g fivel 1%

ottt ‘ﬂk"r“]}gﬁf“{ oA el ‘}{(’ {‘l?zf)ﬁ i \”"s“"\) ATy }“# M“’hﬁ/\ F}' ‘[(ﬁ“

[
<D

oy

oy
i:? T T T o T I T e T L T Py T N T A
RN Tow 206 304 RS 566 545 764G [VRIRY]
(AR
[l
iy
oo
e | —
& e
Y P
it
= e
fantd -~
e f
“n
& )
—/—/~.
WJ’*/—‘
T
- I
e
T
T
= T T . T T T i T [ T T T T T i
2] 130 2HL SR Ay 500 500 780 350
1D

Bxempel % ¢ 3. Styrsignal u och fdrlustfunktion V vid

mod. minvar styrning.



54

Exempel % d.

Vi vill undersdka hur léngt vi dverhuvudtaget kan komma genom
att forbidttra véra uppskettningar. Optimala forlustfunktionen
Vo erhélles ur V, :;§k2(1+az(t)), Por att uppnd detta virde

maste bdde a och b vara fullstidndigt kdnda vid varje tidpunkt.

Styrlagea far foljande utseende:

o _oaltel)olt) oy oy oalt+llalt) o, 4
wit) = =gy wlt-d) oo VL)

5 d 1.

visar en kdrning under dessa betingelser. Parametervariation
som 1 % b 2.

Kesultet: Forlustfunktion = 1.71+107

JEmEo T Vo= 1.70.10°

T praktiken mé&ste vi dock alltid uppskatta Atminstone a(t+1)
och b(t+1l;. Bdde a(t+l) och a(t) uppskattas med g(t%tml), och

samma for b. Den bEsta uppskattning vi kan f& har variansen
P = Ry = BM“BMT .
BT att undersdka forlustfunktionen i ett sddant fall ansdtter

vi konstlade uppskattningar enligt

alt|{t-1) = a(t) + Or (%)
b(t[t-1) = b(t) + o7, (t)

e o 01_ Bl n
ar | Oﬁm , Tq och T,

Detta dr cen bista uppskattning vi kan uppna.

i

oberoende € N(0,1)

3.4 2

visar hur det mod. minvar &terkopplade systemet med para-
meter variation enligt 3 b 2 fungerar med dessa sé& kallade
uppskattningar,

f 3 f b
I styrlag antar vi BM = [Q°8) 00051 P(t) = | 0.025 0O J
@ b
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JEmfor med bista resultst i 3 b 3 V o= 21.%:10°
I praktiken kan vi alltsd aldrig underskrida véardet V = 6.2%°10
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Verklig och antagen paremetervariation, data och begynnelse-
vérden vid simulering av exempel 3.
3 a l.
Verklig p-variation:
a(t+l) = a(t) + 0.0411 vl(t)
b(t+1) = b(t)
a(&)) = ""\)ol b = lo
Antagen p-variation:
{
10.0411 0
L =1 BM = t 0 0
; 1 0 . _ -
P(O) = LQ o} a(0) = =0.1 b= 1.
58 2.
Verklig p-variation:
a(t) = ~0.5 s1aD.01571t, - 0.7
b(t) = 0.5
Antagen p-variation: }
_ - _ 10,015 O |
FI = 1T BM = 0 O°Ol5j
[ 1
| O |
P(0) = |%° Y a(0) = 0.7 p(0) = 0.5
;O lo§
£ J
3 b 1.
Verklig p-variation:
a(t) = a’(t) - 1. a’(t+1) = 0.95 a’(t) + 0.05 Vl(t)
b(t+1) = 0,95 b(t) + 0.05 v,(t)
a”(0) = 0.5 b(0) = 0.5
Antagﬁn p-variatioa:
; B i ¢ 3
10.95 0 | |
FI = | 0 _10.05 0 | ;
L0 0.55 o= 757 )05

p(0) = |5 ¥ a(0) = =0.5 b(0) = 0.5

P
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5 b 2.
Verklig p-v.

enligt % b 1

Antagen p-v.

PL = 1 i Ovrigt enligt 3 b 1

5 b 5.

Verklig p-v. enligt 3 b 1.

Antagen p=v.

P(0) =0.11 a(0) = -0.5 b(0) = 0.5

forsok 2: enligt ovan men Qed

o 0]
Bil = kO Qj

Jc L.

Verklig p-v.

a(t) = a’(t) - 0.55 a’(t+1)

i

0.95 a’(t) + 0.05 Vl(ﬁ)
b(t+1) = 0.95 b(t) + 0.05 Vz(t)
a’(0) = 0.5 b(0) = 0.5

Antagen p=v.

. o , B (0.05 0
I = 1T Kalman BM = e O~O5i
r N
N - lo.05 0 |
Styrlag : BM = |y 0.05|
L |

P(0) = 0.1 a(0) = - 0.05 b(0) = 0.5
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Verklig p-v. enligt 2 c 1

Antagen p-v. enligt 3 ¢ 1,
¢

——

men i styrlag: BM = 20610 O?lOr

Vidare bildas styrsignal enligt
w(t) = ul(t) + §(-1)°

5 ¢c 3.

Verklig p-v.

a(t) = -0.25 in(0.01571 ¢t) - 0.75

~0.00167 % + 0.5 © 4 €400
O] = 00167 (4-400) - 0.1l66 £ > 400
Antagen p-v.
_ ~ lo.0z 0o )
P = T BN = [o 0,03j
£ Y
_10.1 0
PQO) = 1757 o1
e
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Ixempel 4.

Sésom ett sista excmpel skall vi nfgot syssla med ett system
dédr omgivningens storning orsakar fargat brus.

Vi skall studera ett system av foljande typ:

gy{t) + aly(twl) + a2y{t»2) = K(t)(B,ult=1) + ca,ult-2)) +

1 2

+ 2 (e(t) + cle(t—l))

81y 8oy @l’ @2 ir konstanter medan K(t) varierar slumpartat.
Kalmanteorin och vira styrleggar &r hirledda under antagaadet
ofdrgat brus. Ue kan dock ofor8ndrade appliceras ocksd pé
ovanstéende system. Detta ger dock inget optimalt resultat,
och vi bdr med nAgon modifikation kunna fOrbattra det. Ett
forsok 1 den riktningen gbres med antagandet, att vi har att
gora med ett hOgre ordaningens system &n det verkliga, men
att bruset &dr oféargat.

Resultatet blir dock negativt 1 det att forlustfunktionen

ej blir mindre. Detta kan forklaras med att d& vi Okar sys-
temets ordaningstal, dkar antalet uppskattade parametrar och

ddrmed det sammanlagda felet.

Utdkning av ordaingstalet.

Genom att dividera med C-polynomet kan vi skriva vart system:

(1 + alzml+ aZZMZ) (by + bzzml)
— -y (t) = —— u(t-1) + se(t)
L +cq2 1 +cqz
1 1
Men “W“£“ZT =1 - Clzml+ 0122m2m cljzmj+..,
l+clz -

Om vi forsummar 013 och hogre termer , skrives systemet:
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y(t) + aiﬁ(tml) + aéy(tm2) + a%y(th) + a&y(t—4) -

= plu{t-1) + béu(iwz) + béu(t_E) + béu(tm4) +ae(t)

1
d&r ai = a,- ¢ bi = bl

L 2 [

a, = a2 dlcl + 01 b2 = bz— blcl
. .2 . 2

a?) = magcl(;u 8¢ b3 = -=-b201+ b]_cl
. .o 2

a4 = a201 b4 = b201

Det ursprungliga systemet med firgat brus skall alltsi mot-
svaras av ett fjédrde ordaingens system med ofirgat brus.
Naturligtvis kan vi péd moutsveraande sétt ytterligarc oka ord-
ningstalet. Genom att pd s& sitt wntaga ett higre ordningens
system kan vi alltsd direkt anvinda var kalman-teori och vira
hirledda styrlagar. De nya parametrarnas begynnelse virden
kan fas ur tabellen ovan. Direfter uppskattas de p& vanligt
satt ur in och utsignal.

I v&r modifierade minvar styrlag skall vi anvidnda oss av den
pd sid. 12 - 18 h#rledda formeln. Detta betyder att vi antar
att a-parametrarna 8r exakt kénda, vilket inte spelar négon
roll.

I forsbken antar vi att vid tidounkten t Br y(t-1), y(t-2),...
osv kéanda.

Vi har gjort tva forsok 4 a och 4 b , med tva olika vérden

pa Cqe I ovrigt &r forsdken lika. Med antagandet att systemets
ordningstal &r tva respektive fyra testar vi vaAr regulator

Sver ettt tidsintervall O - 300.

Verklig parametervariation:

a, = =1.5 by = K{t)
a, = 0.5 by = 0.7 K(t) s K(t) = 0.8 + 0.6 sin(0.04.%)
48.: Cl = Om3 “}\'1—'Z 1@

0.5 A= L,

il

4 ¢y




Resultab:

da. Porlustfunktion V
. n =2
Minvar styraning 1561
Mod. minvar styraning 1527
T _
JO =
4Db. Porlustfunktion V
n=2
Minvar styrning 1967
Mod. minvar styrning 19473
Vy =
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