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RESUME ™,

I detta examensarbete behandlas problemet att finna ndgot
limpligt filter som férfilter vid digital Kalmanfiltrering.
Med utgingspunkt fran en stokastisk tillstdndsmodell analyseras
tva olika filter: medelvirdesfilter och ldgpassfilter. Speciellt
undersdkes optimala val av filtrens parametrar dvs. i medelvérdes-
filtret optimalt integrationsomrade h och ilAdgpassfiltret optimal
tidskonstant a . Vid analysen av medelvérdesfiltret antages att
h ej overstiger samplingsintervallets lédngd T.

Analysen genomfores i1 en mer allmédn form och resultaten

appliceras pa tva speciella system:

1. Ett 1l:a ordningens system som kan karakteriseras

konstant + brus.

2. Ett 2:a ordningens system som dr oscillativt

och stérs av yttre brus och méitbrus.

Vi finner i dessa fall optimala val av h och o . I vissa
fall tycks det optimalt att vidlja h > T speciellt vid korta
samplingsintervall. Vid linga samplingsintervall fdr man en
avsevird forbdttring genom att vidlja h < T i jémfdrelse med
fallet h = T. Genom ett optimalt val av h i intervallet ( 0,T )
i de fall som studeras kommer informationsférlusten i medelvirdes--
filtret endast att bli obetydligt stdrre dn i ldgnassfiltret med

u:

“optimal




SUMMERY ,

In this paper we discuss the problem of finding a
suitable filter used as prefilter at digital Kalman filter-
ing. The process is discribed by a stochastic state model.
Two different filters are analyzed: a low-pass filter and
a mean value filter, Especially we examine optimal choices
of the parameters of the filters 1i.es optimal integration
area in the mean value filter and optimal time constant in
the low-pass filter., In the analysis of the mean value filter
is supposed that the integration area h doesn”t exceed the
length of the sampling interval T,

The analysis is carried out in a more general way and

the results are applied to special dynamical systems:

1. A system of first order which can be described by

a constant + noice,

2. A system of second order which is oscillating and

disturbed by noice.

We find in these cases optimal choices of h and o ( o denotes
the time constant in the low-pass filter). In some cases it
seems optimal to take h > T. This anpears especially when

the sampling interval is short. At long sampling intervals,

on the other hand, we often get a considerable improvement

by choosing h < T in comparision with the case h = T. In

the studied cases the low-pass filter has proved to be the
best. However, we get only a slight decrease in the information
function when we choose a mean value filter with a suitable

integration time.




1. INLEDNING.

Antag att vi har ett lineidrt deterministiskt system i kontinuerlig
- form., For enkelhetens skull antar vi att systemet endast har en in-

och utsignal

X(t) = A()X(t) + B(t)ult)

(1:1)

y(t) = C(:)X(t) + D(t)u(t)

Didr X. A, B, C dr matriser. u(t) antages konstant Over tidsintervall

med l#ngden T. D3 kan vi sampla syatemet ( 1:1 ) direkt och rekonstruera
tillstandsvektorn X(t) i diskreta tidpunkter nT genom att mita det sampla-
de systemets utsignal v(nT) om detta observerbart.

Fysikaliskt sett kommer emellertid systemet ( 1:1) att paverkas av
olika stdrningar av stokastisk natur: mitfel, vttre stdrningar, osikerhet
i begymnelsevillkor m.m., Ofta Hr dessa av sidan betydelse att man maste
ta hinsyn till dem i sin fysikaliska modell. I rekonstruktionsproblemet
ingdr da ocksd att minimera stOrningarnas inverkan pa rekonstruktionen.

Om stérningarna antages vara stokastiska processer kommer ocksa
tillstandsvektorn och utsignalen att vara stokastiska processer. Systemet
( 1:1 ) dndras och vi far f8ljande modifierade modell:

@§7~«<1’}’/
dX(t) = AX(t)dt + Bu(t) + dv(t)
(1:2)
dy(t) = CX(t)dt + Du(t)dt + de(t)

Vi antar att systemet tidsinvariant dvs matriserna A,B,C och D beror ej
av tiden t. Vidare antar vi att (e(t), te T) och (v(t), te T) &r
okorrelerade Wienerprocesser av l:a resp n:i:e ordningen med medelvirdet
noll och de infinitesimala kovarianserna

T

cov ( dv(t),dv(s) ) = E dv(t)dv(s) = Rldt om t

il

i
w

( 1:3)

cov ( de(t),de(s) )

( 1:4)

i}
wn

E de(t) de(s)'= ndt om t




Vidare antages att begynnelsetillstandet #r normalftirdelat med medelvérdet
my och kovariansen RO. Den stokastiska processen ( X(t) , t € T ) blir di
en normalfordelad markovprocess och bestidmmes vid varje tidpunkt entydigt
av medelvirdet och kovariansen. Den optimala rekonstruktionen av tillstdndsvektorn
X(t) ges da av ett kontinuerligt Kalmanfilter.

Fdliaktligen om vi ur systemet (1:2 ) &nskar rekonstruera till-
standsvariablerna i diskreta tidpunkter ges den optimala 18sningen av ett
kontinuerligt Kalmanfilter atfilit av en samplingsenhet: ( Y(t) dr ut -
signalen fran systemet ( 1:2 ) ) |

Kontinuerligt SampL.enhet
signal y(t) Kalmanfilter o
t=nT

fig, 1.1

X(t) betecknar rekonstruktionen av X(t). Vi vill emellertid gbra rekonstruk-
tionen med hjilp av ett digitalt Kalmanfilter. Vi kan ej som i det deterministiska

fallet ovan direkt sampla utsignalen ty formellt kan vi skriva:

y(t) = CX(t) + Du(t) + e(t)
Men enligt var modell #r e(t) derivatan av en Wienerprocess och alltsd formellt
vitt kontinuerligt brus med odndlig varians. T det praktiska fallet kommer
bruset att vara bandbegrinsat varfor variansen blir #ndlig men stor. Nagot
slag av férfiltrering 4r alltsad ndédvindig

Fﬁl"" . .
Eilter 1 Sampl.enhet Digitalt = g
signal y(t) Kalmanfilter X(t)
t=nT




Vid forfiltreringen f6rloras dven en del nyttig information varfor
det dr viktigt att vdlja filtrets parametrar optimalt dvs. si att
rekonst ruktionsfelets varians i nagon mening avviker sa lite som
mojligt fran det optimala fallet ovan redovisat i fig. l.1. Med
utgdngspunkt fran systemet ( 1:2 ) och fig. 1.2 kan vi nu formulera
ett problem:

Problem: Bestim ett enkelt filter sidant att s& lite nyttig information

i signalen som mdjligt gar forlorad.

I detta examensarbete kommer f6ljande filter att behandlas:

1. Lagpassfilter med 6verforingsfunktionen G(s) = 1/( s+a ). Vi

soker opfiimal tidskonstant o,

2. Medelvirdesfilter somutnyttjar vanlig flat medelvirdesbildning.

Vi stker optimalt integrationsomrdde h.

Bven ett forsdk till jidmforelse mellan de bigge filterna kommer att genom-
foras.
For att ej nagot missfoérstand skall uppstd kommer i det
f8ljande systemet ( 1:2 ) att benimnas det ursprungliga systemet
och systemet ( 1:2 ) inklusive filter det filtrerade systemet,




I1. RESULTAT OCH SAMMANFATTNING,

Vid analysen av de bégge filtrernas, medelviirdes- och ligpassfiltrets,

inverkan pd signalen utgdr vi fran tva numeriska exempel:

1. Btt l:a ordningens system enl. sid. 14 vilket kan karakteriseras

som en konstant signal + brus.

2. Ett 2:a ordningens system enligt sid.15 vilket 4r oscillativt
och stdrs av yttre brus och mitbrus. Endast tillstandsvariabeln
Xl(t) métes,

Resultaten foreligger dels i diagramform pa sidorna 31-39 dels i
en sammanfattning i tabellform pd sidorna 9-12 .

| Fér att kunna jimfora de bigge filternas kvaliteer mdste
vi ha ett matt pd informationsf&rlusten i filtret. Som vi sdg i inle-
dningen far vi ett sadant mitt genom att optimalt utnyttja itformatio-
nen i det filtrerade systemet och med hjdlp av ett diskret Kalmanfil-
ter berdkna rekonstruktionsfelets varians. Om P_ betecknar den sa
erhdllna variansmatrisen blir rekonstruktionsfelets varians
aTPma vid rekonstruktion av linedrkombinationen aX(t). Det erhdllna
virdet kan sedan jidmftras med det optimala och skillnaden ger en
uppskattning av hur mycket nyttig information som gatt férlorad i
filtret. De optimala rekonstruktionsmodeller som anvindes ger alla re-
konstruktioner av typen i(tlt). Detta innebir att att rekonstruktionen
a%(t) 4r kind vid tidpunkten t + ¢ , dir ¢ dr utrikningstiden vilken
alltsa antages f8rsumbar.

I fallet med det oscillativa systemet betraktar vi speciellt
rekonstruktionen av tillstandsvariablerna Xl(t) och Xz(t). Vi understk-
er ocksa bista och sdmsta rekonstruktion didr vi utgir frin foljande
olikhet

aTR»a

> i A TP TG LY > .
max T = “min
aa

vilken gdller £6r alla a om A na och Mmin betecknar det stbrsta repp.

X
minsta egenvirdet i P .




Lagpassfiltrets overforingsfunktion ar

1

st q

G(s) =

Ett hogt virde pd o innebdr att den nyttiga signalen passerar ndstan
utan distorsion men samtidigt passerar ocksda en hel del brus. Ett lagt
virde pd parametern o medfdr ddremot att bruset démpas effektivt
medan nistan all nyttig hogfrekvent information i signalen gar for-
lorad . Det forefaller sdlunda rimligt att det mellan dessa tvad ytter-
ligheter skall finnas ett optimalt val av o. Speciellt om vi vidljer

o = 0 har vi ett medelviirdesfilter med integrationsomradet h lika

med samplingstiden T. I fallet h = T kommer dédrfor alltid lagpass=~
filtret att ge minst lika bra resultat som medelvdrdesfiltret.om vi

viljer o = uoptimal‘

Speciellt om vi betraktar systemet av l:a ordningen har det

kontinuerliga Kalmanfiltret for detta ett enkelt utseende:

[r R,
"2
G(s) = ——tmfeme
s +vR1/R2
Om vi alltsd viljer o = yR1/ 5 bér vi £fd en ontimal 18sning vilket

ocksd bekriftas av de numeriska exemplen. fven i fallet med det osc-
illativa systemet finmer vi optimala val av a . Vid rekonstruktionen
av Xz(t) blir dock aoptimal

medelvirdesfilter med T = h &

= (0 dvs. vi har £6r detta virde ett

Som ndmndes ovan blir alltid informationsftrlusten stérre
i ett medelvirdesfilter med T = h dn i ett lagpassfilter med %:aoptimal'
I vara numeriska exempel Hr forsdmringen markant speciellt vid langa
samplingsintervall. (undantag rekonstruktionen av Xz(t) i det oscilla-
tiva systemet). Genom ett optimalt val av h i intervallet ( 0,T )
kan dock informationsforlusten avsevidrt nedbringas. Vid optimala val
av parametrarna i de numeriska fallen utgor skillnaden i rekonstruk-
tionsfelets varians mellan medelvirdesfilter och lagpassfilter i sys-
temet av L :a ordningen maximalt 15.5% och i det oscillativa systemet
maximalt 4.6% av det optimala virdet, I fallet T = h blir motsvar-
ande virden 76% resp 42%. Det bdr dock papekas att det numeriska
materialet bakom dessa siffror dr nagot magert. I flera fall




férefaller det av kurvornas utseende att doma rimligt att vélja

ett h>T t.ex. vid rekonstruktionen av Xz(t) i fig. 6.8

I detta examensarbete har dock endast fallet h ¢ T behandlats.
Valet av h tycks mera kritisk dn valet av o i1 den meningen

att en:.liiten fordndring av h ger storre tillskott till rekon-

optimal
struktionsfelets varians #n motsvarande foéridndring av o

optimal®
( jamfor t.ex, fig. 6.7 och fig. 6.2). Vidare tycks i de fall
dir utpriglade minima i rekonstruktionsfelets varians intrdffar
hoptimal vara relativt oberoende av samplingstiden T. ( se t.ex.
figo 6°6 OCh figc 6i7 )c

Vid en jimférelse mellan filterna bor man ocksd ta hinsyn
till att ldgpassfiltret okar systemets ordningstal med ett vilket

ej medelvirdesfiltret gor.

Ammirkning: I analysen av de bdgge filterna nedan har allminna
uttryck hidrletts som kan anvidndas f£6r berikning av

Poo i mera sofistikerade fall d4n de hir behandlade.




Sammanfattning av resultat fran numeriska exemnel.

Beteckningar:

T

" I
i

o«

samnlingstiden

tillstand

A
max

A -
min

minsta

1

parameter i lagpassfiltret

integrationsomradets ldngd

storsta egenvirdet i1 P,

13

= rekonstruktionsfelaets varians i stationirt

1. Ett 1:a ordningens system enligt sid. 14 (konstant signal + brus)

Optimalt vdrde pd P_ = 1.000

T = 1.0 T = 2.0 T=25.0
p_(min) 1.000 1.000 1.000
Lagpass=
: Avvikelse
filter fran opti- 0.0 0.0 0.0
malt virde %
dopjmal 1.00 1.00 1.00
p_(min) 1,041 1,100 1,135
Medelvidrdes-
filter Avvikelse
fran opti- 4.1 10.0 13,5
(T2h) malt virde %
h . 1.00 1.37 1.53
optimal
P, 1.041 1.155 1.756
Medelvirdess =
. Avvikelse
filter Fran opti- 4.1 15.5 75,6
(T="h) |malt virde %




2. Ett 2:a ordningens system enligt sid. 15 ( oscillator + brus )

a. Rekonstruktion av tillstdndsvariabeln X, (t)
e

Optimalt virde pa pmll = 0,910
I['= 0.5 T= 1.0 T = 2.0
p (minJ o 0,940 1.000
]l
Lagpass- Avvikelse
filter fran opti- 3.3 9.9
malt virde %
4
p, min) 0,962 0.978 1.034
Medelvirdes-
filter Avvikelse
Liter fran opti- 1.8 745 13.5
(T>h) malt virde %
hoptimalt 0.50 1.00 1.05
p, (min) 0,962 0,978 1.382
Medelvirdes= Avvikelse
filter frﬁn Opti"' 108 7.5 Slag
malt virde %
(T=nh)




b. Rekonstruktion av tillstandsvariabeln ngt).

Optimalt virde pa R”ZZ = 1.287

0

mala viardet %

T = 0.5 T=1.0 T = 2.0
p (nin) 1.377 1.666
©22
Légpass- Avvikelse
filter frin opti- 7.0 29.4
mala virdet %
Oioptjjnal 0.0 Ooo
3521“) 1.309 1.377 1.666
Med -
é elvirdes Avvikelse
filter fran opti- 1.7 7.0 29.4
(T>h) mala virdet %
hoptimal 0.50 1.00 2.00
szz 1.309 1.377 1.666
Medelvidrdes=
fil .
tlter Avvikelse
(T=h) |fran opti- 1.7 7.0 29.4

11




c. Bdsta och sidmsta rekonstruktion.

1 de berdrda diagrammen ligger AmaX:S och Amin:s minima ganska nira
varandra varfior forfattaren f6rstkt uppskatta de optimala virdena

pd h resp. a'.

Optimala virden: &nax = 1,505
Amin = (.0643
| T = 0.5 T = 1.0 T = 2.0
Xmax 1.662 24195
Lagpass-
filter Amin 0.665 0,690
U'Optimal 0.7 008
Amax 1.580 1.688 26236
Medelvirdes-
filter Amin 0.659 0.667 0.720
(T>h)
h . 0.5 100 105
optimal
Amax 1.580 1.688 2.318
Medelvirdes-
filter
(T=h) Xmin 0,659 0,667 0.730

12
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IT1. OPTIMALT FILTER.

Allmint.

Kontinuerligt Samn1l.enhet
k L)
L] } %
signal y(t) Kalmanfilter X(t)
t=nT
fig 3.1

Det ursprungliga systemet ges av ( 1:2 ). Med u(t) = 0 fas

dX(t)

14}

AX(t)dt + dv(t)

dy(t)

CX(t)dt + de(t)
Den optimala rekonstruktionen enligt Kalman:
dX(t) = AX(t)dt + K(t)( dy(t) - CX(t)dt )

Pt) = E (X(t) - X() ) X) - X)) T = E Xt) X()T

Dir K(t) vilijes sa att aT P(t) a har minimum £6r godtyckligt a. For K(t)
och P(t) gdller da f&ljande uttryck:

1

1]

K(t) P(t)CTRZG

P(t) = AP(t) + P(t)AL + Ry P(t)cTRz‘lcp(t)

D4 systemet tidsinvariant gidller i stationirt tillstand P = 0. Vi far

R e v (3:1)
K_=pcr," ( 3:2)

Dir alltsa P dr rekonstruktionsfelets varians i stationirt tillstand.




Observera ett om y(t) betecknar signalens virde i tidpunkten t sd dr den
rekonstruerade tillstandsvektorn X(t) kidnd vid tiden t.

Kalmanfiltret erhdlls genom att minimera rekonstruktionsfelets varians

14

vid rekonstruktion av en godtycklig linedrkombination wv tillstandsvariablerna.

Om vi speciellt vdljer a sa att a; = 1 ocha, =0 fér i # j erhaller vi

Diagonalelementen i den optimala variansmatrisen dr alltsd sjidlva optimala
i den meningen att det inte finns ndgot annat filter som ger ldgre virden.
Detta giller ej de ¢vriga elementen. Skillnadsmatrisen mellan den optimala
variansmatrisen och en variansmatris som erhilles genom nigon annan rekon-
struktionsmodell #r emellertid alltid positivt definit.

a. Ett l:a ordningens system,

Givet ett l:a ordningens system med

o0

Kalmanfiltret her for det givna systemet ett okomplicerat utseende:

R /R,
G(s) = ~—L 2
s —
S +j§1/R2
Speciellt om Rl = 1,0000 Och RZ = 1.0000 fas
1.0000
P = 1.0000 Koo = 1.0000 G(s) = =——

s + 1.0000




b. Ett 2:a ordningens system.

Givet ett 2:a ordningens system med

0 1]
A = C = [.1 0 ]
-1 0
o ol
R, = R, = R
1 . Rg 2 2

“Enligt (3:1) gdller di £6r P foljande ekvationssystem:

r ' e -
o 1l ey vy .| P [o 1} BE
R OJ P12 pzzﬂj P12 P L L0 {WO

- o | .

P11 plZAI[ L K 0:15“911 M2,
v -
0 I p D
DT 12 P22
| P pzzj | i

Lésningen ges av

P = V2 R,

- .
P12 "Ryt i/gé *ORRy

Pyy = Ppp (Ppp/Ry + 1)

Speciellt om R, = 1,0000 Och R, = 1.0000 fas

1 2
Py = 0.9102
P12 = 0.4142

= 1.2868

O
=
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. LAGPASSFTLTER.

Allmidnt.

. Sl+ . 1 Sampl. enhet Digitalt =
signal v(t) , ' 72(t)| Kalmanfilter X(t)
t=nT
fig. 4.1
Det ursprunglig svstemet ges av ( 1:2 ). Med u(t) = 0 £4 vi £51jande
linedr stokastiska differentialekvation
dX(t) = AX(t)dt + dv(t)
dy(t) = CX(t) + de(t)
Satt
A= ii) i= 1a2.000n 7= 1l.2ssssen
C=(Ci) i=l‘2¢coun
Lagpass
For signalen ut fran filtret gdller
dZ(t) = = gZ(t)dt + dy(t) = = oZ(t)dt + CX(t)dt + de(t)
filtrerade
Sitt X4l = Z(t). Det wokaxkx systemet blir da
811 317 *v00 4y 0 , %
nq Ann sese dv (t)
- 21 “22 2n 0
M) = con| Xe(Rde de(t)j
a1 A eree A 0 ( 4:1)
LC]. CZ 680 0 Cn -0,—
26) = [0 0 Oueees 11 Xe(t)

-
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Siatt nu - o
df(e) = | A, = le 212221121“ g ( 4:2)
de(t) £ Y21 #2270 *%on '
- 31 #n2° %m0
€] Cy eeeeCy "o |

Den s.p. ( £(t). te T ) 4r dd en normalfdrdelad Wienerprocess av ordningen
n+1 med medelvidrdet noll och den infitesimala kovariansen
?<<
;R0
cov { df(t) . df(s) ) = E df(t)df(s) = | dt =Rt omt=s ( 4:3)
(0 R,i
@ 2
Rl har dimensionen n x n och RZ dimensionen‘1l x 1. R har alltsd dimensionen
(n+1)} x (n*l).
Vi dr intresserade av hur tillstdndsvariablerna transformeras mellan

samplingspunkterna:

xe+1) = M1 xee) + FT LTS geeq

t
Sitt
t+T
vy = 1 T e
t
Vi finner att
t+T
EV(t) = J N (tHT=s) ¢ df(s) = 0
t
t+T T .
ﬁl = E %(t)%(t)T = E Ir eAf(t+T_S) df(S)df(S')T eAf(t+T-S )
t
= 11 MY E dfuet-T) dfr-t-mT MY = 5 SR A @ Cat)
0 0

ﬁl 4r alltsd oberoende av tiden t. Vidare finner vi att V(t) och V(s) #r

okorrelerade om t # s ty de dr integraler Gver disjunkta intervall. Den
ny o N . 1o
Seps (V(t) . t ¢ T ) dr alltsa vitt diskret brus. :Sitt

s = Mgl 0 = [}) 0 Ovevsen ]f] ( 4:5)

DA vi inte har nagot mAtbrus pa det filtrerade systemet gidller

"

N
Ryp= 0 Ry = 0 ( 4:6)
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Fér att kunna jdmfora lagpassfiltret med det optimala filtret och medel-
virdesfiltret vdlies en rekonstruktion for vilken i(t) dr kdnd i tidpunkten t.
Annorlunda uttryckt skall vi alltsa anvinda utsignalens virden i diskreta tid-
vunkter fram t.o.m tiden t £Or att uppskatta tillstandsvariablernas virden i

tidpunkten t. En optimal rekonstruktionsmodell &r:
X(t+T) = 0 X(t) + K(t) ( Z(t+T) - 06 X(t) )

Rekonstruktionsfelets varians vid optimalt val av K(t), dvs sd att aTP(t) a
minimeras f£0r godtyckligt a, ges av foljande uttryck:

P(t) = S(t) - K(t) © S(t)
S(t) = ¢ P(t-T) ol + R,
K(t) = S(t) 0! (o s(t) o)L

I stationdrt tillstdnd gdller alltsa
P, =S, - KoS_

( 4:7)

K=-5_ eT( 0 S0 r)"l

Vi f6r fogar fortfarande Over parametern a. Vi kan vid en rekonstruktion
av en viss linedrkombination av tillstdndsvariablerna aX(t) t.ex minimera
rekonstruktionsfelets varians i stationdrt tillstind m. a. p. o 4 vilket

ir detsamma som att minimera uttrycket aTPma.




a. Ett l:a ordningens system.

Givet ett 1:a ordningens system med

i
=3

A=20 Rl

Ry =Ry

0 0
A = i
£ .
R
0 0
A = = =a A
Ag 2 £
-0 -q
Alltsa
AN = (=)™ A n o1
£ » £

Men definitionsmidssigt gidller

k
Wy N
e = 1 0
k=0 in e
Vi far alltsa
AT o n=1 =T
£ n . e -1
et =B+ T Lo )™ = e - oA (2

Fér det diskreta systemet gidller enligt (4:5 ), (4:4 ), (4:6)

- =0y
7 1 0 Ry 0 1 (l-e T)/c
?‘gl = J du =
0 _amou =ou -0y
(l-e )/o e _ 0 E; 0 e

19




R, T

R

_%( T + e-aT =2aT
o

R
- 1) 5,0 - e )+

R

ere e o
o

Ry -oT 3 1 -20T
(T e - 3 - e
a2

Rekonstruktionsfelets varians i stationdrt tillstdnd ges slutligen av

ekvationssystemet (4:7 ). On vi sétter

io

och forenklar far vi

2
2h b ac
Poo ES ( == = g ) pw = A - =
11 6 11 s 52
Pgrp =0
P, = 0
292

Obsevera att det dr endast det ursprungliga
av dvs p_ o

11
Ett numeriskt exempel med Rl = 1.,0000 och R
fig. 6.1

systemet vi dr intresserade

5 = 1.0000 kan studeras i

20




b. Ett 2:a ordningens system.

Givet ett 2:a ordningens system med

o 1 o
Af - _l 0 O @ = E) 0 q
1 0 -o -
o
o 0 0
R = 0 Rl 0
o 0 R
- 2]

Detta system studeras endast numeriskt med Rl = 1,0000 och RZ = 1,0000
med hjdlp av dataprogram. Resultatet framgar av fig. 6.2, 6.3, 6.4.

21




V. MEDELVARDESFIJ,TER:

Allmint.

signal y(t)

22

Integrator Sampl.enhet Digtalt Q(t)
Kalmanfilter
t=nT
Z(t)
fig. 5.1

Medelvirdesfiltret utnyttijar vanlig flat medelvdrdesbildning. Som det

diskreta systemets utsignal Z(t) sidttes integratorns virde efter samp-

lingsintervallets slut. Integratorn nollstilles omedelbart efter varje

avldsning. Man kan som integrationsomrade vdlja hela samplingsintervallet

eller en del didrav. Det dr ocksa fysikaliskt mojligt att vdlja ett integ-

rationsomrade som stricker sig 6ver flera samplingsintervall men detta leder

till teoretiska svarigheter vilket vi skall se nedan,

En realisering av in- och utsignal kan se ut som i1 fig. nedan.

y(t)

L 4

t=T t=h

t

f+T

fip. 5.2
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Det ursprungliga systemet ges av ( 1:2 ). Med u(t) = 0 fis f6ljande

linedra stokastiska differentialekvation:

dX(t) = AX(t)dt + dv(t)

dy(t) = CX(t)dt + de(t)

Tillstandsvektorns transformation mellan samplingspunkterna:

t+T
xerm) = T xe) + 1 PETES) guc (5:1)
t
T
Yoy = 5 &METES) gy
t

Som vi sdg pd sid.17 blir den s.p. ( t(t) s t € T ) vitt diskret brus
med kovariansfunktionen

T T
;oM Ry MU gy (5:2)

I
1

0

Som utsignal frin det diskreta systemet Z(t+T) sitter vi alltsd integ-

ralen av den kontinuerliga signalen Over omradet ( t+T=h, t+T )

4T 4T
Z(t+T) = [ dy(s) = [ CX(s)ds + de(s)
t+T=h t+T-h
Men
S
x(s) = M xy + 7 LW gy
t

Alltsd

t+T t+T S
2(e+m) = ¢ 1 LV ymas s 5 ae S LW gy +

t+T=h t+T=h t

t+T
+ f de(s)
t+T=h




Sitt nu
£+T T
o= 5 ceG B g oM
£+T-h T-h
t+T S t+T
Yty = 5 ds 5 ceCWayw) o+ s de(s)
t+T=h t t+T=-h

Om h < T sa &r %(t) och g(:) okorrelerade om s # t ty de dr integraler
gver disiunkta intervall. Om h > T dr étminstoner%(t) och %(t+T) korr-
elerade ty integratinsomradena tidcker varandra delvis. Medelvirdesfunkt-

. 4V
ionen av e(t) ges av

( 5:3)

' t+T s t+T
ESe) = 5 ds s cWpaw + 5 Ede(s) =0
t+T-h t t+T=h
Kovariansen av %(t) om h < T ges av
t+T ss” -
K, = B33 = B s5 dsdsT srC A5 dv(u)dv(u’yveAfs_uTCT+
t+T=h t
t+T t+T t+T S A(s-u) T
+ E ff de(s)de(s”) + E ( f de(s) )(f ds [ Ce dv(u)) +
t+T-h t+T-h t+T-h t
t+T 5 t+T
« BE( 5 ds rceCW gy r 0 de(s) )T ( 5:4)
t+T=h t t+T=h

De tvd sista termerna blir noll da e(t) och v(t) okorrelerade. Den fdrsta
termen blir

t+T ss” T . .
ff dsds” sr C eA(S'u) E dv(u)dv(u’)T eA (s7-u") CT =
t+T=h t
t+T . min(s.s”) _ Tyo v
= Jf dsds® S ¢ Msu) R, e S W cTau
t+T=h t

Betrakta nu fig. 5.3 pad nista sida

1 omradet Sk min(s 537) = s
I omradet S,: min(s,s”) = s

2




s
t+T=h 31
t+T S2
t
t  t+T-h  t+T s”
fige 5.3
Integralen kan da skrivas
min(s,s”) _ T,om_
/S ds ds” s C eA(S u)Rl eA (s™-u) CT du =
Sl+S2 t .
t+T S 8”7 T, -
= [ ds J ds® s C NS u) Ry N (57w cTau +
t+T=h t+T=h t
t+T . s S ey T, .
+ [ ds 1) ds s C eA(S“u) Rl eA (s™-u) CT du ( 5:5)
t+T=h t+T=h t

Men de tva delintegralerna i uttrycket (5:5° ) ir varandras trans-
ponater vlket inses om man i delintegral tva byter s mot s”och vice
versa. Vidare dr matrisuttrycken under integraltecknen skalidrer. De bdgge

delintegralerna dr alltsa lika stora. Den andra termen i uttrycket (534 )

blir
t+T T
E Jf de(s)de(s”) = RZ h
t+T=h

Sammanfattningsvis fés alltsd foér kovariansen av &(t) da T> h

t+T s s” T, .
Fo=E8w8m’ = Rh+ 2 s ds £ ds” g cetOWr M 5Ty
t+T-h t+T=h t

Gor nu f6ljande koordinattransformation

-,

q=s-t , g’=5s"=-1t , V=u-t

Vi finner da att ﬁz dr oberoende av tiden t:
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T q aq” Af o T,
R = Rh + 2 f dq [ dq= f c @) R, M@y (506

Den s.p. ( g(t) .t e T) 4r alltsd vitt diskret brus om T > h. Detta
gidller ei i fallet T < h ty som vi sag ovan &ir g(t) i sa fall korrelerad
med g(t+T). I det foljande kommer endast fallet T > h att behandlas.

Vi observerar att g(t) och V(s) korrelerade om t = s:

T -
t+T 5,t+T _ A" (t+T=u")
R, =esevm’ = B s as 7 ¢ awvmavenTe +
t+T=h t
t+T t+% -
v B (1 de(s) )( s lETUD) guny )T
t+T-h t

Men e(s) och v(u”) okorrelerade varfor den sista termen blir noll. Den
forsta termen blir

t+T s,t+T T -
S ds NP Ca dv(u)dv(u’)T N (E+T-u)
t+T=h t
t+T s T
- ds  J C eA(s-u) R, A (t+T=u) du
t+f—h t
9
Sdatt nu

qQq=s-t , v=u-t
Vi ser da att &12 ir oberoende av tiden t:

T
R = 1 dqa 1 ¢ Ry N (TV) 4y (5:7)

Liksom vid analysen av lagpassfiltret ¢nskar vi rekonstruera tillsténds-
vektorn genom att utnyttja signalens virden i diskreta tidpunkter fram
t.o.m, tiden t. i(t) dr da kind vid tidpunkten t. En optimal rekonstruk-
tionsmodell dr

X(£+T) = o X(t) + K(t) ( Z(t+T) - 0 X(t))

P(t) = E ( X(t) - X)) ( X&) - XN = & X XeyT
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Vid optimalt val av K(t), dvs sd att aTP(t)a minimeras for godtyckligt

a, giller for rekonstruktionsfelets varians

P(t+T) = 0 P(t) o'+ R - K(®)( &, + o P(t)o kT

K(t) = (oP)o | + K.)(o P(r)o’ + R, )1

I stationdrt tillstand gidller da

P = aP2o +§1—Km(?{2+@Pm6T)K:£

( 5:8)

K T

o]

it

(ePo + ﬁlz)( 0 PmeT + ﬁz )_l’

Vi kan nu vidlia integrationsomrddet h sd att vi t.ex. minimera rekonstruk-
tionsfelets varians vid rekonstruktion av en given linedrkomination av

tillstandsvariablerna aX(t) dvs sid att aTR”a har minimum.

a. Ett 1:a ordningens system.

Givet ett 1l:a ordningens system med

A=20 Ry = Rl

Ry = RZ

For det diskreta systemet fis enligt (5:1),(5:2),(5:3),(5:6),(5:7)

& = eO T -1
h
©) = J 1¢1 du=nh
T=h
% T
1 ° S 1o Rl-l du = RlT




28

! g a 2 2

R, = R)h + 2 s da J da” f LRjeldv = R;h + RA(T-Zh)
T=h T-h 0

y T q )

Ri,= f da f LiRjeldv = RA(T=3h)

T=h 0
Rekonstruktionsfelets varians i stationdrt tillstand fas sedan ur uttrycket

(5:8)

P = P + f - K( ﬁz + hP_h)K

o 0 1

=~
il

-1
(P_h + &12 )(hP h + ﬁz )

Forenklat fas

2 2 N R, R R

S O L A R el

Loses denna och insittes ovan framriknade uttryck pa kl' ﬁz; och ﬁlz
fimer vi att '

1 Lanns
R R R
T 171 171 .2 11 2
P, Rle(\/ﬁ'aRTh+mT '\/M(T'“)
2 2 2
Satt
1 R 2
p= g, T h=kT 0<kc<l P ont. =4 RRo
R, ® R
Vi far , PR
-
= - \//% - 28k + 3 - \ 35 (1-k)
OOODt. ¢
< dr uppritad f6r ndgra olika k- virden i fig.6.5 som funktion av 8 .
©opt .

Ett numeriskt exempel med R, = 1,000 Och R

= 1,000 kan studeras i fig. 6.0,

1 2
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b, Ftt 2:a ordningens svstem,

Givet ett andra ordningens system med

0 1
A= c-[1 0 ]
-1 0
0 0
R, = R, = R
L7 o 27 ™2

For det diskreta systemet giller enligt ( 5:1).( 5:2),( 5:3),( 5:6),( 5:7)

cosT sin T

o _ AT _
= e =
-sin T cos T
T . cos u sin u
o = L} 0 du = sin T - sin(T-h) ,cos(T-h) - cos T
T=h =sinu cos'u
T | cosu sinu 0 0 cos u =sin u
ﬁl = S du =
0 =sin u CoOS U 0 Rl Lmsin u cos u

-1-1
R 2T = sin 2T 1 - cos 2T

1 - cos 2T 2T = sin 2T

sl

T q cos(q~-v) sin(g=-v) 0 0
R, = J da J [} q1 X
' T-h 0 =sin(a=v) cos(q-vl_ 0 R

cos(T=v) =-sin(T-v)
X dv = E?(T-h)sin h = 3cosh + 3+
sin(T=v) cos(T=v)

R

+ cos 2T = cos(2T-h) .« 3 sin h + 2(T=h)cos h + sin(2T=h) - 2T = sin 2{] i

1
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T — cos(g=v) sin(q=v)
ﬁz’ = th + 2 [ dq f dq” [: X
‘ T-h -sin(g-v) cos(q-v)
0 0 cos(q”=v) =-sin(q”=v)
X =
0 Rl sin(q”=v) cos(q”=v)
! . 1 1
= th *5 ( h+ 2T - 2(T-h)cos h - 3 sin h + 5 sin 2T + 5 sin 2(T=h) -

= s$in(2T-h))

Med hjdlp av de framriknade matriserna kan rekonstruktionsfelets var-
jans i stationirt tillstand berdknas enligt uttrycket ( 5:8).

Ett numeriskt exempel med Rl = 1.0000 och RZ = 1,0000 kan studeras
i fig. 6.7, 6.8, 6.9 .




Lagpassfilter.
Numeriskt exempel med ett l:a ordningens
system enligt sid. 19 och R, =1 R, =1 fige 6.1
T | |
A5k -
X‘a
!

| -
i
i)
03
<

o
o, i
: M\N~

/
;
3 o !
JETEyDe ; /
) 5 | - *
\\ T = 1.0 |
\X\ = s &/
S/ L
1,00 Optimalt virde X
095
=
; %
'190 2;0 : SQG G
T = sanmplingstiden | ;‘ ;
P_l= rekopstru}tionfelets varians i stationdrt tillstand
o = parameter i lagpassfiltret




Lagpassfilter

Pory = Popp (@) Numeriskt exempel med ett 2:a ordningens

o
[y

SYSTEM ENLIGT SIp. 21 Rr, =1 R, =1

1 2 fig. 6.2

1.70

LaS50¢

e

A0

1.3501 \

Led0h X

1.10 \r = 2.0

, e | x\g | # /
L.00 i e é’*‘"’M %/ :
. =
- T = 1.0 P
0.90 . : : z ,pnlmglt virde
0.80 L
L0 2.0 3.0
T = samplingstiden
o = parameter i lagpassfiltret : : |
Pl © rekonstruktionsfelets varians i stationdrt tillstind vid rekonst
tion av tillstandsvariabeln Xl(t)




| Lagpassfilter. 33
Pagz = Pagplo) - Numeriskt exempel med ett 2:a ordningens
- system enligt sid. 21 Rl = 1 R, =1 fig, 6.3
A |
B
2.101 L
S
u}%ff
2.00 S &
i /i’; = 2«.0
e
1.90 re
7
1,801 >
s
: y -
1.70 / yd
1.60 |
//
1.50} / =
1440 suals T-= 10
130
1.20 o
1.0 2.0 3.0 4.0
T =ksamﬁling5tiden ﬁ
, =mpirwmﬂtc i-1agpasstiltret -
Poos = rekonst rukt ionsfelets varians i stationirt tillstdnd vid rekonstruktion
~av tillstdndsvariabeln X, (t) -
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X Lagpassfilter.
*max * Amax(&)
‘ ’ Numeriskt exempel med ett 2:a ordningens
A .= . "~ system enligt sid. 21 R, =1 R_=1 )
min mln(a) system enligt s 1 9 Fig. 6.4
2550 - }\'m; % : , =
: : X { : -
mimn i :
H : T = 7.0
2.00 e : '
= = e
ERRa clE S : o :
e R I = 1.0
; e e : Optimalt X,
: ~ , T nax
L. 54 - - : : ;
1,00}
M e »] - b
e ; Ontimalt oo
min
0.50 : o
: 1.0 E 2.0 3.0 i ‘ 4,0 ¢
T = samplingstiden
o = parameter i 1dcpassfiltret ;
P X g ~Storsta egenvirdet i rekonstruktionfelets variansmatris
: - mé"”‘StE! T -,.:?'_ Lt : "o
min : ’ o , ‘




Hedelvirdesiilter

Rekonstraktionsfelets varians i stationdrt

tillstand vid rekonstruktion av ett l:a

35

fig. 6.5

ordningens system enligt-sid. 27
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P, ()  Medelvirdesfilter

36

P =
Numeriskt exempel med ett l:a ordningens
system enligt sid. 27 R, =1 R,=1 fig, 6.6
=
1.80
i et 4
/
1.70
t /
Leof || L
\ /
1 S
L5o) |4 gl e e
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i H 7
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h = integrationsintervallets ldngd
38 3,T6kOQStTﬁktiOﬂSfelét@ varians i stationdrt tillsténd




Medelvirdesfilter.
P =P _(h) . , .
wl] w]] Numeriskt exempel med ett 2:a ordningens
| ’system enligt sid. 29 Rl =1 RZ =1 Fig. 6.7
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i
\
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?wll - rekonstruktionsfelets varians i stationdrt tillsténd vid rekonstruk-
~ tion av tillstdndsvariabeln X, () '




w Medelvirdesfilter, 58
meZ = meZ (h)
Numeriskt exempel med ett andra ordningens
system enligt sid. 29 Rl =1 R2 = 1 fig. 6.8
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P oy = IekohstruktiOnsfelets varians vid rekonstruktion av tillstﬁndsvariw
abelnéxz(t) i stationdrt tillstdnd




_ . Medelvirdesfilter
= ) (h)
max max
Numeraskt exempel med ett 2:a ordningens
xﬂiﬁyj ﬁnin(n) system enligt sid. 29 Rl =1 Rz =1 fig. 6.9
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