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Kap I,

Inledning.

I denna skrift presenteras ett arbete om tidsoptimering
pd ett olinjdrt system med dynamisk prggrammering.

Som gammanfattning av de erhd&llna resultaten kan sédgas
att losning av minimaltidsproblemet for ettt olinjdrt system
med dynamisk programmering medBor en miéngd numeriska svarig-
heter, Den undersdkta metoden ger ldnga ridlkmetider och kriver
stort minnesutrymme #ven for approximativé beridlkningar. In stor
nackdel med denna #r, att det inte dr praktiskt genomfdrbart
att da fram en optimal styrmatris, dven om det &r mojligt
att for en viss startpunkt ta fram ett optimalt styrprogram.

I det senare fallet kan en stSrning gdra vi inte alls kommer
fram till m&let, medan vi i det férra frén varje punkt under
losningens géng anvinder mot slutpunkten optimala styrsignaler.

Andra m8jliga metoder presenteras, men de innehdller
ménga nya djupa problem, och de mdste undersbkas%eparat for att

ndgot uttalande om deras anvidndbarhet skall kunna giras.

I kapitelﬁl formuleras det problem som tagits som
exempel. Fn matematisk pendel skall tidsoptimalt resas $ill
sitt instabila jamviktslige, Hirledningen av systemekvationerna
har lagts i bilaga 1 , och en hirledning av styrningens bang-
bang-egenskaper finns i bilaga 2. Systemet har en absolut-

besgridnsad insignal.

Kapitel III omfattar en allmin orientering om dynamisk

.

programmering, och behandlar optimalitetsprincipen: och dess

forutsdattningar. A

.

I det IV:e kapitlet utvecklas dessa tankar 1 riktning
mot lésning av mitt exempel. Val av referensvariabel diskuteras,

och likasé svArigheterna med minimaltidsproblemet som implicit



variationsproblem, Tva méjligheter for dettas direkta 1ldsning
diskuteras flyktigt, och mojligheten att ekvivalent formulera

om problemet presenteras,och penetreras relativt noga, som den
vig lings vilken arbetct har utforts. Aven svarigheter, som
introduceras vid olika s&tt att representera aktuella funktioner,
berdrs i detta kapitel.

Andra delen av skriften behamdlar numeriskt tilviga-
gangssatt och uprnédda resultat.

Kap V innehdller en prorrambeskrivning med hinvisningar
till fld8desschema och program-listning i bilaga 4, Samtidigt
‘ages upp en del av &@ svirigheterna vid valet av numeridka
metoder och diskuteras ndgot om datamaskinsminne mn.,

Metoderna att styra ridlmeprocesserna genom parameterval
diskuteras ingfende i kap VI, som hela tiden byggzer pd en in-
tuitiv bild av problemet i bilaga 3, vilken egentlisen &r det
mest centrala i hela skriften, och till vilken det forekommer
hinvisningar frén nidstan varje lapitel.

De ur datamaskinkdrningarna erhdllna resultaten pre-
senteras med vissa komentarer i kapitel VII, medan kspitel VIII

innehdller slutdiskusioner om hela arbetet,

In inledande kommentar bdr gdras, Namnet dynamisk
programmering dr i mina Ogon olidmpligt valt. Dynamamisk opti-
mering, i analogi med linj&dr optimering, vore mera talande i
svenskan. DBegreppet dynamisk programmering &r emellertid myn-
tat helt av R. Bellman, och det namnet &r &n det i Sverige
enda gdngbara, varfdr jag anvint det genomgiende om #n med

tvekarnt,



Kap IT,.

Problemformulering.,

En matematisk pendel skall resas (frén godtyckligt be-
gynnelselidgze ocﬂ godtycklig begynnelsehastighet) till sitt in-
stabila jdmviktslige, genom att man translaterar pifotpunkten
ldngs en horisontell linje, pd kortast mdjliga tid. Som styr-
signal anvdndes pivotpunktens acceleration (som kan regleras med
servo) och som systemvariabler tages pendelns utslagsvinkel och
dess vinkelhastighet. Styrsignalens belopp antages vara be-
grinsat. Genom att undersdka sys‘emets dynamik enligt bilaga 1

erhdlles f6ljande systembeskrivning i dimensionsldsa koordinater:

)’C = X
(1) ! 2 lue3

sin x, + U cos x
2~ " 1 1

&
i

u dr di accelerationen uttryckt i antalet g. En rimlig uppskatt-
ning pd maximala accelerationen, som kan erh&llas med institutionens
positionsservo &dr 3g , dve |u/¢3. Tiden 4r i (1) normerad och

lika med wxverklig tid, dir w = f§7T dr pendelns vinkelhastighet
vid smé svingningar. (P& institutionens pendel Hr w = 7 rad/s)
Problemet ka n nu formuiéras:

s6k u(t) (ev u(x,t) ) s8 att =x(T) =0

(2)
for s4 litet T som m6jligt, om x(0) (? ) !

Om u(t) dr en godtycklig funktion av t med sina vidrden
i det angivna intervallet [u <3, kommer den optimala styrlagen
8T problemet (2) p& systemet (1) att vera av bang-bang-typ
(enligt dverliggning i bilaga 2). Dvs u(t) = + 3, och enstring-
ningarna mdste inriktas pd att ta fram de exakta tidpunkterna

da u(t) dndrar vérde fran +3 till -3



%.

och vice versa., Mitt mdl har emellertid varit att £& fram et o:timalt
styrprosram (ev styrlag) till deﬁ samplade systemet som motsvarar (1).
Dvs da u(t) forutsdttes konstant 1 intervallet (t,t+h) (n fixt).

L4t (1):s samlade motsvarighet vara

(3) x(t+h) = g(x(t),u(t)8 Jwl €3

Det &r d& inte lingre nddvindigt, att den optimala styrlagen &r av
bang-bang typ, ty det dr inte sikert, att de optimela "switch-tid-
punktefné“sammanfaller med samplingstidpunkiterna. Om h gdres godtyck-
ligt litet kXxx ndrmar sig styrlagen bang-bang-styrning.

Itt servo har nu begridmsad snabbhet, varfdr h ej kan gdras godiyckligt
litet, om styrsignalen skall kunna anses konstant under samplings-

intervallet.

in uppgift var att 1losa dettn tidsdiskreta system med dynamisk#

programrering.



Kap TIII,

Dynamisk progranmering,

Grundtanken for dynamisk programmering kawuitryckas med

ontimalitetsprincipen:

"En optimal strategi har egenskapen atf oberoende av starttill-
stdndet och férsta styrsignmlen de &terstdende styrsignalerna
bildar en optimal strategi med avseende pd det tillst3nd som

fis efter firsta steget.”

Att denna princip allmiént giller i véra tilldmpningar beror

pé den fullstiéndiga beskrivning av ett system vi uppnir genom
att infdra tillsténdsvariabler - Kausalitetsprincipen #r en

av grunderna. Om man tolkar om begrep:et optimalt kan den
emellertid tillidmpas &dven vid systembeskrimning med stokastiska

storheter.

Den andra byggklotsen i dynamisk programmering Hr synsittet
P& en lssning till en ordindr differentialelkvation som en

funktion &ven av sina startvirden.

dx
i = f(xt)

har 16sning x =‘P(c,t)

x(to) = c

Infor en férlust-funktion pd ndgot sdtt, och definiera V(x) som
dennas vdrde,om vi startar i punkten x.och anvinder en optimal

stﬁﬁegi. Optimalitetsprincipen ger d8 omedelbart:

(4) V&%) = min (n(x,u) + V(g(x,u)) ),

s

om h(x,u) dr "den forlust man &samkar sig vid férflyttningen

frin punkten x till punkten g(x,u)". .



Detta #r den £6r all dynamisk programmering grundléggsande
funktionalekvationen, men den &r i ovannimnda form négot
specialicerad, Vi har némligen anviant oss av tiden som referens-
veriabel. Var £8rflytining mellan punkterna x och g(x,u)

styres av en differentialekvation (enl. (1) ) eller en differens-
ekvation (enl. (3) ) med referens i tiden. Det primira &r,

att tiden #r en monotont varierande storhet. Motsvarigheter

ti11 (4) kan 1%t formuleras med andra "stegvariabler'", om dessa
varierar monotont. Vikten av en monotont varierande referens-

variabel i optimalitetsprincipen &r intuitivt klar.



(we

Kap IV,

Olika mojligheter att angripa problemet med dynamisk programmering.

Val av ggferegﬁyariabelz

I problemet (2)+(3) skulle forutom tiden t.ex. utslags-

vinkeln eller ndgon energistorhet kunna tédnkas som referens.,
(5fr analogt exempel i Applied Bvnamic Programming, kap VI ).
Por speciella val av startpunkter blir.utslagsvinkeln en mono-
ton varishel. Det kan emellertid tdnkasj;att pendeln méste $ill-
foras energi, genom att den gungas fram och tillbaka, innan den
kan komma upp i slutliget. Jamfor det intuitiva resonemanged

i bilaga 3.

Trots att utslagsvinkeln oftast varierar monotont i de fall
‘jag nedan undoesdkt, dr man alltsd for en allmén 1lésning hin-

visad till tiden som referensvariabel, och mina anstriangningar

har helt inriktats p& dessa meteder.

e e e e e e e ——

Tunktionalekvationen fir £0ljande utseende;(V(x) gr den tid

X
det tar att na punkten.(o) , nir vi startat i punkten X = (Xn).)
(o}

T

5 x) = N:f (x/t),t) + fx(%)yul
(5)  Vix) = mex {n(x'4),) + V(g/x(8),ult)))}

dsr h vanligtvis hélles konstant vid referens i tiden. Det
nornala forfarandet vid dynamisk programmering &r nu, om man
kinner begynnelse-och sluttidpunkterna, att man stegar sig bakat
i tiden till begynnelsetidpinkten, under det att man minimerar
V)med avseende p4 u. Hiar &ar emellertid sluttidpunkten ej given ,
och vi kan ej anvinda denna direkta metod. Minimaltidsproblemet
brukar tagas som exempel pad ett "implicit variationsproblem'.
Vi har nu tvd 1lOsningsvigar att vdlja mellan: Dels att helt
formulera om frigestillningen och lésa det “dq@la" problemet

att .

(se nedan) eller ocksé.@;nom ndgon form av approximationsfor-

fsrande arbeta direkt med funktionalekvationen (5).




Succesiva approximationer, policy iteration.

En méjlighet &r genom succesiva funktionsapproximationer. Prin-
cipen f&ér denna metod kan uttryckas i allmidnt betraktelses#tt
p&d f6ljande vis., Vi har givet en funktional-ekvation T(f) = 0,
medan en annan ekvation S(f) = konst #&r littare att losa.

Betrakta den rekursiva relationen

s(e_,) = S(fn) - T(fn) .

n+1

Med lémpligt val av S och med rimliga krav p4 T konvergerar

mot en lésningsfunktion till T(f) = O, Tillémpat

fn y n.»w)

pé& det aktuella problemet

(5) V(x) = min ( b + Vg(x,u))")

fadr vi:

Gissa en start funktion Vo(x) - och anvind rekursionsrelationen

Vo (x) = ,min.{h + ¥, (g(xu)) Y
f6r att bestimma gransfunktionen V(x).

For utredning om konvergenshastighet och krav fdr konvergens

hdnvisas till Bellman, Dynamic Programming.

I funktionalekvationen (5) ingdr egentligen tva
okinda funktioner, dels V dels u. FEn annan m8jlig vidg ati fa
fram :en ldsning till (5) &r genom aprroximationer i rummet
av styrsignalfunktioner u., Denna metod gér ofta under namnet
"policy iteratioh" och &r ett specialfall av kvasilinearisering.

. Starta med en rimlig styrfunktion, uo(t,x)’l‘:o En sddan
bér 1lHtt kunna erhdllas genom intuitivt resonemang i det verk-

liga systemet och med vetskap om bang-bang-egenskapen for det

kontinuerliga fallet (jfr bilaga 3). Den motsvarande f£orlust-




funktionen bestdimmes ur
Vo (x) =n+ vV (glxu (x) )

gom kan l0sas iterativit,

Pérmodligen har inte gissningen U, optimerat V, utan det
excisterar battre styrfunktioner, En sddan, u1(x) bestidmmes
som den funktion som minimerar

ho+ v (glxulx)) )

och V1 bestammes ur

V() = bov v, e(xu, ()3 )

P8 samma sdtt f&s en bHAttre styrfunktion u, osV.

Konvergens erhflles i detta fall under allminnare férutsatt-

ningar #n vid det foregdende aprroximationsfdrfarandet.
wetodhy

Pn nackdel med dessa bada iterationsféeferesnden Ar, att man,

om stértlésningen inte &r bra nog, riskerar att hamna i relativa
minima. ’
Approximationsforfarandet gér att vi kommer ganska

léngt fridn den konventionella dynamiska programmeringen,

som examensarbetet skulle vara exempel pa.

"Duala problemet™,.

Vid det som duala problemet betecknade angreppssitiet fram-
tydligt de vidsentligaste fordelamna och nackdelaransa med
dynamisk programmering. Mitt arbete inriktades redan frén
bdrjan pd denna metod, trots att den, som det kommer att visa

gig, har allvarliga svagheter,
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Problemet formuleras om ndgot:

"Bestdm den styrfunktion, som minimerar avstindet 4ill origo
efter tiden T. Den fdrsta tidpunkt T £6r vilken detta avstand
blir noll (tillrdckligt litet) tages som den sokta tiden." (2')
I det kontinuerliga fallet dr ekvivalensen med det ursprung-
liga problemet (2) 1itt bevisad, men ekvivalensen Hr ndgot
tvivelaktig i den samplade varianten.

Detta problem skall formuleras som en funktional-
ekvation enligt (4). Som Férlustfunktion FI, som skall minime-
ras, tages alltsé"avsténdeﬁ’till slutpunkten efter tiden t,om
optimala styrstrategier u hela tiden anvinfts. Kalla denna
funktion FI(x,t) s d4r x dr begymnelsepunkten. Optimalitets-

principen ger att (tidssteg =h )

(6) PI(x,t) = min FI( g(x,u),t-h)
1,,(0)

Eller i ord; Forlustfunktionen for tiden t i punkten x
(dvs minsta "avsténdet" $ill slutpunkten, om vi startar i x och
har tiden t pa oss) 8r lika med forlustfunktionens minsta
virde for tiden +t-h i ndgon av de punkter g(x,u) , som man
kan na féﬁ begynnelsexfrdekpunkten pd ett tidssteg med ndgot
konstant tilldtet u-virde. Klart é% att g(x,u) kan anses som
begynnelsepunkt till forlustfunktionen d& vi har +t-h pd oss,
eftersom systemvariablerna g(x,u) fullsténdigt beskriver
systemet vi hetraktar. Hir framkommer kraven for att optimali-
tebdprincipen skall g#lls, och vikten av en monoton wvarisbel
(tiden) mé&rks tydligt. PForlustfunktionen for tiden +=0 &r
k&ind! 'Den Hr ju begvnnelsepunktens avstind t$ill slutpunkten

origo. Det Aterstdr att definiera vad som menas med avstand.
v
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11.

In rimlig s&dan funktion &r
2 : 2
(7) FI(x,0) = x) * VIKT + x;

dvs en kvardratisk funktion i X, och X, » som dr positivt

definit, lika med noll d& och endast 48 bade X, och x5, r

lika med noll (dvs i slutpunkten). (6) definierar en rekursions-
(funktionalaekvation och ﬁj) ger dess begynnelsevidrden, Om
pendelns utgingslice ges av o =(z> y s& skall rekursionen fort-

sdttas tills foljande stopprelation &r uppfylld.
(8) FI(c,t) = O

Detta t=T &4r den minsta tid, som pendeln kan resas ré, och
den tillh8rande styrstrategin fis som de i (6) for varje 1§

optimerande u:na.

Funktionsrenresentation.

For att detta problem skal! kunna numeriskt l&sasg péd data-
maslkin,, krévs)att man pd ndgot sdtt kan representera de for
varje t tvadimensionella funktionerna FIQE;E;:E}) och ux1,x2,t(o)'
(dvs forlust-funktionen med tiden t $il11 forfogande, om vi
startar i x =Cﬂ,och den optimala begynnelgestyrstrategin, om
2
vi star ar i x och har tiden t p& oss.)

Det normala sdttet att gbra det dr att diskre-
tisera ett relevant intervall i x, med steget h1 och pa
samma'sétt for x2 med steged h2 for att sedan representers
funktionerna med sina virden i dessa gitterpunkter i stoea
matriser. Detta forfarande ger problem med att f4 plats i
kérnm{nnet i en datamaskin.

IIn annan m0jlig vdg &r att representera funktionerna
1
‘med anpassade ortogonalpolynom, och att endast lagra de till-
horande koefficienterna. FOr nidrmare detaljer om denna metodik,

se
som leder ganska ldngt in i andra problemkomplex, kap XII i

ADP,




Representationsproblemet Ar en av de kritidka punkterna
i den hir metoden., I och med att man delar upp i gitterpunkter
ndr man endast en approximativt riktig ldsning. Man riskerar
degssutom att f& stabilitetsproblem, Storheten VIKT i relation (7)
f&r betydelse och kriteriet (8) ar knappast meningsfyllt som

"stopp relation". Det mlste ersédttas med t.ex.

(8')  |PI(c,T) ¢ EPS

dir EPS #r en storhet, som miste vdljas ldmpligt blAde med hin-
syn till ¥IKT och till den m&jliga noggrannheten med vald gitter-
indelning., Ett annat akut problem &r : Hur skall man vdlja

X, - och xz-intervallen f6r att inte begrénsa losningsmGjlig-

heterna men #nd& f& plats med matriserna i datamaskinens minne.

Kvar &r dessutom att ldsa problemet med minimeringen efter u i

relationen (6).

2.
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\3.
Kap V

Mina metoder att 10sa problemet.

Infor dessa svarigheter famlade jag i stort sett i luften; Jag
hade ingen mojlighet att beddma erforderliga riknetider eller
den mbjliga noggrannheten och framfdér allt inte, hur detta var
kopnlat till mina parameterval. FOr att £f4 nigonting att starta
frin konstruerade jag ettt program att tillémpa pd ndgot enkelt
specialfall, med utgéngspunkt frén de exempel Bellman angivit

i gina bbcker. TOr att inte programmeringsarbetet skulle ta
allt f6r stor del av jobbet, valde jag genomgdende de metoder
lings vilka det vepkade enklast att utarbeta algoritmer och
program. Jag forsdkte att arbeta s& mycket som méjligt med sub-
routiner £6r att s& sméningom kunna fdrfina mina metoder p& de

punkter som verkade mest kritiska.

Program-beskrivning och diskubion 8y svérigheter,

For flodesschema och listning av programmet hénvisas till

bilaga 4.

Mina utgdngspunkter var relationerna (6),(7),(8') och det fak=
tum att jag dmnade representera funktionerna i matriser. Stor-
leken pd dessa, stegintervallen i'x1,x2 och tid, aktuella

X = och xz-intervallen, startpunkten, begriénsningarna pd styr-
variabeln och storheterna VIKT och EPS mm har jag valt att ldsa
in varje géng programmet kbres for att nd stdrre flexibilitet
och littare kunna testa fram limpliga parameterkombinationer.

- u

t
Min f6rsta berikning &dr, att jag‘féknar‘ﬁI(x,O) enligt

(8) i gitterpunkterna och ligger i en matris FI0 (och varje
indexpar svarar alltsd mot en punkt i x1,x2-planet). Har &r

valet av VIKT férmodligen genska betydelsefullt, men jag har

inte kunnat komma fram till négot ldmpligt kriterium for det.
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De egentliga optimeringarna ligger sedan i en loop
i tidssteg enligt (7), som h8ller p& s& lénge som (8') ej &r
uppfyllt, PFor att inte riskera att fastna i loopen har jag
begrinsat antalet genomlopp med et tal,som ocksd lises in for
varje kdrning., Det mesta av rdkningarna i denna loop har jag
lagt 1 en subfoutine FORLUST , som med utgéngspunkt fran FIO,
representerande FI(x,O), raknar ut tvd lika stora matriser FI1
och U , som representerar optimala forlustfunktionen FI(x,t+h)
. t=0 i detta forst steg.

Xyt

Ndista géng loopen ~-enomldpes skall FI(x,t+h) vara utgidngspunkt

och optimerande strategierna u

for den fortsatta rekursionen. Den gamla matrisen FIO behdvs
inte mer, sd jag kan sitta FIO lika med FI1 och g8 in i loopen.
Problemet Hr emellertid, ast vi mdste lagra U-matrise®ng.

Vi vet inte genom vilken punkt den optimala ldsningen kommer
att lopa. Det kan ingé beriknas, forridn rekursionen gatt si
18ngt att villkoret (8') #r uppfyllt, dvs vi kommit fram till
begynnelse-punkten., D& méste vi ha lagrat samtl{ga U-matriser

(representerande u (O) ) for att kunna tolka fram de opti-

Xyt

mala styrsignalerna.

MAnRES BiskKb S1ow Den :atamaskin jeg hade till mitt forfogande, CD 3600

i Upnsala har ett kirn minne »4 25k, Bn rimlig storlek pd mina
matriser dr 50 x 50 vilket svarar mot 2.5k. En stor del av
maskinen%minnesutrymme upptas av monitorsystem ("laddare" mn )
och program. Jag kan inte ridkna med att fa plats med mer &n

5 - 6 sAdana matriser, och det ricker inte alls, si jag méste
redan frén borjan rdkna med att anvinda yttre minne. CD 3600

i Upnsaka har tv3 trumminnen om vardera 64k, varav jag kan ut-
nyttjs &tminstone 100k, viket mdste vara tillridckligt. Man

miste dessutom ténka pi att stora matriser ger linga rikne-
.

tider.

14!




Dispositionen blir, att jag reserverar plats for
de tre matriseena FIO,FI1 och U i kdrn-minnet och sinder efter
varje loop ut den berdknade matrisen U,pd trumma, si& lidnge som
(8') ej #dr uppfyllt.

Porutsdttningarna £or problemets ldsning dr vad
betridffar datamaskinsutrustning de allra bista: Ett for de
oftast forekommande operationerna tillrickligt stort kiirnminne,
mrt kmxk som dessutom arbetar mycket snabbt, tiHlgdng till

trumma med kort accesstid (ca 17 ms) och hig 6verf6ringshas-

tighet ( B)us per ord) for Ovrigt lagringsbehov, och dessutom
med hjdlp av BUFFER IN och BUFFER OUT statements mojlifiet att,
samtidigt som man t.ex. Overfdr en matris frin kdrnminnet till
trummarn, kunna utfdra operationer i vanlig ordning pd ovriga

delar av kdrnminnet.

MR LA E R 6 E N I FORLUST skall,fdr varje gitterpunkt, FI1 och U

berdknas genom minimeringen i (7). Bn "DO~loop" i forsta index
och i den en loop i andra index styr denna berikning, varfor
minimeringen miste gdras sig 50 x50 gdnger, Tydligt dr att
rilnetidsmidssigt detta Zr mycket kritiskt. Min metod &b o-
\'\-:;.\t.n Q-
slipad och tar ganska léng‘tid.
VS PR 1PN Varje gdng méste jag med hjdlp av systemekvationen
(3) ta reda p& i vilken punkt g(x,u) jag hamnar i efter ett

tidssteg frén gitterpunkten ifrdga med olika mdjliga styr-
gignaler (u mellan -3 och 3). Detta skétes om av en subroutine
RK1ST, en Ringe~Kutta algoritm.

S%E;rﬁgh:% Jag skall sedan v#lja den styrsignal, som ger den
minsta forlustfunktionen ( i punkten g(x,u) ), och lagra den
i matrisen U pd platsen if#édga. PForlustfunktionens viarde

.lagras i FI1. Eftersom g(x,u) inte nédvandigtﬁis ir en gitter-




punkt, méste jag interpolera i PIO, Jag har valt att inter-
polera linjart, och gor det framfﬁr allt, ddrfor att det sr ldtt
att ta fram en algoritm fér detta. Det ger dven rimlig tids-
4tgéng i interpolationen. Ett svart avgorandé Ar att beddma
de rdlmetider och den nogsrannhet man fir, om msn forfinar
interpolationen, jinfdrt med det man f£a4r vid minskming i steg-
lingder. Ddremot verkar det, soﬂpm det hir inte skulle kunna
z8 att "avrunda' g(x,u) till ndrmaste gitterpunkt. Det skulle
kriva alldeles for smd steg och medfdéra for stora matriser for
rimlig noggrannhet, ’

Fraineg, S6kningsproceduren Hr en annan kritisk punkt. Vilka
u-virden i intervallet (—3,3) skall jag prova f£0r att f4 fram

det optimerande? Fdljande metoder har bade fdr och nackdelar,

1) Direkt diskretisering av intervallet med konstant steg.
G& igenom de diskreta U—vérdena frén -3.0 till +3.0! Det
verkar rimligt att anvinda c:a 60 punktere

2) Anvind forst "coars; grid" med en 5- 10 punkter! Forfina
steglingden och undersdk en gdng till runt det erhdllna minimat!
3) Utveckla 2) med flera successiva forfiningar,

4) Om vi férutsitter unimodal férlustfunktion ( se ADP) kan
vi harddra 3) och i varje steg endast jamfdra tvad punkter,
vilket optimalt utfores med "pibonaccisdkning".

5) Undersdk endast +3 och - 3.

6) Kombiner:z ndgon av dessa metoder med interpolation i
U~vdrden; dvs. tag ndzra punkter runt det erhdllna minimat,
18gg ett polynom genom dessa punkter och minimera polynomete

L3
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Jag har valt metod 2) , med ett begynnelsesteg pa
0.5 och andra steg pd 0.05., Jog mAste ocksd se till att jag
hela tiden &r kvar i intervallet ( =3, +3), (Se bilaga 4, sid 2).
Denna metod medfdr att maximalt 28 U-vdrden undersdkse

etod 1) verkade att ge betydligt liénsre kbrtider
for samma noggrannhet. De stickprov, som har gjorts, har
visat att FI:s U-beroende &r ganska flackt. Vi missar in:a skarpa
ninima genom att anvinda metod 2).

Alla gjord: tester talar for att metod 4) skulle vara
anviandbar. Jag har inte upptidckt ndgot stdlle dér FI har t e,
tvd minima map U

Aven metod 5) #r formodligen anvindbar, i all
synnerhet om giftterindelnin-arna gjorts fina. Eventuellt kan
man genom att tka EPS forstora " trdffomrddet” ndgot.

Metod 6) dr den som verkar ge biAsta noggrannheten
men den kréver extra tid, och det &dr mycket diskutabelt, om
det #r vdrt att offra nigot pd en exaktare UMIN-bestsmning.
F6r att interpolationen skall bli tillfdrlitlig méste minimat
bestimmas 7« lativt noga, innan interpolationen kan bSrja.

For en statistisk undersdkning av felen vid metod
6) tilldapat pd e¥%¥ helt annath typ av exempel hinvisas till
Gui-nabodet:s arbete, ( {4} ). En t=x del intressanta analogier
kan emellertid dras mellan de bada problemen, och uppsatsen

I3
har gett médnga tips for vidareutveckling av min metod.

A
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Sista delen av mitt program har hand om uttolk-
ningen av det optimal styrprogram:et och om utskriften av
resultaten., ¥0r att f4 fram styrprogrammet och den optimala
trajektorian miste man g& till vidga ungefidr sd hir:

Styrsignalen i startpunkten bestimmes ur den sist framriknade
U-matrisen, ev genomn inteepolation, Pendelns légeFfter ett
tidsintervall iutegreras fram)och denna punkt ger i den nédst
sista U-matrisen, som plockas in frdn trwmen, nidsta styrsignal,
osv tills samtliga U-matriser #r genomgdngna. Slutpunkten bor
dd vara ungefdr lika med den Onskade slutpunkten. Det finns &
emellertid manga olika kdllor till fel, Alla ackumuleras och
utitryckes i detta slutfel,

I mitt program har jag hir anvint samma linjira
interpolationsrutin som tidigare. KXanske vore det nu lémpligare
att anvinda "nearest neighbour"-interpolation i stéllet,med
tanke pd att U i matriserd ofta sldr om fradn +3 $ill -3 mellan
tva gitterpnnkter} U-vdrdet blir kmappast "“biEttre" vid linjir

interpolation mellan tva sddana punkter.

Utskrifterna har utarbetats s2 att de om m&jligt skall

formedla all intressgnt information, men de bdr omarbetas sé att
de blir mera estetiskt tilltalande och mera lattlidsta. Program-
meringsarbetet f8r detta &Hr emellertidhidskrévande, och Over-

huvudtaget har utskrifterna under arbetets géng villat mig

mycket bekymmer,

18.



Kap VI.

Parametervalen - styrningen av rikneproeessen.

Programmet fordrar for att kunna kSras en hel del
indata. Valet av parametrar beror péa vilkenbtartpunkt som
skall undersékas, och #r starkt kopplat till vilka rdknetider
man dr villig att offra f£O0r problemets l8sning och vilken nog-

rrannhet som krivs.

BUMS I NT ER UALL For det fOrsta miste man bestimma, i vilka intervall

J

som rumskoordinaterna kan tillédtas och miste f& variera. Den
intuitiva bilden av problemet, vilken 5; beskriven i bilaga 3,
ken hHrvid vara till god hjdlp, men den mest framkomliga vigen
ar nog att prova sig fram. Betrakta f6ljande b&da startpunkter,

(d= som jag huvudsakligen har undersﬁkt).

(1){61 = 0.314  (=18°)
@ =0
(2)(Cc1 = 3,14 (=180°)

c2 0

I

I exemplet (1) dr det rimligt att kraftigt begrinsa sitt inter-
vall., Den intuitiva bilden ger 1losningen for det kontinuer-
liga fallet, och i det tidsdiskreta bdr inte skillnadem vara
avgdrande stor. ILdgg emellertid till utrymme for en dversléng
i X1, och undvik en del av svirigheterna vid uppstartningen ge-
nom att lédta Xl1-intervallet nd en liten bit fOrbi startpunkten
om mdjligt! Berdkma maximala hastigheten for det kéntinuer-
liga fallet resonemangsvigen och tillét lite +i111) Randeffelk-
ter kan sprida sig,sd ha dd4rfor speciellt vid ménga tidssteg
goda marginaler. Kriv exempelvis, att dven positiva vinkel-
hagﬁgﬂ;ter skall kunna representeras,och anvidnd helst hastig-
hetsintervall sogvgymmetriskt mep noll! Exempel (2) #r betyd-
v
ligt svdrare, men 14t ungefédr samma regler som i (1) gdlla. Det

dr hir &n viktigare,att &dven negativa hastigheter kan representeras,

enligt vad som kommer att visa sig av mina kdrningar.
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Ndsta viktiga parameter atﬂbestﬁﬁmma ar tidssteget,
Morsdk att takram en ungefdr optimal strategi och tillh&rande
trajektoria féﬂdet kontinuerligs fallet. Detta ger dven en upp-

skattning pd den minimala tiden. Det #Hr liampligt att ha denna

och alltsd resulterande antal tidssteg i Atanke sy NEr man bestim-

mer tidssteget. Det kan bli svarigheter med stabiliteten, om
det blir for ménga steg, och givetvis kriaver det léngre rilme-
tid. Ifan fdr ofta en vettig skattning psd det minsta antalet
steg fOr ndgorlunda noggrannhet, om man betraktar den "konti-
nuerliga" optimala strategin. Lat en oﬁslagspunkt kridva ca

10 tidssteg och 2 kriva ca 20! Noggrannheten i Runge+Kutta-
integrationerna bestidmmer ocksi en Svre grins pad tidssteget.
Jag har i mina resonemang ofta forutsatt, att detta moment

inte introducerar ndgra fel, men taget Over ett stort intervall
kan de accumuleras och ge svirigheter.

Om vitﬁéktar att proflemet har en fysikalisk bak-
grund och tar hidnsyn till att U-regleringen skall ske med ett
é?vo med begrinsad snabbhet, kan vi inte minska tidsstegeét for
mycket. Det skall vara m6jligt att realisera den erh&llna samp-
glade styrningen. Med institutionens servo verkar en rimlig
undre grins att vara 0.01 s , dvs tidsstegét H3 % 0,07 (w=Trad/s).
BUMS ook iy waATER ,

Por det fortsatta valet av parametrar 4r det nédvin-
digt att ta med Overvidganden om minne och rdknetid. Med min
utformning av program-et och med maskinen CD3600 i Uppsala blir
den avglrande punkten kértidevna. For att kunna utfdra effek-
tiv testning mdste jag anvinda "5 minuters sendjobb". De bada
faktorérna ger direkta begrinsningar pid métriserna och, i och
med att rumskoordinatikmtervallen redan Hr ungef%rligen valda,

dven pd X1- och X2-stegen., Fn inbdrdesa avvigning &dr dock nod-

vﬁndig,

20,
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Betrakta for den skull systemekvatiomnerna

a
1 X2

(1) o 1

X2 sin X1 + U«cos X1

]

och gbr en Emkel Euleruppskatining av differenserna (H3 =

tidssteget)

Ax1

X2«H3

AX2 (sin X1 + Uecos X1)#H3 5

Rimligt &r nu att kridva att AX1 och AX2 under si stor del av
losningen som mdjligt spdnner Over en till tre gitterpunkter.
Kanske miste speciella hinsyn tagas till uppstartning och ned-
bromsning till hastigheten noll. Bn praktisk detalj &r, att
man ldmpligen anvinder TU som modul vid indelningen i vinkel;
Detta f£or att ldattare kunna representera aktuella punkter med

gitterpunkter,
4

EPRS ;
Parametern EDPS i ségp villkoret (8') ir ocksd mij-

lig att reglera. Iftersom diskretiseringen och interpolationerna
introducerar fely dr det inte rimligt att kriva, att absorbtions-
omrddet skall bestd av enbart en punkt. Stora stabilitetssvé-
righeter skulle uppkomma inte minst pd grund av att vi skall
styra im lsningen till en jiamviktspunkt. EPS &r alltsd ett
instrument att skira bort instabil®teter och att ungefir reg-
lera hur stora fel vi kan acceptera i lOsningen. Valet av LIS

Ar svart att zora optimalt, Det hidnger givetvis samman med hur
vi har fixerat vart avstind, hur vi har valt ¥IKT.

. Det fram-interpolerade vidrdet i FI stédmmer ofta
ganska daligt med slutpunktsavsténdet i den erh@llna lGsningen.
Jag har dirfér vid uttestningen anvént en modifierad variént
a7 mitt program, som gdr att jag kring ‘dr stoppvillkoret. I
gtdllet begrinsar jag antalet tidssteg med NMAX, oesh tar fram

den optimala strategin och trajektorian fdr antalet steg lika
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NHAk,
m;E‘NMAX-1, NVAX-2 osv. -I denna modifikation har jag &dven lagt

insatt jag i sam:a kOrning kan undersdka olika startpunkter.
Rent fydikaliskt har stopprelationen en motsvarighet
i det servo som médste kopplas in £or att stabilisera pendeln 1
sitt Svre lige. Ett rimligt midtt pd EPS dr ungefdr det omrade
inom vilket servot klarar av att styra in pendeln. Relationem
mellan vinkell#dge och hastighet hidr kan ge en viss fimgervisning
infor valet av VIKT.
VT
Som tidigare némnts)ér valet av VIK" svirt att gdra.
VIKT styr prioriteringen mellan hastighet och lige. Vilket
skall straffas mest? Att vikxx ligger en bit ifrén slutpunkten,
etler att vi har en viss hastighet® I startdgonblicket &r det
viktigt,att vi inte straffar hastighetsSkningen for hart. Om
vi har en relativt gro¥ gitterindelning,kan det i si fall tén-~
kas, att det aldrig blir optimalt att lémna startpunksén, (Jag
ténker mig,att vi startar i stabila jamviktspunkten.) 1 andra
sidan miste hastigheten straffas betydligt,for att losningen
skall f& ett rimligt utseende runt slut-punkten.

Parametern V¥IKT har u;gefér samma verkan som en
forstirkningsvarameter. Den kan skapa Overslidngar runt jém-
viktslédget, ev instabilitet, och insvingningsfdrloppet kan fés

7
ats starta vdldigt léngsamt. Optimalt vore férmodligen ndgon
form av variabelt VIKT (ej genomfﬁrbart), och detta skulle mera
adekvat motsvara det ursprungligen stidllda problemet om enbart
tidsoptimering., Avstandsdefinitionen introducerar en viktning,
som inte existerar i det problemet.AVDe valda steglidngderna i

. t.ax
x1 och x2 inverkar ockséd ?‘uppstartningen och bdr ha betydelse

vid valet av VIKT.



Kap VII. Resultat, 23,

Rialmetider:

En rimlig skattning p& ridknetiderna,erhdllem ur ett
flertal korningar,dr 100 ms per minimering, dvs ett program
med 10 st PORLUST-berikningar med matriser 20x20 tar ungefér
400 s att kSra. Diartill kommer ev kompilering pd ungefdr 50 s,
sammanlagd 7% min. In och utmatningar tar relativt korta

tider och kan ndstan forsummas.

Startpunlct 18° fran slutpunkten utan hastizhet. A

1) 31x11 matriser H1 = 0,0314 X1 & (-0.47,0.47)
H2 = 0,20 x2 & (-1.,00,1.00)
H3 = 0.157

gav med VIKT = 40 och EPS = 0,075

tid punkt U

0.000 0031 0.00 -3-0
0.157 0.28 -0.40 =3.0
0.314 0.28 -0,82 163
0.477 0.08 -0.5%9 2.8
0.628 -0.01 -=0.19 slutpunkt

For stort tidssteg!

kbrningen tog 120 s.
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3)

'Y

23x15-matriser H1 = 0.0157

H2 = 0.15

H3 = 0.0628
med VIKT = 40 och EPS = 0,075
tid punkt
0.000 0.314 0,000 -3.0
0.063 0.309 -0.160 -%,0
0.126 0.294 ~=0.321 =3.0
00189 00269 —00485 -3-0
0.251 0.233 -0.652 2,74
0,314 0.187 =0,807 0.98
0.377 0,138 -04848 0.97
0.440 0.094 =0,680 2,68
0.503 0.056 =0,508 277
00566 OuOBO -0.337 3.0
0.628 0.015 =-0.142

X1 € (~0.0314,0.314)
X2 € (-1.05,1.05)

slutpunkt

Verkar analogt med kontinuerliga fallet, men lite

svidrt att hitta exakta omslagspunkten. kortid 301s

2%3x11-matriser

med VIKT =

tid

0,000
0.063
0,126
0.189
0.251
0.314
0.377
0.440
0.503
0.566
0.628
0,671

H1 =0

‘H2 = 0

H3 = 0
10 ‘EPS = Oo

punkt

0.314 0.000
0.309 ~0.160
0.294 ~0.321
00269 —00485
0.23%6 -0.546
0.208 -0.454
0.178 ~0.405
0,151 -0.,456
0.119 —00563
0.089 -0,405
01069 —01212
0.062 -0,020

0157
« 20

.0628

05

U
-3.0
-3.0
=3.0
=1.27
1.27
0.61
-0.99
~-1.86
2.42
3'0
3.0

X1 e (~0.0314,0.314)

X2 e (=1,0,1.0)

slutpunkt

Straffar hastigheten h&rdare; svarigheter runt omslags-

punkten; vi har behovt ytterligpare ett tidssteg; ev aven

\

inverkan frén att vi har glesare X2-indekning,

Kortid 254s

24,




18°:s problemet erb‘udep)redan det, exempel pé en del
av problemen med metoden. Sméd justeringar i tidsstegen for-"
Andrar helt o~timala lbsningen.' Likasd erh8lles fullt naturs
ligt olika utseende pi strategierna beroende pd hur hirt man
straffar hastighet respektive ldge. Problemet har kontinuver-
ligt en omslagspunkt i X, = ca 0.162, .Om tidsintervallets
lingd gdr att vi inte hamnar i denna punkt, &r det inte sjdlv-
klart)var vi skall offra p& accelerationen, och var vi skall ta
igen d-tta genom att minska pa retardationen, for att f& pendeln
rimligt ndra slutpunkten p& en ndgot léngre tid. Det &r fast-
18vrandet av detta maximala avsténd, som &r bestédmmande for
valet ovan.

Gitterindelningarna har i de kdrda exemplen gjorts
fina,sd interpolationsfelen &r inte speciellt markanta. De an-
vinda rumsintervallen verkar vara tillrickliga f£or att inga
randsvarigheter skall kunna uppsté.

Losninzarna i ovanstdende kSrningar &r med andra ord
de optimala, med rimligt krav pd noggrannhet, for problemen

med de angivna tidsstegen och slutavetinden.

Startpunkt 180° frén slutpunkten utan hastighet. 180 ®
Férberedande korningarna 3) och 5) , enligt sid 26, L

ger en fingervisning infdr valen av parametrar.
Kortider: 4) 238s (inklusive rompilering)
5) 288s (objektprogram p& band i Uppsala)

Speciellt 5) visar exempel pd hur interpolatiomsfelen verkar

och gdr stopprelationen helt oanvindbar.

Tidssteget dr alldeles for stort i bdda kfrningarna.

\
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PST att klara kSrningem 6) (se sid 28-31) pd 5 min
gjordes forsdk med osymmetriskt X2-intervall for att visentligt
kunngminska storleken p& matriserna och ddrmed kortiden.,

U-matriserna har efter varje steg skrivits ut i av-
sikt att nu upp-komna svédrigheter tydligt skall ltunna analyse-

ras., Variation i ldge for fix hastighet ger en rad i matrisen.

Kortid 242s (frén bend)

Den framtagna losningen &r helt orimlig. Det skulle
vara optimalt att inte starta fofrin efter tva tidssteg. Nigon
form av instabilitet hos metoden har upvstidtt.

Tn k6rning med ungefidr samma xl1-interball och
x2-intervallet (-2.2,0.2) wpeh med betydligt kortare rums- och
tidssheg, H1 = 0,0628, H2 = 0,2, H3 = 0.0942, uppvisade exakt
samma.effekt. ‘Bfter 18 tidssteg kunde lOsningen inte forbatt—
ras ytterligeare.

Jag har kommit fram till att effekter frdn egentligen
ovidkommande processer sprids genom interpolationsfelen och
fordirvar den sbkia 1ldsningen. Framfdrallt varkar framvixandet
av optimalldsning frén sidana punkter, die man maste starta i
riktning frén siutpunkten, att vara instabilt. Om vi dess-
utonm inte tilléter positiva vinkelhaéﬁgheter av nigorlunda
storlek s3 kommer randefrekterna hirifrédn att helt spoliera

16sningarna i enlisthet med korning 6)e

2.
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In kérnigg, helt identisk med 6) s& nir som pd att
vi hade symmetrisk X2-intervall (-2.25,2.25) klarade av att fa
1ldsningen att starta fran borjan (med 13 tidssteg), men své-
righeter uppstod fortfarande runt "kritiska omrddet".,
Randeffekterna fran detta och randeffekter frdn X2» -2,25
verkade att interferera pd grund av det stora hastighetssteget
och interpolationsfelem,

Dessutom noterades att erh8llna FIBEG ej stémmer med
slutpunktens avstind till origo efter motsvarande gntal tids-
steg pd grund av de stora interpolationsfelen i FI. Oftast

dr ldsningen biattre &n FIBEG.

I kSrning 7) ir eliminerat en del av dessa stdrnings-

-
orsaker. Hastighefssteget dr mindre och hastighetsintervallet

betydligt stérre, (=3.0,3.0).

Fortfarsnde 4r emellertid gittret £for grovt for att
man skall kunna sdga att losningen &r optimal. Detta gidller
speciellt insvingningsfdrloppet mot origo. Vissa svarigheter
uprstédr dven runt X1 lika med ca 2.2, vilket dock fdrmodligen
beror pd svarigheterna att hitta exakta omslags punkten med det

linga tidssteget och en darav orsakad nedragning av hastig-

hetsnivén.



Ksrning 7). (sid 34 .43)

Utskrifter frén DYNPROG med foljande parametrar:

IMAX = 23 JMAX = 21 NWAX = 13

H1 = 0,1571 XMINT = -0.314 XMAX1 = 3.,1416
H2 = 0.3 XMIN2 = -3.0 XMAX2 = 3.0

H3 = 0.1728

UVIDD = 3.0 USTEG = 0.5 EPS = 041 VIKT = 10
Innehdll:

1) 14 Utmatriser med tillhbrande FIBEG i (23,11)

2) Strategier for olika antal tidssteg tilldtet,

Kortid 5768 »
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Deista dr det optimala resultatet med bang-bang-styrning,

framtaget enligt enalogin med kontinuerliga fallet, for det i

foregdende korningar anvidnda samplingsintervallet.

Felen i Runge-Kutta-integrationerna Gver dessa 13 steg

uppskattas till 2 enheter i 4:e decimalen ur en kSrning med

‘halva tidssteget och med spmma omslagspunkter.

Om den andra omslags punkten inte hade skett just runt

det i bilaga 3 framtagna 0.73, hade pendeln inte alls haft

hastigheten noll s& nira den Onskade slutpunkten.

Hade tids-

* intervallet varit ndgot stérre, sd att vi efter 8 tidssteg

legat runt X1 = 0.85 (nista steg med U = -3 ger Xi

0.55), och

vi ddar skiftat U, s& hade pendeln haft vindldge ungefédr for

X1 = 0,20, Det &r med andra ord vildigt svirt att siga néigot

om hur den tidsoptimala styrningen i den samplade varianten bor

se ut.

Sm& variationer i samplingsintervallets storlek ger stora

forandringar i den maximala tiden och f6randrar styrstrategine

-
utseende totalt.

W

Problemet att optimera samplingsintervallets storlek,
A

AY

inom vissa grinser, £6r styrning frin en viss punkt dr 1losbart

och utfdres nog littast genom direkt framtestning, men att ta

fram ett samplingsintervall, som &r pébﬁgot sdtt optimalt for



han L1

samtliga punkter, Hr inle ens teoretiskt ténkbart!
RS
Pér att kunna 1dsa problemet (3) bSr man fixera sitt

tidsintervall redan frén borjan!

lMed ledning av kdrningen 6verst sid 44 kan man sidga
att minimaltiden £6r 180°%:s problemet i kontinuerliga fallet

dr 0,3 sekunder.
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Xap VIII,

Kommentarer, {

Examensarbetet har framfdr allt gett erfarenheter om
programmeringsarbete. Minga fel har begdtts i utarbetandet
av de: fungerandd programmet. Det dr inte minst villkors-
satserna och utmatningen, som har varif stdtestenar, Ett langt
drivet pedanteri &dr att anbefalla! Ut-formningen av limpliga
kontrollutskrifter £or felstkningen krivde frén bdrjsn mycket
tid. Svérigheten var att kunna vilja ut de relevanta avsnitten
bland mellan-rikningarnas ofantliga informationsmingder.
Intimt forknippat med detta problem var problemet att avgdra,
om "missténkta resultat berodde pd programfel, olsimpliga
parameterval eller kanske rent av var "riktiga',.

Programmet bOor kunna forbdttras pd en rad punkter.
Som redan inledningsvis namndes,stré;a?,vi efter en styrmatris,
sé att vi med hjdlp av en liten processdatamaskin skulle lkunna
fora pendeln till det Onskade liget utan att storningar skulle
ha alltfdr stor inverkan, Den hidr beskrivna metoden klarar .
inte av att ta fram denna matris, men metoden med "policy
iterations", enligt sid 8f , ger som primdrt resultat just

Qgrdcm

en s8dan matris, varfor det &dr rimligt att tillédta ganska
lénga rdkmetider, Fn intressant utveckling vore att ﬁnder-
stka problemet med mycket korta tidssteg (approximation av
kontinuerliga fallet) och forutsdttningar om bang~bang-styrning
med policy iteration. Man skulle d& kunna lagra att antal
U-vdrden i ett datamaskinsord och slippa ha bekymmer med
minneéutrymmg,éven om gitterindelningarna (funktionsrepresen-
tation i matrider fﬁrutsatt) gjorts figl

En del anmérkningar p& den anvinda megoden bor ocksé
gérag. Det dr £O0rst och framst enl sid 18 rimligare att ha

"mearest neighbour'-interpolathon i stdllet i uttolkningen av

styrprogrammet. Vidare #r det lampligt att ndgra langa kor-




ningar gdres med t.ex. H3 = 0,02«% (30-35 tidssteg) och
visentligt forfinade gitterindelningar. Det vore intressant
att se, hur losningen klarar sig f6rbi svirigheterna runt
x-&(2.2,1.8). Det skulle emellertid krdva timmars kortid och
ar knappast realistiskt.

Uppsnabbning av programnet vore f£Or praktiska till-
lémpninga - en nodvindighet.

Rent programeringsmidssigt finns en del att gora,.
Franfdr allt stjdl redigeringsarbetet med subroutinerna RK1ST
och INTERP en hel del tid i och med att de anropas s3 minga
génger i FORLUST, men O6vriga detaljer, sonjskulle kunna forbatt-
ras, 4r nog inte virda besviret. M3nga ganger visentligare &Ar
det att ev modifiera metodvalet pd n&gra punkter. Sékningen
ir ett lidngsamt momen=t. Antagligen skulle man med négon fler-
stegssbkning, t.ex. Fibonaccisdkning, skiéra ner tiden +till
hdlften, Tveksammare #r det, omdet skulle g& att inte ridlkma
ut'hela" matriserna fran bérjan, forslagsvis med hjilp av den
explicita lOsning#man far genom att linjBrisera i varje punkt.
Det skulle i s& fall medfdra variabla IHAX, JHAX och XMIN.

Ndar nu programtestningen &e klar, och de flesta
parametrar dr ndgorlunda uttestade, borde Runge-Kutta-inte-
araticnem, som uppenbarligen gett ndstan onddig noggrannhet,
bytas ut mot en ofantligt mycket snabbare Fuler-approximation,
Man bdr i alla héndelser se efter vad som gdr att dstadkowma

pd det sittet. Kanske ridcker nogrrannheten,

P6r allminnare stertpunkter t.ex., med "hastighet &t
fel hall" miste avstdndsdefinitionen modifieras. Man mdste

ta hénsyn till att det finrs mer Hn en, absorbtionspunkt. Med

vetskap om startpunkten och med hjilp av en intuitiv energi-

betraktelse borde det g8 att begrinsa sig till tv&, och 1 de
allra flesta fall rdcker det nog med en. Por de svéra start-

punkterna ligger man diefsr ldmpligen till en dimension pé

q?'
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PI-matriserna och kan pﬂéé vis representera avstindet efter
n steg med optimal strategi ti1l1 bAda absorbtionspunicterna.
IMinimeringen sker Sver mdjliga punkter i bdda matrishalvorna.

Stabilitetsproblemet Hr svart att behandka fér all

dynamisk programmering men Hr inte desto mindre OJverhingande,

In Sverlidggning pé’ett annat exempel finns i ADP sid 327ff ,

ddr ocksd svarigheter som uppkomner vid start och slutpunkt i
singuldra punkter‘ber'drs.r Jag konstaterar endast, att dven om
stérningar har liten inverkan pd minimals tiden , kan vidsentliga
férandringar ske i de optimala strategierna. ILat t.ex. tva
olika stratesier Be ungefir samma tid men f%gera olika f0r en
viss stOrning. Det kan mycket viHl h#inda, att inte samma
strategi ldngre Hr bist.

Hur linge kan FI-matriserna inneh&lla signifikant
information? Alla beslut fattas endast pd grundval av dessa
data. Det giller att i PI-virdet i ndgra gitierpunkter halla
all information om valet a§ bidsta vigar, nidr det plﬁtsligt'blir
b#ttre att bromsa med U=-3 dm att broméa med U=+3 osv, infor-
mation,som skall bestimma, om det nigonstans gdr att minska
accelerationen, utan att det gdr for mycket, men si att man
tjsinar pd det, genonm att man traffar precis i ndgon kritisk punkt,.
FI-virdet innehd&ller dessutom en massa dényttig information om
prioriteringar mellan hastighet och lige.

In nackdel med dynamisk programmering &r, étt sé
minga svdrigheter dr specifikt kopnlade till en viss till&mpning.
Som regel #r det ldmpligt att kombinera dynamisk programmering
med andra metoder framkomna ur intuitiva resonemang eller genom
speciella listigheter. Visserligen &r #mixk mitt program
principiellt enkelt att anvidnda pd andra Qillémpningar. Det
ir bara att byta ut systemekvationerna i FUNC., Men parameter-

valen kriver de ldnga Overliggningarna. Om antalet tillstdnds-



‘(q‘

variabler i systembeskrivningen dverstiger tvéi,dr det oftast

inte praktiskt m8jligt att anvinda metoden., I det hir aktu-
ella problemet med servostyrning av en pendel skulle vi t.ex.
vilja infdra begrénsningar pé § och § . Vid hoga é ~viirden
klarar servot inte av att ge E =+3, och det spel i‘vilket
vagnen me& pendeln kan rora sig, dr ganska litet! Ddremot &r
det snarare en fdrenkling, om vi #Hr tvungna att begrinsa pen-
delns vinkelhastighet pd& grund av luftmotsténdetc.

Den stora fordelen med dynamisk programmering, om man
har rdd att offra lite rdlkmetid pad en stor maskin:vé%t det &r
1ldtt att ta fram erforderliga algoritmer for att klara av

optimeringsproblem med absoluta begrinsningar pad bade styr-

signal och tillsté&ndsvariabler.
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Bilaga 2,

Harledning med hj#Alp av maximumprincipen av gstyrlacens utseende,

Systemet beskrives av

{x = f(x,u)

x(to) =¢c

dér f1(x,u) = x,

fz(x,u) = sin x, + u cos x;

u(t) sbkes sd att foljande uttryck minimeras

~
J1(xm)as + 1_(x(1))
t

dar L(x,u) =1 och LO(X(T)) =0

s& att x(T) =0 (eller allminnare x(T)é{\xH:EPS} )

nar uelU | U ={\u\$ 3}'

Bilda H(x,p,u) = L(x,u) + pr(x,u)
sd att
ii3—('3'. & i=1 n
at- = dp. Tt
i
d . __d_H.: i=1’.. ’n
E%i - dxi

8815t M(x,p) = sup H(x,p,u)
ueld

Pontryagins maximumprincip siger:

Ns
"Lét‘a(t) t 6(to,T) vara en tilldten stxrsignal, som Overfdr

)
Xz
systemet frén x(to)=c 111 x(T) = @ (ev omgivn.av O% ol x(t)

v8m den dirtill horande trajektorian., Ttt nddvdandigt villkor

A H
for att‘ﬁ(t) skall vara en optimal strategi, &r att det existe-



= Ve Ld
rar en tilf:x(t) ocﬁ‘u(t) horande vektaf‘p(t), ej identiskt

noll s& att:

A, fér alla t, tos t¢ T, u dr vald sd att H(x,p,u).antar
sitt maximum = M(x,p)

B, vid sluttidpunkten géller M(x(T),p(T))» 0."

I det aktuella falled:
H(x,p,u) = 1 + P X,+ P,8inx, + pyucosx,

genast inses att

u, = 3.sign(pzcosx1) , t e(tosT)
= H(x,p,uo) = 8sup H(x,p,u)
: ueM

Det &r alltsd klart att en optimal styrning ar av bang~bang-typ,

om négon existerar,
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Bilaga 3.

ForsCk att ta fram tidsoptimal styrlag genom intuitivt

resonemang,

Nedanstdende kommerhe@lt att referera till fig 1 s ddr dven min
mest anvinda vinkelindelning finns angiven. Resonemangen komme?
dock att hiénfdra sig till en kontinuerlig styrning, dvs "om -
slagstidpunkterna" dr inte i £orvig fixerade, utan kan helt
refereras till systemvariablerna. Gitterpunkternas nummer
kommer ofta att f& representera wvinkelldgen.

Grunden fdr detta resomemangs genomfdrande &dr, att
man kan tdnka sig att pivotpunktensacceleration sammansdttes med
tyngdaccelerationen till ett gravitationsfdlt, vars riktning
och storlek alltsd inom vissa grinser #r reglerbar#. Denna
sammansatta gravitationsﬁéktor tdnkes generera ett koordinat-
system, i viliket elementéra resonemang kan till&impas pé& pendeln.

I bilaga 2 &ar visat att styrningen blir av‘bang-bang-
typ. Tyngdkraftfiltets riktning £6r u = + ¥ &r alltsd speciellt
intresssnt. +3 - vektorn gdr genom punkt 15 (x%4= 1080 =(me¢ﬁ°)
= 1800—arctg 3 ) och ~3-vektorn (eller réttare‘dess forldngning
bakét) genom punkt 11 , och dessa punkter Hr stabilt resp.
instabilt jamviktsldge till de bdda systemen.,

Betrakta fdljande exempel:
{med X;30)
Starta i punkt 23(och lidgg p&d u = +3. Pehdeln kommer att svinga

upp mot punkt dir den har maximal vinkel-hastighet, och viénder
i punkt 7 f£fO6r att ater vinda till punkt 23 osv.

. Punkt 11 dr "-3 systemetd instabila jamviktspunkt.
Om pendeln har negativ vinkelhastighet Sgér upp mot punkt 3) i
denna punk@,sﬁ kommer den att sld Over jémviktslédget och

borja accelereras i detta system.

Vi ledes fram till att f6ljande strategi verkar

rimlig:



u = +3 tills vi kommer ndgonstans mellan 15 och 11
u = -3 hirefter och till négon punkt sdg ca 8-1Q)sé att med
u = +3 pendeln skulle ha vindlége i punkt 3 °

G Wi har som utgéngspunkt att hela tiden ha s& hdg hastighet

som mdjligt i rikténing mot punkt 3. For att f& det accelererar

o el walt

vi ed—myeket—pon—méitint) inda till den punkt ddr vi méste bdrja

retardera £6r att med full retardation f& ner hastigheten $ill
noll i punkt 3.

Detta kriterium dr ekvi-alent med minimal tid,
om vi bortser fran moéjligheten att det kanske i ndgot intervall
g8r att hoja "maxhas igheten" betydligt genom att i et annat
inte anvinda '"maxhastizhet" eller kanske rent av anvinda positiv
vinkelhastighet, och dessutom bortser frén mdjligheten att
kombinera detta med att kldattra upp till 3 bakvégen.

Problemet att pd kortast mdjliga tid £Ora pendeln

frén vila i sitt stabila jimviktsldige i punkt 23 till wila 1
sitt instabila jamviktsligce i punkt 3 har alltséd reducerass
$ill foljande:

1/ S8k forsta omslagspunktien g8 att den nbdvéndiga
retardationen mella» punkterna 15 och 11 blir
sd liten som m&jligt!

2/ Hitta andra omslagspunkten négonstans runt 9,

\

som lagom stoppar pendeln i punkt 31

Bida dessa problem dAr mdjliga att 1losa analytiskt., Betraktelser
av pendelns rdrelseenergi och potentielia energi i +3 resp -3-

systemen ger m&jlighet att berdkna hastigheten under vigen.

1/ Kalla omslagspunkten a. Hastigheten i denna punkt fés ur:
xg(a) = 2(1~cos72°){10" - 2(1-005(1080-a5 W1o'
hastigheten i punkt 17:
x2(11) = x4 (a) - 2(1-cos(a=72°) N1O



X

2(1-cos72° )10 - 2¢~”{

-cos(108%=2) - cos(a-72 )}
e
w{ma

x§(11) -

maximera xg(ﬂ) map a <=y maximera f(a)

£'(a) =0 = a=90° (6vriga rétter ointressanta)

optimal omslagspunkt: punkt 13

x§(11) & 2V10° (2c0s18° = cos72° - 1)

Antag omslagspunkten b.
Enligt 1/ fés

x5(b) = x5(11) + 2J70" (1-cos(72°-b) 3
Om hastigheten i punkt 3 skall kunna bli nbll’ krives:

xg(b) =42‘r1_0|{251n‘—° )}

180 - b
bY

. i -
cos (¥ -

Om dessa ekvationegr kombineras, f8sg:

sin(b-18°) + sin(b+18°) = 2c0s18° ~2sin18°

- Altple- ok )= Ly '

) h.8°
LT N R
. (SR TRLT

(2
o

Optimal omslagspunkt strax efter’ punkt 8.

+3
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Om vi ddremot startar i ndgon annan punkt, dr det
kanske inte lika 14%t att inse, hur den tidsoptimala losninger
ser ut.

Betrakta foljande exempel:

Starta i punkt 17 med hastigheten noll. Minimera tiden att né&
punkt 3. U & +3 ger negativ hastighet. U = =3 ger positiv
hastighet. Naturligt vore att vilja U‘= +3, s& att vi n&rmar
oss punkt 3, men pendeln kommer d& att ha vindldge i punkt 13

och nédr alltsd aldrig forbi punkt 11, dir det skulle lona sig

att s18 om till u=-3. Vi bdr i stillet starta med u=-3 och skifta

u ungefidr runt 19, s& att pendeln med u=+3 har vindpunkt runt
20-21, dvs andra vdndpunkten £orbi 11. Men var detta skifte
frén -3 til1l +3 fOrsta géngen skall ske)ér inte intuitivt klart
och gér inte att litt berikna analytiskt.

Omradet mellan punkterna 19 och 11 &r kritiskt vid
start utan hastighet. Hir dr det nddviandigt att starta i rikt-
nigg frin slutpunkten. Map miste hir ockssd starkt beakta mdj-
ligheten,att det &dr optimalt att svdnga upp bakvigen.

Ovanfor punkt 11 dr det &ter naturligt att accelerera
£f6r fullt och ddrefter bromsa fdr fullt,

Svarigheterna uppstdr alltsd framfor allt i omradet
mellan 19 och 11 vid hastggheten noll och i motsvarande omridde
vid andra hastigheter, ILOsningen #r , om den gdr genom ndgot
sddant omrédde komplicerad, och den kommer inte att variera
kontinuerligt med begynnelsevidrdet (startpunkteh). Detta och
det faktum att det &r bang-bang-styrning godr, att varje
approximationsforfarande bor ha svirigheter med konvergens och
stabilitet.

Om vi har andra berrdnsningar p& styrvariabeln, kan
16sningarna radikalt #sndra utseende{ Vi har d&x\ulsumax,

dir alltsé U oo = 3,0 i mina tilldmpningar. Betrakta &ter

Ly
det fOrsta exemplet, d&r pendeln startar stilla i nede®¥ta



Y&

ldget, Edlitén minskning av Uy (eller en 6kning) kommer att
innebidra, att a ligger stilla, och att b varierar kontinuerligt.
Om d&remot - minskas radikalt, kommer kanske punkt 23 att
inkluderasli det omrdde varifrsn punkt 3 inte kan nads med mono-
ton xl-variation. Gridnsfallet mellan de bd&da lOsningmrmastyperna
intrédffar, d& vidndldget i +3-systemet ligger i det instabila
Jjamviktslédget till ~3-systemet, dvs om denna punkt ligger i

x1 =T /3, U ar aaV3'= 1,732 .

Motsvarande resonemang kan genomfdras med angza stamt-

punkter,
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FPlodesschema Over huvudprogrammet.

Inlisning

Kontrollutskrift

av inldsningen

]
W= O

Berikna FIO q_l

—1"°

v

Berdkna T'I1 och U med
FORLUST

1

FIBEG := FI1:s vdrde

ilstartpkt C
1

skriv ut ¥ och FIREG

|

FIBEG < EPS ? I v-1ejd | 1 > NMAX

ja
Y J

Ne=N+1

| F10:=FTI1
¢

nej Sdnd ut

Y

ja

4

U pa

trumma

skriv ut

avbrutit

att vi

m-‘-_*‘““h—w4~_‘_**‘**_J

ta in nista U frédn trumman

Mskriv ut T,%,UN |
( |
[versime X med RK1ST|

|

*X:=XH
Te=T+H(3)

L 4

skriv ut T,X,UN
berdkna XH

skriv ut XH

tA



S S

Fl6desschema for FORLUST

nej
THIT =0 ] ney
FMIN:=1010
[
Berikna X1 och X2-virdena i
ritterpunkten
|
K:=2
UK:==UVIDD
- e e |
berdkna XH med RK13T
)
ligger XH i aktuella nej
X1 o X2-intervall?
| L
_FINE:FI10:s virde i X
{ PINT PMIN |
- ¥ i nej
I e =FINT
Je ULTI : =UK
kolla om vi &r kvar -

i qiyn@_ﬂ;intervalﬂet ¥

UK: =UK+USTEG m:‘,— UK 2> UVIDD
Ny
. 8

e i Rty gt

UVIDD: =UMIN+USTEG
UK: =UMIN+USTEG 7

USTRG: =USTRG/10
|

¥o0lla att UK tillhdr ursprungliga

U-intervallet. Modifiera annars.

¥ =K~1

‘nej = LjiiELl
a
l[ J

U(I,J):=U1IN
FI1(I,J):=FMIN

$7
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PRIGRAM DYNPRAG

THIS PROGRAM 5R0UUCES AN aPPROXIMATELY TIMEOPTIMAL STRATEWLY
TO GU FrOM

X1 = C1 ,X2 = (2 1o

X1 0 , %2 0

NEEJED SUBRUUTINES
FUR LINEAR INTERPOLATION
INTERP
FOR INTEGRATION
NS T , THAT WECDS
rdinG
(PrOVIDES THE ACTUAL S#STEMEUUAT[UNS)
FUR THE MINIMYZATION
FORLUST

THZ FIRST MAaT2ICES MUST 3£ UIMeENSTON (IMAX, IMAX)
DIMENSTON FLI0(23,23)5F11(23,23),U(23,23),X(2)»XH(2),C(2)
CUMMUN/SLOCKL 7 HC3) o XAINC2 ), AMAXC2 )s [MAX, UMAX, UV IDU,USTES

READ 100,H»SLASK,XMIN,C, VIKT,EPS,UVIDD,USTEG

READ 101, IMAX, JMAX, NMAX A

FORMAT(4E20.1n)

FUSMAT(3110)

KMAXCL) = FLOATCIMAX=1)eH(1) + XMIN(1)

XMAX(Z2) = FLOATCIMAK=L)sH(2) + XMIN(D)

PRINT 118, IMAv,JMAX,NMAX

FORMATCoH IMAY=,15,5Xs5HJIMaX=, 5, BX16HMAXANTAL FJURLUSIT , 5, 2H+1)
PRINT 119 ,

FURMAT(L0X,2H41,13X52HH2,18X,2HH3)

PRINT 102,
FURMAT(6E20e1n)
PRINT 129
FORMATCIX»5AX *INL, 15K, 9HXMINZ, 15X s SHAXMAXL, 15X s SHAMAX 2, 15X, 5HUV IUU,
2 15X4,5HUSTEG)

P [NT 102))(“1"")(M/-\)()UVIUD'USI'E'i

PRINT 121

FURMATC 99X » SHEOS» 174 » 4HVIKT )

PRINT 102, EPg, VIKT

f

vd 1d I = 1,1 -4aX

bo 19 J = 1,J,AX

X(1) = XMINCLy + HOL))«FLOATCI=-1)
X€2) = LMINC2y + H(2)=2FLOAT(J=-1)
FIOCI,Jd) = XC4)ax(1)eVIKT+ X(2)0X(2)

HewInD 22

CALL FURLUST (FIC,FI1,UurIMaX)

Calb INTERP (l1,C,FIdEG,2,1MAX)

PrINT 00, N> FlotEg

FORMAT(ILI0,2X,234THIS STEP MAKES FI3EG =,E17.140)
IF(FIBEG-EPS) 50,50,21

IFONMAX=N) 70,70,22

surrex 0UT(22,1) (U(i'l);U(IMAK:\JMA)())’
vo 23 1=1,1IMAv

DO 23 J=1,JMay

FIOCI,J) = FIﬁ(I:J)

A
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24
25

59

51

52

300 FURMAT(3H AT TIME,E2043,13H IN

53
54
60

N o= iv+1
IFCUNTIT,22) 232,20
PRINT 101, N

Gy 10 24

X(1)=C(1)
X(2)=C(2)
T = 0.

CALL INTERP (s XsUN»2» IMAX)

IF(N) 60,060,550
N=N-1

Moo= IMAXsJMAXaN
CALL LOCATE (»2,M)

SUFFER IN (22.1) (UC1,1),UCIMAX, JMAK))

PRINT 300,T,X,UN

2620.10)

CALL RK1ST(T,vsH(3
T=T+n(3)
X{L)=xn(1)
X(2)=XH(2)
IF(UNIT,22) 54,51
GuTo 53

PRINT 300,T,%X,UN
CALL RKL1ST(TsysH(3
PrIinT 301,XH
FORMAT(23H GIvING
CaLL ExXIT

PRINT 105.» NaAX»F
FORMaT(I10,144STEG
GUTO 56

END

)rXH»292,UN)

Yo XH,252,UN)

THE FINAL POINT,2E20+10)

IBEG
GER FI3eG,eE20,10)

THE POINT,2E20410,91 USE U
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10

SUSRUUT [NE INTERP (FeXoFINI»N,TA)
JIMENSTON F(IA;IA)DX(N),FX(lu)rIX(10)
CUMMON/3LO0CK 1 / H(3)rXMIN(2)'XMAX(?)’IMAK:JMAX’UVIDD)USIEG

DO 10 [=1,nN

FXxely = (Xx{Iy_xXMINCIY)Y/ZHCD)+1,

[x(L) = Fx(I) + 0.5

FA(L) = FX(CL)Y = FLOAT(IX(ID))

I = IXx(1)

J = IX(2)

It =1 -1

IF(FX(L1) 6T, 0D, I1 =1 + 1

Ji1i = J - 1

IF(rXx(2) «GTe 06 J1 = J +1

FL = FCIrJd) *+ ABS(FX(1))a(rCIl,.d)=F(i,J))
Fr = F(I,Jd1) « A3S(FX(1))e(FCI1,J1)-F(l,J1))

FINT = FL + ASS(FX(2))e(FH=FL)

~ETURN
END



N

1v

20

SUSRUUTINE RK4STCT,YIN,H, Ye,N, LA, U)
DIMENSTION YIN(IADSYECTAD)»a(40),2¢(10),4(5)
CUMMON/FUNCTIAN/TE, W, 2
A(41)=A(2)=A(5y=H/2.

A(3)=A(4)=H

TE=T

Jo 10 I=1,N

YECI)=W (1))=Y I

DU 2uv J=1,4

CALL FUNC(U)

TE=T+A(J)

b0 20 K=1,N

W(KIZYIN(KI+A(JISZ(K)
YE(K)=SYECK)+A(J+1)22(K)/3,

RETURN

END

SUSRUUTINE FUaC (U)

DIMENSION DXDr€19),X(13)
COMMUN/FUNCTIAN/ T,X,0XDT
DXJT(1)=X(2)

DXDTH2) = SIN(X(1)) + UeCO3¢(X(1))
RETURN

END



SUSRUUTING FOOLUST(A,3,Cs1IA)
DIMENSION ACTIAa»TAY)BCIASIA)CCIA,TA)»XC2)p XH(2
COMMON/3LOCKY H(3)'XMIN())'XMAX(2)IIMAXPJMAXIUVIDODU51LG

00 30 . I=1,IMAx. ... ..
00 30 J=1,JMAv

e UMIN = 0
FMIN = 1.E10
e KO = XMINCL Y HOADwFLOATS I =) L
X(2) = XMIN(2y + H(2)2FLOAT(U=-1)
LUVIDIK = UvVIDnL. ... e h i e et s st am . emai
USTEGK = USTEn
K ‘=._ 1 - . e L S — ey e it b i e’ i+ ose | it bl bl

9 UK = =Uv]IDDK -
“10 “CALL RKiST(1)‘(’H(,3)’_XH;2’2;UK)“ e -
Lo 12 L = 1,2
e o D AFOXHAL))=XxMAX L)) 11511014
14 IFCXMINCLI=XH(L)) 12,12,14

o+ 12 CONTINUE L
~CAaLL INTERP (&;XH)PINT:?'IA) ) ) o
. 19 IF(FINT-FMIN) 13,13,14 '
> 13 FMIN = FINT
I UMIN = UK e,
14 IF(UVIDDK-1,E— 8 = UK) 20,20,15
: ] 15 IFCUYIDD = UK_= 1eE=8) 20,20,18 . "~
18 UK = UK + USTeGK
G0 Tot0
20 UVIDDK = USTERK + UMIN
" UK =_ UMIN = UsTEuK = . _ u
IF(UK LT, =UyvIDU) UK = -uvIDD o
k- ) USTEGK .= USTEGK/10. __ e
K=K=-1 !
s e IF(K) 215215100 o . "
214 C(I,J) = UMIN ‘
230 BCIadd = FMIN . . .
_ RETURN , :
g END e en e+ e ol Th
.



