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INLEDEING

Uppgiften bestdr i att studera det sid kallade linjér-
kvadratiska optimeringsproblemet, och d4d speciellt att
undersdka det stationdra slutna systemet med avseende pad

dess egenvirden. For detta dndamédl har utnyttjats en tidigare
rapport frén institutionen av K. Martensson (Ref. 1). Denna
innehdller bl. a. en komplett programuppséttning for berikning
av den optimala styrlagen, dels med Bunge-Kuttas metod och
dels med hj&dlp av exponentialserier f6r den kanoniska ekva-
tionen. Den senare metoden har hidr anvints f6r att erhilla
den stationdra styrlagen, varefter det elutna systemets egen-
vérden har berZknats. Vid prograrmeringen har anvints de tidigare
skrivna subrutinerna.

Forst undersdktes rdgra mindre system vars styrlagar
kan beriknas for hand, varefter ndgra sjédtte ordningens system
med en insignal undersdkts. Hérvid har &ven ndgot om observer-
barhetens inverken studerats. En artikel av Kalman (Ref3) ligger
hidr till grund f6r berdkningarna. Av flervariabla system har
beréknats ett modellfdljningsystem £6r ett flygplan. Vidare anges
en metod att berikna egenvidrdena till det optimala systemet

utgdende fridn karakteristiska ekvationen till Eulermatrisen.



2. PROBLEMETS LYDELSE

Betrakta ett linjdrt tidsinvariant dynamiskt system givet

av ekvationen
Q%%E) = A*x(t) + Beu(t) (2:1)

dér x(t) &r en n-dimensionell tillstandsvektor, u(t) en
r-dimensionell vektor av insignaler, A en n x n matris och

B en n x r matris.
Bilda den sd kallade forlustfunktionen

) %
v(a) = #fx(6,) q x(8,)f + %{{{x%) Q, x(s) + u%(s) o, u(s)as (2:2)

didr to och t1 gr givna tidpunkter. Vi antager att QO och Q1
dr symmetriska positivt semidefinita matriser samt Q2 ar
symmetrisk och positivt definit.

Uppgiften bestdr nu i att bestdmma en styrlag till
systemet (2:1) sddan att forlustfunktionen (2:2) blir s& liten
son m3jligt. Med hjélp av variationskalkyl erhdlles tv& olika
metoder att 1l8sa problemet. Ref.(1) ger en redogirelse fir
dessa, Euler-lLagranges metod och Hamilton-Jacobis metod, varfor

hir endast f6ljer en resume’ .dérav.

Lésning av det linjadr-kvadratiska optimeringsproblemet.

A. Buler-Lagranges metod

Denna lésning erh8lles genom att undersdka variationen i
férlustfunktionen i n¥rheten av den optimala l&sningskurvan.

Genom att minimersa Hamiltonfunktionen med avseende pad u
2 X (x,pyu) = x° Q x + s Q, u+ 2pT(Ax + Bu)
diar p &r Lagranges multiplikator, erhdlles

.- - Q;1BTP



De kanoniska ekvationerna blir

dx o 1.7
H:Xp:AX-BQ2Bp
4P _ _yv% = - - AT

at - KX =-Qqx-A4p

med randvillkoren giwvma vid tO och t1.

Infsr 2n x 2n matrisen 2:(t:t1) som &r fundamentalmatris

till de kanoniska ekvationerna. D4 géller

/ -1.T

| A -BQ2 B

T ACTI . PACES

dt
-Q, -4

Dela upp (t:ti) i fyrs undermatriser pd fdljande sétt
2 () 20 (%)

Z(t:t.]):

Zp(tety)  Zop(tety)

Nu observeras att de kanoniska ekvationerna &r linjéra

varfér man kan erhdlla

p(t) = s(t).x(t)
dar
s(8) = (3, (6:8,) + 2, (6:)0 ) (T, (8:8,) + 7, (8:8,)2)™"

och S symmetrisk. Styrlagen ges nu av

u(t) = = L(t)ex(t)
med
L(%) = Q;1B s(t)



B. Hamilton-Jacobis metod

Infsr funktionalen

Y
Vix,t) = min {% xT(t1)Qox(t1) + %ir(xT(s)Qﬁ(s) + uT(s)QZu(s))} ds

P4 semme Sdtt som i A minimeras Hamiltonfunktionen. Funktionalen
V(x,t) gkall satisfiera Hamilton-Jacobi partiella differential-
ekvation. For att losa denna fAds av randvillkoret ansatsen

V(x,%) = & x (4)s(+)x(+)

dir S 8r en n x n matris, som antages vara symmetrisk och

positivt semidefinit. Genom att prova ansatsen fds som villkor

p& matrisen S att den skall satisfiera differentialekvationen
T

ds T P .=-1_T
e + A”S + SA -3 BQ2 B°S + Q1 =0

med randvillkoret givet vid sluttidpunkten t1
S(t1) = Q,

Denna matrisdifferentialekvation innehdller n2 icke-linjéra
differentialekvationer och &#r av s.k. Riccati-typ.Da& S &r
symmetrisk reduceras antalet differentialekvationer frén n

t111 n(n+1)/2.
D& p=gradeT blir den optimala styrlagen

2

u(t) = - Q;1BTS(t)
eller

u(t) = - L(t)ex(t)

Det slutna optimala systemet.

Betrakta ett linjért tidsinvariant dynamiskt system givet av

ekvationen

£=AX+B‘I.1
med forlustfunktionen

N
V(u) = % xTQOX + %bf(xTQ1x + uTQzu) at



14t nu T»oe vilket innebidr att vi erhdller ett stationért
virde pd styrlagen u = =Lex.

Det slutna systemet ges d& av ekvationen
J.t = (A - BII)‘I

Det férutsidttes att semtliga tillstdndsvariabler finns
tillgiingliga f£8r &terkopplingen. Uppgiften bestdr nu i att
understka det slutna systemets egenvirden d4 elementen i
viktmatriserna i férlustfunktionen varieras. For édndamdlet
har skrivits ett program for berdkning av den optimalas styr-

lagens stationsra vidrde samt det slutna systemets egenviérden.

Program BUTTER

I ref.(1) finns tvd kompletta programuppsidttningar fér ldsning
av det linjédr-kvadratiska optimeringsproblemet, dels med Euler-
Lagranges metod, program LIOPCON och med Hamilton~Jacobis metod,
program RKRICCE, Hér har valts den férra lésningsmetoden och

de 1 program LIOPCON ingdende subrutinerma har direkt anvints.

F6r egenvirdesberikningen har utnyttjats en subrutin, EIGUNS.

Ingdngsstorheterna till program BUTTER &r:

N - systemets ordning

NU - antalet insignaler

TIMEDIF - tiden mellan de ekvidistanta punkter i vilka S-matrisen
berdknas.

ITER - ITER=0 betyder att fundamentalmatrisen beridknas for varje
steg. ITER=1 betyder att fundamentalmatrisen berdknas endast

i forsta steget. (Se subrutin RICCE)

EPS - Fgr att erhédlla det stationéra virdet beriknas normen av
gkillnaden mellan tv4 konsekutiva S-matriser. D& denna skillnad
dr mindre &n EPS har det stationdra vardet uppnatts.

IMAX - Om inte S-matrisen konvergerat efter IMAX punkter avbryts
berdkningen. '



Programmet ger méjlighet att under samma kdrning berédkna

det optimala systemet £8r olika virden pa QO’ Q1, Q2 och

EPS., Dock kan endast ett system kdras 4t gingen.

Utskrift sker av systemets parametrar, den berdknade S-matrisen,
L-matrisen, matrisen (A—BL) samt egenvérdena till denna.

Se vidare listan.



3. SYSTEM MED EN INSIGNAL

Exempel o 1 ,67
Betrakta systemet g% = lLO 0] x + LE u (Dubbelintegratorn)

T
Med forlustfunktionen: V(u) =_/kxTQ1x + uTQ2u) at
0

49 O
dér Q1 = och Q2 = I

O 9y,
Som 1dsning till Riccatiekvationen anséttes matrisen
f“
g - | °M s121
[Z12 P2z
Stort vidrde pad T-=>>%%-= 0. Genom ins#ttning i stationdra

Riccatiekvetionen (SR) f&s ett olinjirt ekvationssystem varur

elementen i S-matrisen kan lésas.
849 VE;1(2VQ11r + dpp)

890= V1T

5,0= YT(2yay T + ay,)

Det fimns endast en positivt definit 18sning till SR.

Rterkopplingsmatrisen I blir
CL w1 !
L =§_\/q111' s \/r (2 Q4T + q22)

Det optimala systemet f&r d& féljande utseende

X )
%?;' - .}é_ 3 }G. N f&
v
T : v

11



Det optimala systemet blir
[ 0 1 ,

x = -\/'ET JRAGT A, ®
ro r |

-

Dess egenvirden ges av

[ pm—
det (A-BI-sI) = s° +\/2’T/q11r * ey, +\/q11 - o
r r

Undersdk nu hur det optimala systemets egenvirden varierar

did parametrarna 9910 995 och r varieras.

a/ S&tt g4y = q,, = 1, variera r (r>0)

290F + 1 = 2NE Se figur 1la.

8192 =V 4r ir

b/ Sitt ay; = 1, @y, = 0, variera r

T+ NE ;
8,1,"Vor ~ Nop Se figur 1b.
e/ Sats Q,, =T =1, variera q,, (q11?. 0)
e Py
8195 = m‘j2'q11 £ + L 2 914 Se figur 1e.
2 - 2

a/ 8att q,q =T =1, variera q,, (gy,20)
811 = V2t % Yo = 2 Se figur 1d.
2 - 2

e/ BS&tt qq9 = 0y 9y, = Q,yy varierar

q. q
Si9, = = [222 + [222
172 4r TV 4ar

dva ett egenvidrde i noll och ett lidngs negative reella axeln.
Styrlagen ir s8ledes inte asymptotiskt stabirl., Lsningen
$i1ll SR blir f6r detta fall

o 0‘]
S = o8itivt semidefinit
0 Jrqzzﬁ P 1
1

Rang (A,Q1) = 1 dvs systemet &r ej observerbart.
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Nidzot om observerbarhetens inverkan pd styrlagen.

7
o 1 fol
Betrakta systemet: X =, ol ¥+ 1j u

y = ['1,—1]2!2

Overféringsfunktionen: G(s) = lggﬁ
g€

o0
Vdlj som forlustfunktion: V(u) = )r(yTy + utu) at

0
Matrisen A har egenvidrdena +1 och -1, dvs det Oppna systemet
dr instabilt.

Rang Igé] = 1, dvs systemet HAr ej observerbart, och det icke-

observerbara egenvirdet har positiv realdel. Med r=1 erhZlles

fljande 1l6sningar till SR.

FE + VE‘ 1 + {Er
51 L1 +y7T 142

{2 - 1 V2 + {}

Sp = |2+ 1 V2" -

positivt definit

positivt semidefinit

2

W
Pérlustfunktionen blir V(u) .—.jr(x1 - x2)2 + u at
a)

Med x,= x, blir V(u)=0 £6r u = 0. Detta motsvarar l&sningen 5,

till SR, och detta &r alltsd den optimala ldsningen till prob-

lemet. DPet slutna systemets egenvidrden beréknas dd r varierar.

Med l&sningen S1 erhdlles: Med ldsningen 32 erhdlles:

A Im AIn

Ett egenvirde ligger kvar i -=1. Btt egenvirde ligger kvar i +1.

Hérav framgdr att det optimala systemet, svarande mot l&sningen

S2 +ill SR, &r instabilt,
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Undersbkning av det optimala gystemets egenvdrden did Q_-# 0.

Betrakta ett system med dverforingsfunktionen

m me-1
bms + bm—ts + ¢ o ¢« o + b1s + b0
n-1
<] +----+a1s+a0

G(s) =
n=-1

Systemet skrivet pad kontrollerbar kanonisk form

= AX + Bu
Yy = Cx
0] ° . . ° ,:
0 1 . L ° 0
. 1 3 I | e
d.a..r A = . L [ ,1 B = | e
' i
| . [ L] Iu | ;
L—:ao . . . e L] “an_1 IE ‘lh

C=[bo,b1’cobm’o,.oo]

(e, ]
Vilj som fdrlustfunktion V(u) =J/kyTy + uTu) dt och underssk

0
egenvirdena till det optimala systemet A - BL di& r—>O0.

Ref.(4) ger: D4 r—- 0 kommer m av det slutna systemets poler att
g& till de m nollstéllena till G(s) i vénstra halvplanet (eller

deras spegelbild med avseende pid imaginira axeln, om nigra av

nollstédllena #r i hdgra halvplanet) och de andra n - m polerna

kommer att konvergera till ett "Butterworth"-mbnster med radien

2.2
a-b
L=,

1
b2 2(n-m)
m
2

bo r

Enligt Kalman skall observerbarheten inte ha nfégon inverkan pd

resultatets giltighet. Med exempel skall hér visas att sd& inte

ar fallet.
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Som exempel har valts f6ljande fyra Gverfdringsfunktioner

.
G(S) =
$% + 82 + 0.255% = 0.58° + 1.2552 = 0.58 - 2.5

¢(a) = L=-2 (B)

(4)

=l

I

2
G(s) _ 1 - SH+ Oe5s (C)

2
G(s) - 1 + SN+ 0.58 (D)

med polerna # 1, -1 £ i, 3 £ i, och nollstsllena (B) % 1,
(¢) 1 £ i, och (D) -1 % i.

Systemen skrivna pd kontrollerbar kanonisk form,

© 1 o o o 0 | E-OW

6o o 1 0 o0 o0 | o |

o o o 1 0 o0 0|

A=10 o o o 1 o | B=1llo

o o o o o 1 | 0|

| 2.5 0.5 =1.25 0.5 =0.25 -1.0| 1

— d - -

_T

¢c,=[{1 o o o o o
cg=[1t o -1 o o o
.
Cu=[1 =1 0.5 0 0 0]

1 0.5 0 0 0

Q
]
-

Dessa system har korts med program RBUTTER. Dirvid observeras
att forlustfunktionen innehdller termen yTy, men y = Cx dvs
2,= c'e.

Betrakta f5rst systemen (4) och (C), som Blda &r observerbara.
Resultatet framgir av figur 2 och 3. D& r-»co, vilket motsvaras
av att forstédrkningen i d4terkopplingsslingan gir mot noll, &r

det slutna systemets egenviéirden de samma som det Sppna systemets
egenvdrden med negativ realdel., I detta fall &r de -1, -1, -1 & i,

-1/2 ¥ i. De r#dta linjerna &r asymptoter till rdtterna.
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Rétternas ldgen d& r— 0.

aI_H

G(s) =

L o = b PR Eema
ko] = { i
S L ik
i, B e R [
i — i |
w T = £ _
M H B | B
E I ! —* e
- t il 1
; _ B2 ) T

Lk

=l ;
o it
R

Figur 2.

i

514 A4
SIS 732501
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2

- 3 + 0,58

Rétternas ldgen d4 r—> O.

c(s) = L

Figur 3,

514 A4
SIS 732501 ||

Nr 1624
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1
2 -1\6-m
Cirklarna har radien ([bmlvgo + ")

Overféringsfunktionerna f£&ér system (B) och (D) har faktorer

gemensamma_{ﬁr tédljare och némnare. For bdda systemen giller
c
rang |« = 4, dvs systemen &r ej observerbara.
cAn-1
Tillstdnden motsvarande egenvirdena (+1, =1) och (-1.% 1) i

system (B) resp. (D) &r inte observerbara.

Dessa system har kdrts med program PLOTLOP som &r en modifierad
version av LIOPCON. Det ger mSjlighet att plotta elementen i
L-matrisen mot tidsdifferensen t1-t. Se figur 4. Hérav framgir
att £6r system (B) erhilles med startvdrdet Q0=[O] tvéd stationidra
virden pd styrlagen. Férst konvergerar L-matrisen (S—matrisen)
mot ett vérde motsvarande en positivt semidefinit ldsning till
SR. Detta &r den optimala lésningen till problemet, men den &r
instabil, och p4d grund av numeriska avrundningsfel vid bergékningen
kommer l&sningen att konvergera mot ett stabilt virde som svarar
mot en positivt definit 1ldsning till SR. Denna ger emellertid

ett stdirre virde pd férlustfunktionen.

Om man i stdllet anvinder ett Qo gom har full rang, dvs &ven
de icke-observerbara tillstldnden "straffas" vid sluttidpunkten,
erhiller man inte den instabila lésningen. Tillstdndsvariablerna
antar snabbt hdga virden och termen xT(t1)Qox(t1) kommer att
dominera. Men hér later vi t, o0 varfdr denna tidpunkt aldrig
uppnés.

For system (D) erhdlles den stabila optimala l3sningen direkt
eftersom de icke-observerbara tillstdnden &r stabila.

Som framgdr av figur 4 sker f5r system (B) overgingen fran den
instabila till den stabila 1l&sningen snabbt. Om man férsdker
erhdlla styrlagen genom att lésa Riccatiekvationen med Runge-~
Kuttas metod (program RKRICCE) erh&lles vid Overgéngen alltfdr
stora virden pd elementen i S-matrisen beroende pi att ds/dt

blir for stor.
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Fsr system (B) erhdlles egenvirdena svarande mot den instabila
losningen till SR om EPS tkas till 0.1. Se figur 5. Man erhdller
som tidigare ett "Butterworth"-mdnster, men ett egenviérde ligger
kvar i +1. Det optimala systemet blir sdledes instabilt. Om EPS
minskas fAr man egenviirdena svaraende mot den stabila ldsningen.
Resultatet hédrvid dverensstémmer med Kalmens, dvs egenvidrdet
svarande mot nollstdllet £ill G(s) i +1 Svergdr i -1, men detta
dr inte det optimala gystemet.

System (D) f4r samma utseende som (C). Se figur 3.
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Rétternas ldgen 44 r— 0.
S

) R
. HE=A N 5
Bl
o~~~
a =1
S’
(&} -
"
N
&
hn)
=

514 A4 |
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4. PLERVARIABLA SYSTEHM

Ref. (6) ger en metod att uttrycka det optimala systemets
karakteristiska polynom som en explieit funktion av elementen
i viktmatrisen i forlustfunktionen, varefter konventionell
rotortmetod kan anvéndas for att lokalisera polerna. Det bir
observeras att metoden inte ger ndgot uttryck pA styrlagen.

Betrakta ett tidsinvariant linjédrt dynamiskt system
= AX + Bu
y = Ox (4:1) .
V&lj som forlustfunktion V(u) -5/kxTC QCx +u u) at (4:2)

ddr Q dr en positivt semidefinit diagonalmatris.

Enligt tidigare blir de kanoniska ekvationerna
]

.

x A =BB

51 =|-cTac  -aY| |p c!p]

dér Ac &r en 2n x 2n matris.

<]

(4:3)

Karakteristiska ekvationen for det optimala systemet ges av

sI - A + BL|= °=z’f1(5_ ;) (4:4)

Lésningen till kanoniska ekvationen, S-matrisen, ér ingen

enkel funktion av elementen i Q. Men de 2n egenviérdena till

Ac innehdller egenviérdena till det optimala systemet A-BL

och dess spegelbild kring imaginéra axeln i s-planet. Antag

nu att systemet beskrivet av A, B och C &r fullgtdndigt observer-
bart och kontrollerbart. Detta medfér att det optimala systemet
dr stabilt, varfdr egenvidrdena med negativ realdel &#r egenviirden

till optimala systemet.

Karakteristiska ekvationen till matrisen Ac kan skrivas p& formen

= )
0=1SI-A| = AW 46S) = B et [(sT+A7) ¢ g¢ £ 58"| (#:3.

gir A®=EI-R) och OO =adj(5Z-4)
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Det kan visas att f6r determinanten av en summa av matriser
géller en identitet som fOr tvA andra ordningens matriser blir

-

Fn““n P12% M2 |
det(N + M) = det Ln21+m21 n22+m22-2 =
Bye B2 |
' 21 o2 + G

49 B2
= |N| +

e Y Y

For tvd n:te ordningens matriser N och M f&r man 2” geter-

minanter som bestir av 1) alla kombinationer med inséttning av

rader fran lM| 1 IN) 2)|8) 3)|M} .
Genom att anvinda denna identitet p& (4:5) erhidlles

202-1
0= a@ars + (-1 ﬁ/ ky N(S) NES)

déar Ni(s) dr polynom i s och ki innehdller Q4 element eller
en produkt av Q4 element.

Detta uttryck ger den karakteristiska ekvationen +ill det
optimala systemet och dess spegelbild kring imagin#dra axeln,
som explicit funktion av elementen i Q-matrisen. Det Er
skrivet pd en form som ger m&jlighet att anvidnda rotortmetod

déd ndgot 94 element varieras.

Asymptotiska egenskaper hos det optimala systemet.

Om ett enda diagonalelement Q4 i Q-matrisen varieras och de
andra hélles konstanta kan karakteristiska ekvationen uttryckas

p& formen

4i4 k N(s)N(-8
0 =|sI - Ad=1+ —ilgz;jéqggg——l (4:8)

dir k &r en konstant och N(s),N(-s) &r polynomen i (4:7) och
D(s)D(-s) &r den del av karakteristiska ekvationen som inte
dr funktion av A5 Om alla diagonalelement uton a4 ér noll
plir D(s) =A(s).

Antag att gradtalen av polynomen D(s) och N(s) &r n resp. m.
D4 négot q; element varieras kommer 2m av de 2n rétterna till
D(s)D(-2) att sluta i nollstéllena till N(s)N(-s) fér stora
varden pa Q4 De &terstdende 2(n-m) rétterna kan approximeras

med
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7 /o

s 5 )
A ALS) = £ _,/7 {//4 * -7> ( Z; oy

(w7
ddr k &r en konstant och zi &r rdtternas vérden.

0m”§%j>>1 kommer rétterna att ligga pd en cirkel kring origo.
om (n-m) &r jamnt ges asymptotvinklarna till rétterna av

(2¢ + 1) 180 _
0= “Slam) S 05me
om (n-m) &r udda ges asymptotvinklarna av
_ (2¢ + 1) 360 _
O= o) ¢ = 0,1,2

Fr stora vdrden pa q;j kommer rdétterna till det optimala
systemet att ligga pid en halveirkel kring origo i vinstra
halvplanet. Funktioner av denna typ kallas Butterworth funktioner.

Exempel

o 1 11
Betrakta systemet X=14 olx* |, 1j u

1 0
¥=lo 1%

med férlusifunktionen definierad enligt (4:2)

A(s) =)sI - 4] = 82 - 1

5 1
O (s) = [1 J

Insittning i ekvation (4:5) och tillémpning av (4:6) ger
2 2 2 2
0 = (87°-1)" = q,,(28%-1) = q,,(s°-2) + aqqq,,

Rotorten f6r denna ekvation med q,, (q22=0) och q,, (q11=0)
som parametrar &r inritad i figur 6.

Berédkning av optimala flervariabla system.

Som némnts erhdller man inget uttryck pd styrlagen med den
beskrivna metoden. Det &r ej heller enkelt att konstruera
nidgot program, som genomfdr de algebraiska manipulationerna
fér ndgot godtyckligt system, varfér metoden endast omnimnes

hir.
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Flervariabla system har dock undersdkts varvid samma metod
som tidigare anvénts, dvs den optimala styrlagen beréknas

och det optimala systemet erhdlles.

Betrakta ett system definierat av féljande matriser

2 :
1 2 -3 {0.1 o 2|
].

A=|-4 5 =046 g_| 0 10 0] -
| 7 8 0.9 o 0 100 |

Med forlustfunktionen enligt (4:2)

Egen-vérdena till A &r 5.3, -0.124 %+ i+5.89, dvs systemet &r
instabilt. S6k nu en Aterkopplingsmatris sddan att systemet
ir stabilt och stegsvaret har god démpning. I figur 7 &r
rotorten inritad f6r variation av vart och ett av de tre Q4
elementen niér de andra &r noll. Av figurerna framgir att for
smd vdrden p& parametrarna Q4 ir egenvdrdena till slutna
systemet lika med egenvérdena till A med negativ realdel. Detta
Sverensstémmer med den tidigare beskrivna metoden ty D(s) &r
hir karakteristiska polynpmet till matrisen A. Vidare framgir
det att vissa grenar slutar fér stora virden pé Q4 i punkter
som skulle motsvara nollstéllen till N(s). Med q33=0.125
erhdlles de komplexa roétterna -3.06 % i11.92 samt roten -34.6.
Ett tdmligen bra démpat system erhdlles sdledes med

Q = diagc(o’ o,o-125)-

Vid k6rning av detta system med program BUTTER visade det sig
att £8r stora vidrden pé Q4 elementen gdr matrisen 2211(t:t1) +
+ 2?12(t:t1)Q0 inte att invertera dd tidsdifferensen At=1.0
gsom tidigare kunnat anvéndas. Vid en minskning av At till 0.1

kan dock alla dnskade vidrden erhdllas.



Rotorten for det optimala systemet
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Modellfdljningsystem fér ett B-26 flygplan.

Tillstdndsekvationen f6r denna metod av modellféljning &r

= A
x (t)
I =

_;?:p(t)l E?] A_|

TM [0]7 é_xm(t)ﬁi lﬁ_oh 4)
'xp(t) iB P

| %p

dsr index m och p stAdr f6r modell resp. plan och I &r en n:te

E
|
o) |

ordningens matris som beskriver modellen. Ekvatiomen kan

skrivas mera kompakt som

x(t) = Ax(%) + Bup(t)

Genom att definiera utglngsmatrisen som

en n x 2n matris, kommer skillnaden mellan modellens tillsténds-
vektor xm(t) och flygplanets xp(t) att minimeras med férluet-
funktionen definierad enmligt (4:2),

Numeriska védrden fér flygplanet &r

o 1 0 0 0 o |
%b.oss 0 -0.11 -1.0 %= l0.035 o |
!

| 0 -0.042 2.59 -0.39 | | -2.53  0.31 |

Modellen definieras som

0 1 0 0
- 0 -1 =73.14 3.18
0.086 0 -0.11 =1,0

| 0.0086 0.086  8.95 =-0.49 |

Q-matrisen definieras som tidigare.

£ (%) M [o] ifm(t)

Det optimala systemet blir

xp(t) -B Le, A B Ly xp(t)

dér 8terkopplingsmatrigen L har uppdelats enligt

L= [Lff ' I'fb]

dédr index ff stlr £8r feedforward och fb feedback.
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Blockschema for hela systemet.

Meningen med denna modellfdljningsmetod &r att forbittra
svaret fridn styrobjektet genom att inféra en Aterkoppling
sddan att utgidngen frén systemet féljer signaler frin modellen.
Om amplituden p4 egenvirdena till det &terkopplade systemet

A - Bpob ir avsevidrt stdrre &n modellens kommer svaret frin
styrobjektet att £6lja modellsvaret. Men det &terkopplade
systemet &r oberoende av modellen varfdr en optimal styrlag,
Lfb’ till detta, som ger de Onskade egenvidrdena, kan beriéknas.
Det hdrigenom erh&llna virdet pd Q-matrisen anvinds sedan f£6r

att berdkna den totala styrlagen L.

Egenviéirdena till modellmatrisen M &r -1.065, 0.,00275,

-0.288 * i2.94. Egenvidrdena till det &terkopplade systemet,
d8 elementen 1 Q-matrisen varierar finns inritade i figur 8.
Forst varieras Q som 9'I varigenom ett limpligt virde pi ¢
kan erhdllas., Direfter varieras vart och ett 94 element med

de dvriga konstanta.

Man méste ta hiénsyn till vissa praktiska begrinsningar £or
forstirkningen i Aterkopplingsslingan. S4ledes miste Ater-
kopplingsmatrisen, Lfb’ vara mindre &n

5 0.5 5 5

L =
fomax |5 5 59

Med Q=§ I erhdlles for 92 3 reella egenvirden och d& 9 Okas
ytterligare kommer tva egenvéirden att forflyttas &t vinster
léngs negativa reella axeln, medan de tvA 6vriga g8r mot approx. -1.
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Det Br med de tvd forstnédmnde som systemets egenskaper kan
#ndras, ty de bdda andras variation &r obetydlig. I tabell 1
finns vdrden pd lL-matrisen samt egenvérdena till Ap— Bpob
for § =5. Hidrav framgdr att Lfbmax ej overskrides samt att det
till absolutbelopp minsta av de bidda pdverkbara egenvérdena,
(xmin’ Overstiger det storsta modellegenvirdet med en faktor 2.
Trangientsvaret (se figur 9) visar emellertid att systemets

foljsamhet inte &r helt tillfredsstdllande med Q=5I.

En forbdttring erhdlles om man varierar vart och ett Q4 element
medan de dvriga sdttes lika med 5. Vidare bdr forhdllandet
mellan szin och det st6rsta modellegenvirdet Skas till minst
3, vilket ger 0g,, =10. Vdrdet pd varje a4 f8r att erhdlla
detta finns i tabell 2, Hirvid &r det lémpligast att anvinda
det minsta q;4 som ger onskat resultat, och i detta fall &r
systemet kiénsligast f£6r variation i PP eller Qg

Q=diag,(5, 6.4, 5, 5) skulle i s& fall ge béet resultat, men en
Okning i PP gskulle direkt piverka elementet Lfb22,-som redan
ligger néra sin ovre grédns. I stdllet har Q=diag.(5, 5, 5, 20)
anvénts och for detta vidrde har den totala styrlagen beréknats,
Se tabell 1. Av figur 9 fram-gdr att transientsvaret nu kan

anges tillfredsstéllande.
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Rotorten for det optimala systemet
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TABELL 1
Egenvirden +ill
Q Lee Lep A -B T
p_p fb
0.104 0.377 -3.63 4.16 | -2.53 -0.185 1.58 -2,34 | -0.99, =1.3,
5455545
2,035 2.211 =15.3 2.59 | -2.21 -1.83 0.70 -0.01| =5.13, -9.14
0.101 0,344 =2.15 5.61 | =0.201-0.185 1.42 -4.42 | ~0.908, -0.66,
54545,20
2,045 2.172 =1.54 2.42 | =2.23 =1.83 0.16 =0.26 | =9.09, =11.2
PABELL 2
4, Vdarde pé a4 ..
£8T [0 1pk=10 min
a4 640 -8.5 * i5.3
q22 6.4 -10
Q55 422 -7.6 £ i6.4
q44 16 -10
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PROGRAM BUTTER

COMPUTES THE STADY-STATE VALUE OF THE OPTIMAL CONTROL LAW
OF CONTINUOUS {INEAR DYNAMIC SYSTEMS WITH QUADRATIC LOSS.
BY CALLING EIGUNS THE EIGENVALUES OF TAE CLOSED-LOOP
SYSTEM MATRIX¢(A=-8L) ARE COMPUTED,

N-NUMBER OF STATES(MAX 10).

NU-NUMBER OF INSIGNALS(MAX 10).

TIMEDIF-TIME DIFFERENCE BETWEEN THE POINTS,

ITER-ITER=0 MEANS THAT THE FUNDAMENTAL MATRIX WILL BE COMPUTED
FOR EACH STEP, ITER=1 MEANS THAT THE FUNDAMENTAL MATRIX IS COMPU-
TED ONLY FOR T4E FIRST STEP AND THEN USED IN THE OTHER STEPS,
IMAX=MAX. NUMBER OF POINTS IN WHICH THE S-MATRIX

IS COMPUTED IF IT HAS NOT CONVERGED.

EPS-A TOLERANCE FOR THE NORM OF THE DIFFERENCE BETWEEN

TWO CONSEQUENT S-MATRJCES FOR ACCEPTANCE OF THE STATIONARY

VALUE .

NR-IF NR ,GT.0, A NEW EXAMPLE IS EXECUTED. IF NR LE.O

THERE ARE NO MORE DATA 70 8k EXECUTED

NEWEPS-NEWEPS=, MEANS THAT THE SAME VALUE OF EPS AS IN THE PRECEDING
EXAMPLE IS USED, EPS=1 MEANS THAT IN THE PRESENT EXAMPLE IS A NEW

VALUE OF EPS USED,
NEWQQ,NEWQ4,NEWQ2-DITO FOR THE MATRICES Q0,0Q1,02.

SUBROUTINE REQUIRED
RICCE
MEXP7T
GJRYV
NORM
EIGUNS

DIMENSION A(410,10),B(10,10),00¢10,19),04¢(10,190),02(10,10)
DIMENSION S(40.40),UL¢40,10),C(10,10),58G¢(10,10),ST(10,10)
DIMENSION BL(10,10),ABL(L0,20),EIGR(40),E1IG1(10)

READ 1000,N,NU, IMAX, ITER, TIMEDIF
FORMAT(413,F10,.5)

READ 10041,¢C(A¢ 1,025 J=4,N),1=1,N)

READ 1004,((BCI»J)sod=1,NUI»1I=1,N)
FORMAT(4E20.10,

PRINT 1023

FORMAT(30HAPRINTOUTS FROM PROGRAM BUTTER,/)
PRINT 40602

FORMAT(14H THE SYSTEM 1S,/) .
PRINT 1003

FORMAT(O9H MATRIX A,/)

DO 2 K=1i,N

PRINT 2004,(A(K»J)sJ=1,N)
FORMAT(6E20,10)

PRINT 1005

FORMAT(/,9H MATRIX B8,/)

DO 4 K=4,N

PRINT 40804,¢(B(K»J)rJd=1,NU)

PRINT 1011,TIMEDIF
FORMAT(/,36H TIME DIFFERENCE BETWEEN THE POINTS=,F10.5,/)

IFCITER) 14,12,14

PRINT 1012 .
FORMAT(48H THE FUNDAMENTAL MATRIX IS COMPUTYED AT EACH STEP,/?

GO YO 16



14 PRINT 1013 _
1013 FORMAT(54H THE FUNDAMENTAL MATRIX IS COMPUTED ONLY AT FIRST STEP)

16 CONTINUE

READ 2002, NR,NEWEPS,NEWQO,NEWQ4,NEWQ2
2002 FORMAT(5I11)

IF(NR) 200,200,240
210 CONTINUE

PRINY 600
900 FCRMAT(1H1)

IF(NEWEPS) 212,212,211
211 READ 2004,EPS
2004 FORMAT(E20,10)
PRINT 2003,EP3
2003 FORMAT(/,33H THE TOLERANCE FOR CONVERGENCE IS,E20.10,/)

212 CONTINUE

~ IF(NEWQO) 216,216,215
215 READ 1004,¢(Q0¢1,J),J=1,N),1=1,N)
PRINT 4006
1006 FORMAT(/,10H MATRIX Q0,/)
DO 6 K=1,N
6 PRINT 1004,(Q0¢(K»J)»J=1,N)
216 CONTINUE

IF(NEWQL) 219,219,218
218 READL0O01,((QL(1,J)53=15N),1=1,N)
PRINT 41007
1007 FORMAT(/,410H MATRIX 0%.,/)
DO 8 K=41,N
8 PRINT 1004,(Q4(K,J)sJ=1,N)
219 CONTINUE

IF(NEWQ2) 224,221,220

220 READ 1001,¢(Q2(¢(I-,J2»J=4,NU),1=1,NV)
PRINT 1640

1040 FORMAT(/,410H MATRIX Q2,/)
DO 225 K=1,NU

225 PRINT 1004,¢(Q2¢K»J2,J=1,NU)

221 CONTINUE

DO 20 I=1,NU
DO 20 J=4,NU

20 ULC(I,J)=02(1,J)
CALL GJRV(UL,NU»1.0E-008,1ERR,10)
IF(IERR+1) 23,22,23

22 PRINT 1017

1017 FORMAT(//,39H THE MATRIX Q2 1S NOT POSITIVE DEFINITE)

GO 70 1138

23 DO 25 I=1i,NU
O 25 J=1,N
R=00.
DO 24 K=1,NU

24 R=R+UL(I,K)eB(J,»K)

25 C(1,J)=R
DO 27 I=1,NU
DO 27 J=1,N
R=0.
DO 26 K=1,N

26 R=R+C(I,K)2Q0(K»J?

27 UL(I,J)=R



DO 28 1=1,N

DO 28 J=1,N
28 SG(I,J)=Q0Q0¢(1,J)
29 ICOUNT=0

C
c START THE LOOP
30 CONTINUE
ICOUNT=ICOUNT+4
TD=TIMEDIFaFLOAT( ICOUNT)
IFCITER=-1) 36,40,36
36 CONTINUE
c
CALL RICCE(A,B,08,01,02,S,NsNU,10,10,7D,IERR)
c

IF(IERR+1) 51,38,51

38 PRINT 1019
1019 FORMAT(/,33H AN INVERSION HAS FAILED IN RICCE)

GC 70 118
c
o] ITERATION
C
40 IF(CICOUNT=1) 44,42, 46
42 CONTINUE
Cc
CALL RICCE(A»B,SG»01,02,S»,NsNU»10,10,TD»IERR)
(05
IF(IERR+1) 51,44,51
44 PRINT 1019
PRINT 10290
1020 FORMAT(/,50H THE PROBLEM IS IMPOSSIBLE TO SOLVE WITH ITERATION)
GO TO 1418
46 CONTINUE
C - .
CALL ITERATE(A,B,SG,01,02,S,N,NU,10,10,TD, IERR)
C

IF(IERR+1) 51,50,514
50 PRINT 1019
GO TO 113
54 CONTINUE
DO 52 I=4,N
DO 52 J=1,N
52 ST(I,J2=SG(I,Jy=S(1,4)
53 CALL NORM(ST,N,10,P)
IF(P-EPS) 60,60,54
54 CONTINUE
DO 55 I=1,N
DO 55 J=1,N
55 SG(1,J)=S¢I,J)
56 CONTINMNUE
IFCICOUNT-1IMAX)y 30,57,57
57 PRINY 10414
1041 FORMAT(/,31H THE MATRIX S HAS NOT CONVERGED)
GO TO 1418
60 PRINT 1021
1024 FORMAT(/,418H COMPUTED S-MATRIX,/?
DO 62 K=4i,N
62 PRINT 1004,(S¢{K»J)»J=1,N)
PRINT 1022
1022 FORMAT(/,26H COMPUTED L-MATRIX(U==LoX)»/)
DO 66 l=1,NU
B0 66 J=1,N
R=0.



64
66

68
101

102
104
106
1050

108

110
1052

112
1054

114
10506
115
1057
116
1058

113

200

DO 64 K=1,N
R=R+C(1,K)eS(K,J)

UL(I,J)I=R

DO 68 K=1,NU

PRINT 1004,(UL(K,J),J=4,N)
CONTINUE

DO 104 I=4,N

DO 104 J=i,N

T=0.

DO 102 K=1,NU
T=T+B(I,K)2UL(K,J)
BL(I,u)=T

DO 106 I=1,N

DO 106 J=1,N
ABLCI»J)=ALI,J)y=BL(I,J)
PRINT 1050

FORMAT(/,43H MATRIX(A-8L),/)
D0 108 K=1,N

PRINT 1004,(ABL(K»J)r»J=1,N)

CALL EIGUNSCABL,EIGR,EIGI,N»410,0,1ERR)

IFCIERR~1) 444,440,142

PRINT 1052

FORMAT(/,34H THE TRIDIAGONALISATION HAS FAILED)
GO TO 118

PRINT 1054

FORMAT(/,36H THE MULLER METHOD FAILS TO CONVERGE)?
GO0 70 4118 -

PRINT 1056

FORMAT(/,34H COMPUTED EIGENVALUES OF (A-BL)»/)

PRINT 1057
FORMAT(39H REAL PART IMARGINARY PART,/)

PRINT 4058,(EIGRCIDI,EIGI(I)»1=4,N)
FORMAT(2E20.,40)

CONTINUE
GO TO 156

CONTINUE
CALL EXIT
END
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SUSRCUTINE RICGE(A;B;OU;OiyOQ;S;N;NU,IA,IB,TO;IERR) )

THE SU3ROUTINE COMPUTES THE SOLUTION Ty TxE RICATTICJUATIUN
DS/0T=(AT)®S+3aA=-5232(U2-1)=(3T)aS5+01 WITH S(T1)=Q0,

BY USING THE EXPONENTIAL SERIES FOR THE CANONICAL EQUATION.
AUTHOR, K MORTENSSON 05/10-67,

A,00,04,S=NxN=vATRICES,S¢T) 1S THE SOLUTION,

J=NXNU=-MATRIX,

Q2=NUXNU-MATRIX.

1A AND IB ARE THE DIMENSION PARAMETERS,

TD IS THE DIFF-RENCE T1-T.

IERR IS RETURNED=-1 IF ANY INVERSION HAS FAILEU.

MAXIMUM ORDER OF THE SYSTEM=1C,

THE ROUTINE HAS AN ENTRY POINT CALLED ITERATE.

AHEN THE ROUTINE 1S CALLED WITH ITERATE,WHICH REWUIRES THAT

A PREVIQUS caLL TO RICCE HAS BEEN MADE,USE IS MADE OF THe IN THE
FIRST CALL COMPUTED FUNDAMENTALMATRIX.JO IS THEN SET EQUAL TO
THE PREVIOUSLY COMPUTED S OUTSIDE THE ROUTINE SEFORE CALLING.

SUSROUTINE ReWUIRED
MEXP7T
NORM
GJRV

DIMENSION A(IA.IA))B(IA)IB);OO(IA)IA))Oi(IA;IA)JOQ(18)15))S(IA;IA)

JIMENSION C(10.10),EA(20,20),EB(20,29)
COMPUTATION OF EULERMATRIX

DO 10 I=1,N

DO 10 J=1,N
EA(CI,J)==A(1,J32TD
C(I1,J)=02(1,J)
NPI=N+1

NPJ=N+J
EA(NPI»J)I=0Q4(I,J)=TD
EA(NPI,NPUI=A(I»1)=TD

CALL GJRV(C,NU,1,0E-008,1ERR,10)
IF(IERR+1) 15,60,15%

BO 20 I=1,N

DO 20 J=1,N

R=0.0

DO 21 L=1,NU

D0 21 M=1,NU
R=R+8(I,L)eC(L,M)2B(J,M)

NPJ=N+J

EACILNPJ)I=RusTD

COMPUTATION OF EB=EXP(EA)
M=N+N

1I1=0

CALL MEXP7T(EA,EB,M,20,111)
GO 70 29

ENTRY ITERATE

DO 30 I=1,N
DO 30 J=1,N



(@]

2

NP I=N+]

R=U.0

D0 31 K=1sN

NP =N+K
R=R+Z3(NPI,NPK)200(K, J)
C(l,J)Y=EB(NPL,J)*+r

00 40 I1=1,
D0 40 J=1,
R=0.0

00 41 K=1,N
NPK=N+X 7

=R+E8(T,NPK)I=200(K, J)
EA{T-,J)=E3C(1,J)+R

CALL GURV(EA,N,1.05-008,1ERR,20)
IFCIERR*L) 45,50545
U0 50 I=1,1
D0 50 J=1,N
R=U.0
D0 51 K=1,N
=R+C(I,K)ef A(K»dD)
S(I,J)=R

RETURN
END
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SUBRUOUTINE GJIRVCAsN,EPS, IERR,TA)

INVERTS ASYMME~-RIC MATRICESs HAS EMERGENCY EXIT,
QEQUIRES News2+4aN #ORDS OF ARRAY STORAGE

A 1S THE NAME OF THE MATRIX TO BE INVERTED
N IS THE ORDER OF A

EPs IS A VALUE TO 8E USED AS A TOLERANCE FOR
ACCEPTANCE OF THE SINGULARITY OF A GIVEN MATRIX
IERR IS AN INTEGER VARIABLE WHICH WwILL CONTAIN ZERU
UPUN RETURN IF INVERSION IS COMPLETED UR -1 IF SOME
PIVOT ELEMENT HA4S AN ASSOLUTE VALUE LESS THAN EPS
Ia IS THE DIMENSION PARAMETER

MAXIMUM ORDER QF A=43

THE ORIGINAL MATRIX IS DESTROYED

IF IERR IS RET ;RNED =-1 THEN THE INVERSION HAS FaAlLED
OTHERWISE THE RESULTING INVERSE IS PLACED IN A

SUSROUTINE REUWJIRED
NONE

DIMENSION A(CILIA,IA),B(40),C(40),1P(40),10040)
IERR=U

DO 140 K=1,N

PIVOT=0.0

DO 120 I=K,N

DO 2 J=K,N
IFCABSF(ACT,J))=ABSF(PIVOT)) 2,251
PIVOT=A(I»J)

IP(K)=I

IACK)I=J

CONTINUE

CONTINUE

IF(AZSF(PIVOT)=-EPS)Y 100,100,3
IF(CIP(K)=-K) 4,5.4

DO 5 J=1,N

L IPA=IPCK)

Z=ACIPX,J)
ACIPX»J)=A(K,J)
ACK»J)=Z
IFCTUK)=K) 759,7
BC 8 I=1,N
[PX=10Q(K)
Z=ACI,1IPX)
A(I:IPX)=A(I)K)
ACL,K)=Z

DO 13 J=1,N
IF(J-K) 11,140,211
B(JXY=1.0/PIVOT
CiJyr=1.0

GO0 TO 12
B(J)==a(K,J)/PIVOT
Ctulr)=a(J,X)
A(K»J)I=0.0
ACJ,K)I=0.0
CONTINUE

DO 14 I=1,N

D0 14 J=1,N
ACI,J)=AC1l,d)+C(I)28(J)
CONT INUE

DO 2¢ KP=1,N
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K=N+1-X?

IF(IP(K)=K) 15,417,115
DO 16 I=1,N
IPX=1IP(K)

Z=ACI,12X)

AT, IPX)=ACI,K)
A(I,K)=Z

IF(IQ(K)=-K) 18,20,18
DO 19 J=1,N
IPX=10(K)

Z=ACIPXsJ)
ACIPX»J)=ACK,J)
AMK,J)=Z

CONTINUE

GO TO 21

lErR=-1

RETUKRN

END
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SUBROUTINE MEXP7T(A,B3,N,IA,NOTRACE)

7]
m
Pyl
bt
im
w

COMPUTES B=EXP¢A) 3Y ORIGIN SHIFT AND

TERMS,
AUTHOR, K, MORTENSSON 15/11-67.

A-NXN=-MATRIX,

B-NXN-MATRIX,

IA-DIMENSION PARAMETER.
NOTRACE=0 MEANS THAT NO TrRACE
COMPUTATION W[_L BE PERFORMED.
MAXIMUM ORCER OF A AND B=20.
THE MATRIX A Is DESTROYED,

SUSROUTINE REQUIRED
NORM

DIMENSION ACIA»IA)»BC(IAL,IAY»C(7520,20)
IFCNOTRACE) 41,5912
TRAA=Q.

DU 2 I=1,nN
TRAA=TRAA+A(CI,I)
IF(TRAA) 35553
TRAA=TRAA/N

DO 4 1=41,N
ACI>I)=ACI»1)=TRAA
KDIv=0

D0 6 I=1,N

DO 5 J=1)N
Cli,I,J3=a(1,J)

DO 10 LOP=2,7

DO 10 I=1,N

DO 410 J=4i,N

R=0,.

DO 8 K=1,N
R=R+C(LOP=-2,I,K)*2A(Ks»J)
CCLOP,I,J)=R/LDP

DO 14 I=1,N

DO 14 J=1,N
B(I!J)=C(7JIIJ)

CALL NORM(B,N,I1A,P)
IF(P-1.0E-010) 20,20,16
REST=P#1.0C+0190
KDIV=KDIV+1
RQA=2,0%22(KDIVa7)
IF(RQ=-REST) 15,15,17

DO 18 LOP=41,7
PKVAD=2.,022(KDIV=aLOP)
DO 18 I=1.N

DO 18 J=1,N
C(LOP,I»J)=C(LOP,I1,J)/PKVAD
DO 22 I=1,N

00 22 J=1,N

B(I»,J)=0.0

DO 26 I=1,N

B(I,I)=1.0

00 28 LOP=1,7

DO 28 I=1,N

DO 28 J=1,N
BCI,J)=8(I1sJ)+C(LOP,I1,J)
IF(KDIV) 46,46, 36 '

EXPANSIUN USINg

7



S6 DO 44 [P
Do 40 I=2
DO 40 J=
R=3 e
DO 38 «<=1,N
38 R=R+g(I,XK)eB(K,J)
40 C(l)I)J)ZR
O 42 J=1,N
DO 42 JU=1,N
472 B(I’J)=C(1)I;J)
44 CONTINUE
46 IF(NOTRACE)} 47,50,47
47 'IF(TRAA)Y 49,50,49
49 CC=EXPF(TRAA)
DO 48 I=1,N
48 8(1,J)=CC=B8CL,U)
50 RETURN
END
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SUSROUTINE NOR-“CASNsTA»S)

[ SUSROUTINE COMPUTES THE MINIMAXNORM OF A WHERE
A=NXN=-MATRIX

S IS THE RESULTING NORM

IA IS THE DIMENSION PARAMETER

SUSROUTINE REunIRED
NONE

DIMENSION ACIA,IA)
S=31=3.0

DO 20 J=1,N

R=3.0

DO 10 [=1.N
R=R+A3SFCA( Iy J))
CONTINUE _
IF(R.GTS4L) 15,20
S1=R

CONTINUE

S1=MAX OVER THE COLUMNS
LU 40 I=41,N

R=0.0

00 30 J=1,N
R=R+ABSF(ACI,J))
CONTINUE

IF(R.GT.S) 35:,40
S=Rr

CONTINUE

S=MAX OVER THE& ROWS

IF(S«GT+51) 50,60
S=51

RETURN

END
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SUBROUTINE EIGUNS(AM,EICGR,EIGI-N»1A»IPR,IERR)

SUBROUTINE FOR COMPUTING THE EIGENVALUES OF AN ARBITRARY REAL
MATRIX BY TRIDIAGONALISATION,DETERMINANT EVALUATION AND MULLER

ITERATIVE PROCESS,
REFERENCE,F4 UTEX ELIMEVPR
AUTHOR,K.MORTENSSON 20/140-~67

AM-NXN=-MATRIX WHOSE EIGENVALUES ARE T0 BE DETERMINED.
EIGR-VECTOR OF DIMENSION N CONTAINING THE REAL PART OF THE

EIGENVALUES,
EIGI-VECTOR CONTAINIG THE CORRESPONDING IMAGINARY PART.

IA-DIMENSION PARAMETER.

IPR=1 MEANS THAT PRINTOUTS WILL BE MADE IN THE SUBROUTINE.

IPR=0 MEANS THAT NO PRINTOQUTS wILL BE MADE.

IERR 1S RETURNED 9 IF THE SUBROUTINE HAS SUCCEEDED IN FINDING THE
EIGENVALUES, IERR=1 MEANS THAT THE TRIDIAGONALISATION HAS FAILED»
IERR=2 MEANS THAT THE MULLER METHOD FAILS TO CONVERGE.

THE MATRIX AM IS DESTROYED

SUBROUTINE REQUIRED
TRIDH
TRIRTMU
FUNCT
MODFNT
CSQRN
SCAPRONB(CODAP CODED)

DIMENSION AM(IA,IA),EIGR(IA),EIGI(IA)
DIMENSION A€20.20),8(20,20)»,GR¢(200),GI(200),RTR(20),RT1(20),S¢20),
1IVEC(15) :
COMMON/HHKW/B8,EP, IPRINT

COMMON/HH/GR,GI,EF,EI1,EPC,ED

COMMON/HHH/ A»QTRLRTI»S,K,IERROR

IPRINT=IPR

IERROR=0

JVT=0

GR¢1)»=GI¢(1)=0,
GR(2>)=GI(2)=GR(3’=0.1
GI(3)»==0,1

DO i I=1)N

DO 4 J=1,N

ACTI,JI=AMCT,U)

EF=1,0E-7

EI=1.0£‘14

EPC=1,0E-6

ED=1.0E-7

EP=1.0E+5

TRAB=0,.0

DO 30 K=1,N
TRAB=TRAB+A(K,K)"
IFCIPR=-1) 3,2,3

DO 4 1I=1,15
IVEC(1I)>=404040340404040408
PRINT 400,¢IVEC(1),I=2,15)
FORMATC(AH ,15(R8),/)

PRINT 1014

FORMAT(20Xs33H PRINTOUTS FROM SUBROUTINE EIGUNS,/)
PRINT 220,N

FORMAT(16H MATRIX OF ORDER»IA4)



START 70 TRANSFQORM 70O HESSENBERG FORM
3 I=1
24 IF(41,GE.N=-1)21,22
22 1P03=1+1
IPT=1+2
PARTIAL PIVOTING
IMAX=1IPO
DO 431 J=IPT,N
IFCABSFCACIMAX,I)),CELABSFCACJS,I)) 224,42
12 IMAX=J
14 CONTINUE
IFCIMAXSEQeIP0)Y13514
14 DO 45 J=1,N
- T=A(IPO,J)
ACIPO,J)=ACIMAXJ)?
15 ACIMAX,J =T
DO 16 J=4,N
T=A(J,IPO)
ACJ,IPOY=ACY, IMAX)
16 A(J,IMAX)=T
13 IF(ACIPO,1).EQ,0.032,33
33 DO 47 J=IPT,N
AMUJ, IPOXI=ACU»T1)I/Z7ACTIP0, 1)
17 A¢J»1)=0.
AMCIPO,1PO=1.,
DO 48 J4=IPT,N
DO 18 K=IPO,N
18 ACJsKD)=A(J,K)=AMIJ, 1IP0I ACIPO,K)
NMI=N=~]
DO 19 K=1,N
DC 28 J=IPO,N
20 S(JI=A(K,J)
CALL SCAPRCDB(SCIPC)Y,AMCIPO,IPO),NMI,A(K,IPO))
19 CONTINUE '
GO TO0 613
32 DO 6412 JU=1IPT.N
612 AM(J,1P0)=0,
613 I=]+4
GQ 70 24
21 TRAA=Q.
DG 31 K=1,N
31 TRAA=TRAA+A(K,K)
IF(IPRINT=4) 6,5:6
5 PRINT 201,TRAB, TRAA
2031 FORMAT(i6H ORIGINAL TRACE=E20.10,29H, TRACE OF HESSENBERG MATRIX=E
120.40)
6 CALL TRIDHK(N?
IERR=1ERROR
KKK=IERR+1
GO TO(7,9,9),KKK
7 DO 8 =1,
EIGR¢IDI=RTRCI)
8 EIGI(I)=RTICI)
9 IF(IPRINT-1) 52,592,522
50 PRINT 1902
102 FORMAT(/,20X,40H END OF PRINTCUTS FROM SUBROUTINE -EIGUNS,»/)
PRINT 400,(iIVEQ(I)»I=1,415)
52 RETURN
END
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SUBROUTINE TRIDH(NA) .
DIMENSION A(20,20),B(20,20),8M(23),S(22),RTR(23),RT1(22),GR(200,

1 GI¢200)

COMMON/HHW/B,EP, IPRINT
COMMON/HHH/Z A»RTR,RTI,S,Ks IERROR

N=NA

DO 1 JU=1»N

DO 1 L=4,N

BiJosL)=AaCJ,L>

K=4

NMO=N=-4

NMT=N=-2

TRA=Q.,

MB=Q

I=K

IF{1.GE.N=-1)30,75
IPC=1+4

IPT=I+2

IFCACTIPO,1)sEQ., 062455
IFCIPRINT-4) 404,200,104
PRINT 50,1

FORMATC(32H THE MATRIX IS REDUCIBLE AT STEP,13)
RTRCII=ACI,1I)

RTI(I)=0.

TRA=TRA+A(]I,I)

K=K+1

1F(Ko£00N‘1)30;7

DO 106 J=IPO,N
IF(ACT,J)eEQeD, 240,142
CONTINUE

GC 70 4

NMI=N=-1]
SUM=ABSF(ACILIPT))

DO 19 J=]IPT,NMO
IF(SUMLTLABSF(A(I,J+4)3)2)70,49
SUM=ABSF(A(I,Je1 )
CONTINUE
IF(SUM.GEEP®ARSF(ACI,IP0O2))2,3
KPO=K+1

MB=MB+1

KN=N=-K+1
[F(MB~2320,24,22
IFCIPRINT=-1) 403,102,103
PRIINT S541,1,MB

FORMAT(8H AT STEP,13,32H PRECONDITION TRANSFORMATION NO.,I2)
DO 23 J=K,N

DO 23 L=KPO,N

ACJ,LI=A0J LA UKD

DG 24 J=K,N

00 72 L=KPO,N

S{Li=-1.

S{K)=1,

CALL SCAPRODB(A(K,JI»SI{KIIKNLA(K,JU))
GO 10 7

IF(IPRINT=-1) 111,120,141

PRINT 54,1I,M8B

DO 25 J=K,N

DO 25 L=KPQ,N

ACJ,L)=ACI,L)=AC0U»KD)

DO 26 J=iK,N
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DO 73 L=K,N

S(L)=1. ,

CALL SCAPRODB(A(K:J)nS(KB:KN;A(K;J))
GO 70 7

MO=MB=~1

IFCIPRINT=-41) 105,404,405

PRINY 52,MC

FORMAT(/13,56H PRECONDITIONS HAYE BEEN MADE,
11LS.)

1ERROR=1

RETURN

DO 27 L=1IPT,N
BMCL)I=ACI-L)/ACLI,IPO)
BM(IPOY=41,.

DC 28 J=IP0,IPT

DO 28 L=IPT,N
ACJ,L)I=A(I,L)=A(JS,IPOYSBM(L)
NM=1

D0 29 J=IP0O,NMQ
NM=NM+1

CALL SCAPRODB(ACIPC,J)»BM{IPO)},NM,ACIPO,J))
CALL SCAPRCODB(ACIPOsN)I,EBM(IPOI»NMI,ACIPOLN))

IF({I.EQ.NMT 34,34
IFCACIPT,IP02ecQeDe 236,37
IFCIPRINT=-4) 143,112,443
PRINT 50,1P0

DO 56 J=K,I1PFO
TRA=TRA4A(J,J?

GO 70 9¢
SUM=ABSF(ACIPO,1PT+4 )
DO 32 J=IPT,NMT
IF(SUMJLTLABSF(ACIPO,J#+2)12)274,32
SUM=ABSF(ACIPO,J+2))
CONTINUE .
IF(SUM,GEEP2ABSFC(A(IPO,IPT)) 33,34
DO 35 J=IPT,N
IF(ACIPO,J)eEQ,D46235,39
CONTINUE

GC TO 36

DO 38 J=K,N

DO 38 L=K,N
ACJ2L)=8(J.L)

[=1+4

Go 70 2

DO 291 J=K,I
S(JU+LI=A( U J+L)0ACU41,J)
CALL TRIRTMUCIPO,IPRINT)
IF(IERRQOR=2) 962,975,906
RETURN

K=IPT

GO T0 7

I=1+1

iPO=1I+1

IPT=142

NMI=N=-]

GO 70 76

CO 60 JU=K,N
TRA=TRA+A(J,J)
IFCIPRINT-1) 407,106,407
PRINT 95, TRA

TRIDIAGONALIZATION Fa

FORMAT(29H TRACE OF TRIDIAGONAL MATRIX=E20.10)

DO 641 J=K,NMO



61 SCJ+1)=ACI,J+L)eA( I+, )
IF(IPRINT-1) 86,55,869
55 PRINT 85,(A(JrJdsJd=1,N)
85 FORMAT(/23H -=TRIDIAGONAL MATRIX~--/414H MAIN DIAGONAL/(6E20.,10))
PRINT 86,(A(J=1,J)sJd=2sN)
86 FORMAT(414H SUPERDIAGONAL/(6E20.,10)
PRINT 62s(A(Jdsy=10sJd=2sN)
62 FORMAT(12H SUBDIAGONAL/(6E20.,18))
89 CALL TRIRTMUIN,IPRINT)
IFCIERROR~2) 93,594,993
94 RETURN
93 SUMR=0.
SUMI=0.
DO 87 J=4i,N
SUMR=SUMR*RTR(Y)
87 SUMI=SUMI®RTI(Y>
IFCIPRINT=-4) 109,408,109
108 PRINT 88,SUMR,SUMI
88 FORMAT(49H SUM OF EICENYVALUES,»2E20.40)
409 RETURN
END



SUBROUTINE TRIRTMU(NMNINPUT,EPRINT?
SUBROUTINE FOR COMPUTING THE EIGENVALUES COF THE TRIDIAGONAL

MATRIX BY DETERMINAMNT EVALUATION AND THE MULLER ITERATION PROCESS,
DIMENSION FR(2002-,FI(2022,A4820,20),GR(200),Gi¢(200)»RTRC20)-RTI(20)

1,5¢20?
COMMON/HE/GR,GI»EF,EI,EPCH,ED
COMMON/HHH/ AsRTR,RTI»S, K, IERROR
N=NINPUT
SUM=A{K,K o202
KPQO=K+4
DO 600 I=XPO,N
600 SUM=SUM+A(I,Iee2+p(I=~1,1)202¢A(1,[-1)202
EMAX=SUMaLF
NM=zK=-1
NPLO=NM+4
760 KK=4
DO 750 [=1,3
CALL FUNCTI(N,GR(ID»GICII»TEMRLTEMI)
IF(ABSF(TEMRY*ABSF(TEMIII?54,752,799
799 CALL MODFNT(NM,TEMR,TEMI,GRCID»GICII,FROIDILFICID))
750 CONTINUE
NG=1
NGT=NG+2
758 IF(NG~200)780,785,781
784 IFCIPRINT-1) 404,400,101
1400 PRINT 8605
805 FORMAT(21H MUL; ER METHOD FAILS./)
101 IERROR=2
RETURN
780 NGO=NG+1
ABR=GR(NG)=GRI{NGT)
ABI=GI(NG)-GI(NGT)
BBR=GR{NGO)}-GR(NGT)
BBI=GI{NGOI=-GI(NGT)
DAR=FR(NGI-FR(NGT?
DAI=FI(NG}-FI(NGT)
DBR=FR{NGO)I-FR(NGT)
DBI=FI(NGO)I-FI(NGT)
BDAR=BBR=DAR-BBI»DAIl
BDAI=BBReDAI+BRIoDAR
ADBR=ABReDBR-ABI»DBI
ADBI=ABR2DBl+ABI=DER
UNR=BDAR-ADBR
UNI=8DAI-ADBI
ABBR=ABR#BBR-AB]=2BBI]
ABB1=ABReBBI+ARI*BBR
AMBR=ABR-BEBR
AMBI=ABI-881
DENR=ABBR2AMBR-ABBI<«AMB]
DENI=ABBR~AMBI+ABBI2AMBR
DEN=DENR=2e2+DENI®22
ASDBR=ABR®oADBR~-ARIADBI
ASDBI=A8BR=2ADBI+ABI<ADEBR
BSDAR=BBR«BDAR-BBI2BDAI
BSDAI=BBRoBDA[+2B312BDAR
BNUR=ASBBR~-BSDAR
BNUI=ASDBI-BSDAI
CAR=(UNR®DENR+_NIeDENI )/DEN
CAI={UN]9DENR-UNR®DENI »/DEN
CBR=({BNUR2DENR+BNUIeDENI }/DEN
CBI=¢(3NUI»DENR_BNURSDENII/DEN



CCR=FR(NGT)
CCI=FI(NGT?

CBSR=CBR*CBR-CBIoCE]

CBSI=2,0CBReCB!

FACR=4.9(CAR®CCR=-CAI=CCI?

FACI=4,2{ CAR=LCCI+CAI=CCR)

ODR=CBSR-FACR

0DI=CBSI-FACI

CALL CSQRNIQDR,QDI.CORLCDID
1F((-CBR)I®CDR*(~CBI)2CRi12752,753,753

752 DDR=-CBR-CDR
DDI==CBI=CDI
GO 70 754

753 DDR=CDR-CBR
DCI=CDI-CBI}

754 DD=DDReoe2+DDIoe2
DBR=2,s({CCR«DDR+CCI=+DDI /8D
DBI=2,#(CC1eDDo~CCR#»DD} /DD
DB=DBR#»02+DBIwe2
CM=GR{(NGT)s22+4GI(NGT 02
IF(EMAX-CMY640,6105044

614 CM=EMAX

610 GRINGT4+L)=GRINGT»+DBR
GIICNGT2L))=GI{NGT»+DBI]

NGT=NGT=+1
ABSsSABSF(GR(NGT)I+ABSF(GI(NGT))
1F{ABSF(GR(NGT |, )~ABS=ED)785,756,786

785 GR(NGT)=0. -

GC 70 787

786 IF{ABSF(GII{(NGT)»)=-ARS»ED»788,787,787

788 GI{NGT2=0,

787 IF(DB-EIsCM)765,756,756

756 CALL FUNCTI(N,GRINGT ), GI(NGT»» TEMPR,TEMP]L )
iIF(ABSFCTEMPR)ISABSF(TENPINITH5,765,766

766 CALL MODFNT(NM,TEMPR,TEMPIL,GRINGT)I,GI{NGT»FR(NGT)I,FI(NGT})
NG=NG+1
GO TO 758

751 NGT=I
NIT=0
GC 70 500

765 NIT=NGT

500 RTRINPLO)I=CGR(NGT)

RTI(NPLO)I=GI{NGT)
IFCIPRINT=4) 759,102,759

102 PRINT B804,NPLO,RTR{NPLOI,RTI(NPLO),NIT

801 FORMAT(AL5H EIG-NVALUE NOw»sI3,4H=2E20,40,3H, (14,12H ITERATIONS))

759 NM=NM+1
NPLO=NMe1
IF(NM=N)T7T70C,764,7614

770 ABSO=ABSF{GR{(NGT)I+ABSF{GI(NGT))
IF(ABSO-E1)797.797,79%4

794 GO TG0 (7955,797),KK

795 KK=2
IF(ABSF(GI(NGT)I/ABSQ=ERPC)I797,797,796

796 GI(NGT})==GI{NGT)

NIT=0
Go TO 5¢0

797 TER = GR(NGT) e 1.001 *+ 021
TEI = GI(NGT) o 1,004 + L0014
GR(1)=TER®,75
GR(2)=TER
GR{3)=TER®4L1,25



764

GI(1)=TE1e,75
GI1(2)=TE!
GI(3)=TEI01.25
GO TO 760
CONTINUE

END



SUBROUTINE FURNCT(NALAGR,AGI,FNR,FNI)

SUBROUTINE FOR COMPUTING THE CHARACTERISVIC DETERMINANT OF A
TRIDIAGONAL MATRIX

DIMENSION AC208,20),RTRL(28),RTI(20),5(20)

COMMON/HHH/ A,RTR,RTI»S,K,IERROR

POR=1.,

POl=0.

PTR=A(K,K)=AGR

PTI=~AGI

KPO=K+1

DO 3 I=KPO,NA

TI=ACI,1)-AGR

TTIR=TIsPTR+AGIsPTI]

TTI=TI+PTI~-AGI®PTR

FNR=TTR=S(1)9PQOR

FNI=TTI-S(1)sPgl

POR=PTR

POI=PTI

PTR=FNR

PTI=FNI]

CONTINUE

RETURN

END



SUBROUTINE MODFNT(NR,FNR,FNI,AGR,AGI,FUNR,FUNI)

SUBROUTINE FOR EVALUATING THE FUNCTION VALUES F27 USE IN THE MULLER
PROCESS

DIMENSION A€(20.20)>RTR(20)»RTI(202,5(20)

COMMON/HRH/ AsRTR,RT1,S,K,IERROR

TR=4.

TI=0.

DO 41 I=K,NR

HR=TR

Wi=TIi

TTR=RTR¢ I )=AGR

TTI=RTICI)=AGI

TR=WR2TTR-WI2TTI

TI=WRoTTI+WEleTTR

WR=TRaTR+TIoTI

FUNR=(FNRoTR+FNIeTI )/HWR

FUNI=(FNIJoTR~-FNReTI /KR

END



U

11

12

13

i0

SUBROUTINE CSQQN(XRsXI»YR,YIL)

SUBRQUTINE FOR EXTRACTING THE SOUARE ROOT OF A COMPLEX NUMBER

IF(XReXI)1,2,1
IF(XR»3,4,3
IF(XR)5,5,6
YR=0,
YI=SQRTF¢ABSF(XR)
GO 70 2190
YR=SQRTF(XR)}
YI=0.

GG 70 10
IF(XI)758,7
YR=0.

yi=a,

GO TO 1g

)

YR=SQRTF(ABSF(XI)/2,)

IF(XIN9,21,42
Yi=-YR

GO T0O 410

YI=YR

GO 70 10
UR=ABSF({XR)+SQRTF
U=SORTF(2,2UR)
IF(XR)12,13,13
YR=X1/VU
YI=U/2

GO 10 40
YR=U/2.
YI=xXIsu
CONTINUE

END

kXRGXR+X}0XI)



SCAPRODB

+

LOOP

CONTINUE

[/t N 3

RECORD

MULTEIPLY

. POWERA

m

IDENT
copaAPR
REM
ENTRY
SLd
LDA
INA
574
LDA
SaU
SAL
ALS
SAU
SAU
RAO
INA
sal
LDA
sau
ALS
SAL
SIL
SIu
ENA
STA
STA
STA
ENI
ENA
sug
AJP
SLJ
LDA
AJP
SST
SLJ
SCL
aLsS
AJP
INT
SLJ
STA
LDA
AUP
SS7T
SLJ
SCL
ALS
AJP
INI
SLJ
MUF
ScQ
STA
sTQ
LDA
AJR
SCHM
ALS
SCM
ARS

87

87

81
B2

SCAPRQDE

Ay ACCURATE REAL SCALER PRQODUCT SUBROUTINE.

SCAPRCDB
o5
SCAPRODB
P

=S TEMPY
TEMP4
POWERSB
RECORD
24

CONT INUE
POWERA
ToMP

i
STCRI+1
TEMP4
STORE

24

LQOGP

S ORE
STORE+1
g

=SSUMU
=SSUML
=SS

g

0

vo
CONTINUE
FINISH

oo
r
=037770000000CC0000

I777000000C0C000

LQooP

TeMPL s

o

J
=Q377700000806000C0
K
=03777800000020060¢0
i1

MyLTIPLY

1

LooP

TeMPa

i

=5CFU

=5CFL

-2

£
=Q7777777777777777
1
=0400000000000000¢0
37

INITIALIZE
LCCATIONS.
©

»
TEST FOR
COMPLETION OF SUMMATION
ALA)eBl1l)+eae+tA(NDISBIN),

EXTRACT
MANTISSA
JdF A¢1)
IN FIXED=2POINT,
FRACTIONAL
FORMAT.
TEST ACLI) FOR ZERO,
A{I)=0. THEN
ACI)e8(1 =0,
MANTISSA OF A¢I).
EXTRACT
MANTISSA
0F 8¢1)
IN FIXED-POINTY
FRACTIONAL
FORMAT.
TEST B(1) FOR ZERO.
B{I3)=0. THEN
ACId2B¢C10=0.
MULTIPLY THE MANTISSAS TOGETHER,
SCALE THE DOUBLE-LENGTH PRODUCT.
NORMALIZED DOUBLE-LENGTH
MANTISSA OF A¢I»»B(I).
EXTRACT
EXPONENT
OF ACI)
IN INTEGER FORMAT,
L=
o

S
SE
B
5¢
5¢
5¢
5¢
5¢
5¢

£
5¢
5¢
S¢
57
57
57
57
57
57
5
53

5i
5¢
5¢
o5¢
5¢
5¢
5¢
St
5¢
5¢

St
5¢
5¢
2l
B
5¢
ot
sk
5¢
5¢
5¢
6f
6¢
61
6
61
6f
6
6f
61
6
61
61
61
0!
61



POWERD

NOTZERO

NOTEQUAL

NOCHANGE

ALIGN

ALIGNED

STa
LDOA
AJP
SCHM
ALS
cM
ARS
ADD
STA
ENA
INA
ADD
STA
LDA
AJP
LDA
LoQ
STA
STQ
LDA
STA
INI
SLJ
LDA
SuB
STA
AJP
LA
LPa
SLJ
AJP
LAC
STA
LDA
LDQ
STA
STQ
LDA
LO0Q
STA
STQ
LDA
LDQ
STA
STQ
ENA
SUB
AJP
INI
aLJd
LDA
LDaQ
LRS
LRS
SCL
STA
ENA
LRS
STQ
LDA
L2Q
LRS

82

Bi

TEMPA

@4

¥V
=Q7777777777777777

A
-~

=0Q4000500003C20200
37
TEMPY
TEMPY

t

-1
TEMP4
=3R
SuMU
NOTZERGC
CFL

cri
SuMU
SiML

R

S

i

LOOP

S

R

TeMP1
NOTEQUAL
CcFuy

CFL

AL IGNED
NOCHANGE
TeMPL
TEMPR
SiMu
Cry

cru
SUMU
SUML
CFL

CFL
SuML

DWW

94
TeMPq
ALIGHN

i

.QoP
Cry

CFL
TEMPA

2
=04000000G60000008¢
CFuU

0

1

CFL

Sy My
SuML

2

-]

CEXTRACT

EXPONENT
QF BeId
IN INTEGER FORMAT.
&
@
COMPUTE SUM
0F THE EXPONENS,
ADJUST
EXPONENT
DUE T7C THE NORMALIZATION,
CORRECT EXPONENT OF ACI)eB(I),
TEST THE PARTIAL
SUM FOR ZERO,
THE PARTIAL SUM
ACLIoB(L)+esA(I=1)2BCI-1)=0,
THEN THE PARTIAL SUM ACI)=B(1)}
SoeetACTIOBCIY=ACTII2B(]}.
-]
&
®
<
COMPARE S AND R
BY FORMING S-R.
S-R IN TEMP1,
IFf S=-R=0, THEN IT7 IS
NOT NECESSARY
TO ALIGN
BINARY POINT.
IF S IS LESS THAN Ro»
INTERCHANGE ACI)=2BCI1)
AND THE PARTIAL SUM,
INTERCHANGE CFUCUPPER
HALS MANTISSA OF A¢ljeB¢I)
AND SUMUCUPPER HALF
MANTISSA OF THE PARTIAL SUM)
INTERCHANGE CFL(LOWER
HALF MANTISSA OF ACID)=BCI)?
AND SUMLCLOWER HALF MANTISSA
QF THE PARTIAL SUM)e
INTERCHANGE
R{EXPONENT OF A(Il2g8(1))
AND S¢EXPONENT
OF THE PARTIAL SUM)D,
CHECK SHIFT COUNT TO 8¢
NECESSARY TO ALIGN BINARY
POINT BEFQRE SHIFTING. IF 1T
IS LARGER THAN 94, A(I)=8(I)
IS 700 SMALL.
ALIGN BINARY
POINT BY SHIFTING
AC1)eB(1) RIGHT BY S-R PLACES.
GIVE T40 MORE SIGN BITS,
PLACE O AT THE
BEGINNING OF
PLACE © AT THE
BEGINNING OF
LOWER HALF

UPPER HALF,

GIVE TWO MORE SIGN BITS.
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STARTADD

NOCARRY

FINISH

PLUS

+
NOCOMP

+
NOTCOMP

STORE

SCL
STA
ENA
LRS
STQ
LDA
ADD
STA
LDO
ENA
LLS
ADD
ADD
AJP
STA
ENA
LRS
sTQ
ADD
STA
LDO
ENA
LLS
ADD
LLS
LRS
LLS
SCQ
STA
STQ
ENA
INA
ADD
STA
INI
SLJ
LDA
AJP
AJP
LAC
ARS
INA
SCA
5SK
SLJ
SCM
ARS
scL
STA
ENA
ADD
ALS
SSK
SLJ
SCH
scM
scL
ADD
STA
ENT
NI
5Ld

82

B2

g1

B2

B2

Bl
B2

=Q4000000002200090¢0
SuMy

G

i

SuML
SUML
CFL
ToMPA
ToMPA

e}

1

SUMU
CFu
MDCARRY
=STEMP2
2

i

TeMPY
TEMPL
TeMPi
TEMPAL

9

b 3

TEMP2

1

2

2

95

SUMy
SuML

g

-94

S

S

i

LOoP
SyMy
LERO
PLUS
SUMU

1

L0G08

1

SUMU
NQCOMP
sQ7777777777777777
i1
=03777060000000000
SyMU

0

S

36

SyMU
NOTCOMP
=Q7777777777777777
=3206000000Q08000G0090
=Q40QQ777777777777
SyMU

20 .

B

X

fo 2]

T THE
JINNING OF UPPER HALF,

THE BEGINNING
0F LOMWER HALF.
ADRD

LOWER HALVES.

CLEAR A-REG AND
BRING POSSIBLE CARRY INTO
ADD CARRY
AMD UPPER HALYES,
TEST FOR ENMD-AROUND CARRY.
END=-AROUND
CARRY EXISTS,
MAKE AN
END-AROUND
CARRY.,
2

A‘REG.

2
-]
&
@

SIGN BIT AT THE BEGINNING OF AzREG
THESE TwO OPERATIONS SUPPLY
CORRECT FILLER BITS(SIGN 3ITS).
NORMALIZE THE
DOUBLE-LENGTH
SUM,

ADJUST

EXPONENT
QUE T0O
THE NORMALIZATION.
ACL)2eB L)% 00e+Af 122BC1) FORMED.
REPLACE I BY I+41, BACK TO LOOP.
THE SCALER PRODUCT

ACA)0B(A)%eas A(N)2B(N) FORMED,
ROUND OFF THE DOUBLE=®
LENGTH ANSWER
TO0 SINGLE=LENGTH(36
BITS MANTISSA.

& B o O o

@
ADJUST EXPONENT
DUE TO THE ROUND=-OFF.
REPACK THE
EXPONENT
AND THE MANTISSA
INTO 48-BITS STANDARD
FLOATING-POINT FORMAT.
®
£+
STORE THE ANSWER,

NORMAL RETURNe

- A
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