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KULIKOWSKIS VERSION AV TEORIN FOR OPTIMAL STYRNING

Denna redogérelse behandlar den polske matematikern Kulikowskis
version av teorin for optimal styrning av fysikaliska system. Vi
begrdnsar oss till linjdra, tidsinvarianta system, dvs system
som beskrives av linjdra.differentialekvationer med konstanta
koefficienter. Ett system kan representeras pa tva sdtt, antingen
med hjdlp av tillsténdsvariabler eller ocksd med hjdlp av vikt-
funkticnen.

(1) Representation genom tillstandsvariabler

Lat tillstandsvariablerna vara xi(t) samt 13t systemet styras av
styrsignalen u(t). Representation genom tillstandsvariabler inne-

bdr att systemet & givet i form av en linjdr differentialekvation

n n-1 n:i_____
d x(t)+a 9._._._xf.t_)+,,,+a x(t) =b_u(t) + ... +Db d 31(1:)
at" n-1 - g4n-1 o 2 boad™

ddr x(t) dr nagon storhet hos systemet.

Sasom kant frén grundldgggande regleringsteknik kan denna n:te
ordningens differentialekvation éverféras till ett system av dif-
ferentialekvationer av férsta ordningen genom att de n:st tillstands-

variablerna infores.
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Detta skrives enklare i matrisform
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I8sningen till detta system av differentialekvationer &r

t
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At

x(t) = e B u(r) dr

dér x(0) &r en matris beskrivande systemets tillstdnd vid t = 0 och

@ k
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=o k!

(2) Representation av systemet med hjdlp av viktfunktionen

L4t u(t) vara styrsignalen och x(t) utsignalen. Vart system kan da
beskrivas pa foljande sidtt

t
x(t) = J k(t - 1) u(r) dr

dar k(t,t) &r systemets viktfunktion, vilken &r karakteristisk for
systemet. Fér linjdra, tidsinvarianta system gdller att systemets
viktfunktion k(t,t) = k(t-1). Man kan visa matematiskt att vikt-
funktionen &r systemets utsignal di styrsignalen &~ en Dirac-puls
o(1) under férutsittning att systemets initialtillstdnd &r noll.
Detta ger en konstruktiv metod fér bestdmning av ett systems vikt-
funktion. Om systemet & givet i form av en differentialekvation

dvs



x(t) = Ax + Bu
y(t) = C « x
ddr y(t) dr den observerade utsignalen och C = (ci, cees cn)

sa blir systemets viktfunktion C - it

« B,

Vért problem bestdr i att bestdmma styrsignalen u( ), sd att sys-
temet Sverféres frdn ett givet begynnelsetillstdnd vid t = 0 till
ett dnskat sluttillsténd pa kortast mdjliga tid T med vissa inskrdnk-
ningar pd styrsignalen u(t). Dessa kan vara t.ex. begrdnsning av
absolutbeloppet av styrsignalen dvs begrdnsning av styrsignalens
amplitud eller begrdnsning av tillfdrd energi genom styrsignalen,

dvs

. T 2
S u(t)dr <L

o

Dd systemet dr givet i form av dess viktfunktion & man intresserad
av att utsignalen och dess derivator x(i)(t) i=0, ...n pa
kortast msjliga tid antar vissa dnskade vérden med begrédnsning pa

u(t) enligt ovan.

Vid bestdmningen av den optimala styrsignalen u(r) anvénder sig

Kulikowski bl.a. av resultat fran funktionalanalysen.

Problemet att bestdmma den optimala styrsignalen reduceras till
féljande matematiska problem:

Bestdm
| 2e, |
_._—_d_ didr
As o] k(T )||q

A godtycklig vektor (Al, Ays eoes An) med reella komponenter



AT

g XM -7 - x(0) med x(T) Snskat sluttillstand och x(0)
begynnelsetillstadnd i vektorform. Matrisen A erhdlles vid
systemrepresentationen genom tillstdndsvariabler enligt ovan.

n
k(T-1) = hi(TLr) " A med hi(T-r) som element till
i=1
H(T-t) = eA(T-T) » B ddr matrisen B erhdlles vid system-

representationen genom tillstandsvariabler enligt ovan.

||k(T-'r)||q betecknar g-normen fér k(T-t) och & lika med

T
{ 7 |x(T-0|% ar 19 g q &r heltal som karakteriseras

o
inskrdnkningen pa styrsignalen.

T betecknar tidpunkten di det dnskade sluttillstandet uppnatts.

Da systemet givet genom sin viktfunktion k(t) reduceras problemet

till exakt samma matematiska problem. Bestdm

max ———— dér
A ||k(T—r)||q

T X .
x= £ & (o) - u dar air & (1) & en n x 1 matris
(o]

med viktfunktionen och dess derivator som komponenter. For

komponenten Xs i x gédller:

N o] B .
x; = xo(l) m - 7k (roo) wen ar - kP 0) wm

med xo(l) (T) som det 6nskade slutvdrdet pd i:te derivatan

av utsignalen.

o 4.
i) kD (T-1) ul(t) dt representerar utsignalens i:te deri-

vata vid t = 0 och anses kind.

n-1 (i)
K(T-1) = I k¥ (T-1) + A,
i=0 1



Likartade matematiska problem uppstdr vid momentproblemet: Givet
en odndlig f6ljd av reella tal Sy En icke-avtagande funktion

o(u) sBkes som uppfyller

S, = i uk d o(u) k=0,1...

-W
Se "Some Questions in the Theory of Moments" av Akhiezer och Krein
under rubriken "The L-moment problem and some of its applications”.

Dar finns bl.a. foljande problem beskrivet:

Givet Sg» e+ S och -1 < 8 < 1, Betrakta P(u) = a, taut ...
+a samt as + ... +tas_ =1,
n 0 0 n-n
+1
Finn min I(P) = s { |P(n)| + ¢ P(n) } dn
-1

Se under rubriken: The L-Problem is an abstract linear normed space.

Givet n linjdrt obercende element X ees X oo Sok

)
T = 1nf||glxl+...+anxn||

under bivillkoret c + ... tcE =1 dér cy dr givna.

lgl o n-n

I de allra flesta fall leder bestdmningen av den optimala styr-
signalen till maximeringsproblem som ej kan l8sas analytiskt. I
vissa fall &dr detta dock mdjligt och dessa fall genomgdas i redo-

gbrelsen. Dessa dr bl.a.

1. Begynnelsetillstand noll och tillstandsvariabel &ndras samt
qQ=1

2, System representerat av differentialekvation av ldg ordning
n=2,mdq=1

3. Begynnelsetillstand noll, en tillstandsvariabel &ndras, q = 2

4. Begynnelsetillstand noll, en tillstdndsvariabel &ndras och
q:w



2. MATEMATISK BAKGRUND TILL KULIKOWSKIS VERSION AV TEORIN FUR OPTIMAL
STYRNING

Det var Krasovski som forst observerade att vissa egenskaper hos
funktionaler i normerade rum, sdsom Krein har beskrivit dem, kan
tilldmpas pa tidsoptimala styrningsproblem. Han anvdnde dessa egen-
skaper for att hdrleda uttrycket for en optimal styrsignal, vars
amplitud & begradnsad. Krasovskis arbete utvidgades av Kulikowski,
som demonstrerade att Kreins resultat direkt kan tillédmpas pa en
allmdnnare typ av inskrdnkningar pa styrsignalen.

En mingd R av element X, y, 2 ... sdges utgbra ett linjdrt rum om
féljande villkor uppfylles:

(1) For varje par av element X, y € R &dr entydigt ett tredje ele-
ment z = x + y, som kallas summan, definierat sadant att
a)x+y=y+x
b) x+ (y+2) = (x+y)+z
c) det existerar ett element 0 med egenskapen

X+ 0=x for alla x ¢ R
d) for varje x ¢ R finns ett element -x sddant att x + (-x) = 0

(2) TFor varje godtyckligt tal a och x € R dr det definierat ett
element o * x sadant att
a) a(Bx) = (Balx
b) 1 -x=x

(3) Operationerna addition och multiplikation hér samman pd foljande

sdtt:
a) (a + B)x = ox + Bx
b) alx + y) = ax + ay

Ett linj&ért rum sdges vara normerat om till varje element x € R
det definieras ett icke-negativt tal ||x|| som kallas normen av x

och som uppfyller:



(1) ||x|| = 0 d&8 och endast did x = 0
(2 |ox|| = |af «|]x]]
3 |lx+yll s [Ix]] + [lyl]l

Ett linjédrt rum vari en nérm definierats kallas ett pre-Banachrum

Exempel:

= {kontinuerliga funktioner x(t) pd {0,T} med

B

i T

I |x)|F dt <= med normen |[x()||_ = { 5 [x(t) [P}
O p (o]

P

godtyckligt heltal 2 1.

En reell funktion pd en midngd R tillordnar varje element i R ett
element pd reella linjen. Ndr R-normerad, linjdr mingd, sjdlv bestar
av funktioner kallar man funktionerna av elementen i R f&r funktio-

naler. En funktional sdges vara linjar, om

flax + By) = o f(x) + Bf(y) d&r x,y funktioner e R och a,8 god-
tyckliga tal.

Exempel pa linjdr funktional:

b
f(x) = 5 x(t) - yo(t) dt linjdr funktional ty
a
b b
flox + By) = f (ax(t) + By(t)) - yo(t) dt = a / x(t) - yo(t) dt +
a a
" p
+ 8 Jy(t) - yo(t) dt = a f(x) + B f(y) dér x, y, y_ € B

a

Ovanndmnda linjdra funktional erhdller man som l6sning till det
linjéra, tidsinvarianta reglersystemet férut beskrivet med
{b,a}l = {0,t}. yo(t) motsvarar styrsignalen. Analogin kan foras
vidare, ty yo(t) € BP, som medfdr att

lHy (O] = 7 ly_(£)|P at)H/P
Yo ®lp = L1y,



Satt yo(t) = u(t)

t
p=1 ger [|uD)f]; =/ luCt)|dt = totala arean av u(r) i {0,t}
o
K 2 . 172
p=2 ger [Ju(D][,=1{7 |uCt)|® dt } som dr ett mitt pa

o
roten ur totala energin som tillféres system genom u( ) under {0,t}

p=e ger |lu()|| =max |ulx)] i {0,t}

Vi konstaterar sdlunda att som normen definieras i BP-rummet kan
densamma anvindas som mitt p& inskrdnkningen av styrsignalen u(t).
Arten av inskridnkningen erhilles genom att man ger p ett lémpligt
heltalsvarde.

Man definierar en norm fér linjdra funktionaler:

[1£]] =sup {|E|/ ||x|]] » x %0}

Vid berdkningen av den optimala styrsignalens utseende anvénder sig
Kulikowski av foljande olikheter.

1) Holders olikhet for integraler

]
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Bevis: Betrakta i (£, )-planet kurvan = Ep_l eller ekvivalent
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£ =m Y
Av figuren framgar att for varje
godtyckligt val av positiva vérden

pd a och b gdller : b /”2=§P‘1
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Av figuren framgdr att for varje godtyckligt val av positiva
vdrden pa a och b gdller:

sl + 52 > ab
a

s, =/ Ep—l dg = ap/p
o
b

s, =1 ¥ta =p¥d
o}

dvs ab g ap/p + bq/q

Av utseendet pd Holders olikhet framgdr att om den gdller for
x(t), y(t) sd gidller den dven fér ux(t) och ry(t) dér u,\ &
godtyckliga tal. Det racker ddrfoér att visa olikheten for

b b
fxoPat = s |y|? =
a ad

x(t) - y(t) dt s 1

1
b
Vi skall sdledes visa att /
a

Satt a = |x(t)| och b = |y(t)] vilket medftr

P q
|x(t) + y(©)| s x|, ly@]*®
P

q
e P x) [P Py e
Integrera [ |x(t) « y(t)|dt s f dt + s dt = 1
a a p a q
V.S.B.
b b
2) | 5 x(t) dt | s / |x(t)|at
a a
T
Betrakta den linjdra funktionalen [/ x(t) - y(t) dt dér
o)

y(t) € BY , x(t) € BP . Pér denna giller



T T T SPIURRY,
| 7 x(t) - y(£) dt | s £ |x(t) « y®)|at ¢ { 1 |x)|T a9 .
(0] @] (o]

T
1 ly]9 anyt/a
o
Vi understker vilket samband som skall rdda mellan x(t) och y(t)
for att likhetstecknet skall gdlla i bada olikheterna.

T T
(@) | £ x(t) « y(t) dt | =/ |x(t) - y(t)|dt
o o

Likhet intrdffar di och endast da

x(t) « y(t) 2 0 for alla t e {0,T} eller

x(t) « y(t) s 0 for alla t e {0,T}

T T T
M) F )| - |y at = {5 x| aeP - {F yo |9 ae)d -
(@) (o] (o]

= Il - il

Likhet intréffar di och endast di |x(t)| = |K| - Iy(t)lq-l .
Detta framgdr av beviset for Holders olikhet (se figuren).

ab = ap/p + bq/q dd och endast da linjerna fran a och b skdr
kurvan = P71 i samma punkt, dvs |y(t)| = |x(t)|p—l.eller
ekvivalent |[x(t)| = |y(’c)|q-—l .

Om man i beviset fér Holders olikhet i stdllet anvdnder kurvan
= |K| - eP1  erhdlles samma olikhet. Med andra ord likhet réder

@ x| = K| v |y |3
Kombineras a och b erhilles x(t) = K Iy(t)lq_1 sign {y(t)}
Att detta uttryck pd x(t) satisfierar b dr omedelbart klart.

x(t) * y(1) = K« |y®)|%, ty y) - sign {y(t)} = |y®)].
x(t) - y(t) har konstant tecken i {0,t} - tecknet beror pa den

godtyckliga konstanten K - varfor dven a dr satisfierad.



3. BESTAMNING AV STYRSIGNALENS UTSEENDE DA ENDAST UTSIGNALEN x(t)
AR AV _INTRESSE

Vi ndrmar oss det allminna problemet att bestdmma styrsignalens
utseende genom att betrakta ett specialfall ndmligen da endast
utsignalen fér systemet & av intresse, samt dd systemets ini-
tialtillstand &r noll dvs utsignalens vérde vid t = 0 &r 0.

Vart problem lyder sdlunda: S8k den styrsignal u(t) som pd mi-
nimal tid dverfor systemet fran noll till Xy under inskrdnkningen
||u(1)||p s L, ddr x, &r onskat sluttillsténd.

d
Vi sdker forst den styrsignal u(t) som pa given tid T 6verfor sys-
temet frédn noll till x. med miniminormen ||u(r)||p ; ||u(1)||p < L,

d
varefter vi minimerar tiden T.

t

Systemet beskrives med x(t) = /S k(t-1) u(t) dr, med k(t-1) som
o

den kidnda viktfunktionen fér systemet. Vid tiden T:

T

Xy =/ k(T-1) » u(r) dt enligt férutsittningen om sluttillstandet.-
o

Harur fas

iy T .
|xd| = | f k(T-1) u(t) dt | s/ |k(T-1) | | uCt) |dr ¢
(o] 0]

T 1/ T 1/
s (f k=0T ar . 7 Jwo)|P dr 1P = | |(T-0) || - | uto)] ]
o o q P

enligt kapitlet om matematisk bakgrund till Kulikowskis version.

Dessa olikheter medfor: | luC || 3 ——————
P ||k(T—T)||q

Av denna olikhet erhdlles att miniminormen ||u(t)||_ =



Detta innebdr att likhetstecken skall rada Sverallt i ovanstaende
olikhetskedja. I foregdende kapitel understktes just denna kedja
och med x(t) = u(t) och y(t) = k(T-1) erhdlles sdledes

u(t) = K+ [k(T-0 |9 sign (k(T-1)} .

Konstanten K bestdmmes med hjdlp av det énskade sluttillstandet Xge

T T
x, =/ K(T-0) u(r) dt = J K(T-1) * K - Ik(T-1) |4 sign {k(T-1)}dt =
(o] (o]

T
K/ Jk(-1)|%dr =K ||k(T—t)]|3
o]

vilket medfér att

X3

| |k(T-1) | |2
q
Vi har sdledes funnit att en styrsignal u(r) som ger miniminorm

skall ha utseendet

X3 -1
u( ) = ——F—— ¢ |K(T-0) YT - sign (K(T-1)}
l'k(T—T)l]g

Lit nu inskrdnkningen pi styrsignalen vara ||u(r)||p s L
Vi hade forut olikheten

W Ly
||k<T-r)||q ||k(T—1)||q

x|
k(-0 ] 3 —3 , ... (1)
1

||u('t)||P =

1
T foost
Lit oss studera ||k(T - ©)||q = || k(D) ||q = £ | k()% dr} ¢

Integranden &r hir en positiv funktion, dvs. ||k(T-1)||q &r vixande med

vadxande T.



Antag att Xy och L &r givna, Vi ser da att 18sningen u(1) enligt ovan &r
mjlig for alla T, som uppfyller (i). Eftersom ||k(T—T)||q = f(T) vixande,

positiv funktion fis minimitiden T  d4 likhet rdder,dvs. |]k(T—r)||q S

X
= Eg . Detta torde dven kunna inses resonemangsmissigt ur utseendet pa

styrsignalen u(t).

|k(T—1)||q ingdr i ndmnaren, och gér man denna norm

sd liten som msjligt, blir u(r) i varje 8gonblick s& stor som myjligt.
Med andra ord sd maximerar man den kraft med vilken styrsignalen i varije

Ogonblick paverkar systemet,

Den sckta styrsignalen har alltsa f6ljande utseende:

k(T -1y I71 k(T -7)
u(r) = 1.3 - = + sign X
d d
k(TO—T)
P = » medfdr att u(r) = L * sign <
d
» k(Tb—T)
P = 2 medftr att u(r) = L° » ——

d

mdste undersdkas speciellt.

8

Fallet p = 1 dvs. q =

T T
{7 k(T-1) wCt) dt | s /7 |K(T-0)| + | u(x)] dr ¢ ||u(1)|ll c | K(T-0 ] =
o o

= llu(t)lll - max |k(Fr)|. Antag att max |k(T-1) ernds vid tidpunkterna
(o,T)

Tj j = 1 - n. Bida olikheterna satisfierade med likhetstecken om u(t) =

= { (52 k3| - s(r_rj) } -+ sign {k(T-1)} dér x %3] = llu(r)||l s L;
J ] Ix l
Enligt foregdende &r ||k(T-1)||_ = max |k(T-1)|3 Ld « «..(ii). Men max .
(o,T)

|k(T-1)| behdver ej vara kontinuerlig funktion av T, t.ex. k(T-1) styckvis
konstant. Lat Tb vara det minsta T som uppfyller (ii).Ommfér detta TO

(ii) satisfieras av olikhetstecken, kan vi definiera en mindre grins Ll< L



i % k(.T"YYl

[
|

b 4
sddan att max 1 k(T - )] =1i$l—-f6r samma T_.
1

X
Figurbeskrivning av ovanstdende: Antag att olikheten max |k(T—r)|;l—%l

X
byter riktning vid T, ochl—%l enligt

r‘_ﬁﬂ__“\d/// figuren, Vi kan da definiera ett mindre

| L, sa att |Xd| enligt figuren.

L

— r:{J
Sammanfattningsvis bestd&mmer man den optimala tiden TO fér alla q ur
relationen |[k(T—¥t)||q = 4] Styrsignalen blir u(r) =

L
T -ty qg-1 T ~1)
Lq N I.L(.ig—)-l Sign \'.]d+] .

d d

Bestdmning av styrsignalens utseende dd flera tillstdndsstorheter &r av

intresse,

Vi skall nu betrakta ett linedrt tidsinvariant fysikaliskt system med
n st tillstandsvariabler, vilket kan pdverkas av en styrsignal u(t).
Dessutom &r systemets initialtillstand ej noll, Som ndmndes i kapitel 1
beskrives systemet av en linedr, n:te ordningens differentialekvation.
Vart problem lyder: Stk den styrsignal u(t), som pa kortast mojliga tid

T, dverfdr x(+)= tillstandsvektorn fran ett givet starttillstand x(0) till

ett énskat sluttillstédnd x(T) med en begrédnsning pd u(t) given genom
||u(1)||P.§ L. Hir & x(0) och x(T) matriser

”xlzor %, (T)
x(0) = | x,(0) | 3 x(T) = |,
— ‘2 jrieb il i
—?n(O)A xn(T)




Férst sbker vi en styrsignal u(t) som pa given tid T ger den dnskade
tillstandsvektorn x(T) med minimincrm ||u(t)||P,||u(T)||P-§ o
Direfter minimerar vi T.

Enligt kapitel 1 har vi féljande uttryck pd utsignalen x(t) =

eAt. gfo) + F eA(t-Y)B . u(t) dy d&r matriserna A och B erhdlles enligt
0

kapitel 1. Varje u(t), som skall ge tillstandsvektorn x(T) vid t = T

maste uppfylla relationen:

T
ey = ! H(T-1) . u(r) dy dér e; = x(T) - & x(0) och H(T-1 ) = AT-1) g
= L —
LAt elementen i ed vara
a_ T :
e; = g hi(T-T) . u(r) dy dar hi(T—T) elementen i H(T-t).
0

eg kan uppfattas som en linedr funktional enligt kapitel 2, Betetkna den

linedra funktionalen f(hi (T-1)). For att f& fram miniminormen

[Ju¢t) || infér vi en hjdlpvektor A med komponenterna A,... A_, dér A,
P - "1 n 1

&r godtyckliga reella tal. Bilda skal&rprodukten

a_ 1 .
& ° Ai e = I xif(hi(T-r) . Eftersom f(hi(T—r)) dr en linedr
i=1 i=1
funktional foljer att

n
Aoeg=l

n

n
g A £ (T-1)) = £(Z X hy (T-1)) = £(k(T-1))

i=1
i=1l



T T

I I
Vi har ).e k(T-1), u(t)dt| <« |K(T-1) || u(x)| dr <
— = 0 0

T N | Lol . ] xeT-0]|
¢ |5 luo|Pdadlp I k(r-v)| Ydr|q Hu P’ g
0 | L 0

Enligt kapitel 2 &r q-normen fér den linedra funktionalen

o) |2 gl __|__|

f(k(T-1)) lika med max z
R(T-1) | |k(T-1)| Iq Ty I |k(T—r) | | i | fx(T-1)]| |

ty T givet och konstant.
Av ovanstdende olikhetskedja erhdlles att

AL e
[uco) || = =d]
||k(T~T)|‘
X
d v s max Jﬁj— 3 Ilu(T)”p- Detta ger att
Ay ||k(T—t)||
- |2 &
min| juCt) || =
P A ||k(T-'r)||q

Genom denna maximering bestdmmes den uppsdttning \; som minimerar

| Ju(t) | Ip. Indicera med *de uttryck vari maximerande A; ingér

¥
i _ | &
min| [uCt) || _ = =
S ¢ )

Normen av u(t) har inskrinkningen min||u(t)| | L. Detta kombineras med
ovanstdende och vi fér : — | A ed]

L>/|_A_- €4 eller ||k*(T—r)||q> T

| [x* (T-0 |,

| |3¥ (T-0)| |q &r en positiv, véxande funktion av T. Minimitiden T, erhdlles

d& likhet ré&der i ovanstdende olikhet.

A
||k*(T-r)||q | lt=c]



Vi skall till sist bestdmma utseendet pa den optimala styrsignalen u(t).
Férut kom vi fram till olikhetskedjan

T T
_ I

| ; k(T-1) u(7) dr |< lk(T‘T)' | u(-r)| - dr ¢
0 0

< ||u(r)||p .||k(T—r)||q .Dessa odiikheter dr analoga med de som vi er-
h6ll i kapitel 3. Vi far salunda

, g -
ultd = k. |k*(T-v)| ¥} sign [k (T—r)]
Bestdmning av konstanten K sker med hjdlp av slutvillkoret x{T)

. n 4 n T W
Mogg=Iiag f Ihi(T-'r)l = :)i v é i.hy (T-1) wur) dre =
1
n T ‘
=z % n (-0 Lk 0r-n] T L sign [e* (T-T)] dr =
1 0 1 il
T .
=K 1] KT T, sign [k*(T-Tﬂ 2 M ohy (T-0) dn
0 .
1
n + 2
dar _a; hy (T-1) = k¥ (T-1). Detta medfér att
1

¥ Tow
Aoeg sk T T Tar = kL k¥ -0 ][
0 q

dvs +* 2 o
K = l gd = A * gd Lq
A q
| [i* (T-0) || |27 eyl

Fallet q== analyseras med samma resonemang som i kapitel 3.



Styrsignalens utseende da utsignalen och dess derivator &dr av intresse.
Vért system &r givet genom sin viktfunktion k(t). Problemet bestar i att

bestdmma den optimala styrsignalen u(t) sd att utsignalen och dess de-
rivator upp till en viss ordning pa kortast m&jliga tid antar de &ns-
kade vdrdena. Enligt kapitel 1

t
x(t) = [ k(t-1) . u(r) dr

- 00

i . t . (i-1)
vi far: S0, Xy = Tk D (por) o) dr + k. (0). ult) +
dt 0

+ 93D (1) ner) ar

[INES (1) PRRED
Vid tiden T: ! k'™ (t-1) u(x)d = x 77 AT -_{ k77 (T-1) ulr)dr -
0

-k (1‘120) w(T) = x; dar x(é) (T) &dr det ¢nskade vérdet pa i:et

X

A 0 ;i .
derivaten av utsignalen. Vi har sdledes. x = }.fl f & (-1) u(r) a
xn—I‘ 0

med (k(l) (t-1)) en n x 1- matris dir elementen bestdr av viktfunktionen

och dess derivator. Ve erhtll exakt samma uttryck i féregdende avsnitt

med ey " [}:{o ﬁoch (k(l) (t-t)) = H(T-t) . Vi kan sdledes anvidnda oss av
Xn-1 'Lq.A* . X

resultaten dir och fér:u(t) = ——— . lk*(T -1) q-l[sign KT -1)}
I_):_*. .)EI q \ O 'g. 0

R > _ ¥, (1)
dar k (TO-T) =z Ai k (TO-T)

i
2¥ bestdmmes ur max | A Xy
As
i | |k(TO—-'r)| |q
| | 2% x|
Den optimala tiden T, bestdmmes ur: L = =
[ |x (TO—T)||q

Sammanfattning: Om systemet &r givet av en differentialekvation, omskrives
den enligt kapitel 1 till ett system av differentialekvationer i =Ax + Bu.
Losningarna till detta system blir x(T) - eATx(O) =7 eA(T'Tz-B-n(T)dT

0




Bilda &4 ©ch k(T-1). Den stkta uppsdttningen \; bestémmes ur max
A

12 &l . o
, ddr q beror av arten av inskrédnkning pa u(t);

| fuCt) | Ip\s L; % + % = 1. Minimaltiden T; bestdmmes' ur min| |u(t)| |P=

A3 } . . i
u ]2l * gd] = L Det minsta T som satisfierar denna relation sédttes lika
I 1X(T-1) | Jl
q ¥
Lo e,

med T,. Den optimala styrsignalen u(r) blir da u(r) = |—~<i; '
Y. e
A% &g

|k"‘(T0—r)| q-1 sign. l:k*(TO—T)] . On systemet dr givet i form av viktfunk-
tionen kv(T—T) foérfar man pd féljande sdtt.

Y € (i-1
Bilda x; = x (1) (D =/ kP (1-0) uo) - k4o wem

dér ? k(4 (T-1) u(r) noll om systemet initiellt i vila.

A% bestédmmes ur max A x| . Den optimala tiden Ty ur:
- Al
| kCTg-o |

1
L = H¥e X . Svarigheten med Kulikowskis metod att bestdmma den

) e* (T
[ UT)llq

optimala styrsignalen ligger i den matematiska svdrigheten att berikna
den uppsﬁtﬁningxi som maximerar
Aea

k(T-
Ikt |

I fortsdttningen skall ndgra exempel ges ddr system, givna genom diffe-
rentialekvationer. behandlas med Kulikowskis metod. '

Genomgéng av metoder f&r bestdmning av maximerande A dé p antar alika

vdrden.



5 €
Maximerande A bestédmmes ur max =" =4 | .
M| [k(T=-1) | |q

Vi startar med fallet q=1 d v s p =B vilket innebér att /n(t)/ begrénsad.

I A
A e I e
T
||k(T-T)||q I ax: hi(T—‘T)ldT

0ii
Eftersom t; ingdr symetriskt kan vi sdtta ) = 1, vilket i praktiken
betyder att man bryter ut A, ur bade tdljare och ndmnare och férkortar.
Vi har alltsd

le§+xze2d+ '+xndnd|
max —
Al
Py (T-1) + 2 0o (T-1) + Lo + A h (T-t)| o
0
Falla: Antag att initialtillsténdet x(0):= 0, samt att endast férsta till-
standsvariabeln xl(t) dndras. Detta medfér att eg CRI. ei = 0. Uttrycket
som skall maximeras férenklas dd till max
Ai
ed
| %4 |
T

;0 Ihi.(T- 7 Xy h2(T-'r) oty hn (T-1)| d

Antag vidare att integranden i némnaren &r ett polynom i t . Att stka
maximum for ovanstdende uttryck &r ekvivalent med att sdka minimum fér

nidmnaren. Man kan visa (se bevis nedan) att det polynom av n:te graden

. un . +1 i
P (x)=x +a ,xy-1l+...4 somminimerar J P, (%) |dx &r
-1
Chebyskev-polynomen av andra ordningen: u, (x) = 1 sin(n+l) arctosx
it QI—XZ .

Genom en variabelsubstitution i vart integraluttryck &verfor man

T +1 :

I till PR 2 1 | . Efter variabelsubstitutionen bryter man
T

0 -1

s3lunda ut koefficienten fér x —termen och identifierar det &terstdende



polynomet med motsvarande Chebyskev-polynom. Hirur fas Ai.
Bevis ftr att U (x) minimerar +1] Pn(x)ldx.
I

-1
Zolatarev- Korkins,teorem: Om vi for alla polynom Pn(X) av grad n med
koefficienten for x lika med 1, bildar integralen .l sa
7 1 Pp(x) dx
|"n ™
-1

1 sin(n+l) arccosx

integralens varde.
n
2 1-x

minimerar Unﬁx) =

Lemma 1 : LAt n vara ett positivt heltal och m vara ett av talen 0,l...n.

DA n n+m
k km o _ (=1) -1
kf (-1)" cos —7— = 5 ...(:)
=1 :
’ K-( 1y
... N k km T _ N imn (k| _ B —en
Bevis: ],)é (-1)" cos N+l = Re iz (-e -F‘*-j.—_) = Re 1
=1 [k=1 A 1+ e

Om ett av talen n och m &r jémt och det andra udda sa Re [ ] = -1,

men om n och m bada dr antingen udda eller j&mna sé[ ;1 = -itg ©_
5

Lemmat &r dédrmed bevisat.
Lemma 2 : Om n & ett positivt heltal och r dr ett av talen 0,l...n-1

sal=1I - :
I cos™ © sin @ sign [sin(n+l)e]de =0
0

.

Bevis: For Ki< (n+l)o< (k+1)n har vi sign Lsin(n+l)0 ]= (—l)k, varav

foljer att I = g (-l)k OH T
=0 n+l cosr@ sin ¢ dg och dérfér
f
kI
n+l
n - 1 1
+ + {
I= _;%I__ X -1k [cosr+1 {k+l in— cos™Ht ’ kg ||
k=0 . [ n+l | Lo+l J §
Men cosr'+l = i
% I a3 cosme varigenom alltihopa reduceras till att bevisa
m=0

ekvationen



k+1 k+1 kmI -
r (-1) COS — 7 ml - cos —1 =0 @

Det sista kan skrivas om som

ntl n

k km 7w k kml  _
Z_ (-1)" cos ) + & (-1) cos 3T 0.
k=1 =0

vilket d&r en ekvation ekvivalent med {i}
Corollarium: Om n &r ett positivt heltal och r ett av talen 0,l....n-1

sd 4 . I o N
I'x" sign U (x) td ...(§>eftersom I' ¥ sign
-1 J - -1
s N b . _ I ~ r
sin(n+l) arccosx | dx = |[x= cos 0|= |, 1 o sin0k§ign | sin(n+1d
‘ - L
= \E 1-x N & 0
enligt temma 2.
+1
Lemma 3: Ekvationen { x" sign U (x) dx = oMt ...(E)
-1 :

Bevis: Beviset inskndnker sig till i likhet med fregdende lemma att visa

att ekvationen I, Ny sine sign [31n(n+1)0]d0 = —l—j gdller.

0 2"
B T
Denna integral &r likamed 1  n K+l l N1 k4L LMLy
) . (-1) !c (n+l —=)1 - (n+l) .
n
Genom att notera att cosn+le = cos(n;l)@ + 5 a cos m © och genom
2 m=0

att anvdnda (:)begrénsar sig lemmat till att identiteten

i1

M(n+1) k=0

r— |
|

lcos (k+L)n - cos kqj= 1 Vilket uppenbarligen
L 2

n-1

stémmer. Vi dtervédnder nu till beviset av Zolatarev- Korkins teorem
Bevis Lat P (%) vara godtyckligt polynom av grad n med koefficienten for

x lika med l Av (;)och (:)far vi dad +1 ’
_ 1
J P (%) 81gn §) 6x) =
-1 L 2n—l

+1

| _
A anioid 2n~l < | Pn (x)| dx. Men fér Pn(x) = Uh(x) gdller likhetstecknet.
-1




Kalla integralen i ndmnaren for I. Dess vdrde férblir of6rdndrat om

vi gbr transformationen T-t =+t . Vart problem &r sdledes att s&ka

min T, Gor transformationen [x = %T - ll

A _ : |
11 [ n-1 p|n-2 T
-1 L . A

n-1
Bryt ut % . Kvar star mellan absolutbeloppstecknen ett polynom av
grad n-1 och med koeff. fér 1 = 1, pet polynom som minimerar I &r

enligt fdregdende U1 (x) = 1 sin (n.arccosx) Detta medfor att

n-1 ‘
2
e Z.n ) 22—n.
“12

Minimitiden TO bestédmmes ur L =

1-x

| AT x|
| [}(T-0) ||

(pr i 22—n &
2

2

sin(n arccosx)
1-x

Vid berdkningen gjordes tva transformationer

Vi fann alltsd att kX (x)~

T-1 » 1 » (x+1) % =D x = 1- %1 vilket medfér

k*’(TO-T)“ sin(n arc cos(l—ig%rd

o}
\ll—xZ

u(t) = sign La . sin(n arc cos(1- %1—))1
- o

Ex 2 Ett system har begynnelse-tillstdndet noll. Bestdm en styrsignal
lu(t) |€ 1 s&dan att systemet pd kortast m&jliga tid gdr till till-
standet xl(T) = a och resten av tillstandsvariablerna = 0

Systemet givet genom [? 1] '0“

AT
X

x(T) - e eA(T-T)

B.oult) dT.

L 0. -
, [0 1]” L] =0 Of medfer att
A% =[o o] 00} [0 0]



x() = [1,7-4 lo
o | : u(t) dt

x(T) = g T
0 1

1. u(t) dr

dvs hl(T—T)= T-1

h2(T-T) =1
n(t) = L sign[&%. gé]. sign [k*(TO-T)J
e =(a; L=1

= L0
Uppsdttningen A bestédmmes ur max | Aey
Al e
|| k(1= ]|
I detta fallet: max Ja| dér vi satt A, =1
AT
Al T-t +r,| dr
T
Gbr transformationerna T-t + 1 >(x+1)2
Sétt integialen i ndmnaren = I
+1
_ T 2 77 2
I= 0 ey Z+a)ax. 2= T Tlx+l+a .5l
2 2 Yy
-1 -1
Vart problem &r att sdka min I.
A2
Detta ernds for U(x) = xdvs ), = - & T2
1 2 2 I=r.1

Minimitiden To bestémmes ur L

™~
e
O

gy

- PoT
u(t) = sign EaCTO -1- TO)} = sign ta(—f— -1)1
2




01 oT (
1
Ex 3" Som Ex 2. Systemet givet av x = |, g 1E* |
i 2 00 UJ L
e = 2
10,1, T
Analogt med ex 2 far vi
T -
- 2 -
- |
wmy = 11, 1r, | \O!
%9,1, T+ | o iu(r) dr.
|
|_0, 0, 1 | 11}
Tr W
_ 2
0
‘ T-t
1
2
(-hl (T-1) = (T-1)
2 =
h, (T-t) = T-1 | a
| O
- e, =
hy(T-1) = 1 =4 ]_o
Bestdmning av maximerande A
IS lal med A, =1
i T 2 | 1
| (T-1) _TyA A T
o 7 + (T-) 5 + 3 d

+1 )
_ T 1 T T .
I= Il{fxﬂ)-fj.—-+(x+l)§>\2+>\31-2-dx-

-1 2
+1 >"1 A Yy A_.8
= 73y kP41 + 1t x +ematn s 2|
— T T 2
16 T
-1
. " 2 1
Minimum fér Uz(x) =x-7
I=7 1
5 7 Minimitiden To bestammes ur
]_:......l_a_:]‘].....__ 3 T =2'\'\3/ |a|.l+
o)
T
o)




. . 27
u(T) = sign a . sign u, (1- -—T-)
o 212 1. . 2 T, TZZ
u(T) = sign a( (1- =" - §)| = sign afr. _ 9 43090y
2 2 32
Ex 4 Som ex 2. Systemet givet av
0L 00 oy
r_jooao L 0|
X" looo1] % ‘OE u
0000 1!
(i . T2 T3
AT _ |72 "2 2 0 ;6
*lo,1, T, T
7|
0,0,1, T |
0,0,0,1 3
' o 33 h, (T-1) ‘=Q§L
x(T) = T (T-1)" | 5
16 5 lulr) dr hy(T-1) = (T-1)
| (T-1)° | | 2
01 2 | hy(T-1) = Tt
a‘\ hu,(T'T) =1
0|
0|
L0

Bestdmning av maximerande A

max __ |a|
put
?‘ (T—T)3 + A (T—T)2 + A (T_T) + A l dT
0 6 2 2 3 y

G6r som forut transformationerna T-1 >t~ (x+l)§

3
Bryt ut %.Vifér y *1
T ;.3
I"'Qﬁ Xt e dx
-1

Minimum I for u, (x) = x> - x/2

L
= 1 ; g .
I g—s . § » Bestdmning av minimal tid T, sker genom



- [
I T 1=—IEI—;TO=2{f/2u.a

= 4
T 1
Il k“(T—T)ll Py §-6- . E
u(t) = sign a . sign ug | 1- 2—.'1[;—:\= sign%[(-?%):%- -':2‘L—(1— 23
o o o
= I .
- ’
=sign|a .| 0o -5 2 1 2 3J
% W o TYThT T L

Sammanfattning for | al =1

1.
o
ex 2 2,0

2

)

ex 3 3,17
ex 4 4,42 ,
- 4-2 1_, K DO L
+1 g B SR
I = IlL(X“’l)%t-%"’(X*‘l)g- >\2+>\3|%dx=
S| i A A A o8
3 2 1.4 1.4 2
=T, I|x+2x+l+ T Xt 5 + 2|dx
6 T
. . 2.2 1
Minimum f&r u2(x) =x -7
3
== -IJI_‘—- %— 3 Minimitiden To bestdmmes ur
3/
I=—J—a—3|——; TO=2\.-|a.u
T
0
32
y . ; 27
u(t) = sign a . sign u,(1- -,I—,—)
2 T T
D 21,2 l_]_ . T o) 3 o
u(t) = 81gn[:a ((1- T—) - E)- = sign E:l (——2'- R
4L Som ex 2 Systemet givet av
. Jo1o0o0 o]
x =/0010|x+ 0|u
0001 lo|
000 Q (1l
- 2 3
T T
AT _[1, T, >,
09 1, T, T2'
i 2
0,0,1, T |
0, 0, 0,1 !
— L



i _ (T—T)3

T ,
_ I (T—T)3 | hl(T"T) = 5
XD =1 | wo ax | 2
0 ' . hQ(T—T) = (T-1)
(T—‘r)2 ( f
2 ! \ h3(T—T) = T-1
- | .
| Tt 1§ | hy(T-1) = 1
} | '
_ 1 ‘
4 70
0 |
0
e 5 1
Bestdmning av maximerande A d& styrsignalen begrdnsad av ! u“(1) dt Z ¢ L
0
dvs ||u@)]| g L. medfér p=gq =2 | e
I detta fallet bestdmmes ). ur m =
i ?ﬁ k(T- 9
d
L Ay €. A d
= max | i 17 1 = gt S
i T 2 17 e [T 2 |2
I | ioh‘(T-T)l = dT 1 lj’(Z}\ 'h'(T_T)) dT 2
. i ii
0 1 J. ‘ 0 _l-

Vi betraktar fallet d& initialtillstandet x(0) = 0 och endast en
tillstandsvariabel &dndras, d v s x(T) =[é] Detta medfér att e2d =

o
(e |
|04
- end= 0. Uttrycket som skall maximeras forenklas till
s |al
i
T 2 1
i \ =
(hl(T—r) + Ao h2(T—1) + ...t )\nhn(T-r)) dr 2
0 -

Hér har vi precis som i fallet med p =~ satt Xi = 1. Antag vidare att
integranden i ndmnaren &r ett polynom i t. Att stka maximum fér ovan-
stdende uttryck &r ekvivalent med att st¢ka minimum fér ndmnaren. Man

kan visa (se bevis nedan) att det polynom av n:te graden P, (x) =
n-1 '

n .
+a - : ‘
» a_ 1 % *+ .. + a_ som minimerar }(P%(x))zdx 4r legendre
n ! dn(x2-l)n B
polynomen — ' = .
2n! dx

Problem: S8k den funktion f(x) = ¥ + a1 xn_l + .. ta som minimerar



- -/\'--——--——'———

+1

I
fz(x)dx.
-1
+1 +1 .
Bevis: % ! fz(x) dx = 2 ! x*. f(x) dx =0
i

-1 -1
Vi skall visa att +l 1
-1

f(x)dx =0 om0Ogic<nfor f(x) =
2 [ 14
rdhx-1) +1 n-1 |
W T o e = [ L a0 -
8 -1 A" AT
{ =0 .
n—l = dn-—r

+1 ! ""7r (x2-1)dx = ... = (<1)Tp! !
=1 dxn

o’

N

+1
] X

-1

De forsta legendre polynomen xn(x,) ar

’x (x) =
X (%)
X, (x)

XS(X) X
X, (x)=xu->§ 2

I—'O
noon
X ooxX P

FD

t
S

x 2(x) ax = 5o | — D
-1 | 1.3.5..(2n-1)

Ex 5 :
Som ex 1 med den skillnaden att inskrdnkningen pd u(t) &r||u(r)|] p <17L
Arten av begrdnsning pd u( ) erhdlles om man s&ttér p=g=2. Den optimala

styrsignalen blir:

max+
2 X X
uCt) = !EW;"‘_I (T 1)) = (T 1)
* )y
A* bestémmes ur |[ul[, = glax -
R :
G
[ ] 2
= max | al =
M T,[ZT-T) Ly (-0, 4+ e+ (D) Ly dTJ

0'.



ddr vi som férut satt A =l Beteckna nimnaren med I. Vart problem &r

ekvivalent med att minimera I. Gor substitutionerna T-t » t - (x+l)§

och bryt ut sd att vi fér ett polynom av grad n-1 med koeff 1 for xn—l.
s % 1
(min=1 | +1 ] 2 ]-—
I= ‘%] 2 [ ! fxn-l P 1 dx I2'
L < -
= Y n-1, 2 .\n-1
Legendrepolynomet Egnlg)' L ;fl =L minimerar I.
. T T dx -
n—% |
1= 1777\ _2 (n—l)' ]
2 | T | TEELTn
Minimitiden T_ b@stammes w L= 2" &
k“"(T—‘r)]]2
|
1 = - Lal _____ i
Tin-g [ 2 (n-1)! 2
Z| \ 20T 1.35...(on-3)
1 L. (1.3.5 ... 2m3)
Sy 7}| |Un-
O ( (n-1)!
Vi famn att ¥(x) = T_n-1 (n-1)! dn_:"(xz-l)n_l * -
(o] . (2 > k (T . )—
— n-2) dxn—l o
2
n-1 N S
- (n-1)! g =G To2 To ) (-1) n-1
(2n-2)! n-1 "y
dt M Y
T T
n-1 -
d "y 2 T
_ 1 (n-1)! o o) n-1
varav u(t) = S Oyt . (-1)
de n-1

Ex 6 Som ex.2. Skillnaden &r att begrédnsningen pd u(r) ar
lluo)ll, ¢ 1=1 dvs p=a=2,

*’bestémmes ur max A-gd la]
2 i X - 1
o =M, % 13
I(T-T+A )
didr vi satt Al = 1, G&r subst. T-1~ 0
7 medfs | al
. 5 (x+1) 7 medfér max a 1
3+l 2 %, 0?2 %
= gk + 12 ax |
L _lL P i



Minimum f&r ndmnaren ernds fér legendrepolynomet xl(x) =

Medfér att k¥(T-1) = T
=2 (= 21
2 T
(o]
1*9(”
Optimala tiden best&dmmes ur L =
|| k-0,
2L
laf3: . 12 3
P
a RE
T T
) * o 2 1,0
u(™ ’ .k (T—T)"— = (- &%) = 2 (5= -_ )
A¥ey a’ 2 To a2 T

Ex 7 Som ex 3. Skillnaden &r att begrédnsningen pd u(rt) ér||u(r)||26 1=L;

p=q=2 ey

A bestémmes ur max TR, = maﬁ | a | -

rl;(—(T‘T)2 1, (T-041)? dr 117
2 2 3 |
0
T
dér vi satt M oS l. Gor substit., T-1 + 1t » (x+1)2 medfdr
max | af
LT T T
128 ThxT+2dld Q4 4 h A 8 2
N | 7% T 342 J
Minimum f&r ndmnaren ernds for legendrepolynomet X, (%) = - 1/3. Detta
2
medfér att X*(T %) = T . .
° — (- 2th)2 - 1/3“1 =12 T A2
12 2 2
2%
Optimala tiden bestdmmes ur L -||k*(T O]
2

1l = la[ 1 g.

T 5 f Medfsr T = 720<5 .| alS

| "o | 8 ° :

EJ ] 1|

| 7128 |55 r 9
wm= 12 1 21 (TO %o ”iT

2 KT D = Zelp -7t Tg,

arey




Ex 8 Som ex 4 med ||u(t)|], ¢ 1 p=g=z

1 A'Ed Ial
bestdmmes ur max T m%x = 5 9 11
i K T (T—r) A (T=07 00 (Tye) yig |2
B1e 22 3 T
0 T A
dér vi satt A, = 1 Gor subst. T- t© + " >(x+1)2 medfér
Y '
ERTAR I L
I(x"+ax,+bx+c) “dx| 2
[uai 2 ]

Minimum f6r ndmnaren ernds fér legendrepolynomet

3 T 3

(x) = X' - g-x Detta medfér att k¥(T -t) = 21,3 3 2Ty _
o W (1- T =) 3'(1- T—-) =
T3 T2 Ti% 3
. o - O + o1 _ I
120 10 4 6
Optimala tiden best&dmmes ur L = -dl
[ 1k*(T. —r)|]2
1 = |al 5 1
I 7 i - 2/7 2 =
E'TO s T, = [a|*"" (u8 .3.175)7
u() = 12 s 12 12 3
2 (T -1) = Sle _ o1 , ot T
A% 120 © 10 5 "B
~ =

Sammanfattning foér |a| =

To
Ex 6 2,30
Ex 7 3,73
Ex 8 5,18




Gepronomus metod for bestdmning av u(t) dad flera tillstdndsvariabler

dndras och g=1.

Det uttryck vi skall maximera har f&ljande utseende:

x| %— A eid | I det allminna fallet &r tvé eller flera
A T * e.9 skilda fran noll. D& detta intrédffar
T Zkihi(T—T)| dr i
0 i

kan vi ej anvdnda oss av Chebyshev-
polynomen vid maximeringen, eftersom

vi da Ay dven 1 tdljaren. Den ryska matematikern Geronimus har utvecklat
en metod for l6sande av ovanstdende maximeringsproblem.

Presentation av Geromimus metod.

Problemstdllning: S8k maximum av w(P) = aoAb +aA, + ... ¢+ AsaS
s¢ n for alla polynom P(x) av grad < n. +1
: n n-1 -
P(x) = AX +Ax + ...+A  under bivillkoret IIPGO| dx 1. a ...a
- kdnda tal.

Man kan visa att om det polynom P(x), for vilket maximum erhdlles, &r
av grad n maste det ha n st. steckenvdclingar inuti intervallet -1,+1 ,
d v s dess rftter dr -1l<n,<n , .... <n < 1. Om polynomet P(x) bara
har n-k teckenviixlingar i[-1 , +1] och &r P(x) = P_, (x). 0 (x) dér

@ (x) 20 for -1 € x ¢ 1 s& kan P(x) ersdttas med L, (x) som har n-k
teckenvéxlingar i [ 1, +l] I fortsattningen antar vi att P(x) &r

av grad n och har:n rétter inuti [—1, +g. Det &r lédmpligt att skriva

om P(x) som 2 Bi Un_l(x) dér uk(x) = sin(k+1)p

) = 3 p = arc cos x
i=0
s s :
“(P) = a.A, = ¢ Db.B . Vi skall férst berdkna b..
izo *'1t i=0 14 ’ : e
Tecrem: Om man i uttrycket l-A(x) = %- I . ———2—;I
j r=0 ® T
byter ut x mot % (z + —0 och stker koeff fér
1;]+l £y I]; 9000 _n]—-S—"'l erhé.lles bi dVS
z z z
b b b 1 .

1 1,edy|-s 1,0 (—=—) dir [ 6)
2 A'[z ‘Z+Z’J-F§ﬁ+-- Pt et M ~

1 _ 1
(2517—) betyder termerna zn+2 s =53



Av detta teorem erhdlles

5 -n+k + 2r —l)

( s k=0,1....s

bk = . 2n--k—2r 2 r
r=0 s
s
Vart problem lyder nu sdlunda: Bestdm maximum f&r w (P) = I by B,
#1 n k=0 K
under villkoret L(P)= ! | & BiUn_l(x)]dx =1
-1 i=0
Lat rotterna till P(x) vara -1l<n,< n ceee <n < 1
Eftersom | U, (x) dx = 13+ () : -
sl i - S — + ¢ dir Ti(x) = cos (v arc cos x) fér vi

n nB -1
e =z SR D [l T,

n 1 _1yn-1
e T T ( nl) -2 Ti+1 In2) + ...+ 2(-1)

1

n . .. S -
T, +1 ( nn) + (-1) j. Villkor fér maximum: b,

A (=)

i ' n-1

n
Ti+1 (nn) + (-1) } e (D)

Genom att multiplicera med B . och summeraceprhdliervei w(P) =) L(P)

i+2
Fér att finna \ och k& dividerar vi bada sidorna i (1) med (-l)n. %;I—A—

och summerar. Vi far

n =1 b . (41 P i n " n T.a1%%
CDI n-1 2o DT DT L E gkl i ,
A 1+2 . 142 N z 1+2 ’
. Z i=0 V4 k=1 .~ Z
1=n-s 1=0
Da gdller fér |z|>1
n
2 Tin(R o, 1 1 (1,
L 1+2 = -agpt (z-z t =z l) (~n43 )
i=0 =z k k z
Vidare gidller: ’ !
o . 2 1 n-érin
VL& D )
s = jz'-1
i+2
z Z
i=0 e . 3 (_hi ) n-udda
z(z"-1) Z



Antag n uddag:

n : v
1z DPpgl 4 1 oy L 1,
A . 142 Tzl T z4l Z-2. =1
i=n-s 2z k=1 2k-1 Z=Zny 1

v-1 ]
-z 1 1 1 o _ innl
k=1 ( Z-Zox ' 27T > 3 arh [- 2 eea(2)

2k
n+l i -E—l-]
2
Satt  y(x) = II (x Mok l s px) = T (x - "Qk)
k=1

Integrera (2) fran till z.

n br1 1 ‘ q’f‘i_%' (z + %J 1 \
= = - /
1 X “J'.-'rf_— = lOg —-2'—- + lOg = + ( 7 .3
X 1zn-s Zz z - wF( +lﬂ p
AR =
I J s
1, .1 b
-1 =(z+2) i 1
varav log 2 A i=0

Antag sg [‘2‘ j

%(z— }-)w[%-(m%_)J
/3" kan skeivas log | L* : | 0 .

(3 ' kan skrivas log 1, .1, | A T
- P T(Z""%)\I 4

\

I 1 1 1, _ _v-s
Man kan visa att'p\. (z+ )] ‘P[ (z-> )] 5zt =) =2 . q(z)

dér q(z) polynom av grad s med reella koeff q(z)
- i=0

Dessutomgu{% (z+ -l--)} L (z - %)p[l (z + 1‘-)J= -(v-8) q(l) 5

[ 2 2 z
Vart problem &r sdledes reducerat till att finna koeff fér polynomet q(z)
s
1 1 } b, 7
¢'I:' (z + —)]— F(z - —)tp [—(z + b 1l x i 1
Utveckla (4 : e [ 2_ e Z4 = 5 1=0 Zn-i+l+ ;n+2)
sz(Z + '—)-]

"
(o]
ja¥

[
N

Om vi anvinder (s_ ) fas:



S

b s
1 1y = - L &
2V q (E) A i=0 Z-1tl i=0
. N T . (%)
dir vi anvint (%) = g oy v-i
i=o

Varur f&lijer:

s . s
+az+,..t Z = Z
u(ao 1 o ) = (a N

dér u= 23

Ur ovanstaende erhdlles foljande ekv. system.

ubbo + ulbl + ..+ b = ua

+ .. o S).(bS +

S s (@}
b = qu
II......l.l..lll'...l-.l..-ll. L L
a.Ps 'S uag
|
‘ bo-u bl, b2 ..ab
u berdknas ur ! bl’ by=¥, ..e b, O

I bS’ 0, no--.t.l.nu

Lat LB vara roten med stérst absolutvirde.

Losningen pd vart problem &r da

w(P) = 1
2 lgol

P(x) bestimmes pd foljande sdtt

* b -u,b

q(z) = Z“i z 5t = x ° °

by, b

2" Ho-

1 ooo-loobs

es. 00 0

bs—l’ bS’ 0.., 6- 0, 0

zs’ zs-l’ 1
Man kan visa: P(x) = s s U
T g %i%k Tn--k (x)
i=0 k=0

Fér n j&mt erhdlles exakt samma uttryck.

. 5 1
I ail\ZV—l-}_ z, —(V—l)]+ (ZV_‘H.)

s-1 o) 1
—z—*.."';S—')"‘(E—)

Hirav erhdlles @ 3



Ldsning av maximeringsproblemet da s y [%].

Antag n udda, sidtt x =~% (z+%) i [ﬂfoch anvénd {@i
Vi erhaller:

- I )
p(x) - &P 1 h + % % _ (1
- 'ﬁ' - ‘l 2>\ ( !—Fx 2 + .o + "n+1 )’- l"' (X) + t 'v'+2)
(x"-1)2 X X L X

satt u= _—Ei#—

T T T
. 1 2 ..
Utveckla VL férutom p(x) efter = — + ;{T- + —XT ...
L3t o(x) = v % + y xv—l + ..+ yv
o l A
D& erhdller vi féljande ekvationssystem:
{ Yo% + Yoo1 1 + ... * g, |/, = 0.
Yv'1 * Yy-1 Y2 = e YoTvtl © 0
r' [
Yo Tt Yyl Tyt ee Y Yo T 50
varav vi far en ekvation fér u.
| T2 T eee T, H
Tis Ty eee Topy |
| = 0.
TWwlvl o0 Toy i
L8sningen pd vart problem blir:
Max |(P)} = |1 _|dér u, &r roten med ldgsta absolutbeloppet.

p Yo |
o(x) =k .| Y

-1 v o Toya1

i
]
!
[ 1, %Xy oo X
i



v-1

p(x) = ¢ § xV-i-1 gives ur
i=0
YoTo * %

T - -
Yo 1+ 1T ~ 6l

-y

T d Tv-1 %o - Gv—l

yo'v-1 * T1Ty-2
Det &r nédvéndigt att visa att P(x) »= p(x) ¥(x) verkligen har n tecken-
vaxlingar i [jl +1J

n Jamt

n

Samma svar., v = Ul och t i erhalles ur
1 3 exp b X I N B
x+1 n—k+l - X _;7

k-

Kommentar: Det uttryck vi skall maximera ser ut sa hir

z Ai d

m?x B ! l . D& vi anvdnder Geronimus metod betyder
T A
0 i

det att vi sidtter ndmnaren = 1 efter.variabelsubstitutionerna. T-t-+>1> (x+l)§

Detta dr mbjligt efterson A ingar i alla termer i béde tdljare och
nédmnare. Om )\ maximerar sd maximerar sdlunda ocksdra) dédr o godtyckligt

tal. Vdlj a sd att né&mnaren blir ett.

Sammanfattning av Geronimus metcd.
Sk max w(P) = aoAb t..o+tAa . sg¢ n for alla.polynom P(x) av gradg n.

PG) = A + AX™ + .. + A under bivillkaret T [PG)|dx = 1
X 1
G n . °
(1 85\51. Maximum erhalles ur | b - u, by ...bg
=0

Cbl, b2- u,‘uoo 0
-u

4 |
bS’O 00 ]l‘



%—kw

_]T7ﬁj n-k-2p
b =~ 72 84y ( -ntkt2r-1)
r=0 r

max |w(P)| = % | u | dar u, roten med stérsta abs.beloppet.

ol

Maximerande polynom P(x) = (x)

Ce a. o U

iZg =0 1 k m-i-k
: . b "u 9 b . -b
ddr o, erhdlles w § o, 22T =k | © ° 1 '"s

1=0 b b 0.

z2, 2 cos il

1 |
(?\ s 3{%' n udda
1 a a a T T
exp |+ _u ¢ 1
2

Utveckla 1 n n-1 (o} . 0
—_— X + 2 + ° + n+]_ "T"'T"’ s
(xz-l)f' X X 2
¢ bestdmmes ur Tor 100 Ty
\T R G S =0 v = ntl
1° "2 v+l | 2

v tvel o Toy l

Max |w(P)|= | l'—;—-Idizir* u, roten med ligsta absolutbeloppet.
v-1 . o Y, Ty
= + = ’
p(x) YoxV t ¥ oty k‘T . |
{ '1° v+l |
Tv-l t 2V—l{
1 x x
v-1 . -
) Gi xv-1—1 ges av. v, T, = 60
b (x) = I
120 Yo T 4+ Y. T =6
co1 1l o 1

Maximerande P(x) = p(x) ¢(x)
‘ [% 1 % u n ak J T
Utveckla -:L{} exp I 1+ y 1
x+1 2 = o +——+ ...
K=0 K = %

v = %-. Annars som f&r n udda.



9 Betrakta foljande systen &% =u i ¢ 1

d
Bestdm en styrsignal sadan att { x(T) =0

\d){(T)=D

| Tdt

(X(O) =1

) Higy =,

k dt

Sitt =(x=xl t ‘I -

1 |
(%, = x, Medfér % 1= 101 % 401y
B %, | {00}|x, | 1]
4 2 R B b B I
X, = u J S

-

Ldsningen till detta system av diff. ekv blir

A(t-1)
x(t) - eAtx(O) = Ee . Bou(t) d
eAt = (:(IJ' E) enligt ex 2
o141, Py 0
¢y - G0 @ = C T ) w ar
x2 00
vidt =T Oy 14Ty ]
0 1°° (Tir)u(‘r) d
0
(e,d = ~(141) ;('hl(T-r) = Tt
Lezd = =k \\hz(T-t) =1
| - A(l‘_"T) - K2
Maximerande )‘i bestdmmes ur max T

Mo T (1) At A, | ds
o 1t A

Gép subst. T-1 + 7 + (x+13 %- max | =M (14T) -2 |

+1
I
= +
5 <x71) . T A
-1
Anvidnd Geronimus metod d& s> -E‘- och n udda.,
( ;
Vi har da:J ofP) = ¢ aiAi = )\1(1-.1-T) - A,
/ i=0 .
P, (x) =1 Ty 1¥ 3 Y

Ay x1-l 2= *g=* %

N 0

1

*+idg | ax



Hidrur erhdlles {KAO = =5 la, = T
'.I (jCh.l
| - i -
R N b Tl
2 2 .
dvs s=n=1medfér v = ntl =1
2
[ 2 2
a a 1 Ha) 4 (K3, 1wy
Utveckla 1 expi}zi( 1,% )|z & 4t s,
x-1) 7 A x
T =1
o
1772
u bestidmmes ur:
ua 2
S -
HLE T ottty
pa
1
1l —5—
h -
2_2 | . 2 2
Hay Ma N 1 . wa) . ) 2ao g jhao + uql .
2 0 2 2 8 =Y W=7 _\Iaq aq 5
2 ._".al N t 1
‘ |
Ivértfall:uz-ﬁ——i TI'2T2+D'T+”
T

Roten med lidgst absolutbelopp fas med plustecknet.

A ¥, e
Minimaltiden T _ bestdmmes ur = = = L =max | _}\1(1+T)- Ay
o Kr CT=1) [ ] ”i

+1;
T |, x+tl
= |
2 | (S7Ta ha, | dx

Med Gerdénimus metod fann vi att

max = |L| vilket medfér
Mo Lo
i l |dx
-1
== _T_..j 7 =lvarur T =1+ f6 ~ 3,u5
(2 U2T2 + 4T + 4-2T-4) 7

Bestdmning av maximerande P(x)

o<x>=K|lp_‘31|=1<<x-—“é-:b—)
2 2
X

i



p(x) = 8, X

5 2 o} o
i=0
P(x) = p(x) . p(x) = t ‘ = 2% -1 och t> T—1§ =
2 [. 12T +uT+u

+
T T

t____-)

= K LiL+

u(t) = L sign [ 7 . sign ﬂ(*" (T -1 )1
L. © -

_ 2

Bo =L o2 paren (b = ZC
2 2\1 T

- Thl - k][‘ a 2]_1_

Al - 2 + A2 - '2 lkz_: K (g it l)
2 2T 2 T +4 T +2
k.*(To"T)'\:K (l+\= Qud 0 '% “%_T)
To o o

sign (¥e,) = sign (-(1+T) . %—%4-1):—1

u(r) = sign |27 +T + 2 - '|'2T2 +l+T +'+—T0 = sign& = 2,224,J

Ex 10 Som ex 9 med den skillnaden att

%(0) =
gzcc(O) 10
(|
'.el = - 10 (1+T)
ezd - 10
Maximerande X bestdmmes ur : max |_10>‘1(1+T) - ‘10>\2|
i T . N
. | (T-%) 1 4, d

G8r samma substitutioner som i ex 9

.g("‘(P) =af, tah = - 10 >‘1(1+T) - 10y

. ) ' 2
[Py =Aax+A =T Ax | M

7 T

fa ="M (a7 =~ 10T+ 20
{ —rT | —
{ = M.

N,
W BRI ! = - 10

De fortsatta berdkningarna som i ex 9

u___,__?g_O_+ "Jr |+a2+l+a12

al = J—e 1. T yart fall:

l ; a H

1



12 \lpp2

Qg2 Tt 05 ‘\sz + 4T+ Yy
{

W - T I

Roten med ldgst absolutbelopp fds med plustecknet.

Minimaltiden T bestimmes ur | &' &4 | _ "33 |—10M(1+T) - 1072]
o L=+
e TO -t |1, +1

!E ?i.)\ X
_12l(2 )Tl+ 2|dx

Med Geronimus metod fann vi att

Y] ;1[——-]— =| 1 |vilket medfér

I l |dx u
-1

& 7 = lvarur T_ =10 +|240 % 25,49

(0,2 ||2T744T+4 -0,27-0,4)
Bestdmning av maximerande P(x):

Ha

o) = kT M) = KO % )
1 x
(x) = 65 3 8 =77, =Kl
_ ] —— )
- noa,| ( 2T = + 4T + 4 T +2
P(x) = p(x) . ¥(x) = K2 [x-r_ 5 1§= K?al- %T +\ ° T S - % )J
- . * 1 aton | ¥ oy | o o o
u(t) = L sign [A gdk sign Lk (To 100
Tx [ 2 2
4 1 2 ‘A == K
[A = —— =K , g
| © 2 / ! 2T
\ T [A, = K |5- 1]
= 1 A 2 u 2 L
R SR S
sign ( f_ed ) = sign ( - %(1+T) .10 - (50 -1). 10) = -1
2 :
< dZT £ 4 T 44 7]
KE(T_ 1) 4P(T-1) medfér utr) = sign L%—"-— R I, 2
: @ o To_

> -

sign l.T- 17 ,77,]




Fallet p=q=2 med flera tillstdndsvariabler &ndras.

Styrsignalen begrénsas av ||u(t)|], < L
Tva eller flera eid skilda fran noll, Uttrycket som skall maximeras
har f6ljande utseende

Ae, | £y d
x L= Smm |1 10 |
A IIk(T—T)||2 T %

Iz 2
0 (i hi (TO—T) R Ai) dt

Eftersom Ay ingdr symmertriskt i uttrycket s& oA 1l&sning om A l¥sning.

Dérfér vdljer vi speciellt I Ay eid

1

= 1 och f6r--in detta bivillkor i

ndmnaren. Vdrt problem évergdr di i best&mning av minimum fér ndmnaren,
vilket kan ske genom parielliderivation efter A; t ex sedan integralen
berdknats. Vi kan ej anvdnda oss av legendrepolynomen i detta fall efter-
som koefficienten fér x - om integranden polynomen av grad n- innehdller

.3
1

EIN

j!
Bx 11 Som ex 9JJu)||,« 1 d v s |y u(t)? dr|7 ¢

| o
- |
Enligt ex 9 f&s vid t = T: 0. _ 1+T _ [ T~ Ty AT
(eyd = - (141) (hl (T-t) = Tt
~'I _ \1 _
L\ezd = -1 hy(T1) = 1 :
- + -
Maximerande ), bestimmes ur max | AR ISR |
* A ?%
b 2
((T-t)ry + A )l
1 42
0 A
satt  -aj (14T) -, = 1 medfdr ), = - A, (1+1)-1
i 1
Na biir: | 1 2 |% =
SIRERER DHEE L C(Teny 9 (4T - D & 2 T
=T 2. 2, .2 1
A T T A T )\l+2>\1TJ2

Derivation ger: % Ay T3 + 2xlT + 2T2 At T2+ 2T

"
o



24T
( = -
| 1 2 2
| 3 T+ 2T +2
o= L 24r .
\x2 -3 d v s ndmnaren minimeras av ovanstdende )\ och )‘2 .
- 1
% T2+2T+2
| ey
Minimaltiden T bestimmes ur T =0T~ L =max | [
: © o ' AL T
2 T, 1
I¢ Yodt |2
0 ,J
Vi berdknar férst integralens virde:
3
I-= T
3 2
— VA e = 1dvs Tz UTZHLT + 12
4T +12T+12 \.': T
| 4T 4127412 s & o5
2
u(t) = L = _ _ _ A ¥ ' _ )\*'
e . k‘(TO-T) dar k*‘f(TO T) = hl(T0 T) 1 + h2(T0 T) 9
T
1 2 2
T) = - e =
u(®) A \f(2+To) TO 3 To |
= + .
3 T0 +2To 2

ule) %WE‘ 3’93]

Fallet g=1 och polynomen av oindlig grad som integrand i uttrycket som

skall maximeras.

Vi skall nedan ge ett exempel pd ett system som ger ett polynom av odnd-
lig grad i integranden till det uttryck som skall maximeras. Polynomet
erhélles genom ber#dkning av eAt.

Ex 13 Betrakta féljande system

d2x
>t x = umed |u(r)|«l
dt
(xm = 0 x(T) = a
dx _ dx(T)_
| (@ =0 ~dt -

Bestdm den optimala styrsignalen u(r)



. Da %, = u - X
TN
&y ’]'. l._G 1T .,0 . )
"1 ﬁ_ : R Rt g AP _| cos t, sin t
1 = [ | . =
Xy | -1 0_'LX2_J [;ﬂ! -sin t, cos t

1 ™ : 1
. 11 F cos (t-1), sin(t-r)\ (ﬁ
' = . N u(t) dr
| x2| o [EnET)s cos(t-1) | [1]
L o E
. r ] = T
fidt =T &) T'Isin (T-0)| 10
lo 1™ | 1 |
°] 0|cos (T-1). 1 ;u(r) dr
(e d . a '
\ 1 © ' hl(T—r) = sin (T-1)
1e2d =0 ;hz (T-1) = cos (T-1)

A€

Uttrycket vi skall maximera: l{k(T:f)}l =
_ , ‘ ,

1% |

= |_a]
T
lesin(T-r)+x2 cos(T-1) |dr flsin (T-1) +a
0

2cos(T-T)ldr
0

dar vi satt Al =1

Vart problem har 8vergatt till att séka minimun f&r nimnaren.
T

T T
. . ¢ .
flsin (T-1) + A, cos(T-t)| dt= !| sint +), cos |dt= [1+A " I|sin¢t+a) dr
0 2 0 2 , 2 0
ddr %2 = sin o3 : = cosa u <a<H
" - 9 e T bt - a =
[0, 1+ 2 2 7
2
Va observerar forst ? |sin(x+a) | dx = 2
Antag kngTg (k+l)x ddr k= 0,1, ...
T T-km T4o -km
;Isﬁxﬁﬂ)|&= 2k +

P|sin (T4 Mdar= 2 k + ;| sing|de= 2k +
0 o



Vi erhdller fyra fall fér I

@‘

% < og 0 . T+a, - kI
- - ) k
i = (. =
T+ ag KT . sin tdr (-1)" cos (T+a) -cos o
@——g— <o O
0 T+a - kI
I=-; ;
T+ o> kI o sin Tdr + sin 1dr = l—cosa—(—l)kcos(T+a)+l
0
@ T s> ) T+a - k I
- 0 I-= k
2 I sin 1dt = - (-1)" cos(T+a) + cos a
T+ a< (k+1)1 L
@H I T+a - knm
— 30 I=t 8
2 N sin tdr - !/ sin 1dr= l+cosa+(-1)".cos(T+a)+1l
I

T+a > (k+1)T

"""" = T

5 = 3 g . 1/f 2 T 1
Vi gar tillbaka till integralen | 1+ >\2 ;I sinft+a)| dr =ESa‘IISin(T+°‘)I dr=K
0 0

e DK ' =
@K-(-l) (cos T-sinT ., tg o) -l*’E_s—a

% z - (—l)k sin T . 2k sin a _ 2k sin o- (—l)k sin T

2 2 2
cos o cos” o cos a

Vi har att A= tgo vilket medftr att derivation efter ) kan ersidttas med

1]
derivation efter ¢ f 3 = cos2a . T al

_ 2k#2 K | : |
@k = o ls 1) l:cosT-_smTkga:]

4K _ (2k'+ 2) sing+ (<DNsin T
do

2
cos  a

v 2K k .
@K =7 (-1) Eos T-sinT tgoJ+ 1

dK 2k sing + (—1)]< sin T

Ao cosQ(,
2k + 2 x| .
@K—_-C!(JS_G+1+(—1) cosT—smTtgaJ

[P

dK _ (2k#2) sing -(-1)% sin T

o

2
cos g

Vi skall nedan undersdka hur derivatorna uppfér sig i resp intervall.



Vi har kng T ¢ (k+l)n
1 I figuren &r grédnserna for
(/twj N T ocha inritade fér de fyra
| olika fallen. Vi erhaller
L N N, fyra omrdden. Vi skall under-
\ \\_\ stka hur derivatorna uppfér
|

sig i resp omrdden.
(k=t)7 T \ En understkning ger foljande

schema:

'.:é:’-..l-l:- -I .‘l-lh.;-l‘:. \_‘-__._’. = :-
.- , \ @\l T

d? Ll
| | \I| \
k. udda. k_J&mn
| |
dK el
| da | da
(\fl‘.)_’ <0 ' <0
(2)] -0+ -0+
I'?H;\| I
(3)! >0 | >0
450 | 50

Alltsd: Dd o'gér frén = — till —— genomloper g—K fsljande:

DO

- -0+ + + Detta gédller for k bade jédmn och udda.

K har alltsd minimum i@

K jémn ,

2o mearey k2D sinarsin® . 5 456501 = —(2k+2) sin

da cos” o
| 2 &4

Minimaltiden To bestdmmes ur L = I&ix
I k(T-0) | 4

dvsls= l a|

K ViféI‘lal=&-l—cosT+sinT'tg

cos a b

.-(2k+2) sinoe =sin T

L&ser man detta ekvationssystem erhdlles:



2 2
_ (2x+2)"- (la| + 1)°-1
cos T = 2(|a|'+ ) Men -l¢ ©cos Tgl

2 2
medftr -1¢ (2k+2)"-(|a|+ 1)°-1
2l D <1

Dessa tva olikheter ger villkoret 2k < | d|¢2k+2 k udda

(2k+2)sina - sin T

%:Omedfijp =0dvs sinT = (2k+2) sin a

2
cos a

Ur bestdmningen av minimaltiden To erhalles pa samma sdtt som fér k j&mn

1=_JLL

K Alltsd (sin T = (2k+2) sin @
2k+2 . -
Cosa-l+cosT-smTtg°‘- la |
Losningen till detta ekvationssystem blir
cos T= -(2k+2)% + (1al +1)% 41
2(lal + 1) Men -1 € cos T€ 1

Dessa tva olikheter ger villkoret 2k < lal < 2k + 2

u(r) = L sign ( x*. ey). sign (kK™(T_ -1)
= sign[a (sin (To -1) + :\‘5‘ cos(TO-T)) dédr A, = tga ocha bestdmmes ur
dK _
Te ° 0
Sammanfattning:

Bestdm i vilket intervall 2k « |a| ¢ Zk+2 |a|ligger: Hirur erhdlles
om k jdmt éller udda samt k:s vérde.

Om. k jénm Sé. CcoSs TO = (2k+2)2 _ (' aL+l)2—l
2(C |af +1)
Om Kudda sd cos T = 9 9
O —(KkD)* (o] )41
2¢ |al + 1) |

u(t) = sign }a(sin (TO - )+ Az‘\‘cos (To-r))}

dar x* tga och o bestédmmes ur
9 g

j/k jdmn: sin a= - ——2%:2"' sin To
k Udda sin o= -2-}-l<—;;2—~ sin To

Ex a =1 medfér k = 0 j&mn
cos T_ = - T T =1,82 533 = - 0,538

u( 1) = sign {sin (1,82 -1)- 0,538 cos (1,82 -T)}



Optimal styrsignal med ytbegrdnsning.
Ytbegrdnsning innebdr att inskrdnkningen &r av typen Tlu(r)l dtg L
0

dvs Psl; q=e ,

Ett exempel hérpd utgdr den styrda raketen, vilketn kontrolleras i
tvd mot varandra vinkelrdta plan av ‘jétstrdlar som &stadkommer vride
ningsmomenten T = F. Zo dar Eo dr avstandet fran tryckcentrum till
tyngdpunkten och F &r reaktionskraften fran en jetstrdle.

Antag att raketen ej rullar och vinkeldndringen &r sd liten att
icke-linedra effekter under
tiden for styrjetstr8larnas
aktion kan férsummas. DA kan
x(t) skrivas

x(t) = t

k(t-t)ult) dr

-00
dér (k(t-1)) dr viktfunktionen
k(t-1) kan best&émmas approxima-
tivt genom att man paverkar styrjetstrdlarna med Dirac-pulser.

F = W, ddr v_ dr effektiva gashastigheten, och u = - dm massflddet.
dt

Impulsen I = F (t) dt = vy (m(o) - m(T)).

O -3 O

Brdnsleférbrukningen beror huvudsakligen pd impulsen I eller om brénsle-

insprutningen styrs av styrsignalen u(t), p& T
Il uCt)|dr, = L

LAt oss bestdmma den optimala stursignalen, somofér en given brdnsle-
forbrukning L, dndrar vinkeln och dess derivator pd minimitid T, till
det Onskade ldget X3

<E}Vi intresserar oss bara fér vinkeln och ej dess derivator.

Antag for enkelhetens skull att x(0) = 0 D& x(t) = ﬁ K(t-1) u(t) dr

0
x.,= T
I X(T-1) u(r) dr

Enligt kap 3 blir styrsignalen u(rt) = K.G(rgrj) . sign Lk(To—r) dér

T3 dr den tidpunkt darmax k(To - ) ernas.

VLT T
) T &
Vidare: xd =
K(T-T). K.8 (T -7.), sign |k(T _-T) | d=
0 S o

= K| K(T = ¢5)|= K . max k(T - )]



X4

= max | k(To—r)l_ vasrce
X4 [ ]
lt) sie== R(T =] .8 (r-Tj). 51gnE<(To—r)

1%

max lk(To—T) |

Minimaltiden To bestédmmes ur L =

T
{”:'2_ Vi intresserar oss fér derivatorna ocksd. D v s Xy = I ((T-1))uéqr)
o 0
dér (k(T-1)) som f&rut viktfunktionen - |
Enligt kap 3 blir styrsignalen u(t) = g Kj § (1= T'j). sign |k(T_-1)
. L A
{ ]
dar k(T -1) = g i k( )(T -1) i=0....n1
(o] i 1 ()
k(l)(To— 1) = 1:te derivaten av viktfunktionen.
Y dr de punkter dir max | k(TO— 1) ernas.
U<t T
o
Konstanterna Kj j=1....r bestdmmmes ur
T
xj_ = fk(l) (T-'[) e I KjG ('[- T]) sign Ek(T—T)} =
0 .
. ]
jz K(l) (T- rj) sign |k(T- rj) d v s man far ett ekv system: i = 0,...,r-1.
Maximerande N bestdmmes som vanligt ur
Mo max] k (T-1) |
o<T<" -

Det &r tyvdrr synneiligen svart att i det allménna =
fallet berdkna explicita uttryck pa de ); som optimerar styrsignalen.
Fér approximativ 18sning kan "minima equalization process' anvédndas.

n,i':}{max] p @) - P ) Kdér
1

Vi sdtter A x =1 och far 1
L

PGy = 5 )5 o ()= k™ (o)
'r-i)io Aipit 5 PR\t = d-'r%

e
n



d
(T) =
d

e
n

(n)(T— y = kP (pory

(v)

Processen innebdr att man konstruerar en midngd av polynom P (1) som
konvergerar mot optimala P(t). Fér att detta skall gdlla mdste mingden
av polynom{f(V) (rgfuppfylla féljande interpolationsvillkor:

(é)Varje funktion P v) ( ) bestdmmes av (n+l) ordinator och beror kon-
tinuerligt av dessa.

(:)Tva funktioner som tillhér P(V) (r% dr identiska om deras skillnad

har mer 4n n nollstidllen 1[b TJ

Allmint: Bestdm A s& att min max | £(x) - F(x,A)| .....(1)
A as x b
n
Flx, 1) =2 pi (x) Ai 5 Py (x) linedrt oberovende och bildar ett
1

Chebyskev-system, vilket innebédr att F(x, 1) ej far ha mer &n n-1 noll-
stdllen i intervallet La,ﬁz . Det polynom F(x,) ) som ger bdsta appro-
ximationen av f(x) i Chebyshevs mening," (1), har egenskapen:

= f(x) - F (x, )) antar vérdet F = max |4 x|minst i n+l punkter
as x¢ b

med alternerande tecken f&r konsekutiva interwvall.

Vi dtergdr till min max lo (1) - P(0)] darrp (1) motsvarar £(x) och
A ogte T ’
P() = 771 As p: (1) motsvarar F (x, A )
. MPi > =
5 .
Starta med godtyckligt valda rﬁ 0-11 STH€es ST 49§ r
satt upp ekv. systemet
_ (o), (1)
iA 1 c (Tl) -P (Tl) = L
| ' (
Ay 11 - p ¢t _ploder oy o _ (D)
V2 ® 2) P, = - L
I'I:
[
| ¢ 1
1 1 I’1+2 (1)
T - T (o) _ L
kA nt1 = el ) -P (1 49) = (-1 ‘
n+l

n-1 '
P<0) (1) = £ 2 S p; ¢ Hirur l8ses Ai(o) och L(l).

. i

1=0

Betrakta o (1) - P°C1) och bestdm de utl, v, ddr avvikelsen fran



(2)

o0 -<Tn+l K 0

(2) (,"2)

pn(-r) dr stérst. O €Ty ’

Sdtt upp ekv. systemet

l.fAZ Tl(29 = o (Tl(Z)) B P(l) ¢ 12(2)) - L(2)
I '
b (2)
(2) (2 2 , @ 2 g
(A A - -P (t ) = (-1)
_ T+l = Pp ( Tn+1) n+l
RS D RPN G B
dér P (r) iEO )‘i Ps - Hirur loses (i) och L(2)'

i
Betrakta pn(r) - P(l) (1) och bestdm de n+l st Tk(3) dér

(v)

avvikelsen frén o (1) &r stdrst o s v. Det kan bevisas P (1) »

P (1) (4) P(1) ger maximerande X
i

| . -
| - /}E_‘X_‘H K{;" )

-~
-~ -
-_-/f'.'\':‘\ /: — = Ty P
-~ ! 1

ot | N\, — j | ‘[
LU 7 A | '
oy i ol \ 1 | i
A RT ; ! i i
el : | i

L]
| I i )
¥ =0 =

Exempel 14 System med viktfunktionen k(t,t) som fér varje t kan utvecklas

i Taylorserie:

k(t,1) o I); Bi( £) (t-7)" med en noggrannhet som &r tillpdeklig-fér
i=0
praktiksa syften. Vi har som férut: min (max |z A, k (i) (T-1) |
r o dy )\ O<te T 1 B b
e; )\i-l .

Lat x, = =x =0Dix " ag =1
txl—... =%, T Xy o



B n n-1 =17t
Varav min gmax | n(T) 1+ L7 7 + Lo K‘J&'
1
(

Gtr subst.t> (x+1) g

Medfér min g_(T)
. {max |« ) (I)n{xn i m].xn—l + ...+ mnﬁl j
* <1<T X 2

Foér 16sning av ovanstdende skall vi forst ndmna nagot om Chebyshev-
polynom av férsta ordningen. Dessa definieras: Tn(X) = cos (narc cos x)
Chebyshev upptédckte ftljande anmdrkningsvérda egenskap hos polynomen

T (x). Man betraktar f&r | -¢ x | alla polynom p,(x) av graden n ddr
koeff fér x & lika mid 1. Med o n= sup]| 1 (x)| uppstkes det polynom

p (%) for, vilket a_ 4r s& litet soh™**" mdjligt. Det stkta polynomet

ar 27D, T (x). Vidare &r _ = o1

Om vi dtergar till vart problem ser vi att

(T) n 1 _ 3.5
bn ) (I) T Tn(x) minimerar uttrycket.
d 2 2
X
o
b (T)
it . (I)n . —ﬁi—l- = L"l Hirur kan minimaltiden T bestidmmas.
x 2 2 2
\ O
och 1 - 1
2?1 . Tn(x) 2n—1 cos{ narc cos x)

d v s polynomet &r 1! cos (nare en(1- 2X0)) = P (1) =

w(r) = £ ks (= 1o)sign(K(T-1)) £
‘ J ] ]

dér 1, dr de tidpunkter dd max |k (T-1) |ernds i fart fall
kK(T-0) =P (1) = iz.)\i ACRRE

Stk max o min punkter till Pn(-r) 1 L! Dessa & + 1. D v s max| Pn(-r)l =1
e (Crieine soR il—%—T) = + 1 medfér att N-arcsgos

T
(l-z—.l-,-)=k“;Tk= E.-cos}—c%]g- 3 k=0, .., n



g
Sdtt t ex n=2 vilket medfér att T, © 0 Ty 2 7%

-~

u(r) = K .8 (1) + Ky §(t- % ) + K8 (- T) | sign L?os 2 arc cos

<

=T

Bestdmning av konstanterna Kb K1 K,:

T
Som ndmnts tidigare berdknas Kj X, F g AED (T-1) u(t) dr

0
o _ (0) _ 2
I vart fall med n=2: k  “(T-1) = 82(T—T) +Bl(T—T) 8,

Vi kan férenkla uttrycket pd styrsignalen om vi tar hdnsyn till
tecknet for Pz(r) i 1=0; gk % 3 Ty = T. Detta ger:

T T
u(t) = L (1) - Ki&(r- 7) *+ Ky8 (t-T) Har &r Kb, Kl K, 0

Vidare &r|[u(t)|]] = L vilket medftr K +K+K, = L

1
T
Xy = 6 262 n(t) dr= ZBZ(Kb- K1+K2)=O
vy = T
1 0(282(T—T) +Bl)n(1) dr= (262T+81)Kb- (82T+Bl) Kl +81K2=0
Ur dessa tre ekvationer erhdlles *SKB = K2 = %
'k = L
‘ K =3
_ L .
dvsu(r) = 5 (;) _ 8(r- 39 ) + 5 (- TO]
2 2
[ "
- \]f eo
To = Y 76,L

Sammanfattning

Som framgar av redogérelsen ger Kulokwskis metod ett mycket allmdnt
uttryck pd den tidsoptimala styrsignalen, ddr begrdnsningen pa styr-
signalen pad ett enkelt sdtt genom utnyttjandet av normbegreppet kom-
mer in i analysen. I det allmidnna fallet med flera tillstandsvariabler
som dndras uppstadr dock komplicerade numeriska berdkningar, ndmligen

vid berdkningen av max ) &y Av de genomrédknade exemplen

1
||k(T—T)||q

framgdr att i ndgra specialfall t ex



(I)Initialtillstand noll, en tillstindsvariabel &ndras och p=e
(i;System representerat av diff. ekv av 1dg ordning n=2,3 med p =e
@Dp=2, initialtillstand noll, en tillstdndsvariabel som &ndras
{E}p=2, system representerat av deff. ekv av lag ordning n= 2,3
<§>p=l initialtillstand noll och en tillstdndsvariabel som &ndras
problemen kan reduceras till exakt:lésbara problem genom anvindande
av Chebyshev polynom av forsta och andra ordningen samt Legendre-
polynom eller genom vanlig partiell derivation. L&t oss betrakta det
allmidnna problemet

max | Sat|

Al
| |<(T-1) | lq

A

1}
-]

och sdtt Ed'

Detta ger det ekvivalenta problemet T%nllk(T'T)||‘
q

- -

. Pf I o ET 1
mn | I q = = min : q —
Genom omskrivning erhdlles: ~

r l
T q

: \ ; ] Tdefq aar
miUl u (¢) - Z l

ig e iz2

( )l__ a e n(n
up (o) = hl (7)/ e och ui('r) = 1 . 1 - hi(‘r)

e
1 i=2,....n
Problemet att mlnlmerallk(T—r)|| dr séledes ekvivalent med att

approximera en kind funktion My (r) med " iL A;uz (1) dér ocksd My

i =2....n kinda funktioner. D& q=2 svarar detta mot approximation genom
minsta kvadratmetoden, dir Legendrepolynom kommer till anvdndning, och
dd q=1 svarar det mot approximation i Chebyshevs mening dir Chebyshev-
polynom kommer till anvdndning. Dessa approximationsproblem torde kunna
18sas pd datamiskin. Ett problem uppstar di systemet &r givet genom sin
viktf k n., Hur minga termer skall tagas med i Taylorutvecklingen av
viktfunktionen for att acceptabel noggrannhet i styrsignalen skall er-
hdllas?
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Chapt IV of book "On some Questions of the Theory of Moments" by N Ak-
heiser and M Krein 1938,

Geronimus metod.

"On some extremal properties of pbélynomialsY by J Geronimus. Annals of
Math. Vol 37, No 2 1936

Maxima equalization process: N Pinsker, B P

Wovodvorskii, Usp Mat Nauk. 6, 1951 samt L Veidinger sid 99. Numerische
Mathematik 1960,

Disposition.

(i}Presentation av problemstédllningen., Representation av lineira, tids-
invarianta system,

(:)Matématisk bakgrund till Kulikowskis version av teorin fér optimal
styrning,

Funktionaler

H51lders olikhet

{:)Den optimala styrsignalen di endast utsignalen &r av intresse.
(EQIEn optimala styrsignalen da flera tillstindsvariabler &r av intresse.
(E)Styrsignalens utseende da utsignalen och dess derivator &r av intresse.
(EjSammanfattning av Kulikowskis metod samt svarigheter med metoder
{i}Bestémning av. styrsignalen dd inskrénkningen pd styrsignalen varierar.
a) p = », Initialtillstédnd noll, och en tillstdndswariabel &ndras.



Chebyshevpolynom. Exempel

b) p=2, Initialtillstdnd noll och en tillstdndsvariabel &ndras.
Legendre polynom. Exempel

c) p = =, Allmdnna fallet. Geronimus metod. Exempel

d) p= 2. Allminna fallet. Exempel.

e) p = =, Polynom av oindlig grad som integrand i uttrycket som skall
maximeras. Ett exemepel

f) p = 1. Endast utsignalen av intresse. Utsignalen plus dess derivator
av intresse. Maximum equalization process. Exempel

C’ Sammanfattning och kritik

C) Referenser,

(i)d v s system, som beskrives av linedra, differentialekvationer med
konstanta koefficienter

(:)FBP linjéra tidsinvarianta system giller att systemsts viktfunktion
k(t,) = k(t-1).

(:>I de allra flesta fall leder bestidmnipgen av den optimala styrsigna-
len till maximeringsproblem som ej kan 1&sas analytiskt. I vissa fall

dr detta dock m8jligt och dessa fall genomgds i redoptrelsen. Dessa &r
bl a

1) Begynnelsetillst&nd noll och en tillstindsvariabel &ndras samt q=1

2) System representerat av diffekv. av 14g ordning n=2 med q=1

3) Begynnelsetillsténd noll en tillstandsvariabel &ndras, q = 2

4) Begynnelsetillstdnd noll, en tillstdndsvariabel &ndras och q = 00
@ Likartade matematiska problem uppstdr vid = momentproblemet:Civet en

. . . o ) .
odndlig f6ljd av reelda tal S).« En icke-avtagande funktion T(u) stkes
som uppfyller s

k 1 ofdr (W) k =0,1...

Se "Some Questions in the theory of moments" av Akhiezer och Krein, under

rubriken The L-moment problem and som of its applications. Ddr finns

bl a féljande problem beskrivet: Givet S5 eeeeSy och -1<0<1. Betrakta
- n . -
P(u) = a_*a,u + ..f+anu samt aoso+ cootas = s
+1
Finn min I(P) = ¢ {jP(u)l * OP(u)K dn., Se under rubriken: The I-Problem
-1

in an abstract linear normed space. Givet n linedrt ober. element

XoeseoX o S0k 1 _ . .
1 n 5 = 1nf||rhxl+...+ Thxnll under bevillkoret c; m *+ ....



