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lealo, .7, Ve /ea/nz'fy_,

Vid andé/J’ ay re]/er.r/:’fem/ u'fia""'
S’fo"rnfhjarna. en mfc/(et Va".rahflej del,
Betrakta pnedan stdende wmodell !

I OmjiVnihq
l 3 l
= System %
PR e e W e Eme—- T
S €

“ Om Pa° samma gatt soem o K.}. ;\S'E”FBm:
erfer{njs{eknib( ; Stokastiska system

srut sdttes gtt omjiVm’h ensS inverken PX
systemet Karak terisSeras med ett antal
sjcarm‘njar Som kan beskrivas som realiss-
tioner ay stokasticka Processer/ Kan €n
o‘o{imal s’cyr’ag ) fc‘,'r- att minimera ufsij—
nalens variams) hé‘rledqs. Denna sa kal-
lade minimalvam'anss{:ratej[ ges av:
(Fér Je{:aljer, se ovan omndmnda Kowmpen-

cl;u,m. dc:r a\:ven be'l:ecknihjarna. 5‘£erfa‘nn3)

o F(z*) B )
u@) = 5w £6) yU

f’lyrlajen realiseras Pi fo"'jomate. satt
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L Datamaskin e

Sys{emct styres alltsé med hjé’./[) v oen
da{:&,mqgkih med ana'Oj—diji{al—OmvanJlare/
Ao | f[juren ovan och dij[tal~ana10ﬁ-
omvanc‘fare’ O/A Ef[juren, Datamaskinen
har en Vigs orclla“njd , Som gcr dess noj_
?rannhef. Nar Processdafa,ma,skiner bor -
jade anvdndas var denna orc”é'njcl ?anska
S%O"/ 10 bitar och mer dve en noﬁﬁmnn-
het av Prorno"lcs'torlck '<1: 2.'°) Tenden-
sen ar nu att ardlﬁnjdc'.n minskar,
Unfc"nrcs n&’jan ](orm av  Kvantisering
! rejfe,rsYslzemet minskar alltsa 0 qrann-
heten. Rent mtuitivt borde sys{emeés
Syf*:e vara svarare att uPPnrl. Om ett
uttrye K ¢ denna farsé'mr'fnj Kunde er-
ha‘f“asl skulle man ha en bra u{j&ngs-
Punnt f&r att bedSma  hur }oa.ss nog-
grann  man behéver vara yid DDC
Direct D.‘jifal Con{r-ol/ dvs datc -
maskinens ordlénjcl skulle vara ldt-
tare att anpasse +iN de stéllda kraven.
T det /5'//'anale behandlas hkvan -



%:'serinj till  tve novéer f)a Lnjan en

. ett enkelt exem el inhan det allmédnna
fa”ef betraktas K J Ka‘o . aferfmns m.jot
omn Kuaniase,v-mj Lill 4vd nivaer P uijanjen,

A’ﬂmarkﬂmj Ek\/atloherna Aqy- num r@r‘a{g
L ’o}pahd@ fcg/jd ) var)e ka[n-
t&' for Sa? '




Kalo, T Enkelt e,xemi)el.
H. 1. Be'f:e(.’kniﬂqar‘
J
Betrakia {51J'ande modell

OMjiVning

Ll

—‘é—?L System

s

Owm Eannjens inverkan antas Kavak teri-
seras av ett antal Sfc‘irninﬂar Sem Kan be-
ckrivas som realigcationer av Stokastiska
Pro(_esser—‘ Stérningen vid en viss f{d/ounkt
t be{ecbiinas 6(3‘

{e(t)}{:o or en svit oberoende normal-
f&rdelade stokastiska varcabler. Det an-
tas att s-tc"arninjarnas medelvarde &r noll
och deras standard avvikelse ett. Detta
Samman fa.tia,s . beteckningen -
et) € N(o,1) ; t=0,1, ... .. =8

Observera  oberoendet | veilket dr av fun-
damental be’e]delsga { fortséi’c{hinjen.’

J det enkla exempel som skall be-
handlas ¢ dettg Kapitel, antas systemet
beskrivas av ekvationen :

(1) 4@ + @yt buft) +hel +Aeett)



dir -
865) e(f"f) é'r S{Srnt‘nja,r‘ Ghlt'j”li oVvaen )

)

% dr u{sljnalen;

W dr {nsijnalen;

¢, b) ¢, A dr Konsian{er‘;
.t

$-

betecknar +-fcflpc,mk{en +
| hketecknar ft’JdOu.nkf&n t-| v
nf{jon )a"mPl[j tidsen het .

Vidare Komwmer ol.)er-aiorn 27 ettt
anvindas. Denna def{.nie.r-as av falj'ande.
ekKvation

') = x(¢7)
dir x kan ersdttas av W, eller e .
Medelvdrdesodocraéor‘n betecknas E .



]I. 2. Kv&n{fsen’nj vid ft‘d{)wnkten t-],
Systemekvotionen (1) kKan Skrivas Pz
oljande sgatt :
(2) (i1+a7") \3,({)= bu(t-) +A(1+ecr') e
Denna form a ekvationen Kan 15tt om -
vandlas il fo"'jancle tva former-f

1+az2!

(3) 3@'} = helt) + ! [Bu(H) + /\(c-a)e(é-l)]

(4) 4= e Hjcz..[bw—') + (c-a)y(t)

Ur ekvation (4) erhalles :

2
(5‘) E ?‘1({) =\ + E {1+3f [Bu(&-.} +(c—a)l3({-c)])

Ly, e® dr oberoende av w(t) uty
(1), y(t-2), ... och E e®)=0
ik : e

Vidare X
L) / . z

Eep) = J & o=¢ k-1

efferwm et) € N(0,1) ar -frexvems-funk-

tionen f;r s%rm'njav-na.:

XZ.
I S
ﬁ@‘)-— s e
UV ekvation (5) erhc't“es
Eyie) » X

dir likhetstecknet 7£)ler da
() U= - &=yt



Deita, dr den | inleclnlhjen om ngmnda,

mintmel variansstraie 9 ‘N

) e
R R A

‘!':j ¢ detta enklg fa“ c‘ir, med |heteckningar
ehl[jf A,Sfram_ |

A') = 1 +a2!
BE)= b
Ca')= |+ ¢
4 =1
jclen%iéeten
Ce')= AR E('z") + % FRY)
m&dfar
E@) =1
F@) = c-a

(Far de{aljer hanvisas +il]l det { inled-
ningen oOmndmnda Kompendiet av &S{\’EWH.)

Ah'l:aj nuw att ,fafja_ndc 7&'Her‘:
(#) LL(J')= - c;;_a y(J) ) J'.- 0,1 ... t2
(%) u(#-1) = d S"'?”[W""’]

Detta innebdr att ”Van'{ ! mint mal Vardang-
Q{ra{ej{ anvdndes upp L en viss tid-
unkt d& kvan{.'serc'hj sker, Det ré&'Her‘
hu att séka u{sijhalu\s‘ varians tid -
Funkten ndrmast ef%er— den 4idpunkt
da k\/antfserinjen gjardes dvsg E?z(*-),

Konstantien d ][5"][0?"&5 f\fit{ och Kan

!



Va"’j'as fo"r att minimerg Ej"é‘—).

Kvamtiser-{njen sker till 1tvd nivder
éy .
| +] X»0
(4) sign(x] =4 O x=0
-1 X< 0

skulle )Cal/eé x=0  dvs %(t—l)=0) D -
trifla vrédknas detta ¢ {or{ gdttni ngen
SOwm om Kvan{i.ser(nﬂ anda Sskedde il
+td eller -4 .

Ekvation (4) och villkoret pé
Fgreja"enae sida (u(j)=‘ c‘\‘;“ig(i)}r%',.-.*‘z)

32!" 4

(10) '3(0: /\e(t) tbhu(t-) +(c-a) (}(f-})
Ul){ Y (4)= Meltet)

Detta f%ruisatter att  Je]<|

l o=l L2 2.-7
sé ett ot 1-c2t 4 c*2* -2

Ar konvergent, Pa tarmme jﬂmc‘ farut-
gattes \a] < .

Med hja"f av  ekvationerna (8) och
(11) kan ekvetion (10) skrivas:

o - v ©

(12) y® = Ae@) + bd sigm [ A e (4] + Mes)e(t)
Kvadrera och -éa.j medelvdrde t !

(13) E 72((;) = ,\9' + B2d* + /\J‘(C—a)’)" +2 bd(ca) E,)\C(H)’



Mo{iverinj :
(14) Ee"(&)=Ee‘(e-n)=‘“fx2“/i—f_;‘. e-f@= 1
(13) E signt(Netn] = 1 (e text efier @))
(N’) E e(f)e(f-:) =0 (oberoe,ncle{ -')
(17) E e® Sf?’“[Ae(t")j°O ({)EerOen det!)

Det Jterstdr alltsd att bestdmme

Elrelrn] .
E et =]\ f\x\m—,- € * A =[] /2

Ekvation (I3) blir alltse -
(12) EUQ@ = N4 b d ™ + )x"(c"‘)z +lbd(c-a)l)\|\/’§

Der[ver[nj med avseende 'oé\' d och

%) =0 je«r ekvationen

2bd + 2b(c-a)|Al J;_{ <0

dvs G
- FM/E

er m?nlim:ém for‘ t’z(é) ty andm-
derlvatah dﬁgj Or FOSL"HV %bﬁ') .



Med insatt d-vérde erhalles:
() EyE,, = A + ¥ (1-F)

Detta skall J'E{mfara; med E?}(‘)‘At vid
VanH; minimel varigns strateqgt. Dvs  hir
erthes en 5Kninf] med (C-a‘)z(l-%)-loo%A

e qru d av att d : '

' n - et ciller mynij]-

Sl%CXJ sfj‘h[ﬂ kan I, 2 Samr?mn f&iéa g !
S’{:yr’atjeh :

-Q

u()= = TYW ;5 e, .. 42
u(t-N= — S-_ga-‘ )\E 5‘£jn[e(+.-1)]

ﬁe.r' 4
Eyit)= X+ X(- 7))



I, 3. Bevis ]Cc':ir att den  T.2.
anvinda kvan'l:{sen'nje-n ar olo'l:t‘mal.
T I.2. anvindes kvantiseringen
u-1) = d sijn[e(t_‘l)j
Allmint kan Kvantisering Lt tvad
nivaer ske r:éf félj‘anaic satt !
w(t-)= d sign( @(ett, e 4y, uty)
Ekvation (10) blir da :

(0) Y®= Ae@) » bdsign [ eten, . ure) )
+ (c-a) ie(é—l)

Kvadrerae och -(:aj medelvéerdet !

(21) E y"@) N NP R CEPY 1
+ 26 kb d ) Eele)sign(4 ]

Derivera !

Evie®) .
L2402 284 2w b) E ettsi(f]
dEY® YT
_d_‘dc—l— =0 ed fir :
d= - C_-_‘:_ M E e(t-1) sign( { ]
Tnedttes detta d-varde erhdlles:

2
£y, = A+ Xeaft - R (e-af-{E et dsipelf]



Attt  detta ér ettt vminimum  (nses av
A*E z(’c)_ 2
att C,Q_ 2-b

Fér o‘o{urml kvantiserin skall alltse
72 wvéljas sa att E e(t-1) sagn[f] far
s¢ stort BeloPP SOm mOJhﬁt {‘7

Gr oSitiv.

A ar oSitiv
(e~ a) fosuénv
{Ee(t I)Siﬁn&]} ar oSc'l:tV
Nu 4r

(22)  Eelt-)sign(4] < AAY

Likhetstecknet intrédllar d&:
f(e(é"'))e({-ﬂ),,,,_,u(e-.z)) ..) = e (t)
Detta bevitar alltsd att Kvanis-
Sen“yljen w(t-1)= d sijnfe(é-l)'] Er orgffma"



ﬂ, 4_ Kvan tiserad [hj_azij vid f/cy'e L/f'a//occmf-{,
Betrak ta .S"Jv.réem ekvationen & formen
(3) . Om denna utvecklas (’cillaéeé/ %y
det fo"w%s&’c{es att la) <l ) erhalles:

(23) lj({) = Me@®) +
+ bult-)) + Ae-a)e(&) -
- abu(é-l) — aAl-a) e(¢-2) +
+ dtbu (4-3) +dA(c-a) e(€-3) -
- a®bu(t-3) -aA ca)e(t-q) +

LR L R N L Y P

Det (hses omedelbart att atmins-
tone erhélles de enklaste rikningningar
na om Kvantiseringen cjér-es }oé’, fél—
jande satt

(24) ul)=d saa(h[ew] =01,

Med insatte virden {é‘m x{;jrva,rc’aloeln
erhalles ur eK\/a-Eu'onA(’.’L3)

(25) 4O = Ael) +
+ b d Si?n [eéé-l)_) + A (¢-a) e(4-1)-
—abd sign[e(+-2] —a A (a)e(t2+
+atbd sign[e Lf-S)} +d* A e-a)e (t3)-

rrrrrr

P&ot rund av att GQ)' e(é"')'.--.-
a“a &r 0b€ro(’.ﬂc(e S’Jcokqs’ciska \/m’iab-



Ier mecl mec{e'vé:rcle lika mecf holl/ er -

halles  vid kvadrerinﬁ och medel vardes-
L){fc‘n;nﬁ .
(26) E'f({:) - 2+t (|+a.2 R )+
+ }\z(c~a)7‘(l+a2+a"+a‘+,-,. +
+

Ibd A (c-a){E e(t) Sign[e (t)]} (\ tat+al .

e’

Mo-kivev-ini .
’Pﬁ? V‘MMJ eV faruését{nin arne ‘Cgr
tx @
{e(t)jm Kommer Jnga andra termer

cn de oOVan mcd{iﬁjhg atl ge Bidr—azj,
\/fciwno_ A

(23) E ®=E&() = -Eee =1

(2¢) E signfet)] = E Sfjhl['e(t-')] ... Esighled)e!

Ehliji’ .2, ¢ Ee@)sian[e(t)]=flg(e)|=@

Orm  serien 1-5~q2+a"+,__ Summeras
Kawn oJ“:Sc: ekvation (26) skrivags °

2 )2 %
(30) Ey=A* b*d H\;(c;az}wt,?bcj Aea) JE

Bestém minimum f&r Ejz(t) jenom
derivation !



;{Eg“ﬂ)_ 26%d +2bA(-a) /2
dd = 7 -a?

LB, er.

___ C=a 2
(31) d=- 3 A/E

Detta d-vérde zmo{svarag rmihimum
fy dndre derivatan %)= ?_bk ar positiv,
Observera att d-vérdet &r‘a{c)e“fu'skt
med det Som erhglls ¢ JI,Z,'

Ingatt ut’crycket fc‘;r Ej’{t) erhélles:

¥e-a) (1- %)

1-a*

(32)  Eyth=)+

J&mé{é’res dette med vad som er-
halls ¢ T.2. har alltsd variansen Skat
. 1

y%&erl;ﬂare med en faktor T -

Samm anfa’c{ni nj :
S%yrlajen p

u)= - g—‘f—‘% /%f sign[e(tﬂ/&o,',-,._.

aer :
Eyz(i)= A+

Mo (- %)

1 -a*




I 5, Bevis fér att den 1. 4 an-

vanda Styr}ajc\n ar optimal

J I.4. anvandes S'f:_yr‘/a,jeh’
(33) u(t) = d siﬁn[e({)] 0,1,
Vid

K\Mnt[sering till tva nivaer

Kan ollmant rﬁljande s{yr)a,ﬁ anvandas:

(34) ul)=d sign( 4]
dar * '
(35)  f= flel), et .. ult), u(ty, ...
detta kan skrivas :
(36)  f= f(e®, et . e@)
tj :
U(e) = f(e@))
u() Jf(e@) eE), af(eco))
: oSV,
jnfSr Ee{eckn«'w?en :
(33) )= {(e®, elt), ... e@))
(3¢) )= f(e(é") e(f'-l)



f(e-2), ‘f(f‘3),-~-- f(o) defim’ems
ahafofj{‘
Betrakta §ys{emekva,,-(:,iomen P;‘ (or-_

men (3) !

(3) y@)= re®) + bu(t-) +Mc-a) e(4-)

1 +az2"!

Vid kqurerinj och medelvirdes-
b;fclnt'nﬁ erhdlles Pt? ?ru,nc;’ av att el
ar oberoenJe aVv u({-t)lu({-ﬂ.)f” e({-l)’"_!

W(t1) + Mc-a) e (f-o)}l

1 +az’

(37) Eyi®- 1 E{*‘-‘

Fidr att erhélleg en ofs’cfmal stjr-

|03 skall olltsa
2
— ) bula) +X(ca) et 2
(Z]O) t { 1+qz2" ) E X

mintmeras,
Wtveckla x och satt in Sijrlajeni

(41) x= b d §f3n[ (t-1)] + A(c-a)e (t1) -
—abd sien [ {(t-2)] -G (c-a) e(4-2) +
ydbd s:‘jn[f (£-3] teA(c-e)e(t-3)-
-63bd Sfﬁn[f(t-‘()] — 3\ (c-a)e (t-4) +

,,,,,,,,,



K\/aclrem och ’ca,j medelvdrdet !

irund av 6rut{£&‘£th«'m arna om
{e&)} och {f(t)}{io (Se (33) ock(‘sa))
erha”es da : ((M) och (15) anvindes ock.m“)

(42) E x*= b’“clz(H a+oa vath ... )+
+ )\z(c-a)z(l +a* +a" taf it .o )+
+ ) bd Me-2) E e(t-1) sfﬂnfE(t-l)] +
+a*2bd A(c2) E e (+-2) Sign f(e-z)] ¥
a' 2bd ) (c)E e(+-3) sijnff({-gﬂ Y-
~ @ 2bd M) E e(42) sign(f(t- 1)) -
-6 2bdA(e4)E e (+3) sign( 4 ({-1)]
~a*2bd Mew)Ee (¢ Ysign( { (é 3)
+ @ f’lbc}z\(c-a)Ee +-3) si n[ (t-1)
+aj'.zbd )\(c—a)Ee({ Q)s. h[ f(t- .o,) | +
0 11,4,\(::—-4)59 £-§) si n[f({ 3)—J+ ) -
- a2 bd® Esign(f(e0] si .,,[ (+-2)] -
o Wd B n[ ({2)]5 n[f(é 3)]“
"a‘lblclz[:'s n| 4 (-3 finf_f(’c H)| - S
lblszE §u [ff({:") St h{ (t 3)
+a 2K 4 E sﬁn[fu 2)] i n[‘f({; 4)]4
+a"2b13"'Es.jh ) Qajh[f(t‘f)]+,-,

Det antas nu att + ér s& stort
att fé'fjamde 75Ner:

(43 Eeltt)sign[ (-] =E e(t-2) s:jnff (+4]= ... ..
(44) E e+ sfgh[f,({-zj]':E e(+2) sign( (£ Yf=.. ..



(45) E e(t) sijnw(f-s)]=E e(t-2) siﬁﬂff(t-‘l)]= e
4e) E st jn[.f(f )] sijrx(f(e -2)]=E sf‘jn[f(Jc-lﬂs?in[{(t‘?},.,.ﬂ

An%ajancfe{ innebdr att medelvirdena
ej beror Pc: de )(aK{t'S‘Ka, ";fdijt.thk{ef‘ﬂa,
utewn endeast P:‘f {fds(lif]cerenSCrna, ( de
imﬁ&enc‘e termer ng . Detla antacande &~
riml (gt med HEnSjn LIl aqtt + &r sa
stort att beroendet mellan termer med
stor {fclsdff-/-erens ar fé’»r&umbar‘f, Fhve-
tiorn (42) kon dZ summeras ehf;'j{ falf"""'de=

1_ EQJ:L _ F < e R
(47) Ex'= T2 0 {1 20, Stﬁn[f({ lﬂSujn[f({ 2.]

b A Esiam[.fi(ﬁ-lﬂ s:;{u[f({-z)] e - }+
de A(C-G){ E e(f") S[jn[f({-,)-_] -

| - o

—oF e(e-z)scjn[f(&-u)] + *E e({-x)sfjn[f(f-,ﬂ_
. } b Aea)

1-a
Sdtt :

(45) D= 1- 24 E sign[ £(¢+4]) Sign {f (+2) +2£Es.'jn{»f(t-u s%{(t—x}m.
() q= Ee(t) sign{ (-] ~aFe(ey sign{ (4],



Observera | PZ jrund av summationen
star har exemqoelv;'s termen Ee(ﬁ-'f)sfﬁn[f(é-rjj
$r ella termer av {.\fP Ee(t-2 s.‘ﬂn[f(é-z%
Ee(t-3)sign({(+-3) , osv. Analogt fsr de
Bvriga tlérmerng

I‘jed be":wkm'vxjarncc (‘!?) och (‘{‘i] ke,
(43) skrivas -

(50) (1-4)Ex*= lo"clz'D +2bdAea)g +A ()
(1-03) ‘%: szdfa +zg)\(c-a)g_

ad =0 g

Detta virde cnsdttes { (50) ¢
2
(32) (1-&)Ex \Ca) = (c-a) X %

Har tnses att ’Car Mmintmiuum fé‘r
Ex* fordms lﬁ_l st stert som majl.‘ﬁt,
Qache'd{ﬁ{ som P )sosi(:iv men Se Liten
Som moiligt.

BetraK ta thkvationerne, (42) och (qu}
dar P och definierades. An’caj nu
att fo"ljan e 3auer“:



(53) f(£)= (et), e(t-1)
(1) P(+0= fle(t,e(t-2))

' oSV,

(48) och @4) reduceras da kil :
(55)  p= 1-2aEsin [4(¢0)] s:jn[f({-x)‘_)
(56) 9= Eeft) sign] p(t-]] - aE e(¢4)sigf(e]
Betrakta {5,-5{ P (5%)

"Br- oli ke a-vc‘irJem —fZS Faljahcle Kury-
Skare :

£ siplyeTiplpe]

H’&?‘ﬁV nses , att ]Cgr‘ atlt F skall ara
Pos(h'v men dndé  s& liten som mé|list
och dettq skall 35“@ fér alla ténkbarg
a-virden , s& magte *

(57) E Sfjn‘:\f(t-l)] ﬁﬁ"”““ﬂ =0

Dette fnéraffc,r da



(57 (1) (e(t)
(55 é(ﬂ) = 1 (e(t-9)

%eémk{;@ 21 ? under villlkor e

(58) och(s4) :
(60) 9= Ee(ty) sfjm[»f(e(lc-'))'] —a:0

C%Skulle mMakimeras il eiid 'QCIW“P/
och:

(61) 9] < Eleten] < (% (S’e T.2.)

)_!.kheéséeckmei (6}) c'n—éra/(far de
(e(£ n) 10({ 1) =e(€-1), Nu stod denne

éerm E e(+) Q{jn[f({ 0] sowm *re,orcscn—
tant [&r aH termer av t

2) S h[‘f({ 3.)
te({ 3)9:»\[1!({ 3)

,,,,, oSV,
Det ckall alidse 3aila,=

e (t-t)
TC({—:L) e ({-2)
)= ¢

DeHm hevisar att styrlecen -
ug)= dS[njh[G (")j



Ar optimal under v llkoren (53) och
%) 2eh de analojq fé'ru-esé*éém’wjarma
Fé"" Svri a

Gewnoyn (nduktion (nses omedelbart
att den ol’éé{mala s#jr(ajen (3‘/) arh&’/le: Clg:

F(é): Q({)
f(é-l) = e (%)

osSV.
aven da f besdams av (37))(3&).



IT, 6. Beslzamninﬁ av Kvan(:c'sen‘hj_y nivaerng
.. ' *
med }\JQ_‘P av_sats ay R.E, Larson .

Dettec. avsnitt uigbres av ett gnnat

*

bevi's f&r OPUmaL{{;efen . IL.4. sam{"zfjt
som kvantiseringsnivierna erhélies . Grunden
ar en sa%s’ so bevﬁsat‘s { LLPI:SQ{’S&V\

omnémnd | osterisken, Denna Sterges hér
nedan kortfe%‘ca{;) (F&r ndrmére devéalje,r
hénvisae Lill UIJ{GiSa"'.SCh)

iaﬁ= Lbdsningen pa det Kombinerade
olajcimala, reﬁlerin S- uf:)/:sska“m'njs- och
kvantrserin s -pro lerm et &r gsom ][ele'e_r:
Generere forst den optimala la‘n}'c‘lrc.. kpp~
Ska{’cninjeh (" the Kalman -Ruey ‘filfen'nj
So)u{t‘on”), ber‘ﬁkna sedan den oIO(:[ma(a.
I-’nJ'Era, stokastiska rejle'n'n\c]en, som om
uﬂsskm{fnfh en vore exakt och slu%lc‘jen
erhalles  de ofaéfma/c. vantiserings paré-
metrarng genom att anvanda 'oroceclwcm
{ Sektion II.

' Proce duren sektiah'ﬂ:” avser Sek-
tion T {,uF satsen och Samrhanfa,él:as {
korthet salundg :

Problemet a&r hir att hvani/sera
¢ "the Static OPQM'LOOID CQSQM‘

vind !

— \ , . r
Kobert E. Larson :"0Optimum Quantization

Ln Djhamic S‘ygtgms" jn][ormﬁ‘ée'on and Confro[
GrouP, Sfanfaré Research Jnstitute Menlo thelc Cal,



Den skaldra kvaw {:Cser{hﬁ:{mjﬁmﬁen y 5
antar ahaloja. varden. Trekvens funkh‘omen
(x) ]L6r X antas kdnd. Den Skalara kvan-
":-'Nfa'Mjsutj&“njen Q0<) antar ett an diiﬁt
antal va"rden} N+1 ,

j rquUYr o
]Cj f\@()() Co
= = -Cp-
L . - Cneg,
/ | |
;o |
. | |
{
/ | { |
- f - : >
' w
/ | | |
‘ v |
/ ) b l
-/ | - _ _ - L _ _.T _ Cq,
| |
| | t
SR I TONE R QNN S—"
e i T e e e e
d
l * : A,ﬁ,_ldu,, AN

Det mest allmdnne falle’c ges av Vanie-
vardet ay m‘ijon funmeaon 3()(,?(x))l$om
Ken SKkrivas

(62) J=E{3(x,c1(x))} =

N-l diy

d, ry
= ['90x) perdk +Z d{ 30x,<:) pode :([ glxc.) pisd

Om C}o defin{e.ras Som - oo OCH



dusy som o erhélles :
N di”

(63) 7}= e;;‘ d{ ?(x,c;)’a(x)cp)(

Oftasf or man (ntresserad av fele{)
X'C;) och  detta fa!( elets varians vil-
ket beéjder att ?(";Ce)‘ (X'C")z'

Genom att derivers ? med avseende

2 d; vespektive c¢; erhalles ekvationer
ur vilka d; och C; kan hest&mmas sa
att fele{:S VAriGhsS minimeras,

Man erhdller : (Se Larson ! )

7 (€ Ci)

%'(x-c;) P(x) dx = 0

(64)

d; -
dl.“'l
(65)
d(
| dér ?’ ar derivatan av c} med
avseende FC? dess arjumcnt.

Tllémpas Larsons sats i det
hér aktuella fo.”ef (ekvaéfon (3)) er -
halle s

Df){i!'hmla. lt’h/"é'r‘a stokegstiska rej-
'erfhjen !

(bt) U@ = - = ed)

Rikne som om detkta vore eXakt!



Vid kvan{iserlnj LIt tve nivaer erhalles:

(1) ug=dsign(-» P ew]

dy= -
(é?) &dl;‘ 0
dy=

. L
POt e
Gr  Summetrisk .

Fhvation (e;i:) jer:

L(.Z
2

—

(e(é)é /V(°/’))

k3

r c-a : c- 1 -
;((‘)\ ‘E"X - JStjn[—X ‘f’])ﬁ’? € &’&”0

Om d |dses erhélles -

N R Z
b d= - — 7
( ) 9;7h[_>‘ __53] \/;‘—
dvs S%jrlcijan :
(7_0) UE)= - C;S' )\ \{‘.'}'g Sfjn[e@)j

ar ol)ée'mc' enl.'j{ LarJO") ocL\ cl@“*u
AV cam mg Sfjklaj som erhslls ¢ 1.4,
Dédre mot

Ska{vtnih? av ulsienalens varians da

cfemm s‘jrlaj ahv‘?"bdﬁﬁ.

er Larsons Sats .iv\jem u/;d;)-



oI+ Ett ‘Siffer ex evn Pe[ .
For att f{f en uIJ”Jf&Hninﬁ om stor-
lekwrdn{njar & kvantiserimasniva och

5kminj ( u{SEjnﬁienS varians das fBIJ'ande
sEHerexem el wur K.j. Agtrom : “Qeﬁlerr'hjs-
teknik Stokastiska Sjséem } Exemf&f Sﬂmf"hj.#

(uﬂaﬁf‘fé 56, )

= -0.3
b= 0.¢
c= -049
A*= Of

Ekvat own (?;I) och (’32) :
Ukt)= 0.19 Sijn[e@)] L t=o, )
ElJ"(f)= 0.5 + 0 oly

DVS 5knin‘¢] ¢ E\f‘ 2 2.8 o/o



I.8. ?ea(:serlnj av S{jrfajeu c 1.4,
J det fareﬁﬁende har yisatse att
sfjrlajen -‘

o) - - G F sple]

Ar optimel vid kvantisering Ll tvd

nivaer ¢ det enkla fa“ som  ges av
ekvation (1). Det 3&Her nu att realrsers
denna g{jr—laj, Som j&m{ére!se betraktqs
ekvation (1) med s%jrlzxjen :

ug)= - G2 4(t)

tom 3£r minimal  varians [8r uési\c)ndﬁm
Tnsignalen ( detta [all realiseras enkelt
gron, ott bLJcL'jnafeh )[Su—ﬂarks med

?oktorn = C"-Ea ]
Ekvation (F1) kan skvivas om J)&
f&'ljahde Saﬂ; :
(72) o= - M7 sige[red)]
De ¢ j&'Her allise  att erhalla teck-
net PZ Aeft) .
3

etralkcta ekvation (1) -
(1) Y& + ay(en) = bult-) +he) +Ac ett)
Om Ae(t) lsses ut:
(73) Aew)- Lraz b

1+cz? () N 1+cz?!

u )



Som %an skrivas -

(?@ Ae(t) = ?¢)+ fi;?ﬁ y( +Czu0

jnlfa,. x(%) defim'erad Qv :
(715) xw= LTy -

1+ cz?

u(t)

1+ Cz'

dvg -
(7¢) {X(*F'- —C x(41) + a~c)na({-,)_ bul(t)
(#7)

Aelt)= x(@) + y(t)

] )Ct‘jur:

LLJ, % System L*L |
T |
T

<L
A +




etecknincar.

Kap. III. Allmdnna Frolo)emet.
p fop o

Med det "allménna {Qrololemet' menas
har en situation d§& §js{emekvain‘oneu \jder:

(1) A" y® = BE) uli-4) + ) &) el
dar:

)\) u.,tg pche har Sam me beﬁjdelse
som ( Wap.Ill. For {e(ﬁ)}w g&'ller cam -
ma fam S‘a{:)chihjﬁr) dvs :

xl

| 1 - 5
(%) {AK)-‘ ] c * och :

4= o0 "
{e(f)jt,o ar alla  obercende.
Vidare ér z° oPeraéorn defc‘mierad
{ ka[a. I., samt -

(3) AR*)= 1+ a2'+a2*+  +a2"
(4) B(f) - bo+ b2+ E,_'Z'z‘* R O W
(5) Cﬁz") = 1+ C,z" + CLZ"+ .. ..tc 2™

Jnfares identiteten :
(6)  CE)=E@)AR)+ 2*F@)

dar E@f') och F(z') ér Poljnom
oV l&jéfﬂt ﬁradial fé"r att uP/J&j”&.
likheten, kan Sjsiemekv&{-'omm 1)
skvivas ;32? fa!J'ancJe tva {ormart



B(z) u(t-k) t \F&) e(t-k)
A(z‘.')

(#)  Yy®)= NE@)e® +

BE)EE) u(t-k) + F@) y(t- -4)
C(z")

Ur envalron (g) erl«xaue: c'frek{i

(5) y@)= AEE)e®+

(4) Ej (ivefe  ve )
Lik hetstechnet Cwérc‘:f»{mr de :

F(z
Bz') E@)

((Jémfsr kap.T.!)

(10) ut)= —

lj() / t=01...



_IH. 2‘ Hé’r’edninj av den o‘otimala Kyew -
tiseringsnivin med hJéI av_lgrsens sats,
Betrakta ekvation (7}3:

CENCRECERS AESRPBLoE

Harav ‘nses att den of)‘tima/a, sto-
KesSticka rejler'ihje.h ar !

P
(11) u®=-A 5 e(t)

Kikna som om detta vore exakt,
(Enlist Larson) Kvaniisering till tvd
nivaer skall olltséd ske FZ fé!jande At

(12) uw®= ¢ szgn[—k %%—_,)) e(*)]
{jf Frekvemsfunkfn’ohen ICSr %—2)9({)

ar &jmmeéhﬁsk) och med be{eckaMjar

ffaov\ _L'b 5\'3

d, = -
(13) { d =0
dy= >

Vidare inses att :



(14) = =, =141

?( ()( C; )2 amvanc‘esj vilket
medfo aJch ekvation (65) ¢ I.6. hér
fm’ {: ‘ande uiseende

(15) ! (4 & et = g sign[-» L) perders

Det forsfa deI}?rob)eme'& dr hér

thin | )
att ’( hna forde/h ngen for ) e(t).
¢ ot e
(1 ) 13{'[) lg+bz'+ ,,,,,, . uf b, 7

An%aj ctt "13"(;) ken skvivaes -

1l o,
(%) )T A T

155 att fv—’O da »— Q, dvs
Ko

) ar vercent
Med deiﬁa kvav wan Géj)” F;(;))
Shriveas -
e FE)_
(t5) G ) f(s +(f/o ()“ -----
eller:

(19) GEJ= g, v 97 v quzte L



G(f)g"v kohverﬁenf , ty enli t ovan &r
) konvekjen%; cch FE') ar av fmc‘)o’f
ordne hﬂ. |

(200 G()elt)= g.e®)+ §elt-)r . __ ...

E“e"'”{ﬂ: e (t) eN(o’l) )aNa t/
och {e@®},.” alla ér oberoende gailer:

21) GEJed eN(o, /gt )

Ekvation (15) fﬁr d& ulseendet:

22.

(22) f(-,\z -9 sign(-3]) € IEW 420

Om dehha ekva tion |Bses g

(23) 9 = Al /—f; V Z 9

En(z'{ Lai"Soh ar allé_rf dch OP“—
mala Siyrl&gen : (ekva{.'on (11)}

(’24) u) = ‘)\\/g\/zg—i\ §fjn[G(2")e(£)]
dér G)-= %%%

kom{Yo”CYaS d@ééa Yned gpec(a!-
][aNef ; koP.H, f&’s:



o Ef)_ <ca
GE)= 1’37)) b

Vilket enligt ekvation (24) ger:
(25) u(t)=-)~/;%‘ lc——'gc-“ sfjny_c-;bﬁ e(i)—]

Som Gr ekvivalewt vned :

(26) u(%)z—)\/% <& sign( e )]

vilket st&mmer med KaP.I[,(e-kuatfon (24),@;))

J det allminna fcz“e{: Alerstér
dock ¢ttt besti mma E\J'L nar Séjr-ﬂ
laj (24) anvéndes.



m: 3. H&rlec‘ninﬁ av Eja | ett s;)cciaf](a”_
Betrakta Pcf ny{t ekvation (#) :

(%) 7(£)= AEGY) elt) 72;.9 [ B&) u(t-k) +A F@*)e(f-@

Eh'ijf . 2. ar oP’c-'mala kvan{(serinj-
en Lol {w;: nivzay-: (Largah)

\ . F(z")
(23)  ult)= q sign (- ) BL@ e ) |

AH deite dr OP{:'maH borde kun-
na bevisas analogt wmed ]I.S-.)v{lke_i—
doc k nte ors ‘w‘r,u{:an Lovrsens Sats
—f&r [;;ja %:?( ﬁl"und fsr oot imaliteten.

ent tntuitivt ore faller det ome-
delbart varg den basta kuan{u‘ser{n\c}en.

HSrlEc‘ nuw optimalt a-véfv‘de jenom
att minimera Ejz)cfao §%jv!aﬁ6h (2?) an~
vindes. Detta g-varde ckall alltsd bl
[ dentliskt med det 1 ekvation (23)‘

Rehandla fc")rs{ ett sFec{alf—aH,‘né‘m-
I(?Qn da :

Ar)=1+a7" +0,27*

(28) B(E)= b,

CeE)= 1467+ et

£ =1

Ur tdentiteten (6) kan da
l6sa s ¢



E(z ~1
(27){ F@) = ¢-a, +(€,-6,) 7" —][ Tr.zt

Vilket ¢ <in %ur med befec‘(mhj
enljt()f . 2. medfor-'

F'L o ) =)
B G- Bé) %fé‘z 9.t 9,7

53s{emekva'£[onen G’) Kaw daf med Jes-
sa SPeciaHSer{nﬁ ar skrivag !

(31) lj(f)= )\e(\‘.) + A%:)[aslﬁn[—)\ G.(z") e(t-a +)\ G(T')E(Hy
An{Qﬁ anaIOjf med ()7) ottt ¢

{

(-32) /;(;) - ol' EAN O(L'fz L
ar konve,rjen‘c dvs X, =0 Ji »—~=
jnfor '

(33) H(’.Z") = E_(_%Q'—‘ Lo + (Lbo(‘-t- B, )7_"+ )

(349) H@)=sh +hz' +ha*+ .,

dr  dé eck sé komvcrjemé J:j B&')
ér av éndlig ordning,
Ekvation (3!) xorn dé Sskrivas :



(35) y®)=xe®) + HE)[ g signlrcmetd + A Gee(t)
Kvadrera och {ag medelvérdet !

(3¢) Eyt= T+ E{H@[as.’ﬁn[-xafx')e(e-fﬂ+A6@‘9€(6ﬂ}2
{j: elt) dr oberoende au e(t) e(t3). .

och Eeg)=0
V:od m{nfmeh'nﬁ oy EJL Ckall aflbse -

(37) E { H(z*)[ gsign[-A 66) e(t-1)] +A a@)e(e-.jgtEx"

mfm’mer‘a,s,
Med villkoren @m’fji (30) och (34) :

(3?) X= hoﬁ_ gl:?h[‘)‘(joe(f'f) +q,e (£-2))] +L,°/\(3oe(t-:) ﬁre({.z))-}

+ L’. ?» $[5n j‘)\(ﬂ,e(f-l) i 3;9( t-?’))] * j')n )(306(#2)*3'6’(‘6-3))*

t hg&ﬁjn }k(ﬁ,e(e-g) +3,e(£-H)H +thA(g,e+9 +gelen)+

Vf'cf kvac/rcﬂwinj oc h medelv&'ries-
b.’fdm‘h erhelles ]33 jr‘uhd aVv vad
“ ¢ t
SOm jﬁf?er
(De{ foru{ cattes att t ar sa stort
att ﬂ'\ﬁ{SVﬂirdp;C}e {t” vad Som ﬁzs}}i)(‘f 6
L.5. (49,040, 49) 40))  giller hir. )



2N g (R R bt )
* 29X gy (hh bk hohr )+
* 29 @a( hohyt hihyth b )4
' Z?X By hoh, + i hyvh bt )+
+ 20 9,9, (hoh, dhihythohe ]
dar :
[ )= E (5,6 19,e(¢4] sign[-Nge) +q e(t]
Cf)z = E Tj,e(f")* 3,e(+2))$~’jn {-X(goe(é) 43'6({-1))]
<f3 =Es fjh[ -M8,e ) +j,e(f~n)ﬂ s:‘j n[-)(ﬁoe(é-l) +3,e(u)]
ST E (046 ett)] sipn[-A(ge (e 49 ele3)
L Ter utvdrd eringen av dessa medel -
varden hinvisas £ Q':Fendwc, 793 er

enligt sannglixhetsteorin Fl’xov tll t'*’lfe fgl"

len® (é“‘-,;)a_w 5‘5j”[ﬁo"+9iﬂ Sigh 9.4 + 5,2] e —H *;&,1347,/
V['KP_n dock Vi Sar Siﬁ svarlas’f (fé»r miﬁ),

Den bestdm mes enf:ji nedan .

(40)

N




l 9= 2 /Tw‘? Sfjh[—ﬂ
(4) 4 o (% patsis()]

L CP,;, f ﬁ—g—- Stﬁh[ Y

Ekvation (39) Kaw dé skrivas:

() Ex<(Zh:)( g+ Kigieg)-20E )
+()Z h,h, )( X4, -4ngle Q+3 +21z?93)

Deriverg !

(49) £ (3) (i F )

{Z kpk,“)(-‘llkl/?é%—;; t

Om %I[E(i- 0 erhelles fc;rs{a termen =0

o
(44) 7= [& /52gt



Men detta &r ded o‘g{[mda ?wvar-
det Se ehva tion (9.3)'

Allt sa maste dven andra termen

ekvation (43) vara =0 ]CSr detta ?‘V&FJQ

)

vilket ger féij‘andc ekvation far 393:

(45) 4@%2-4”4@ -?—51\—-93'_1 =0

eller med (nsatt crv&rc}e:

46 - o4,
( ) CP3 ﬁo +ﬁlz

Parentes

Anm, Med tanke PZ det enkla svaret
Fgr cfg !fé‘re][a”(,’r c’nfeﬁrafem fc’ir <P3
inte olds ;‘j.on—a denna’ lestes skulle
M.3. vara “en annan l'\arle«im‘hj av
OIJ{{mMG kuan{,’xeh‘ncsm?w‘fm/ sOM 3]0&_5
TR/ (U{ﬁn stéd av i

Slut Ipar-en{es,

arson $ s.‘a.fsq)

Om vérdena ]far {cf,,}i, och det op-
timale ~vardet (nsettes erhealles ur
ewvation (42)

() Extr(Z h2)( Migiegt) = X))
{ég»kw.)( 2 14,9, -2 Xy 99,)



Vilket enligh appendix  omformas til:
() Ext= (1-3) N (g, b+ g,h)
Enl;j{ ekvation (3¢) *
() Egu X+ (-5 F Z (ke g b’
Fdrutsitiningen att E@)=1 ér ¢

VZSCWt’fj ’Hfah. allmant xan fé(\ﬁnde
Sammanfattnznﬁ 6c§ms =(Om Ge&')= ?°+ﬁ;z'*)

Fér Sfjrfﬁjeh:
() u® = = MF R sign[ GE)ew)]

erHEHeg:

({ s1)  E j’,’m = N(14et . ve t) )\1(1-%)2(3,%‘.%%,._,)"



4. Horled ni ‘ng @y Ej t Y%%erh'jare ett
SPec alFaH
Betrakiq Sj:iemek\/ataon #) :

(0 yW=MER)el) ¢ 2o BEDLY) ¢ FEele]

Med b&f&dﬂhahﬁar &Mlm{ farejagnde:
(52) 4= eE)ew) + HE)[ut-k) + A Gee(t4)

Enl, 7f Lar,gon or olatmm kvant i -
Ser.nj

(53) | =?s{jn[-)\ Gl et)]

/‘m%aj Cmaloe'é med .3, aH:.
G@"} a + ‘z.’ 'z’- | (kan e,r hellas
genem st O L A e e
&z b )

runcl av {8rutséttningarna om
{ t)}toﬁ blir ]C j
(54)  Et= N(1vetnel) ¥
2
ik { HE)( qsign[-NG(e')elt-k)) + AG(z*)e(é-kB}

Det jaller att  minimerg :

6s5) E H(z*)f g $iq[-A Ge)e(+-k)] +A Gf) e(-&-kﬂ}t Ex*



P samma sétt som @ I.3. erhilles:
(58) X = h, gsign[-A(g, e 16, e() +g,e(+-9]] +
FhoA(g,e) +gelt) + g, e(4-) +
*h, g siga[-A(g,e (4 et +g,ety)) 4
thd (g,e(t) tge(t-2)1g.e(t3)) +
*hogsiga[-Mg,2(42) 4,2 (43) +g,e(t-y]] +
hoh (9,e(t2) +9,e(t3) +G,e(+4) +
+h3?81'7n[—k(ﬁbe(+-3) +g,e(+y +71e(t‘5))} +
+k3,\(j°e(é-3) +g,e(+-4 +,e(+)) +

+

K\/adrerc,, och taﬁ medelvirdet :
(67) E xﬁz(kfwt hi )(iyw }\Q(ﬂ:ara"ut?:) + 2@) q91)+
H(hh byt ) (290 402900 209,420 5))

f ( h°h2+)’l 1‘3J"") ( li)‘ ?95' ¢ 2010‘ Cf)é ! 2‘?1% *2’\134*)
dar:



(4= E (g,e0+¢(t +3ze(%i))€fjn[->\(3,,e(%)+3,e( ) +j\eu-z))]
,7E (9,60 45,elt)4g,e(t) Sfjn[-)\(ﬂoe(é-!)ﬁ,e(é-apgae(t%)j}
o= Eg,010) gl 15,009 signl A g9 *felt) gt
()3 - sipbAet) getosgetelsiglA gt g ey gees]
P (4,600 460 +g,e(2) sign(-N g elt2) 15 (NG e0e4)
Fi Eg.e(t215,0t9) 15,64) sign [-N(9,68) 1G4 +4,el¢9]

L ﬁ: ESI’?V\[‘A(?OQ ®)+9 IE({'I) +ﬁ,_e('t'lii$ fjn[—)(ﬁﬁ({wz) +j'|e({‘2) '*ﬂze U"@]

+or uivé'rcten'hjem av dessa wedelvirden

hanvisas | a/;}aemd."x. Dar erhé&lles =

[ b= VE (gEgtig sign(-))

(511 By~ ds =2 ‘599 9*;9 9a) - sign (-]

R AT AN Mi;z sign(-X]

Pa samma sdtt sow i I0.3. erhal-
le s CFH och Py genom ait Jerivera
ekda{RW1(5?)_ 7hS5Hwﬁh§ . ehvgtion

(52) 3ek:



) Ext=(h vk ) 4t e 0(5leq70g2) 290 B g
19.+9.9) ,, 2

(odihbs ) 2K19,9.3)- 49l 7 2R g
¢ (hhorhhy) (20,9, 49 B Zdar s 2g'g,)

9o+ G +3
2
Derivera och satt OP? =0 !

@) (2 )(2g -0 G

(e ) (g, (F 8 )

bbbyt hhe) (499, = 4D (E @’%) =0

Férste termen =0 fér :

L) g N Vg

men ({e{'{a ér det 0{3{;?»1&(6\. C*--
ng”c:le{i (Se ekvation (23)! )_'De l:)&j e
Gandra termerna i(éi) maste alltsé och-
s ‘Carsvinna fé‘r detta c](-\fc“zrde Vilket
363’ en mé{l{?h&f att be stéamma cP,’ och

CP_,_ Da erhijles -
ch e 99.79.9
(63) 90+ 9, +a

CP= 90 92
1

.9:+3} +jl7"



Om det o’oiimala a-\/c:'rdef och de
[ ) 1 L] L]

nu bestémda {cfpj,,,, “véirdena insattes

{ ekvetion (5%) erhalles enlrjf afremd.’lel,:

(éz') E s A (1- T%) i (guhi 9, hi t 8, )’:-1)1’

Féliande sammanfattn'«nj wan alltsq
Géras (6m G(£)e g,+4,7" +g,2")

+5r S{jrlajeh 3
(5) uw- -%/%, V5vq29; 553”[6(1")6@)3
erhalles *

(éé) E ﬁ-‘f )\1(1+ef+-_w +e,(:‘) + X"(‘l- %) E;_) (g; hi*g,hy.* 301,“]1



Iy HE{I"ECIY\I'hﬁ Qav E\\f' L det all-
manne faHeE.

Vid kvam{-:‘seu’»aj till tva nivaer
)92 (WG wn en , det all minne falle’c Som
beskrive” av chvation (‘4)} har den op-
f[maJa st rlﬂjf,’.h k&rle{:fé' t ﬂTfZ or
tva Sf)eci{?fal/ har sedan FEy* hirletts
%[)Sr denne st rlaj (LE,'S ,rei})ekéiw’e m"/)
esultalen hér sammanfqitats ¢ e hveg-
tionerna (51) och (66). Det inses [a4t
)mr dessa @k\!a,'éiowe‘r skall enera,f{x‘eﬂzs‘,
Genera(f'scrEWjen borde fé‘reg
wdukiionsbevis , Som ‘dock utelamnas hir
Gewverellt erhidlles alltsa:

as av ettt

For S\‘.jrlajeh

(67) u®)= M (EVEg} signlae)et])

Qrka”eg N
((99) Ejam:n _ xz(,“ e,z+ o *@K,T) R
& A‘-(l‘ ':}“) ié(?‘h ht v 3'“1:1{_’ 4. _,Jxao L,i-h)?.

dir m 4r ett 4al sgdant att
3,,.“ kKan ](Sr.fummqs,

Detta index m wméste ih](Sras
zrumd av att 3“, 1’)0 Gr obesiimt. Sam-
[d:’if dr det dock Litet o{ill][re&sﬁc‘tl/ahcic/

#]



c rund av a{'f uf%v-jckef fc":r Ejem;
Eltr av hujj {‘.
Summeg u%%rjcke‘{ Pat {m—men :

(270]

Z; (gmki + gm-' )qiw* 7 3‘,"\{_“)

ér  bekviam dé G(z.) dr av & ord-
hfhj (som . W.3. och /-I) F&r att fQ
Qn ?enewlr:eruﬁ da G(z) Gr av odhd-

orcfm :!? 2 or‘SoK SKrivg ©Om ekva-

thQY‘nq( ) och (Gé) !
Ur alﬁl).fhdex’ 2. erhalles

(tg) of_ (ﬁ:)".‘ +q, h., )z -_-
=R (greql) + h(g2gr) PR

2

+ Q‘H 1-‘l =Z‘)09 94, ! ZA,hltéﬁcﬁul‘*
’ 2%1;’3 :i 9iﬁm Pem - 5 )
2, 1 o0 )
) J% hJ thJﬁ ot 2)'=Zo h’ h“' T—Lo 3i Jie



Ana,oﬁt fo"r aﬂ)endtx, 3, !
() Z (het G, b g =
RN CRTAREN L NCRT RN
Fhy (goegtagl) v L
F2hh (9.9, 49,92) + Lhihe(9.9,% 9.5
PAhhy (99,299 F e - -0
P 2hoh,(9,9.) + 2hh(4.6.) ¢
FAhby () ¢ oo - o=

8 1
+55%MH§9?“*
+9\J_=Z° h. kﬁli:{og;gm =
> Wty > Shh. S
N ok N WD
zjg L]J‘ ;3" +2,§§';JJ*“L=099

dér B def.'nze;ras =0,



na

(+)

(#2)

Genevrel; ceringen ar nu lott ottt gora .
Stm ma M;Q:v"kae,t t Elj b'ik ) Ae\‘:

cllet -

ollmEn-

zw Zj 2% b Z GiGim -

dgr a”(: 55. -

1 «x=o
lftgn(k] - { N o

Sammanfd{f ning -
o

Far s{jr’laieh :

U@) = -)x/% /{qz sijn[G(f)e@]

erhalles :




Resultetet konirslleras

med SPec{d-
fa“ef: . Kalp,'U, Dar var :
A)= 1+a7"
R@) =~ b
(75) C@')= 1+4cz
E@)= 1
Fiz')= c-a
k=)
Vilket jer

(7¢) R)
o Ba) b
H)-

Atz) 1+ \3(1 az! 447’ J

§+j,.[aj : (enl.‘j{ ekvation (73))
(73) ult)= '“M[-f'; }C—'b‘-‘} Sign be@)]u)f T Siplet]
Vilket Stgmw\er med ka:).'[f,

Ut Sfinaieﬂs varians ‘—(e,v\ .“7{ ekvation (7"))

B =N+ N (1-2) () > b

o J

A (12)

Vilket ocksd sidpmmer med kaP.]I.



Far att f?:, en u')r)faiw‘.ning om  stor-
Iek’$or—cln£n3eh fé’r- 6lrtn[mjﬂn Cuﬁsij-
nelens voarians borde ettt numeriskt
exem')el jenomm"knas, ¥ cIru.nJ av ehva-
tron (F4):7s  relativt enkla form torde
ett P\"Oﬁr‘am {8,'— dette Vo ra I&H: att
astad komma,

Fér det -Fa‘ilm’etade systemet dar:

AG)= 1-062' +0227"
Bz)= §+32"
C{i’)= 1 -0gx! +0227"

har k(addr&'km‘hjar .jive,t att

(3kn"mjen ) Ejz a\" unjefﬁr 1 %-



Kap. IV. Exempel med drnft
1 3e€!zckmnjar F

Betrawta §j$’£em ekvetionen -

(1) Vyl) + aylty) - bVu (t-1) +helt) + Ace(t)
dys :

2) (1+az*) Vyw)=bVulty) + M(1+c?) e(t)
dar :

(3) V= 1-2"

dvs :

= Y& -y
) { f) U(tt) ~u(t-2)

och ¢ ovrigt enlict beteckningar en~-
o 7o y
lj evan .,

ALt detta kallas ‘exem Pe_l med dr-:‘f{ ‘
hevror Péi att om j((:) |ases ut erhalles:

1+c

b
(5) yw- l+az Trae U (1%1)(1 z))@(‘f}

dvs det  har {illkommit en ](akeor. 1-2

1

- " ___.,1 - -
L namnaremn For‘ S{rorr’unﬁsiefmc»ﬂ, 1-z° PRP RV
° h

d'HSA kawn ij‘feme,f d"lVa Lvaj



E.Q. Lt;Snfhé Cn’[j{ K"P i:_TI

Med betec m’nﬁar enlfj’c k‘t[om.

A(—r’) =(1+az")(1-2") = 1 + (6a-1)Z" -az™?

(6) B') = b- bz
C('z") = 1+c¢2”

vilket 3&‘ .

(%) { Ft)= 1

Fa')= l+c-a +az!

och &

+C-
G(z)= lrewa L %C-z"’%

b b
Ehl,‘jf ekvetion (73) Ka\'o.[[f erhélles:

(8) u®) -ME PGP signlaeee]

dvs GE) ar ef konvergent och
s%jrfa.jen kan ¢ bestammas, Resultetet
ar helt haturlfﬁ’c med tanke P& att 5ys -

.- -,

temekvationen beskriver ett Sam‘oand rmellan
in~och ut-gignalens ch'f erenser fr&m iid-
Punki ol de)uhkt, Me bheaktande av
ijér-m'hjarnc‘, Kawn da‘.‘rfér SJ'Eilva {ms{ﬁhafﬂn
ante wnmycket stora vérden ) vilket &’cerspej-
las | ekvation (&),



IV 3. Kvanh‘ser«'nﬁ av  YUR).
Skriv om &jsfemekva't{oneh: (cnlijt(fj)

1+c2”

(1+a2")(1-2)

Ae(t)

¢) yO-= i*iz" k)

. - ~2
(i) +>\'(I+c—a)z + @z

| b
0§t + ey ML atty

b
fieaz)(s-7) [ Vutey e ek
Om  Vu(t-) byts ul wmot u(t-)
IT.3 &dr deitle camma situction Som
dar Nar HE') begtémts «aw darfsr
resultatet chrives upp dirert (ehvationer-
ha (50) och({l) t' kap,m_)

(10) y(¥)= Ae) +

(1]) H(T')= %: b(l +(1-a)Z! +(1-a+c3 g

+(1~q+a?-d“)2'3+ S )

Vilket méo{fé'r t
(12) Vult) =~>\J;§ J(ii_bc;“)’w(%fs[jn[mz mr’d’cﬂ
(;13) Ejz =/\" + )\1(1-%){ o +[1+c-a‘]z 1
| +[(‘l+c)(1-a) + aﬂz + [(\lw)(l—cdff) - Ci"}z !
v lare(reased) vas] v J




Detta innebar att Eu® ander oéihdl.‘jt
virde efter filfré‘ckh'j{ lé’hﬁ tid . Wesu | tatet
kunde forutses redan av ekvation (11)

ef%ei-som H') e,J‘ ar konvergent  utan <

b :
(14) %»—> T+a 70 di v-»oeo



Ka(: Y. N&’jot om kvan{iserinj_/oci

u{ﬁah en,

1. 'Problemg{};ljn[n ,
Det géller ha"‘/ att  ur r“[hch

tecknen f£8r utss nalen berdkng en OFH-

el g{jrlaj och utsfjnalevus varians .

j f:ﬁ ure -

I Omﬁ_th;hj

‘ﬂ—i—ég\j.g{eh\ _u 5 lf

(1) Y'(t) = signl 4 t)]
U ) = ‘.}'-f(j'(f), (1), ... Y'6))

Detta Froblem bér alttsd intuitivt yarg
W\jcke’c SVA ra e ref{ergom stor del av: [nfor-’
Mmationen orloras wvid kuah{{ser{mjem auy.

Som' ¢ kﬂp.ﬁ, anvandes systemekvationen:

(2) Yh) + ay(tn) “bu(t-1) 4he@ + ee(t)



V. 2 ku/an{{:eh'nﬁ vid tfdl:unkﬁe.n t-1 .

Antag att \/anlfﬁ minimum -varidns -
S%r—a{ej[ anvinde s upp till pch med tid-
unkten f‘& Enly t ekvation (1) oc h

ekvation (10) ( I°. 2. erhélles dé:

(3)  yO)-he) + bgsign{y(ty) + gty

men :
(4) Yy(t) = Ae(t-)
Viiket 3“— :

) §&=het) + by ciga{helt)] =+ dcepe(t)

Som &r Sammea Situation som | T4
(exvation (12)).

Detta yvar ocksSd att yénta med
{an ke [qu ckvetion (4).



Y 3. Kvam’cc'serivxﬁ Vid {\'dPunk{en t-2,
An{Qﬁ nu  att kvantl seringen sker
e Lidsen het Hdijm'e) dvs :

(6) y®=hem + bult-d) + rewjelty
*&Eu(i-z) -a/\(c-a)e({-l)

§{jrfajarna v&l)'es allmant :

w(t-2)= "(t-2)
%) { u(6-|)=%§’(t~z) Fsy’(t)

Att Beroencle{: inte antes Stra cke
st¢ legwere tillbaxa o Uclen/ beror Pé
ag{. Sjj{eme{ stjrts ut Sa bra Som
det &¢ méilizt U LIl oeh med tid-

)9t UPP .} e
Puyuki:e.n £=3 . (M.‘n:mumﬁanahs'stra(:e?t)

Alltse @ (ewvation (6))
(8) 36)= Ae@t) + brsijn[‘j(tez)] +'35‘-55ij(£~1§]+
tMea)e(tr) -abg sign(y(t-2)]-aNeae(t
Ur Sﬁs%emekvqéiohevx erhalles :

5) j@-»)we(e—.) +b@sfjn[3u~z)] + e )elt)
y(t2) = Ae(1-2)



Vi d kvaércr[hﬁ och mede|virdesh id-
\m'hj av ekvation (9) erhilles bland andm
termer 7 Ej-L :

(10) 2bsAlcs) E e(t-1)si n{j({-')j

Beréxna Ee(t'))s(jn[lj(tﬂ)') (

(11) Fe ({‘") S!’?h[j (&ﬂ]j o
~Ee(ta) sign{ Ne(44) +bg sign{he(tal) + Neap3)-

Z_'_t.

= o [ il bgsigDy] hegyle e

Ne-a)y +bgsicn(dy] ~
. ““X‘j'j_ , —}_l L
-_—2'%?-_0[{"[ X T *Jx'e L&l&jeﬁ%&]:

- 00 _ \&a)g +'°5. j‘fh(‘\h)
A
N >3(_C'A)1 4 -b_tﬁf 2‘;3 (C-&)D\bl
oY _ 52_ - 3 T P
2w _
bg
= e— AN

) ngﬂof

ty {e®],, eN(,1) och ) anles
ositiv. (Amf;ﬂ‘fi vid [dsnincen av olik-
heten Ax+ bf}ffj“f’\j—) + A e=<)y >0 )
FTormodandet att detig Pro“em ar
Své’kake bekni’ffaf }mﬁk ev 2t  fonstan~
ten Som Skall hectdrmmes (hﬂZr kvad-
rerad [ en ex)’aone,nt,



/‘r}of)ehdix.

1. U%virderénj av medelvéarden L m3
Med bex{eckm[njar {[rci’h, kap, m :

CPI = E {ﬁoe({) +ﬁ,€( é’l)j S.‘jh[-/\ (?be(‘)'*j,e(f")ﬂ

Pao Samma Satt sem kaP.m. ek-
V&{:l'Oh (2!) .

Cﬁl'—' E l2[ ffﬁh[—,\] )'dc':'r- Z € N(O,W)

] o TEET) , s
el =) gy ¢ " e

ob 4

-2 - s , __2(2!*._59. 4
27(4;+5;) J e BT

2 2 . 2
= .' ’ +
\/277(?}+jf)‘ (ﬂo d )

2y« B gl

q&: E[ﬁoe (t1)+ 3,e ({-z)) S{jhf—,\(ﬁoe({) +j'€(£-»ﬂ=
= E 30 e(tn) Sfjn[%e({) +5|8(HB s(j»(—A]



En’fﬁ{ cannolikhetsteorin ¢

s.j.m ff o sgrlany * 9] e
1 it ‘25';2 o y _x
el (L g0e ot Sqoe Ul

- %!
g
R TR
:#vf{z%%&xe Ax}e 0(;,3.—..-

m -
1 1 _
S — o"/\ \/'T — -
m ? m Y’+ ﬁ_"_:
. -%. ﬁoﬁl ‘___-
Vg7 + 942

s%ﬁ __H 90 ¥ S‘j"f‘i x +9, 3] e

°‘J



Om detta jé
na for g, erhilles ( 9,~9, ; 5—3g,)

' fSr—es med uéra“k»m«jar-

>
I

7” ?/ Clon [,/\]
V701+7'1 7

OBS !

V. d Iégnimjen aV im‘.ejm!eh ova Y
anvendes olikhe

ﬁoj t9,x >0
R TRAG B

e”er: X > = %:;?

€n -

Detta 4r sant endast om
'2‘,>0 - J annat fa!f skaqu olik-
(’,éeh och V¢ faar ett  wmminus tecken
( svaret, Men ¢ enjé‘:id maste ¢
det fallet (a,w)/ 9, ha absolut-
tecken (/3?\ =9 ' ) vilket c.z'éel"je?‘
\ )

den ovaw amj{\/né‘. forme"\ F“ sz od"(ﬁl.



2. Omformhinj av &Kvah'onf/?) L T_T[ 3.
Ekvition (‘f?) :

(4;‘) E X%"Zn: :i:o l\:( /\2(3 "\le) _)\2 &(3172))".
HZ hh ) (90,9, - 200 & .5,
= (Wbt ) Rlpgt) (005
Flhhit b ) Ng,g, (1-5) =

) )‘2(“-?2?)( hy (45 +9%) + hi(geq3s

Phoh g, 25,5 )

=(-%) /\2( (9,h)+ (9,h,* 6,k
F(G ket b ) (g h gk
= (2- “)/\zZ(g,%tw ey )
div h,=0.



3. uiVQrdercnﬁ av medelvdrden ¢ IIT. 4.
/“ma‘Oj% med aPlaemdx 1, erhélles:

CP," E (2] S'j“[*)*] dar z éN(o,f_Ig-_‘)

‘2’ 2‘(50 +ﬁ.2+ jz} _
il/zﬂ(?uj,’# ﬁf} dz
= l ;
ﬁn(ﬁ:*j?*ﬁﬂ

- g sign{-A]

2-( 64§ +47)

G E9:2019, (40 4g,e (k1) sign -2, (1) 1 eltgetes
- (ﬁle({_,) +§1@({-z))s¢:7n[‘)\(goe(t-n) ,e(£9)+4, E(%-z]:

J(+ L2 4

R:;ﬁfﬂ(?, +j,_j) s.jnf3°x+5 p +ﬁ ]e _:'l'-a_!:.{ d2"

L

x +;a+z

S;%‘}E,T]{fff G, Sl?n 3x+ﬁ Y +Ga 2)e aﬂlwtjtfl'{‘

Kyt el

* U gaysiglgx qyegales 3 didyl

R L]



—~ _ I ‘ 12_9 I1 I, I'L I'L I'
.}.2“ 1 Om : (jﬂ 91 ) ﬁl—’qo/(jo»gl

L =3.{ij[ X §|'7n(ﬁox+ﬁ,j+?l"l] e —TZ_A&A?A*

9,9 1927 2 =0 2 L
sl . S R
“f ﬁ{”f X-e kv ] xe %&J‘e 2‘%&«;‘
' b o A

9o

1.1 2 gt
- 9, + 11.) _ Yy 7T
=jaﬂﬂ-‘elﬂ?(jﬁ e ldjﬂv-
’IR:.
Exlaonewtic.l funkélon i Lh{ejramc(e,n :

(10 ) A ) -

e 3o e Jo =
TR e s 1y
-.:.e 8 |e
geemp -t 3)
I___zl ey_( «3)'8 mﬂx&z
] Ly
Satt



Id(vw) - 1

d(y,2)

_ _’%vz “W}( _XQ

luzzjlf£e e § J)d(v&w:
TR

:23'.\5,‘/3 {%‘ﬁﬁ 1—1: =

(‘ "
=7_?,\2To-» 1

(3=t

Med o()(a och ¥ incattc :

I'= ij‘-lﬁ : 11 -
Vo )0 3)- 2
= Qj,.Q'ﬁ. 9, =
(ggif L i) -1
:Zj,-277’- j

Vogi+9"+ g2

OBS! Har kan Sar mea anmé'rkm'nj 38»*&5‘)
SOm jjor{-f ia/)))emdix 1. anzemc(e ﬁozs tecken,



o I’l= 2?12‘” . L
2 2 2

640+ g

- Cg: Sn;an')] 9T.2 (305. *jlﬁl)
2% Vam {7:+5'1+5;F

- 2 (joqj+ﬁ’?2J VN =
fz m */?:’Fﬁ;l*‘jf“ﬁ 57 (X]

= E (7,975,602 .ol PN 4Gt gelea)]
= E (g.et) G e(e-0) sign[-Mgue(0) g elt) + gyete)

Vilket Jeder il samma chf) av tnte rjm(
sOM f&w cf)?_ men har med andra koeﬁic{em
ter  gvaret kan da’z‘.kf--é‘»r Skrivas wpp diren t:

for V& i)

%: £ (7oe(f) *ﬁ.e(*") € ({—9)) g(jm[v)( Cjoe( 1-3 +j'e(f-3)+jle (Hﬂ
=k ﬁle(k-z)yt‘jnf-X(?be(t-z-) g e (t-y) +31€(f"f))]

\/.’lkek |eJer blf Samme, {jP avVv L'n)c@iy-,{,[
SO Il { u-ém"kn{hjew Qv q99_ , all 54 -



: St’jn(}}]

Ps samma satt Cﬂ :

=2 —deta

: ngh[‘/\]

Vgr+gr v g}



4 Orhformm‘n av ekvaéioh@"}) L 0. 4.
FEkvetion (:T:l) :(&-och cf)vvardeh {hga{:ta)

e (b ) Kghgiog) = ¥ gl q2))
F(hhirhhet) (22 (35,09.92) = X 2 (5,,+5,5)
“(hbythig) (28 .9, 28 745 -

- X(l"%){ he (549, +9.7) +h (55447443

Fhy (404Gt gt e
+2ho}‘l (ﬁoﬁl."gl?m) 42%1%1( ﬁbiﬁﬁﬁz) '
‘2hihy(5.9,09.9.) +ooee o

"'211.%,_ f]o?z 42)\. Ln3 3,,?‘_ +2}‘;}’y50?2+”-_ }:

= Xl(l-%){ (ﬁzl’o)z N (gak'} ﬁ')\o)z'l-
+<3Lkz+ ﬁ,k, "3 A")i ' (iz h + i"ﬁjo’w.)a
+<91h"+j'h3+3o“z)l+ oo }=

=X(1-5) Z (9ehi * §ihe # 901‘1-2)1



Lf’c’cemjcurfér{eckmnj,

1. K.] Astrom : Realer’cekm'k,
Stokasticka Sjsfem,
Férelaghémjar vid LTH VT 1867,

Z. Qoberi E. Larson: OPh’mum Quaméizalz(oq
(n Djhc\mic Sjslcems_

3' G B(@mi Tgre'&snénﬂar ) Sahhol[khe‘:s\
teori vid LTH™ HT.1964. (V8V LTH)



