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Detta examensarbete i reglerteknik omfattar tilldmpning av
Kenneth~-McGills metod fér 18sning av tvapunkts randvérdesproblem,
d.v.s. losning av ett system av differentialekvationer, ddr man
kénner ndgra begynnelsevdrden och resten av randvdrdena ér givna
som slutvdrden. Denna typ av problem uppstdr bland annat vid
16sning av optimeringsproblem med Pontryagins maximiprincip.
Tvé& huvudtyper av problem har undersdkts, nédmligen konstanttids -
problem och minimaltidsproblem. Dessutom kan sdrskiljas fall
ddr derivatorna i differentialekvationerna dar kontinuerliga resp.
diskontinuerliga funktioner av tiden, Det visade sig vid undersok-
ningen att Kenneth-McGills metod inte dr generellt tillampbar vid

16sning av differentialekvationer med diskontinuerliga derivator.



1. Konstant tid problemn.

1,1 Definitiom av problemet.

Problemen vi skall undersska &r en typ av malstkningsproblem, dir det
gialler att finna en styrvariabel U(t), sadan att (v1ssa av) systemens
variabler med givna begynnelsevirden vid tiden t=ty antar minsta moj-
liga absolutbelopp vid t= tl didr t och tl dr p& forhand givna.

Betrakta ddrfor det olinjdra systemet.

X = P(X,U,t)3
Jafses 0(6) = (u (0, uy(8), woonim (£));
L= (%)%, seeveee % )3

I

(£)0%, somsn fn);

2’
t & (to,tl); to och t, givna.

L (1)

X(to) . (al,a2, ceesees 8 :

Stk en styrsignal U(t) = U* sidan att
¢ =<x(t;),x(t,) >

blir minimal,

med begynnelsevidrdena

Anm, Vi utnyttjar hdr och i fortsdttningen den skalidra produkten som
W
sambandet < X,Y> = > x.7. .
4=1 J-d

1,2 Optimeringsmetod.

Problemet kan nu 18sas med klassisk variationskalkyl, men vi vdljer att
i stdllet 16sa det med Pontryagins Maximiprincip (1).

Vi skriver nu om vArt minimeringsvillkor enligt

'é,
(£,) = <)), x(4)> = 2/<x ,X(t)D dt + G(to) =

air 6fs) = <xto),Xte)> ;

Vi noterar att J., antar sitt minimum samtidigt som funktionalen

/ 1
e (8,50 ot

e

Infér nu den skaldra variabeln X, enligt

io = fO(X,U,t); xo(fo) =



ddr fO(X,U,t) ir integranden i J, d.v.s.
£,(%,0,8) = <x(8),x(t) > ;

[ 3
dar X(t) direkt erhilles ur systemekvationerna som funktion av
X,U och t,.
Definiera vidare Hamil tonfunktionen

B=p f +pjfy +pfy+ceeeee =pf + <P,F> P = (Pl'Pz""’Pn);

ddr P definieras av

dKi N JH
P . T T T
i =0,1,2, veeaa,n (2)
dp JH
\* o

Definiera ocksa

u(p,X,t) = sup H(P,X,U,t)
UEYV
dir V &r definitionsomriddet for U.

Vi far da fdljande nodvindiga villkor for att U(t) skall vara en
optimal styrsignal (d.v.s. minimera J):

'sr att den (till&tna) styrsignalen u(t),
t, € t < t;, och den korresponderande
tra]ektorlen X(t) skall vara en ldsning
till optimeringsproblemet (1) med fixa
bepynnelsevxrden %(%t_ ) och variabel slut-
punkt K t t och % glvna) ar det
nodv1nd1ﬂ% att’det existerar en icketri-
vial kontinuerlig vektorfunktion P(t) = (3)

(po(t) pl(t) ....,pn(t)) korresponde-
rande mot ~funktionerna X(t) och U(t)
enligt (2) sddan att

1% for alla t, t < t S, antar funktionen

1(P(t),x(t),00t),t) avivariabeln U€V
sitt maximum i punkten U = U(t):

H(P(t),X(t),U0(t),¢) = u(P(t),x(%),t);
2 trangversalitetsvillkoret
(tl) = (-1,0,0,....,0) #r uppfyllt,

Villkoren ger d& en klass av trajektorier X = X(t) i vilken
de optimala trajektorierna ingir som element.
Beviget av satsen sivdl som formuleringen Aterfinnes i ref. (l)



1.3 Losning av systemet,

Vi har nu erhdllit fsljande system av forsta ordningens
olinedra differentialekvationer

x = f _;

0 o’
X, = fl;
x = fn;
Po = Thid
Py = o0 (4)

n n+n+l’
t€(t ,t);
x(t,) = (0,8 ,8,, ... cva )
P(t;) = (-1,0,0,...... .50 )3
U= g(X,P,t); (erhalles ur (3) 1° )

d.v.s., ett system med 2n + 2 differentialekvationer dar
hdlften av randvillkoren &dr givna i punkten to och de dvriga
i punkten tl.

Systemet kan nu losas med endera av nedanstdende tre metoder
1) gradientmetoden

2) succesiv och systematisk variation av de okdnda begynnelse-
virdena tills de oOvriga randvillkoren alla Ar uppfyllda

%) succesiv approximation av det olineidra systemet med ett
system av linefra differentialekvationer,

Examensarbetet dr avsett att omfatta losningar med hjilp av
den tredje metoden och dérfor kommer vi i fortsidttningen att
i gdrlizaste min utnyttjs denna ldsnincsmetod, s& som den

framstdllts av Kenneth & lleGill, ref (2). ledanstadende Hr
delvis hidmtat ur deras arbete.

1.3.]1 llewton-Raphson-Kantorowich” s =eneraliserade operator.

Vi ldmnar for ett dgonblick systemet (4) och betraktar i stidllet
det allminna systemet

v, (8) = g, (yyoypreene oy s 8)s (5)

i=1,2,3,.000..,13 t € (8 ,t.);



(=]

dar funktionerna g; ir en ging partiellt deriverbara med av-

seende pa alla Y Initialvillkoren dr specificerade for t = to

for r variabler vilka, eventuellt efter omnumrering, kan be-

tecknas
v (k) = 1,0

yz(to) = 35,0

yrkto) - yr,O
De n-r Ovriga randvillkoren &r givna f3r t = tf

Vpp1 (tg) = Yrel, £

yr+2(tf) = Irof

Systemet blir, skrivet pd vektorform
Y= 6(Y,1); t € (t,,8.);

Y(to) =Y ; Y(+t
i

Y = (y19y2""'yn); G = (glyges-'---gn

Infor nu ett metriskt rum, givet av
s = Y(t); yi(t) ar kontinuerlig pa (to,tf), i
med normen

2 o)
”Yl,Y2" = maxlyi(t) - yf(tu : Yl,Y € S
‘ ' k+1

a

Vi definierar nu en operator A p& S genom Y
Y° godtycklig i S:

Lo (f ) (P - oY) 4 e(fR, 1),

k _ k _
yy(t,) = 71,0 y£+1(tf§ T,
k _ v . (t) =5 :
y,(t,) = Y.0 r+2' Uf r+2, f
i : Kk '
() Ve o v, (te) Y, 1

k=1,2,3,00000cae}

enliszt

1,2500ce,n

AYS, k = 0,1,...;

(6)



dir J(Y,t) dr Jacobis matris med partiella derivator av g;
med avseende pa yj, i =1,2,0ee.n3 J = 1,2500000,03

Under ganska alminna villkor ( se bl.a. Kantorowich’ s teorem)

konvergerar talfsljden Yk kvadratiskt mot den stkta losningen

Y™ $ill det olinedra systemet.

Notera att (6) d4r ett linedirt system i Yk+l, som alltsd kon-
vergerar mot losningen till det olinedra systemet (5). Valet
av normen |l»“ medfsr att vi har likformig konvergens for

varje komponent yi(t) ay Y(t).

Numerigk tilldmpning.

Vi skall nu ndrmare precisera tillvigagéngssdttet vid 18s-
ningen av det linedra systemet (6). For att anknyta till sy-
stemet (4) antar vi nu att r = n/2, d.v.s. hdlften av rand-
villkoren &r givna vid t = to och den andra hdlften vid t =

Vid det k+l:sta iterationssteget har vi det linedra systemet

YL o3 (f5, ) (Y - 1) & e(YE, b))

som Ar ekvivalent umed

¥

c(t)¥(t) + p(t); te (t,.);

Y = (ylyyzy-----’yn);

yl(to) = 91,0 yn/2+l(tf) = In/o+l, £

7,(t,) = I2,0 yn/2+2(tf) = Jn/ov2,f
: ° y (t.) =y

yn/2(to) - yn/2,o o n, f

Generera genom numerisk integration en f6ljd Yn/2+i(t) ,

1,2,.....,0/2; av losningar till det homogena systemet

i =

Y = ¢(4)Y(t) med begynnelsevirdena

Y /o lty) = (0,0,00..0,5, /5 1=1,0,0,...0)
Yn/2+2(t0) = (O,,O,...'O’O’yn/2+2:1’o""o)
Yn(to) = (O!O,o-nono------u.oo.-o.n-l)

Generera en partikulidrlosning Yp(t) till det icke-homogena
systemet
Y = ¢c(5)Y(t) + p(¢)

med initialvdrdena



Yp(to) = (Yl,o,yz,oy-----, n/2,o’ Kl’K2rl°°-4-sKn/2);
dér K., 1 =1,2,.....,0n/2; &r godtyckliga, d.v.s. oftast

Kl =K2= eve e =Kn/2= 0.

Man kan ocksi vdlja Ki + O p4 sidant sdtt, att storsta wsj-
liga precision erhdlles vid 18sninsen av de n/2 lineidra
ekvationerna nedan.

Lgsningen Y(t) av det icke-homogena systemet ges nu av

() = cn/2+1Yn/2+1(t) + cn/2+2Yn/2+2\t) fgmag * CnYn(t) + Yp(t);

dar de n/2 konstanterna Cn/2+i’ i= 1,2,....,n/2, bestdmmes

av randvillkoren vid t = tf genom 1losning av ekvationssystemet
med de n/2 linedra ekvationerna,

For att spara lagringsutrymme i datamaskinen, later vi inte
linedrkombinationen ovan ge ldsningen till Y(t), utan bestdmmer
denna genom att &nnu en ging integrera det icke-homogena systemet

med initialvillkoren

Y(to) = (yl,b’yz,o""""’yn/2,o’cn/2+1+Kl’ Cn/2+2+K2""’°n+Kn/2);
Denna procedur fordrar endast lagring av slutvidrdena for vek-

torn ( ), i =1,2,e000..,0/2; och slutvirdena till Yp for

Y .
n/2+1 ‘
berikning av Y(t). Losningen Y(t) lacras forstas, emedan den

behdvs for bestimning av C(t) och D(t) till ndsta iteration.



1.4 Exempel 1.

Vi forsdker nu losa systemet nedan déar

X(0) = (1,0); =1

och xl(T)2 + x2(T)2 Ar minimel. T = 1.5;
Genom tillampning av sats (3) samt formel (2) far vi
T

J = %j(xTSQ dt = %j(xln'cl + x2;c2)dt som ger
. °

[ ]
By = XX+ XXy = XX, + XU

H= Pof° +<P,F> = po(xlx2 + x2u) + PyX, + Pyu =
= P XX, + X5 + u(pox2 + p2); vilket ger
u = sign(pox2 + p2)

samt enligt formel (2)

e

5 = xlx2 + xeu;

il 28 X(0) = (0,1,0)
ORI P(T) = (-1,0,0)
p_= 0j .

o u BwSISD(p0x2 + p2)
pl = -pox2;

p2 b -poxl = pou - pl;
Randvillkoren medfor att p, = konstant = -1, och vi kan elliminera

po och xo ur systemet. Ersdtter vi vidare pl med x3 och p2 med x4 samt

betecknar x, - X, med ©(X) fés systemet

X, = %, =f(X)5 x,(0) =1
i2 =u =f2(X); x2(0) =0
5c3 = X, =f3(X); xj(T) =0
5;4 =x -X;+u =£,(X); x,(T) = 0

dir u= sign(x4 - x2) = signo(X)
Vi tilldmpar nu Kenneth-McGills iterativa metod pa systemet. Det uppstar
emellertid en komplikation, endr inte léngre alla fi(x) ir partiellt

deriverbara m. a. p. x, £or alla i och j. Rdknar vi formellt med

J

Su d(sign 0(X) .90 _
3% - sign ) = _25(9)3%j




dérté dr Diracfunktionen fds Jacobis matris

¢ T [~ v E D%, |
o 1 0 o0 IIafl/axl A ,/O%,, 3f, Ax),
o -28(8) 0 24(0) |

0 1 0 0]

1 -248(8) -1 26(9)_ lic)f4/ x, c...........af,,'/ax4

med vars hjdlp vi bildar - J(Xk)(Xk+l - Xk) + F(Xk)

For exempelvis komponenten X, fas, om Ok betecknar O(Xk):

ig+l = -25(0k)(xg+l - xg) + 26{9k)(xﬁ+l - xﬁ) + sign of =
= 2£(Ok)(xﬁ+l - x§+l) - 25(9k)(xi - xg) + sign o* =
k+1

26(9k)°9 -»25(01{)-9k + sign Ok;

MenCS(Ok)~ Ok = 0, dvs

x§+l = 25(0k)-0k+l + sign o;
P4 samma sidtt erhdlles det kompletta systemet:
k+1 k+1
xl = x2 xl(O) =1
xg+l = 25(9k)-0k+l + sign o~ x2(0) = 0
k+1l k+1
X = X x(T) =0
L 25(Ok).0k+l P sign Qk; x,(T) = 0
4 1 3 . 4
Ok = xk - xk
T L 2

Det ar nu mojligt att numeriskt integrera systemet mellan diskontinuitets-
punkterna. Om vi dessutom utnyttjar att vid integration Gver en diskonti-

nuitetspunkt galler_)&S(Ok)-Ok+ldt = Ok+l(tk), dar t, dr det t, for vilket
Ok(t) = 0, kan vi 18sa hela systemet numeriskt.

Det visar sig emellertid att losningen, enligt denna metod, inte konvergerar

mot den rdtta losningen X+ till det olinedra systemet for nagon startfunktion

Xo(t).(se appendix)

Det dr mojligt, att det gdr att f& systemet att konvergera genom att i stidllet

for koefficienten 2 framfor Diracfunktionen vidlja ndgon annan koefficient, men

eftersom jag inte lyckats ange nagon generell metod for att bestdmma denna

koefficient, har detta alternativ uteslutits ur arbetet.

Det bdr ndmnas, att Kenneth-McGill ocksa pdpekar att metoden inte alltid ar



tilldmpbar vid diskontinuerliga funktioner av denna typ.

Exempel 2.
Vi vdljer nu ett exempel, ddr vi endast har kontinuerliga, en géng partiellt

deriverbara funktioner fi(x). Betrakta ddrfor foljande problem: Y
En pendel &r upphingd enligt vidstdende figur W N 1
pd s& sHtt, att pivot-punkten &r rorlig i Ve
\
hotrisontalplanet. Vilken acceleration w skall V4 ‘\\
\.
man ge pivotpunkten for att funktionalen ) 77

=S

J=a f wodt + ¢°(T) skall bli minimal ?
(v} W 7779

Problemet dr alltsd, att inom tiden T fora

pendeln frén sitt viloldge till liget @(T)=0.

Termen ay ﬂedt har inférts for att accelerationen skall bli begransad.

?
Beteckna pivotpunktens lige med z. Vi far da
X =2+ lesin® mX = -Fsin®

¥y = l.cos® my = -Fcos® - mg

Elimineras F ur dessa ekvationer fé&s pendelns ekvation

1:¢ - g.sin® + Z.cos9 = 0;; Z2=w
Satt xl = @
xa = C'p
och vi far
Xy = x, sdtt vida.z:e X, = l‘I'XG/'g
1% = gsinx, - weosx, u = w/g
g/l=l k
som ger
xl = k-x2
x2 = sin.x - u-eos}:l =

= alfw dt + ¢ (T) - j(du + X xl)dt - xl(O),
Minimera J = j (a.u + XX l)dt
Vi fir di pd samma siatt som tidigare

2 .
H=pf +pf) + Pyf, = po(au + loclxg) + pkx, + p2(sz.nx:L - u~cosxl)



och systemet

o4 2
xo = au + kxlx2

% = 55
x2 = sinxl-u-cosxl
f)o - O P(T)= (-1,0,0)

P, = -kp x, - p2(cosxl + u-sinxl)

Py = -kp X) = kp)

u = (pecosxl)/2apo

4o

Eliminerar vi X och'p (p° = konst. = -1) ur systemet, sidtter in uttrycket

£Or u samt ersitter Py med x, och P, med x4 far vi

5
%) = kex, = £,(X)
. 2
X, = sinx, + (gucos xl)/an) = fg(X)
Xy = kx, - xu(cosx1 - (xusin2xl)/(4a)) = fj(x)
Xy = k(xl - xj) = fu(x)
D& blir Jacobis matris
£/ %) veeeeen £/ %) ' 0
| l 1|
| . L | Ecosxl-(x451n2x )/2a
J = } = . X)co8°X,
. . x) sinx, + =
fll'/ Xl LI I fl‘-/ X)-L] | k
Kenneth-McGills system fas da som
o k+l k+1
Xpe o= ko
Fl kIl | kel kk ok
2 T h% Xy =%y |
ik+l N kxk+l + xk#l + k k+l N kxki_
3 =495 2 %y Q%177 9
k+1 K+l ktly
x4 = xl - x3 ).k
dar
Kk k k k k
r) = cosx, - (x4 sinxlcosxl)/za
k 2.k
r, = cos xl/2a

k k2 k ky /.
a3 =((x4) sinxlcosxl)/b<

k 2 k_ cosxk
qf =((xﬁ)2cosax§)/2a + xﬁsinxf

med

|

0 ;

|

cosaxl/aa i
xusinex |

-COsX.,+
1

1
2 a



11

0

x5(0) = pis x5(0)

0]

xg(%) = 0; xE(T)
Systemet lostes med k = 10, T = 2 sek och a = 0.2 pa SMIL. Integrationerna
utfordes med Runge~-Kuttas metod med intervalldangden 0.1l sek. Iterationerna
avbrdts d& normen IXk(t) - Xk-l(t)l<if 0.001, t€ (0,2). Detta uppnéddes

efter 14 iterationer och 24 minuters maskintid. I bilaga 1 finns program i

algol och resultatutskrift.
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2 Minimaltidsproblem

2.1 Definition av problemet.
Problemet ir hir liksom tidigare en typ av mélsdkningsproblem, diar det gidller
att till ett dynamiskt system fimna en styrsignal U(t), sddan att (vissa av)

systemets variabler pd kortast mdjliga tid styres frén givna begynnelsevirden

vid t=to t111 p& forhand givna slutvirden.

Betrakta ddrfor del olineira systemet:

X = F(X,U,t);

U(t) (ul(t),ua(t),...... uk(t)); lui, =a,

X

(Kl,x2,........-..... Xn)
F = (fl’fe,oocoalono.oooo fn)
. (o] o} o

X(to)= (X.l, x2, .............Xn)

Sok en styrsignal U(t) = ! sidan att pé& kortast mojliga tid T systemets

variabler antar viardet:

X(T+t0) = (¢l’q)2’oo.ou-.-o (pn);

2.2 Optimeringsmetod

Vi utnyttjar aven hdr Pontryagins Maximiprineip. Sats 3 blir tillémpbar med
en litt #ndring av ordalydelsen i ingressen och om man zndrar villkor 2° till:
2: vid sluttiden T gidller relationen

M(P(T),X(T)) =0

For stringent: formilering se ref (1), Teorem 2.

2.3 Numerisk tillimpning.

Exempel 1.
Betrakta samma system som i exempel 1 avsnitt 1 (det som inte konvergerade):

) X(0) = (1,0); ju=1
Sk den kortast mdjliga tid T for vilken gédller
X(T) = (0,0);

Vi fir Hamiltonfunktionen

H

plfl + p2f2 = plx2 + p2u och u = sign p2



Detta ger oss systemet

ENEE X(0) = (1,0)
%, = sign p, X(T) = (0,0)
By =0

By = =Py

Vi normerar vara adjungerade variabler genom att tilldela Py begynnelsevirdet -1.

Vi kan da eliminera. p,.ur systemet. Betecknarivl p, med X5 far vi

X, = X, xl(O) =1 xl(T) = a
X, = sign Xy x2(0) =0 XE(T) =0
X, = +1
)
Vi far nu Jacobis matris
0 1 0
J =10 0 -28(x.)
)
O 0 0
och systemet
k+1 k+1 k+1
X) =X, x| (0) =1
x§+l = 28(x§)~x§+l + sign xg . xg+l(0) =0
ktl
X = +1
2

Valj en godtycklig tid t = t,. Los systemet med Kenneth-McGills metod.

1
Vi f&r 48 sannolikt ett vidrde pa xl(tl) = a % O (i annat fall &r losningen
klar). Bestdm en ny tid t2 med hjdlp av skaldra Newton-Raphson’s formel.

Lds systemet, och vi far ett mindre virde pd a. Fortsidtt pa detta sitt tills
lal < @, © godtyckligt litet.

Systemet 1dstes pd en snabbare maskin #@n foregdende exempel (accesstid 2'psek)
med @ = 0.001l. Losningen tog d& c:a 50 sek. med totalt 14 iterationer.
Minimaltiden T blev 2 sekunder. Se f.8. bilaga 2, ddr program och resultat-

utskrift adterfinnes.



3.1

APPENDIX

Vi skall nu underscka konvergensen hos systemet

xl=x2

sign o(X)

e
L

X(O) = (l.O,al,ae)

X, = x2

Xy =%, - x3 + sign o(X)
o(X) = X, - X,

dd det loses med Kenneth-McGills metod.

Antag att det finns ett T sadant att X(T) = (0,0,0,0), d.v.s. att vi pa
tiden T kan fora alla tillstdndsvariablerna till O.

Ur ekvation 4 och 2 i systemet (la) ovan fas

X, - X, = g—-(x -Xx,) = 9 _x -x, =z
4 2 dt 4 2 dt 1 ) ’
£y - %y = %E(xl - x5 ) = %% = 0; och alltsd
g9 2 med ©(0) = x,(0) - x,{(Q) = x,(0)
dt 4 2\ 4
dz z(0) = xl(O) - x3(0) =1 - xj(O)
=0 (1b)
0-0=0

o(T) = x,(T)

]
%
N
—~
~
~
[}

z(T) = xl(T) - xj(T) =0-0=0
Ldsningen till systemet (1b) blir d&
z(t) = konst. = O
6(t) = konst. = 0
vilket i sin tur ger
z(0) =1 - xj(o) = O som medfor xB(O) = 1
6(0) = xu(O) som medfdr x4(0) =0
Eftersom ©(t) = 0, ¥V t€ (0,T) innebdr detta att sign 6(t) blir obestimd,
d.v.s. problemet urartar for detta T. Av 2.3 exempel 1 framgdr att T = 2 sek.
Detta innebidr ocksd att problemet urartar for alla t> 2 sek, ty om man kan
fora tillstédndsvariablerna till O pd 2 sek kan man det ocksd for alla t> 2 sek.
For att 10sa problemet mdste vi sdledes vidlja en tid T< 2 sek. Vi valjer god-

tyckligt T = 1,5 sek. Av system (lb) framgdr vidare att z(t) &r konstant,

vilket innebdr att ©(t) &r striangt monoton, d.v.s. ©(t) har hdgst ett noll-

stdlle 1 intervallet (O,T). Antag att detta intrdffar vid tiden t = t_.
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Vi betraktar nu Kenneth-Mc@ills system

ik+l - xk+l

1 2
i§+1 = 28 (6¥) 6" + sign &°
ik+l - xk+l

.i+l ] k k+1 k+l k+1 k (2)
X = 2(5(0 ) +© + X - X + sign @

4 1 3

x2(0) = 0; x4(T) = 0;

Bilda analytiskt homogena ldsningar till systemet med X(0) = (0,0,0,1) och
X(0) = (0,0,1,0) samt partikuldrldsning med X(0) = (1,0,0,0). Anpassning
till randvillkoren vid t = T ger ekvationerna

T 1 T 1T T 2 =
2(t-t,)| -2t (-t ) L+ t/2 -t
I
2

i
+ C + |
2 2
-2t (t-t_)+1 |t /2 -t

=2t l t ! :
S

Q

2(t-t_)

|
|
l
| 3 R I - J

som ger, om t ersdttes med T
3¢, - 02(T+2ts) +T=0
2.
CIQ(T-tS) + Cg(l-ets(T-ts)) + T°/2 - ts =0
Sdtt T = 1,5 och 16s systemet. D& far vi
2 e 2
Cl = (4ts - 8,25ts + 4,6875)/(-2ts + 6ts - 7,5)
2
C, = (3t - 5,625)/(-2t_ + 6t - 7,5) (3)
Vi f8r ocksd ur systemet (1b) )
6(t) = 8(0) + /[ 2(t)at = x,(0) +/ (1-x,(0))at = x,(0) + (1-x,(0)) -t
5 4 4 3 4 3
Sambandet O(ts) = O ger oss da“
ty = %,(0)/(5(0)-1) = € (£)/(Cp(t5)-1)
Loser vi denna ekvation blir
t_ = 0,816
S
Antag nu att vi vid ldsningen av systemet (2) har ett fel ¢k i tﬁ vid den

k:te iterationen. Vid den k+l:sta iterationen fés da

i+l K+1 K K .
tg T -t =9 = Cl(ts+w )/(Ce(ts+¢ )-1) - tgs
Med C, och C, enligt (3) samt insatt b= 0,816 erhdlles da
P+l > 2,55 ¢k

ddr approximationen bestar i att vi forsummat kvadratiska termer 1 wk.



Al1tsd konvergerar ej losningen till systemet (2) med den valda 16snings-
metoden for nidgon startfunktion Xf(t).

V.S8.V.

3.3



FIXED TIME PROBLEM
EXEMPEL 2.

Program 1 algoi och resultatutskrift.

4.1



b2

begin comment program for ldsning av two point boundary value
problem, Kenneth-McGills metod;
integer 1,k; real 1,a,norm; Boolean c,d; real array R[1:h,1:21],
B|1:%,1:3],A[1:El;

procedure Int(A,R,c,d,l,a,norm);
comment Proceduren integrerar fram homogena losn., och part,ldsn.;
real 1l,a,norm; Boolean c,d; real array A,R;

begin integer j,n,k; real p1,p2,qQ1,92,a3,r1,r2,r3,f;
real array I,M,K,N[1:L];
switch S:=11,12,13,14,15,16,L7,Fin;

n:=0;norm:=0;
L1:n:=n+1; if n>20 then go to S[8];
{_9_1; J:=1"step 1 until & do begin M[ j1:=A[J1;N[J1:=0;K[ j]:=R[ J,nlend;
k= b .
I2:r1:=sin(K{1]);r2:=sqrt(1-r112); r3:=K[ L]/ (2xa);
p1:=r2-(K| klxrixr2)/a; p2:=(r2t2)/(2xa);
a3:=ri1Xr2xr3; g2:=2xq3-r2; q1:=K[ 4I1x(r3x(1-2xr112)+r1);

I3:I[1]:=M 2]x10x1; I[h]:=(M[1]-MEB])X1OXl;
if ¢ then begin I[2]:=(p1x(M[1]-K[1])+pexM] 4]+r1 )x1;
I13] t=(q1x (M 1]=K 1])+ME2]><10+q2xM[ﬁ].q3><K[u])xl end
else begin I[2]:=(pt>d] 1]+p2xu 4] )x1;
I 31 :=(a1xM| 1]+M 2]x10+q2xM[ 4] )x1;end;

go to S[k];
Lh:for j:=1 step 1 until L do begin

MLJ]==A[J]+IP]><O.5; N3 T==N{JI+I[ 315 K[3]:=(R[3,n}+R[J,n+1])/2end;
k:=5; go to S[2];
L5:for j:=1 step 1 until 4 do begin

M 3] :=Al JT+I[ §1x0.5; W[ JT:=N[ §T+exI[J) eng;

k:=6; go to S[3];
L6: for J:=1 step 1 until 4 do begin

M 3T :=A[ JI¥I[ §1; N[ gT+=N[JT+2XI1[J1; k[ J1:=R j,n+1] end;

k:=T; go to S[2]; =
L7:if 4 then begin

for j:=1 step 1 until 4 do begin

fr=abs(R[ j,n]-A[ §17;

1f norm<f then norm:=f;

R[J,n]:=A[JT; end;

end;

for j:=1 step 1 until 4 do begin

m]:=NP +I[J1; AL 3T:=AT 31N J1/6 end;

go to S| 11];

Fin:if 4 then begin for j:=1 step 1 until 4 do R[j,n]:=A[j];end;
end; ;




procedure Beg(B,A);

comment Proceduren beridknar begynnelseviirden for slutintegration;

real array A,B;
begin real d1,d2,det;

det:=B[ 3,11xB[ 4,2]-B[3,2]xB[ 4,1];
a1 :=(B| 3,2]xB| 4,3]-B[ 3,3]xB[ 4,2] )/det;
a2:=(8[3,3]x8[4,1]1-B[3 1]xB 4,3])/det;
Al2
=42;

AE1]:=3.1&159265,
Al3]:=d1;  A[L4]:
end;
1l:=read; a:=read;
R{1,1):=3; R[2,1]:=0; R[3,1]:=1; R[4,1]:==1;

for k:=2 step 1 untll 21 do in
R 1,k]:=R[1,k-1]=0.15; R 2,k]:=R2,k=1]<0,05;
R(3,k]:=R[3,k=1]=0.05; R[U4,k]:=R[k4,k-1]+0.05;

end; norm:=1; go to Utskr;

Iterera A[1]:=A[2]:=0; A[3]:=1; A[4]:=
c:=false; d'-false, Int(A,R,c,d,1 a,norm),
for 1:=1 step 1 until 4 do 3[1,1]' ALi],
A[1):=A[2T:=A[3):=0; A[UT:=1;
Int(A,R,c,d,1, a,norm)
for i:=1 step 1 until 4 do B[1,2]:=A[1];
A[7):=3.11959265; A[2]:=A] 3] :=A[ 4]:=0;
c:=true; Int(A,R,c,d,l,a,norm);
ffz 1]—1 step 1 until h‘__

J
Beg(B,A);
d:=true; Int(A,R,c,d,l a,norm);

Utskr: for i:=1 step 1 until 4 do
begin punch(1); punch(1);
for k:=1 step 2 wntil 21 do print (4,3, gi,k]); end;
punch(1); print(norm); punch(1); punch(i
If norm>0.001 then go to Iterera else begin
Ffor 1:=1 step 2 until 21 do
print (-(R[¥,1]xcos (R 1,117)/(2xa));

end;

end
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TID
X1
X2
x5

X4
NORM

TID
X1
X2
X5

X4
NORM

TID
Xl
X2
X3

X4
NORM

TID
X1
X2
X5
X4

-1.692
0.020

0.00

~1.612
0.010

0.00

2.551

-1.617
0.005

0.00
3.142
0.000
2.550

-1.619

0.20
2.555
-0.481
2,305

-0.781

0.20
2.552
-0.482
2.302

~0,786

0.20
2.551

.Iﬁ_ 'hm.w

0.20
2.550
-0.483
2.299

~0.789

0.40
1.604
-0.405
1.489

0.40
1.603
-0.405
1.487

-0.466

0.40
1.603
-0.404
1.486

-0.467

0.60
0.978
-0.237
U.R898

-3.260

0.60
6.977
-0.236
G.897

-0.262

0.60
D.977
-0.236
0.896

-0.262

0.60
U.977
-0.23%
D.896

-0.263

0.80
0.607
-0.144
N.563

-0.1369

0.80-

0.607
-0.144
0.563

~0.140

0.80
D.607
-0.144
0.563

-0.140

0.80
0.607
-0.144
1.563

IO -HAO

1.00
0.375
-0.092
0.352

-0.074

-0.092
0.352

~Q.074

1.00
0.375
-0.092
0.352

-0.075

1.20
0,227
-0.058
0.215

-0.039

1.20
0.228
-0.,058
0.215

-0.039

1.20
0.228
-0.058
0.215

-0.039

1.20

0.228
-0.058
0.215

-0.040

1.40
0.134
-0.037
0.127

-0.020

1.40
0,134
-0.037
0.127

IO-DNH

1.40
0.134
-0.037
0.127

-0.021

1.40
0.134
-0.037
0.127

~0.021

1.60
0.074
-0.024
0.070

-0.010

1.60
0.074
-0.024
0.070

.IO-DHO

1.60
0.074
-0.024
0.070

1.60
6.074
-0.024
0.070

-0.010

1.80
0.033
-0.017
0,031

-0.004

1.80
0.033
-0.017
0.031

-0,004

1.80
0.033
-0.017
0.031

ID-DDL.

1.80
0.033
-0.017
0.031

IO.OOA

2.00
6.002
-0.015
-0.000

6,000

2.00
0.002
-0.015
-0.000

-0.,000

2.00

0.002
|O.DHW
-0.,000

|D.ODC

2.00
0.002
-0.015
-0.000

0.000 L
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MINIMUM TIME PROBLEM

EXEMPEL 1

Flodesdiagram, program i fortran, resultatutskrift



Flodesdiagram for subroutinerna HOM och PART
De streckade delarna ingdr endast i PART.

:Siffrorna anger lagen i programmet.

N =1, 5=0.1 |
£=0 No=NC

AR

T4 20 _Aror>T

-~
-

| NET
|5='r- e
* A O “INTERPOL
1 NU= 2 Sesevowsy T D05
mp =tis
N 201 J’;;; - B )
< N = O
y /A/TEGPEPA
F/EGA/ £ TILL

i 4+S

F YL rMBrwss
>4 TRATI(R) HEO

NYA vaRrpenr

N&=f MO =0 ’

¥ ﬁt ADDERA | {

NU=2 .~ * 3 oY) —»J‘—_-—

- _/25(9/9 (S'—'-O,/f—s

77LL RESR v,c)/e/— L _
e | ARLER
(B1LDA No©r7 .

= i__. =l

\EYLL MOTRIS |

:77?6’)((' 5) MED |

| MYA vARDEN |

BETLURN

L




END

SKRIY &
SKR/ Vv
SwiTeH

Flodesdiagram for huvudprogrammet.

Siffrorna anger liagen i programmet.

VL TRAT
MED BEGWW-
NELSEVARDEN

VARV=0,7=1.5"

|

(J KRV TRAT )
2o, 20

—

A

pats (o)

CALL HﬂH(???ﬁ[J, HBEG, T )

PBEG =I/1, 0,0)
oo

|
CALL PART(TRAL, PBEG, T, N¢, morr)

|

Al = X, (o)

(PBEG=(1 0,77,

1 .
[cazz PART(T847,P8EG, 74 woer)] BESTAM Ny 710
T T MED SskaLips
NEW TON- LOPH O/

BELHKNA BELAKN A
ST H U AT ER \STYRSIGNAL ¢/

5.2
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Forslag till litteratur for Bengt Mattsson

{1} Bryson, A.E. "Optimal Programming and Control" IBM Symposium

{2} Kalman, R.E. "Toward a Theory of Difficulty of Computation in
Optimal Control". IBM Symposium

Dessa tva artiklar ger allminna synpunkter pa numerisk lésning av
variationsproblem. Kalmans artikel innehaller ocksa en klassifi-
cering av de olika metoderna.

{3} Pontryagin, et al "Optimal Control Processes".

Utmdrkt bok om Maximum principen av dess upphovsman. Bevisen stund-
tals ganska tungldsta.

{4} Halkin, H. "Optimal Control for Systems Described by Difference

Equations" in Leondes ed. '"Advances in Control Systems'". Vol.
Utmdrkt elementdr och rigords framstdllning av maximumprincipen i
specialfall med tonvikt pa geometriskt betraktelsesétt.

{5} Bellman, R.E. "Adaptive Control Processes - A Guided Tour"

Lattldst framstdllning av dynamisk programmering.

{6} Bellman, R.E. , Dreyfus, S. "Applied Dynamic Programming"

Tonvikt pd numeriska l9sningar av dynamiska programmeringsproblem.

{7} Balakrishnan, A.V., Neustadt, L.W. "Computing Methods in
Optimization Problems'. Academic Press

Sammanstdllning av numeriska metoder. Ej sdrskilt homogen.

1.



{8} Kenneth, P., McGill, R. "Solution of Variational Problems
by means of a Genralized Newton-Raphson Operator".
Report RE-176 J Grumman Aircraft May 1964

Behandlar spec. Newton Raphsons metod. Dvs det problem som examens-~
arbetet omfattar. Ytterligare referenser finns i denna rapport,
bl.a. Qvasilinearization av Bellman och Kalaba.



