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Inledning

Det problem, som skall behandlas hir, ligger inom det
omrdde av regleringstekniken, som kallas optimerings-—
teori. Detta #Hr ett mycket vidstrickt omridde med stor
praktisk betydelse. Det gHller ju ofta att maximera
eller minimera en viss storhet, och detta oftast da
samtidigt som vi méste infdra begrinsningar av olika
slag f6r andra storheter,
Optimala styrningsproblem uppkommer i samband med pro-
cesser, ddr det gHller att bestimma en eller flera styr-
variabler, s2 att vissa slutvillkor blir uppfyllda. Pro-
blemet dr alltsd att bland alla mbjliga styrprogram
vilja ut det, som minimerar (eller maximerar) en viss
storhet, medan samtidigt andra storheter antar vissa
givna virden vid slutpunkten. Vi vill t. ex. minimera
tiden for ett projekt,dd vi har begrinsad tillgdng pa
kapital och arbetskraft.
Klassiskt anvindes variationskalkyl for ldsning av
&2dana problem. Men endast relativt enkla problem kunde
15sas pd detta sitt. Aven med snabba datamaskiner stér
man infor en besvirlig uppgift, d& dessa problem i regel i sin
klassiska formulering utgdr ett randvirdesproblem for
olineira, ordindra differentialekvationer, dir en del
randvirden ir givna som initislvirden och en del som
slutvirden ("two-point boundary problem"). Fir nume—
risk 16sning krivs att man gdr en god gissning av de
initialvirden, som saknas, integrerar differential-
ekvationerna numeriskt $till sluttidpunkten, jEimfor de

erhdllna slutvillkoren med de givna och sedan forsdker



gora en bdttre gissning av de saknade initialvirdena.
Detta maste upprepas tills alla slutvillkor &r upp-
fyllda. Denns metod Hr besvirlig och fungerar 1 vissa
fall inte alls. Den 4r t.ex. kidnslig “ven for smi
indringar i begynnelsevillkoren.

Andra metoder att komma till rdtta med dessa svarig-
heter har under senare ar framkommit. Det finns 1
huvudsak tv& olika metoder, dynamisk programmering
samt de metoder, som bygger pé& Pontryagins maximi-
princip och gdr ut pd att med successiva approxima-
tioner n& den optimala ldsningen. Pontryagins maximi-
princip ger dessutom méjlighet att direkt infdra
begrinsningar pd styrvariablerna, nigot som inte ar
mojligt vid klassisk 1ldsning med variationskalkyl.
Bland metoderna med successiva approximationer mirks
speciellt tvé, dels den ddr iteration sker P& rand-
villkoren, och dels den dir iteration sker 1 rummet
av styrsignaler. Vi skall hHr begrinsa oss till den
sistnimnda, den s.k. Bryson-Kelley-metoden. Redan nu
kan sigas att den i huvudsak bygeer pd att vi gissar
en styrsignal och sedan muccessivt forvittrar denma
styrsignal, s& att vi hela tiden nirmar oss den op-

timala l0sningen.



Formulering av ett allmint optimeringsproblem

Innan vi nirmare undersdker Bryson-Kelley-metoden
formulerar vi ett allmint optimeringsproblem.

Bestdm en styrsignal u(t) i intervallet t,< $<T, sd
att forlustfunktionen

i
vV = //(x(’n),'r) - /L(x(t), u(t), t) at (1)
minimeras (eller maximeras) under bivillkoren

dxi

—= = £, (x(%) yult),%) (2)
at

x = (xl, Xpyeoos xn) (tillsténdsvariablerna)

u = (ul, Upyeoes um) (styrvariablerns)

Xi(to) och t, givna (3)
7‘j(X(T),T) = 0 3= 15254005 Q3 Q<0 (4)
T bestimmes av O (x(T),T) = 0O (5)

I variationskalkylen kallas ett s&dant problem for
Bolzas problem. Specialfall uppkommer for ﬁ5: 0
(Lagranges problem) och for T = O (Mayers problem).
Dessa tre problem Hr emellertid ekvivalenta och kan
relativt 15tt tmansformeras frin den ena formen till
den andra.

Porlustfunktionen V ir en funktion @ av sluttillstin-
det x(T) och sluttidpunkten T plus en integral av en
funktion L av x, u och t.

¢ kan sigas representera forluster, som uppkommer,
d4 vi ej nar malet, och L representerar da forluster

lings vigen till slutpunkten.



Bivillkoren (2) bestdr av n stycken forsta ordningens
olinedra, ordindra differentialekvationer. Vi antar
initialvirdena (3) gimma. Slutvillkoren #r givna en-
ligt (4) och (5). Sluttiden, T, kan vara en del av
frlustfunktionen (yﬁ= T) eller given implicit av

(5), dvs antingen fixt T eller givet som t.ex. xk(T)=O.

Ett sitt att 1osa Bolzas problem Hr genom inforandet
av Lagrange-multiplikatorer (dven kallade adjungerade
funktioner).

Vi definierar d& en funktion H enligt foljande
H(x(t),u(t),A(t),t) = Lix(t) ult),t) + ;gxifi(x(t),u(t),t)
Ai(t) S5p tills vidare n stycken obestimda funktioner.
Vi definierar dven en funktion

‘4
$x(m),r, ) = Ax(D),D) + Z v, 9, (x(D),D) (7)
Vi (q stycken) #r tills vidare obestimda.

Vi viljer sedanlAi(t) s& att de satistierar

dA. 3

EiaRi Ty i=1,2,...,n (8)
)

A = 5 (9)

i

T g8 fall kan men visa att infinitesimala #ndringar
av styrvariablerna, gui(t), infinitesimala #Hndringar
i initialvillkoren, dx,(ty), i slutvillkoren, dy;,

i begynnelsetiden, dto, samt i sluttiden, 4T, ger

foljande infinitesimala indring av forkstfunktionen
T

av = J %%; gui(t)dt + Ai(to)dxit%p - v, dy -
¢,

_ H(to) aty + ( ggi + H(T)) aT (10)

(6)



En optimal 1lésning Hr nu en 1ldsning, som satisfierar
(2) = (5) och som dessutom Hr sidan att en liten Hnd-
ring i styrvariablerna, gui(t), inte ger ndgon indring
i férlustfunktionen och s& att, om T Hr given implicit
av (4), en liten H#ndring av sluttiden, dT, inte ger
ndgon Hndring av forlustfunktionen, av.

Detta betyder enligt (10) och tidigare ekvationer att
vi sammenfattningsvis har féljande nddvindiga villkor

fér den optimala ldsningen:

dxl

-d}— = fi(X’u,t) i = 1,2,-00,11 (11)
i ' of b)

ST S N R o

at 0%y J Xy 2%

om0, 3L .

3-1_1;“ /\J 6u'j. ’ 0 i =0 i=1y2500.,m (13)

’Ai(T) = 5Xi + lj T o (15)

d
1= _b_TZ - ¥y (16)
Yj(T)ghma (1)

(11) utgdres av n stycken differentialekvationer, sys-—
temekvationerna, liksom (12), som omfattar de n stycken
adjungerade ekvationerna. (13) erhdlles ur (10) som
nédvindigt villkor for optimal 16sning, och dessa ek-
vationer ger (ul,...,um). (14) omfatter de givna initial-
villkoren (n stycken) for systemekvationerna medan (15)
ger slutvillkoren for de adjungerade ekvationerna.

Exvation (16) bestimmer T.(17) bestér av g stycken slut-



villkor, som bestimmer (Vl""’yd)'

Ekvationerna (12) och (13) &r de fran variations-
kalkylen k#nda sk. Buler-Lagrange ekvationerna.
Exvationerna (11) - (17) utgdér tillsammans ett "two-
point boundary problem®, och ett sddant problem &r,
som nimndes i inledningen komplicerat att ldsa, &Aven

om man har en snabb datamaskin till forfogande.

Vi gkall ocksd kort se pd det fall d& styrvariablerna
mfste viljas begrinsad, dvs. Iui(t)IéU. T stillet
£ ekvation (10) far vi, om vi for enkelhets skull

hir sitter dxi(to) =0, dty= 0, dy; = O och ar = o,
A

av = /Su H(x(t),ult), (t),t) at (18)

%o

dir SuH betyder #ndringen av H, d3 u #ndras, men ds
x,) och t h&lles fixa.

Fsr att maximera V skall a2lltsd u véljas inom sina
begrinsningar och s& att H maximeras for varje tid-

punkt t i intervallet $,< %t < T,



Styrningsproblemet, d& T &Hr fixt

Leori

Vi skall se nirmare pa losningen av ett ndgot mindre
generellt formulerat optimalt styrningsproblem.

L3t osg betrakta foljande problems:

Bestim u(t) sd att
T

Ve @)+ /o) uie) at (19)
%5

minimeras da

x = =2 = £(x(6),ult)) (20)

x(to), t, och T givna (21)

[u(t){é;U (22)

(Hir och i fortsittningen av detta avenitt anvindes

vektorbeteckningar for x = (Xl,...,Xn) respektive
.

A= (Al,...,)n). lled en punkt overYstorhet avses tids—
° ax m
derivatan av storheten, t.ex. X = —EEL— . %" betyder
den transponerade vektorn. lled beteckningen LX avses
T

vektorn ( '%%';I’o.o’ %L}_{—n ) u)

Por att 16sa problemet infdres Lagrangemultiplikatorer
A(t), s% att hinsyn kan tas till biwillkoren (20).
Vi skall d& i stdllet minimera
T
« . T b
V(x, u,A) = ﬁs(x(T)) + J/}L(x,u) + ) (f(x,u) - x)) at (23)
%,

Euleplagranges ekvationer ger ett nodvindigt villkor

for minimum?

Lx(x,u) + /\fo(x,u) + A =0

fix,un) - x =0 (24)

Lu(x,u)-+ ATfu(x,u) =0



Som randvillkor fér den forsta av ekvationerna fis

?; - () =0 (25)
P5r den andra av ekvationerna, som ju &r vara ursprung-
liga systemekvationer, giller att x(to) Hr given.

Ur den tredje ekvationen kan u lésas ut och sittas in

i de andra tva eckvationerna, och vi har fatt ett "two-

point boundary problem".

Vi kan ocksd betrakta funktionen

H(x, u,A) = Lixu) + A £lx,u) (26)

och bestimma u(t) s& att H = 0 (for u = uO(X,A)), avs

o8 att H stationdrt med avseende pd u. Detta &b ju det-
samma som att 1dsa ut u ur den tredje av ekvationerna
(24). Vi.minimerar med andra ord H med avseende D& U,
och far

BO(x, A) = H(x, A, n2(x, 1)) (27)

Vidare erhélles

. .
, (28)
A =-H_

Villkoren (27) och (28) #r enligt Pontryagins sats
nédvindiga villkor for minimum. Ekvationerna (27) och

(28) motsvarar helt ekvationerna 1 (24).

Det finns nu olika sitt att 16sa det "two-point boundary
problemt som har framkommit. Ett #r att gissa initial-
virden for de adjungerade funktionerna, /\i(t), och
sedan iterera sig fram till den optimala ldsningen.

Ett annat sitt ir att gissa en styrsignal, ult) = uQ(t),
integrera systemekvationerna framdt i tiden frén to

ti11 T och de adjungerade ekvationerna bakat i tiden



fran T +$ill to, berdkna forlustfunktionen ¥ och se-

dan #ndrs styrsignalen med du(t), s& att forlust-
funktionen avtar. Det sistnimnda steget kriver att

vi beriknar forlustfunktionens gradient med avseende

p& u. Orsaken till att vi integrerar systemekvationerna
framdt och de adjungerade ekvationerna bakdt Hr den
form pd vilken randvirdena Hr givna. En upprepning

av hela proceduren med den nya styrsignalen, uk+1(t)=
= u5(t) + Su(s), i stillet sker sedan si linge
frlustfunktionens gradient med avseende pad u &t

mindre #n noll. Denns metoden kallas Bryson-Kelley

metoden.

Vi vill nu se hur forlustfunktionen Hndras dé vi gor

en liten #ndring & u(t) i styrsignalen u(t).

Vi har o
‘ 7
V(xk,uk) = Q{(xk) + J/L(xk,uk) at (29)
{0
¥ = f(xk,uk) (30)

Onm vi nu #ndrar styrsignalen WE (%) med Su(t) till
HL(e) = &) + Su(t), kommer detta att ge en Hnd-

ring i tillst&ndsvariablerna, £ (%) = (%) + $x(t).
Vi far

V(xk+1,uk+l) =rV(xk+5k, E+éu) =

=

=/ﬁ&xk+3x) +\//L(xk+gx, uk+8u) at (31)

oy

b

En Taylorserieutveckling av detta uttryck kring (x%,u’)

ger

V(4 5x, urdu) =}f(xk) + szgx + —%— gixx(ﬁx)z +

-
+7/¥i(xk,uk) + LXSX + Lugu + %LXX(SX)2 + %luu(gu)i +
A



+ Lxuﬁxﬁu} 4t + termer av hdgre ordning i ox och Su (32)

I fortsittningen kommer i regel lingarisering av for-
lustfunktionen att goras, dvs termerna med ordning tva
eller hdgre forsummas. For vissa korrigeringar behdvs
emellertid i vissa fall termer av ordning tvé. Det
edller alltsd att vdlja fu s& litet att lineariteten
inte stdrs.

Fran (30) fas

ik + Sx = f(xk+£x, uk+8u) (33)

Utvediling i Taylorserie kring (Xk,uk) ger

K o _ ek K 1 32
x- +8x = f(x ,u) + fxgx + fugu + 3 fXX(Sx) +

+ % f (Su)2 + fxuéxgu + termer av hogme ordning idx och $u (34)

Om vi forsummar termer med ordningen tva eller hogre,

har vi fatt
V(x +5X,u +éu) = V(x JU ) + flsx +j/(L §x + L §u) at (35)

Sx = fxgx +_fugu (36)

Det giller nu att bestimma Su(t) s& att forlustfunk-
tuionen (35) fir minimum, 42 hinsyn tas i1l bivill-
koret (36).

Fér att finna detta minimum infor de tidigare nimnda

Lagrangemiltiplikatorerna, A(t). Vi fér
V(xk+éi,uk+&u) = V(5 ;0 £y +§f §x + //(L Sx + L(Ku) at +

/A (f 5X+f<fu-8x) at =
=V(X ,u)+y<5x+ /(L +/if)<§xdt+/(L +/Jf)<fudt—

L‘

,/A fx dt =



= V(W) +(f (x(2)) = A (D) dx(D) +
- .

: 7
* ,/(LX +/4fo + A5 dx at +/(Lu +/4Tfu)5u at (37)
omnu A (%) viljes s& att |

= = I - L

‘. / fX A X (38)
Ay = @ (x(D))
fas >
av = V(e dx,uf+u) - V(Xk,uk) = ;/,(Lu +/4Tfu)(u at  (39)
Om vi infort
H(x, A, w) = Dlxm) + A £(x,u) (40)
nade vi alltsd fatt
/§= - H (41)
och =
av =\/fHu8u at (jfr (8)) (42)

¢

Faraté elkvationen i (38) #r identisk med (41) och (39)
motsvarar (41). Denna sista hirledningen av stor-
termen gu(t):s imverkan pd forlustfunktionen leder
511t fram till systemet av ekvationer i (24) och
randvillkoren enligt (25), vilket H#r helt naturligt.
Tack vare (32) och (34) kan vi emellertid, om s& be-
hévs, dven ta hinsyn till termer av ordning tva. Vi
méste nimligen vid valet av Su(t) , vdlja Zndringen

s liten att lineariteten inte stdrs, dvs termerna

av ordning tva och hdgre miste vara smi relativt ter-

merna av forstz ordningen i §u och §x.



Sammanfattningsvis kan vi i ndgra punkter stdlla upp

Bryson-Kelley metoden for lésning av det aktuella styr-

problemet:

(1) Gissa u’(%)

(2) Integrera systemekvationerna framidt i tiden och
spara (%)

(3) Integrera de adjungerade ekvationerna bakédt i
tiden (pk(t) kan ju fas d& vi vet xk(t) och uk(t))

(4) Andra styrvariablen X 4111 wL(E) = uF(E) + Sult),
asr Su(t) t.ex. lika med §~Hu(xk, k,uk).gu(t)
méste viljas s3 liten att lineariteten inte stobs
och s& att(uk+l(t)%<U.

(5) Upprepa proceduren tills Hu inte lingre Hr mindre

Zn noll,



Program

L2t oss nu Svergd till att se hur det program, som
akall 18sa det i foreglende avsnitt givna optimala
styrningsproblemet, Hr konstruerat. Programmet &r
skrivet i ALGOL och avsett att koras pd SMIL (Siffer-
maskinen i Iund).

Programmet inleds med fyra procedurer, varav den for-
sta av dessa innehdller de aktuella systemekvationer-

na (FKT1), den andra de aktuella adjungerade ekva-

tionerna (FKT2). Dessa procedurer,liksom den tredje (FKT3),

som innehdller stdrningsekvationer (jfr nedan), maste
utbytas, d& vi ldser andra problem, eftersom de just
innehdller de f&r problemet aktuella sgstemekvatio-
nerna, adjungerade ekvationerna och storningsekvatio-
nerna. Den sista av de fyra procedurerna (RK1ST) an-
vindes for losning av system av differentialekvatio-
ner av forsta ordningen. Den liser siddana system med
Runge-Kutta metod. Steglingden h vid integrationen
inldises i huvudprogrammedb.

ifter procedurerna kommer sjdlva programmet for styr-
problemet., Forst integreras systemekvationerna framit
i tiden fran %, ti11 T med hjidlp av Runge-Kutta pro-
ceduren. I datamaskinens minne sparas x(to+kfh). o
T samt de gissade virdena pé u(t)+ k-h) har lists in
fran en girskild dataremsa, liksom startvirdena for
tillstandsvariablerna. Programmet dAr i sin numarande
form konstruerat enbart for system av hogst andra
ordningen, bl.a. for att spara minnesutrymme,Det kan
emellertid 18tt utvidgas att losa problem av hogre

Ordningo



Efter integrationen av systemekvationerna sker en
berikning av forlustfunktionen V. Om denna Hr min-
dre #n ett pd forhand givet virde (konstanten k2)
stannar programmet, i annat fall fortsitter det med
att integrera de adjungerade ekvationerna bakat fran

D 4411 t,. Hirvid viljes A(T) = (x(1)) (se (33).

0
Virdena A(T - k*h) lagras ocksd. Direfter vdljes
S‘u(to+k*h) = - sgn(Hu) men samtidigt s& att
/u(to+k\h) + S'u(to+k'h)/ < U, begrinsningen pd styr-
signalen.

S8 gker en kontroll av att lineariteten, som var ett
xrav for losningen (se (32) och fortsitiningen), ej
gtérgs av detta val av { u. Detta sker genom integra-
tion av stdrningsekvationen (36). Vidare sker en be-
rikning av andra ordningens termer vid Taylorutveck-
lingen (se (32)) och en kontroll av att valet av {u,
och dirmed av §x ej g0r dessa termer stora i fornal-
lande till forsta ordningens termer. D& dessa termers
utseende beror av forlustfuntionen, Hr denna del av
programmet inte generellt utan konstruerad for att

passa de tva testexempel, som kOrtse.

Pir dessa tva testexempel(se nedan) giller

= x 2(1) + x,°(D) (43)
och vi far

47 = (23 (1) = A (2)) (g (B) + (2(2) =A H(2))8xp(T) +
¢ a2+ (Fx,y(1))2 +£//32‘ $u ot (41)
Men vi har valt

/*1(T) = 2 Xl(T) och AQ(T) = 2 XZ(T) (se ovan)

och lineariteten stérs alltséd om le(T) Tesp. 5X2(T)



5r stora i forhallande till 2xl(T) resp. ZXZ(T).

Fsr att forsikra sig om god linearitet kan vi vidlja
c]gxl(T)/é/xl(T)/ och c-%xz(T)f{/XZ(T),
med nagon limplig konstant c.
¥i far

2 2(m 2¢( < 2¢ 2(my —
¢ (§x,°(m) +éx, (1)) = x;°(2) + x,7(0) =V (15)
Vi sitter c2 = k1. Bet har vid testkdrningarna visat

sig limpligt att vdlja k1 mellan 2 och 50 for er-

hallande av hygglig konvergens.

om Su (§x) valts for stora sker en nedskalning enligt

formeln
¥

gu =S>u *
£t s mm ltV
o s kl(lez(T) +Sx22(m))

Formeln har visat sig limplig beroende pd att $x

(46)

nistan linedrt i bu.

Slutligen sittes styrsignalen f5r nista iteration
1ika med summan av den foregdende styrsignalen och

den nu bestdmda Hndringen, %u. Direfter sker hopp till
programmets borjan, och programmet genomlopes tills

slutvillkoren Hr tillfredsstédllande uppfyllda.



bezin integer m, n, i, J, X, 1;
real t, T, h, te, tf, k1, k2, V;
array x!, x2, u, du, pl, p2 r1 101]
v, ve, z, dy,dye, dz, p, Pe, q [1 2],

procedure FKT1 (x,v,z); real X; arIay v,2z;
bezin z[1]:=y[2]; z[2]:=ul j-1]
end FKT1;

procedure FKT2 (x,p,a); real X; array P, 4;
begin of1]:=0; al2]:=-p[1]

end FKT2;

procedure FKT3 (x,dy,dz); real x; army dy,dz;
begin z[1]:=ay[2]; dzf2]:=dul j-1]

end FKT3;

P

orocedure *“;
integer 1, ; array W 1:10], a[1:5];
=a[2]:=a[ & ]:=h/2; a[3]:=a[L]:=h;

for %:=1 step 1 untll n dg ye[*]:= wx]:=y[x];
for Jj:=1 step 1 until 4 do
bezin f(te,w,z); te:=t + a[J'],
for k:=1 step 1! until n
begin W] :=y[k] +alj] = zM-
ve[x]:=ye[x] +alj+] x 2[x]/3;
end %
end Js
if p=1 then begin print (3,6,te); punch (8);
for j:=1 gtep ' until n do
begin orint (3,6,yel j]); punch (0);

end J;

punch (1);

end P

end RK1ST;

n:=read; m:=read; hi=read;

for i:=1 step 1 ggt_al m do uli]:= read;
y[1] :=read; y[2]:=read;

ti=read; T: =read‘ %1 :=read; k2:=read;

;oarmy y,ves



x1[1]:=y[1]; x2[1]:=y[2];

P:ji=2; tfi=t;
L1RWSNTPv11tm7eFMW2)

tri=tesxt[ 1] :=vel1]; x2[ 3] —ve[2];
v[1]: _ver1], v[2] :=vel2];

Ji=j+3

17 abs(T- te)>,-2 then go to Ll

orint (3,3,x1[m]); print (3,8,»2[m]);

Vi=x1[m]12 + x2[m]12;

if W2 then g tQ ut;

pl[m]:=p[1]:=2 x x1[m]; p2[m]:=p[2]:=

Qiki=m=1; tf:i=T;
I2:RK1ST(tf,p,-h,te,pe,FKT2,2);

tfi=te; pl[k]:=pe[1]; polx] —per2],
o[ 1] :=pel1]; p[2] i=pef 2]

k =kl

li abs(t-te )>10'2 E.}lﬂl g,Q_EQ LZ;

for i:=1 step 1 until m do
begin duli]:=-sign(p2[i]);
dul1]:=sign(aul1]

dy[1]:=ay[2]:=0;

Stji=2; tfi=ty
L3:RKIST(tf,dy,h,te,dye,FKT3,2);
tfi=te; dy[1]:=dye[1]; av[2]:=dye[2];
Je=j+,

1 abs(T - te)> -2 then o to I3

i

]

< = (ay[1712 + ayf2]12) > v
then for i:=1 step 1 until m dg

dul 1
1=t s
R: 1f du[1]=0 then begin 1l:=1+;
for i:=1 sten ! until m do
kegin uli]:=ul1]+ auli];
end;
punch(1);
y[1]=x1[1];5 y[2]:=x2[1];
go. to P;
ut :punch(8)

end

punch (1); punch(1);

2 < x2[m];

ifabs(ufi]+au[i])> 1 then
) < (1 - abs(uli]))

end;

Ji=aul1] = sort(V/1 f(ayl1]12 + ay[2]12));

Sy e

£ 1<m then go to R else go_to ut

o i

print (3,3,uf1]); punch(1)

end



Testexempel 1 (dubbelintegratorn)

Betrakta systemet
X | 0 1

a 1

at

Finn en stysignal sidan att

Vv = xlg(T) + XZZ(T) minimeras da
xl(O) =1

x2(0) 0

‘ujé 1

Exakt 1osning

Enligt (26) erhalles

H = A%y + /\211

u skall viljas si att H minimeras med avseende p&d u, dvs
u= - sgn A 5

Vi har alltsd f5ljande system

”dxl

= = (0) = 1
at 2 .{Xl =
ax, x2(0) =0
i
at

och vidare fas enligt (28)
ddq

_ = 0
at
d42
at
Hirur fas

Al(t)

¢

Az(t) - eyt + ¢,

dvg Az(t) har endast en teckenvixling.



Antag att )Z(t) indrar tecken for t=t,.

D& erhdlles for o <% éftl

dvs.
xz(t) = -t (x2(0)= 0)
samt vidare
t2
% (8) =1~ 5 (%, (0)=1)
Vi far hirur 5
ol
xl(tl) =1 - 5= och x2(t1)= -t

Vidare erh&lles for tlf;t = T

dvs
x,(t) =t - 2ty (for att uppfylla x,(t;)= - %)

samt vidare

42 2 ) 6 °
%, () = 3= - 2t1t + 1+t (£f6r att uppfylla xl(tl)=1— 5 )
Vi far sedan

72 >
2 () =5 - 26T+ 1 + %
x2(T) =T - 2%

Om vi bildar

Vo= %, 2(0) + x,%(1)

ol
och deriverar detta uttryck med avseende pé tl’ finner

man att dess derivata har endast ett nollstdlle, oeh

att detta virde pad t, ger minimm,
1 dxg(t)
(Att vi ovan forutsatt att T = 1 i intervallet

Of’tf;tl och +1 i det andra intervallet, beror pa att
firlustfunktionen sjilvklart blir stérre om vi gor

tvdrtom, s& linge Xl(OFP'O)



T=2 ger minimum for V for % =1, medan T = 1,9 ger
minimm for tl = 0,98,

Al(t), ,\z(t), u(t), xl(t) och xz(t) har ritats i
diagram 1 for fallet T = 2. Liknande kurvor erhélles

for fallet T = 1,90

Numerisk losning med programmets hijdlp

Programmet har kérts for olika virden pad konstanten
kX1 och i ett fall dessutom for mer dn en gissad
styrsignal, LAt oss se pd de krda fallen med T=2:

k1=10, u%t)= -1: Ogcillationerna mellan virden,som

sndrade sig relativt langsamt, upptridde pad ett ti-
digt stadium, varfdr ktrningen avbrits. Om konver-
gens trots detta foreligger, ger detta virde p& kon-
stanten en mycket langsam konvergens.

k1=15, uﬁt)= ~-1:Resultate av kdrningen framgir av

diagram 2.

k1=20, ﬁ%t)z -1: Se diagram 3

k1=20, ul(t)= +1: Se diagram 4

k1=25, w{t)= -1: Se diagram 5

Av diagrammen framgir direkt att for dubbelintegra-

torn ger k1 =20 snabbast konvergens.

Programmet har #ven korts for T = 1,9, ¥X1 = 20 och

u%t) = -1, Resultatet enligt diagram 6.

Tiden f6r en iteration beror nistan uteslutande Pa
valet av steglingden vid anvindningen av Runge-Kutta
proceduren, Tiden fér en iteration ir ca en minut
vid k6rning pa SMIL, om steglingden h &r sddan att

{1 to)/h = 25,



Testexempel 2 (oscillatorn)

Betrakta systemet

. X, 0 1 xq
-a_—’E = + u

xz; 0 0 X5 | kR |

Finn en styrsignal s&dan att kriteriet
vV = xlz(T) + x22(T) minimeras da

xl(O) = 10
0

X2(0)

T = 57C (T=15)
lul<1

BExakt 1losning

For detta exempel erhdlles

H= A +~42u

1%p = Ao%y
dves u skall vdljas enligt

| = - Sg’ll/;\2

Vi har alltsd foljande system

dxl

— =2 X - 4 _
at 2 {xl(o)— 10
ax,, x2(0)= 0

at
sam’t

1l
I
™
[
|
&
>
N

Uy
at 2
Yoy

dat

Losningen till systemet med de adjungerade funktio-
nerna blir trigdnometriska funktioner, och vi inser,
att vi far fyra teckenvixlingar far,JZ(t) i inter-

vallet O <t<57(.



Detta problem Hr besviArligare att 1osa &n det forra,
men 18sningen fér T =577 , som gor V = O, finns

pa& diagram 7.

Numerisk 16sning med programmets hjilp

Ocksd for detta exempel har programmet korts for olika
virden pd konstanten k1, men i samtliga fall har den
primirt gissade styrsignelen varit u(t) = - 1. Pro-
grammet har korts fér med i vissa fall olika vidrden

pa steglingden h, Detta har gjort att sluttiden T har
varit antingen 15,6 (fér h=0,4) eller 15,75 (for h=0,35),
vilka virden a2lltsi anvints som approximation till

5.1 stillet for T=15 har snvints T=14,8 resp.

T=15,05. Detta val inverkar emellertid obetydligt Pa
resultatet.

¥X1 = 2: T = 15,6 Se diagram 8

1l

T

14,8 Se diagram 9

x1 = 5: T = 15,75 (och 15,6) Se diagram 10
T = 15,05 (och 14,8) Se diagram 11
kKl = 105 T = 15,6 Se diagram 12

k1 = 25: T = 15,6 Se diagram 13

Av dessa disgram framgdr att konvergensen Ar snabbast
f5r k1 = 5 eller 10. Oscillatorn har emellertid visat
sig betydligt okHinsligare, vad betriffar konvergensen,
for valet av k1 dn dubbelintegratorn.

Vidare framgdr det att valet av steglingden h kan vara
betydelsefull. Ju kortare h, desto biEttre erhdlles den
tidpunkt, for vilken u(t) gér spréng. len samtidigt
Skar riknetiden avsevirt, si det hela blir en avvig-

ningsfraga mellan disponibel ri#knetid och noggrannhet,



Kommentar

Programmet har alltsd visat sig ge en ganska god
approximation av den optimala styrsignalen for de
tva testexempel, som undersdokts. Om en hygglig giss-
ning av styrsignalen u(t) gdres frén borjan och om
konstanten k1 viljes ldmpligt, kan vi dessutom fa

en ganska snabb konvergens. Vad betriffar kl finns
den méjligheten att vid ldsningen av ett visst pro-
blem testa konvergensen genom att 1ladta datamaskinen
utfor ett mindre antal iterationer for olika virden
pad k1. En annan och bittre mojlighet Hr att kdra
programmet och efter varje iteration ldsa in ett
nytt virde pd k1, som d& kan Zndras successivdt,
Denna metod rekommenderas, di konvergensen oftast
varierar under kdrningen av ett problem. Stérningar
i lineariteten blir stdrre,dd vi nirmar oss milet,
och det 3r A8 lampligt att vilja ett storre virde pd
k1., Programmet har kdrts med denna modifikation, som

gores mycket enkelt.



Styrningsproblemet med T variabel

I féregiende avsnitt har vi 16st optimala styrproblem
med sluttiden T fix. Trots detta kan metoden anvindas
att 16sa det sk. minimaltidsproblemet, dvs det styr-
problem,ddr det gHller att finna den styrsignal,som

pa minsta tid overfdr systemet fran en viss tillsténds-
kxonfiguration till en annan. Vi kan nadmligen 10sa
problemet for flera olika rimliga sluttider T och
sedan bestimma fér vilket minsta T, som de givna slut-
villkoren &r uppfyllda. Vi har alltsd en mdjlighet

att approximativt nd lésningen, dock i regel efter

on hel del arbete. DErfor vore det 1limpligt att

finna en metod, som direkt loser minimal tidsproblemet.
Fn mojlig vig skulle kunna vara foljande 3
¥ bx uefu) = V) +(f - A(D) (D) +
7 7
v /[(L P 1T 4 /fT ) Sx at + ‘//(L cA ey fwat (1)
; X pi * ; u w %
0 (]
enligt tidigare.

Om T inte lingre fix tillkommer en term i .,

Om vi ser pa fallet med dubbelintegratorn erhilles
av = (2x1(?£7— Al(T)) gxl(T) + (2x,(T) - A 2(T)) JXZ(T) +

+ §T 4 /228u at (48)
L2

Om xi(T) och xz(T) skall vara noll, kan vi integrera
systemekvationerna framit tills xl(t)<i? , med >0
och ¢1litet, och sdtta T lika med den tidpunkten vi
dA natt, dvs Xl(T)asO. Vid nista iteration gor vi
likadant men miste A& integrera till T + §{ T innan

Xy <€, dvs xl(T + §1) =0,



Detta ger

Xl(T +{T) =0

eller differentierat

Xl(T +§T) = xl(D) + le(f) + xl(T)é-T =0

vilket ger

$1 = - §x (1)/%(T) (49)

eftersom

Xl(T) = 0

(48) och (49) ger da tillsammans att
A, () skall viljas lika med 2x (1) - (£ (27T (jr

(44) och féljande). /\Z(T) skall liksom tidigare viljas
lika med 2x,(T).

len x;(T) = x,(T) och detta skall gi mot nollydd

vi nirmar oss den optimala ldsningen.

Med en liten modifiering av det program, som anvindes
for fix tid, skulle alltsd minimaltidsproblemet kunna
16sas, om vi kan gardera oss for de svirigheter, som
uppstar, da XZ(T) blir liten. Nagot siddant program
har emellertid inte konstruerats, d4 svarigheterna
att komma till rdtta med problemet med X2(T) nira
noll vintas bli stora.

I stdllet har direkt tillHmpats den metodik, som
Bryson och Denham redogjort for i sin uppsats

"A gteepest ascent method for solving optimum pro-
gramming problems', for att konstruera ett program,

som ldser minimaltidsproblemet for dubbelintegratorn.



Forst ges det allminna problemets forutsittningar
och 1dsningen till detta, och dArefter undersdker
vi nirmare minimaltidsproblemet for dubbelinte-

gratorn.

Formulering av det allminnag problemet

Bestim u(t) i intervallet t,<t < T o8 att

¢ = @x(n),1) (50)
maximeras under bivillkoren
V’= 9D(X(T),T) =0 (51)
& = 2 (x(5) ult),) (52)
t, och x(to) givna (53)
T bestimmes av 0 = (2(x(T),T) =0 (54)
(jfr (1)-(5))
Hir gdller

u, (%)
a(t) = 1 (en m—-dimensionell vektor av styr-

u.(t) variabler, som ev, kan vara be-

R grinsade, men fér ovrigt far vdljas

fritt)

Xl(t) (en n-dimensionell vektor av till-
x(t) = standsvariabler)

x, (t)

»lf‘/uw

1 (en g-dimensionell vektor av slut-

9“= f villkorj; kdAnda funktioner av x(T)
yq och T)

)ﬁ Hr forlustfunktionen

£ Hr en n-dimensionell vektor av kinda funktioner
O 3y det stoppvillkor,som bestimmer sluttiden Py
och #r en k#nd funktion.

Bryson och Denham menar nu,att detta opiimala styr-

problem kan lisas systematiskt och snabbt pa en modern

datamaskin genom anvindning av a.k. "steepest-ascent"-



metodik. Denna innebir,kort uttryckt, att man vid
iterationen mot den optimala ldsningen hela tiden
forsdker rdra sig i gradientens riktning. Den metod,
som ges i ovan nimnda uppsats, startar med ett gissat
virde pd styrsignalen, uO(t), och férbdttrar sedan
denna gissning steg for steg genom undersdkning av
féregiende styrsignals inverkan. Metoden bygger Pa

en lokal linearisering kring den vig,som foljdes i
foregaende steg. Metoden Hr alltsd en Bryson-Kelley
metodik, men eftersom det for programkonstruktionen
behsvs ett explicit uttryck pa Su(t), ldmnas hir en
sammanfattning av teorin.

Forst gissas ett rimligt virde pé styrsignalen, u°(%t),
och detta virde jimte initialvirdena (53) och diffe-
rentialckvationssystemet (52) anvindes for att be-
rina x0(5) tills Q= 0. I allminhet satisfiersr ej
denna viag slutvillkoren y/= 0 och ej heller nas
maximim av ¢.

Sedan betraktas en stdrning, Su(t), i styrvariablen.
Denna stirning ger en Hndring,8x(t),i tillsténds-

variablen. Ingittning i (52) ger som tidigare

§% = F(t)dx + G(t)Su (55)
om h¥dnsyn tas endast till termer av forsta ordningen.
R
F(t) = | °%1 2%y (56)
T
;Siz 5Xn;
F ]
duy o U
G(t) = ‘ (57)
S
Uy Uy




Samtliga derivator beriknas lings vigen uo(t) och
O(t).
Vi kan _vidare skriva

ag = //\ (t) G(t) Su(t) at + )\ (ty) §x(ty) + d. ar (58)
ay= /A%) 6(t) Su(s) at + (4 §x(tg) + gar (59

ao = //\T(t) G(t) Sult) -dat + A () Sx(t ) + Q-4T (60)

dir elementen i A-matriserna bestimmes genom numerisk

integration av de adjungerade ekvationerna

aA i\
T ==F (£)- ) (61)

med randvillkoren

) () = () (62)
T
9
Ap(m) = ($£) (63)
T
Aa(r) = (3) (64)

dir derivatorna Hr utvirderade i punkten t=T lings
vigen WO (+) och x0(%).

Vidare definieras

24 @%,...,ﬁg (65)

v 4]

sx " §5,
dy | : (66)
3x  |d%a . 9¢a

axl bxn

90 (§!1 %ﬁl)
Al T

och vidare

é:(-g\)-g+-§-g-f) (68)
y;=(%t&+?’%'f) (69)

(67)



@

a= (3230 (70)
De tre sista uttrycken ((68)-(70)) #r utvirderade

lings vigen u’(%) och x0(t) och for t=T.

De adjungerade ekvationerna integraras bakét i tiden,
eftersom randvirden Hr givna for t=T.

Fér sk. "steepest ascent" sdkes nu ett du(t), sadant

att d¢ maximeras for ett givet virde pd integralen
(aP)? = ﬁuT(t) w(t) Sul(t) at (71)
t,

samt givna viarden pd dy och 4dQ =0.

dy viljes s& att vi ndrmar oss de dnskade slutvill-
koren y= 0. dP viljes s& att lineariteten inte stdrs
av vart val av su(t). W(t) ir en godtycklig m x m—
matris av viktfunktioner vald sd att konvergensen
forbittras. Man kan under dessa forutsititningar hir-
leds hur Su(t) skall vdljas och foljande uttryck

erhd&lles

_ 1,.T -1 (dP) - dﬁ T e 1
§ult) = Wt Ay - ATy, I,,,,)(IM = fja -,Idyﬁ%) /2,

s wlet Tyl g

(72)
didr
(ap = ay -/\,,E(to) x(t)
/\¢_Q_= /\¢ - '}% )\n
_ '
Apa=r — Ao (73)
I,, = /’\m 16y at
I, 4 = //\)“,Gw Lot Mg at

[

C I?,?{ = //‘%gGW-lGT )gﬂ at

€o



Om dﬁ‘véljes for stor kan tidljaren under rottecknet

bli negativ, vilket alltsd betyder, att det finns

en begrinsning pd 4/ ,d4 dP Hr givet. Eftersom 4P

vdljs for att sikerstdlla lineariteten, miAste ockséd

dp begrénsas. Den berdknade Andringen i £ aa u(t)
dndras med Su(t) blir

ag= (((a®)2 - af'1,, " ap) (Typ - IY},TIH'J‘IHg))l/2+

+ IfyTIVf-lqﬁ + Aﬁgf(to)-gx(to) (74)

Om dy = 0, Sx(to) = 0 erh&lles

e - (145 - 1,71, 1,012 (75)
Detta uttryck kan sigas vara gradienten i funktions-
rummet, 84 dP Hr "steglidngden" for styrvariablen. D3

vi nirmar oss den optimala 1losningen och slutvillkoren
dr uppfyllda, gar denna gradient mot noll, och detta
ger ett uttryck pa d% , som visar hur forlustfunktio-
nen 5ndras vid smd stdérningar i slutvillkor och ini-

tialvirden.

af = Ty T lay + Opal () = Ty /Ty Ayl (1)) Sx(ty)  (76)

58 vidljes en ny styrsignal gom summan av den fore-—
cende styrsignalen och Su(t) enligt (72). Hela pro-
ceduren upprepas sedan tills slutvillkoren uppfyllda
och tills gradienten Hr n#irs noll. D& s& Hr fallet;
har den optimala styrsignalen erhdllits.

Denna metod kan anvindas for minimaltidsproblemet. For
detta fés

$=-t

vilket ger

Ap = 0 och alltsd



Ma= j%’ .

7
A= - ar = /=2 A% Sule) av+ 2 M) ()

éo
For 16sning av detta problem med hjdlp av ett data-

macskinprogran kan filjande huvudpunkter uppstdllas:
(1) Gissa uwO(%) och integrera systemekvationerna
fran t  tills slutvillkoret (L= O uppfyllt. Spaba
x°(+) i minnet.

(2) Berikna samtliga adjungerade ekvationerna sam-
tidigt genom att integrera (61) bakét, och anvind
hirvid de under (1) beriknade partiella derivatorna.
Spara A0(t).

(3) Beréil;n_la samtidigt dessutom /\;h,/\,,,n,... ,/\y,n och
spara )@IG och )PaG° Berikna vidare samtidigt talen
I¢¢, IY% och I,y genom att integralerna utviarderas
(integration bakdt i t)

(4) Vdlj #ndringerna i slutvillkoren, Ay, jeessdyy,
g8 att nfsta 1ldsning nirmar sig = 0.

(5) Vilj ett virde pa (dB)2/(T - ty)

(6) Anvind virdena pd d och dP for att berikna

V = (dP)2 - erTIy;ldy,Om.V negativt skalas dy ned
s8 att V = 0. Om positivt gdrs ingen #ndring,.

(7) Berskna sedan Su(t) enligt (72).(5k(t0) = 0).
(8) Om sluttiden T ej given eller skall minimeras,

beriknas desgptom éndringeh dT i ndsta steg:?
1 T

d7 = - —— / ¢ Su(t) at (78
A 1o s >

Om }dT/stﬁrre in ett pad forhand valt virde, skalas
Su(t) ner, s& att detta virde ej Sverskrides.

(9) Ett nytt virde pd u(t) erhdlles ur

u(t) = u(4) + Sult)



Kontroll av att u(t) ej overskrider eventuella be-
grinsningar sker.
Punkterna (1)-(9) upprepas sedan tills (= O och tills
kvadraten pé& gradienten

Tyy = Loy Iy 1T

pg = lyg Lvy i

5r nHra noll.

Program for specialfallet dubbelintegratorn

Ett program, skrivet i ALGOL, har konstruerats for
ett speci=lfall, ndmligen minimaltidsproblemet for
dubbelintegratorn (jfr sid. 18).

Problemet dr alltsd foljandej

Minimera

= =t

o
=1

= X2(T) =0
ty= 0, %,(0) = 1, %,(0) =0

n=x(T) =0

Vi far hirur med beteckningar enligt tidigare

o 1
F(t) = l@ OJ

[ep]
P
ct
S,
0
Vo
L_ 4

gamt



Vidare erhalles

{A¢l - 0 Jgn (2) = 0
Mo = =M Ago(T) = 0

avs. Ay (1) = Agy(t) = 0
{/\y']_:O | Ay (T) =0

My o= =M Apo(T) =1

avs Ay, (1) = Ayo(%) =0
gx\ﬂl =0 Jaq(D) =1

Aag = =hay Anp(T) =0

WS )y ($)= 1 och Aay(t) = - t+ 7T

I fortsittningen betecknas /ln7 med Do

Vi far dessutonm

p= -1
g = uo(1)
O=x O(T)
2
Vidare definieras

T

(ap)? =/ K(Sult))?at

0

dir k vidljes s& att snabb konvergens erhédlles.
Insittning av detta i tidigare givna formler ger

T 1

= (1’ )
0 O O
) = (% 9 l - P u )
po x, (1) 2 %, (1)
d/[f = dL// -

-1 T nnl
Iyy = /k Mo GG Apodt
o

VA T L Y IR

0

Iyy
/

Tyg= /k_l )¢QT 66T Andt

]

1]



Dessa virden anvindes sedan d& Su(t) beriknas.

Programmet Hr skrivet enbart for dubvelintegratorn,
vilket alltsd innebir, att de speciella virden pé
olika storheter, som framkommit pid de tva senaste
sidorna, anvints., Hirigenom har den mingd av madris-
miltplikationer, som forekommer i et?® generellt pro-
gram, undvikits.

Programmet inleds med tre procedurer, FKT1, FKT2

och RK1ST,., Den fdrsta innehdller systemekvationerna,
den andra de adjungerade ekvationerna (som for detta
enkla fall endast blir A= - F(t):,; de ovriga ad-
jungerade funktionerna blir identiskt noll) och den
tredje proceduren Hr den i foregéende avsnitt ndmnda
Runge-Kutta proceduren.

Direfter foljer sjdilva berikningsdelen av programmet.
Denns, del ir konstruerad i enlighet med punkterna
(1) - (9) sia. 31.

Korning pd SMIL

I programmet anvindes tre kongtanter, k1, k2 och k3.
Med hjdlp av k1 vdljes dy och med hjdlp av k2 viljs
(aP)2. k3 ombessrjer nedskalningen av 6u, om 4T
blir for stor. Valet av dessa konstanter &r mycket
betydelsefullt for att konvergens skall erhdllas.
Efter en hel del forstk ndddes ett ndgorlunda hyggligt
resultat. Se diagram 14, Som framgédr av detta &Ar
emellertid tyvirr konvergensen mot den exakta styr-
signalen i omrddet kring dvergéngen frén -1 till +1
dalig. Ddremot ger metdaden en god approximation av
den minimalas tiden, varefter vi enligt sid. 24 kan

anvinds metoden, som anvindes vid fixt T, for att

nd den optimala styrsignalen.



hﬁglg iQLQEﬁIL n, i; j) -j11 L{y l;
real t, T, h, te, tf, dp, k1, k2, k3, AP, V, aT;

arrxav x!, x2, u, du, p!, p2, Ipp, Ipf, IFf, 1fo,1por1 110],

Y, ye, 2z, P, pe, q [1:2];

procedure FKT1 (x,v,z); real X; armay v,z;
bezin z[1]:=y[2]; z[2]:=ul j-1]
end FKT1;

procedure FKT2 (x,p,0); real x; array p, a;
begin af1]:=0; of2]:=~p[1]
end FKT2;

EQ;--- s
begin integer J,; @::m: w[1:10], al1:5];
a[1]:=a[2]:=a[ "] :=h/2; al7] —afh] i=h;
te:=t;
for «:=! step ' until n do vel]:= wx]:=y[x];

for j:=1 step 1 gr_xt_i_L b Ag

begin f(te,w,2); tei=t + afJ];
for ~:=1 sten 1 until n do

e . o e

begin vk ] =y 8 +alj] = 2[<];
velr]i=ve[x] + a[j+1] < zr <] /33

engd *

end J;

if p=1 then begin print (3,6,te); punch (8);

for j:=1 step 1 until n do

kegin print (3,6,yel j]); punch (0);

end J;

punch (1);

end p

end RK1ST;

n:=read; h:i=read;

i i:=1 step 1 untdl 51 do uli]:= read;
y[1% :=read; y[2]:=read;

pl 1] :=read; p|l2|:=reads

ti=read; k1 :=read; “2:=read; k3:=read;

x1[1]:=y[1]5 x2[1]:=y[2];
P:ji=2; tfi=t;
L1 :RK1ST(tf,v,h,te,ve,FKT1,2);
tri=teyx1[ j]:=ye[1]; x2[ j]:=yel2];
yT1)s=ve[11; yT2]smyel2];
1% x1[1]>0 then beeln J:=1+;
3f P50 “aT™>0 then begin Jji=j1+1;T:=T+h; go 1o A

end

if >80 “a7<0 then begin J:=j1-1;T -T-n; go to A end

go to LI
end;

°
9

-e



A:ot[ 3] :=p1]; v2li]:=p[2];

Top[ j]:=Ipfl j]:=17f[ j] :=0;

1ol 3] =2l J] /x2[ 313

Lpof j]:=1-ul 3] » v2[ 3] /%[ §];

i=gs

Q: ki=k-1; tf:=T;
I2:RKIST(tf,p,-h,te,pe,FKT2,2);

tfi=te; p1{!<1 :=pe[1]; pe[k]:=pe[2];

1fof k] :=p2 {x2fj];

1pof k :=1.qu = p2[k] /%2 3];

Ipo k] :=Ipp[ c+1 J+(1po[k]12+1pof x+1]12) /2 x h;
Ipf k]:=Ipfrk+1]+(lpo%k = 1fo[x] + lpogk+1] x 1fo[k+1])/2 = hy
1] i=1ref e+ J+(1f0[ k] 12 + 170[k+1]12) /2 = h;

of 1] :=ve[1]; p[2]:=ve[2];

print(3,6,1fo k%);print(?,é,lpo[k]);print(3,6,Ipp[k]);print(3,6,Ipf[k]);
print(3,6,1Ff k] );punch(1);

ki=kals

u abs (t'te)>1o'2 L}:}Q.n %Q.LQ L2;

17 abs(x2[ j])€0.02 ~ abs(I7[1] - Tpf[1]12/Ipp[1])<0.02 then go Lo ut;

\’s
<

print(2,8,T7); print(3,8,x1[3j]); print(3,8,x2[ 3]); punch(1);

dp:=-x2[ j] /<1 ;print(3,k4,dp);
dP:=12 x T;orint(3,k4,dP);
S:V:=dP - dpt2/Ipol1]3print(3,4,V);ounch(1);

f O then begin dp:=sart(AP =< Ioo[1]); V=0 endsprint(3,4,dp);mnch(1);

for i:=1 step ! until J do
begin Auli]:= (1‘ori}-1nofi]/1nnr1]xID?f1]) =< sart(v/(1eeM1]-1pf[1]12 /Ipp1])) +
1o 1] = dp/Ippl1];

. "4 C
17 abs(aul1] 1 then auli]:=sign(cul1i]);
it abs(uf1]+aul1])>1 then auli]:=sign(aul1]) = (1 - abs(ul1])) end;
1i=1 H
R:if du[1]=0 then begin l:=1+; if 1<Jj then g2 to R else g0 to ut end;

! de
p[1] < au[1] = h/x2[ J];print(3,k4,4T );punch(1);

£ abs(
hegin for i:=1 step 1 until Jj do
duli]:=

for 1:=1 step 1 until J de
begin uli]:=ul1]+
end;
punch(1);
y[17]:=x1[1]; yl2] =22l 11500 1] :=p1[ 3] sp[2] :=p2[ j];
u[j+1]:=u{j+2]:=u[j]; gi=3;
ge. %o P;

aul1]; print (3,8,uli]); punch(1)

ut :punch(8)

engd
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Ogcillatorn. Exakt losning. Diggram 7
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iagram 8
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Diagram 10
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