ADAPTIV PREDIKTION

BJORN WITTENMARK

Rapport RE - 4 aug. 1966



ADAPTIV PREDIKTION

Examensarbete i regleringsteknik

Bjorn Wittenmark



ADAPTIV PREDIKTION

" s

Inledning

1.1 Formulering av problemet

1.2 Nagra kommentarer till problemet

2. Konstruktion av prediktor for en process y(t) + aly(t—l) +
e t any(t—n) = e(t) da a; i=1...n d kinda samt
ECe(t)) = 0 och ECe(t)?) = o2

2.1 Enstegsprediktor
2.2 K-stegsprediktor. Linjdrprediktor

3. Uppskattning av parametrarna Ays Any eee @ 1 processen
y(t) + aly(t—l) LA any(t-n) = e(t) da utdata dr givna

4. Adaptiv prediktion och parameteruppskattning
5. Kodning

6. Redovisning av exempel

7. Sammanfattning och slutsatser

Appendix A - Diagram

Appendix B - Datamaskinutskrifter av stegsvaret



1. INLEDNING

1.1l Formulering av problemet

Utgangspunkten for detta examensarbete dr foljande:

Antag att en stokastisk process {y(t)} genereras av ekvationen
y(t) +aylt - 1) +ay(t-2)+ ... +aylt- n) = e(t) (1.1)

dar {e(t)} dr en svit okorrelerade lika fordelade stokastiska

variabler,

I anslutning till detta antagande skall foljande tre problem

studeras:

(i) a) Konstruera en enstegsprediktor for en process enligt
(1.1) dd parametrarna a,,a,,...a dr kinda.

b) Konstruera en flerstegsprediktor under samma forut-

sdttningar.

(ii) Uppskatta parametrarna a,,a,,...a i processen (1.1)
da& ordningstalet n och en svit védrden y(1), y(2) ...
y(N) ar kanda.

(iii) Angiv ett'adaptivt forfarande att samtidigt prediktera

y(t) ett steg framat och att uppskatta parametrarna

a),8p,.0.a, i processen (1.1).

1.2 Nagra kommentarer till problemet

Man kan vdlja flera olika vdgar att angripa problemet. Det &r
framfor allt vilka forutsdttningar som skall gbras angadende de
stokastiska variablerna {e(t)}.



Man kan anta
1. {e(t)} &r normalfordelade.

2, {e(t)} har ett givet forsta och andra moment.

Det forsta antagandet far som foljd att den "bésta" prediktorn

(i ndgon mening som specificeras lédngre fram) blir linjdr. An-
tagandet med normalfordelning for med sig att det gar att anvdnda
maximum-likelihood (ML) uppskattning. Jag kommer att anvénda mig
av denna, ty ML~uppskattningen ger ocksd ett matt pd hur noggrann
min parameteruppskattning dr.

Om man anvdnder det andra antagandet om {e(t)} s& for detta med

sig att man mdste postulera en linjdr prediktor.
Vad dr villkoret for att processen {y(t)} &dr stationdr?

Med hjdlp av z-operatorn definierad genom
z y(t) = y(t - 1)

kan ekvationen (1) skrivas

-1 -2 -n
(1+ ajz- taz”+..taz ) y(t) = e(t)

eller
-1 _
Az ) y(t) = e(t)

Vi kan nu se processen y(t) som utsignalen fran ett filter pa
vars ingang vi har bruset e(t). I z-transformeln har da filtret

overforingsfunktionen

1
=1

Alz ™)



Nar det gdller kontinuerliga system sysslar man med Laplace-
transformation och da skall rétterna till 6verféringsfunktionens
karakteristiska ekvation ligga strdngt inne i vénstra halvplanet
for att systemet skall vara asymptotiskt stabilt. Nu gdller
foljande samband mellan z och s (argumentet i Laplacetransfor-
mationen) z = ST, Dvs vanstra s-halvplanet avbildas pa det

inre av enhetscirkeln.

(s) e (.

Y

A ~ e i oyl ] -

t = ' -
!

|

For att processen skall vara asymptotiskt stabil fordras att
rotterna till A(z_l) skall ligga strdngt innanfor enhetscirkeln.

Meningen med att titta pa detta problem &r att kunna anvdnda los-
ningen i ett adaptivt system, dvs i ett system ddr man dndrar
styrlagen allteftersom nya data strommar in och allteftersom

processen dndrar sig.

Min avsikt med detta arbete dr dock bara att l6sa prediktions-
och parameteruppskattningsproblemet och testa 18sningar pa ett
antal exempel for att se hur pass bra det gar att identifiera
olika processer med autoregressioner dvs da prediktorn é&r ett

glidande medelvdrde av ett antal foregdende observationer.



2. KONSTRUKTION AV PREDIKTOR FOR EN PROCESS y(t) + aly(t - 1)+

+any(t-n) = e(t) DAaii=l ... n AR KANDA SAMT
Ee(t)) = 0 OCH ECe(t)?) =oZ.

2.1 Enstegsprediktor.

Problemet dr nu att gora en prediktion av y(t + 1) da y(t),
y(t - 1) ... dr kidnda, sa att variansen av prediktionsfelet

blir sa liten som m&jligt.

Prediktorn betecknas med ;(t + 1|t). I formelsprédk blir da
problemet att soka minimum av E(y(t + 1|t) - y(t + l))z.

Ansatt en olinjdr prediktor
YUt + 16) = apy(t) + ay(t = 1) + agy(t = 2) + ... +
+ an+ly(t -n) + an+2y(t -n-1)+ ...+

By () y(t) + Boy(t) y(t - 1) + ...

Felet F blir da

2
y(t) + oo+ By()T + Lo+

F=y(t+1]t) - y(t+ 1)

+ any(t -n+1l)-e(t+1)=

K- e(t+ 1)

Om nu e(t), som &r okorrelerade, dar normalfordelade sa dr de dven

oberoende. Saledes dr e(t + 1) oberoende av e(t), e(t - 1), ...

och da aven av y(t), y(t - 1) ...



Detta medfor att
E(F%) = B(K) + Ble(t + 1)D)

De blandade termerna forsvinner ty E(e(t + 1)) = 0.

Men om e(t) ej dr normalfordelade utan bara har kidnt férsta och
andra moment och é&r okorrelerade sa mdste man forutsdtta en lin-
jér prediktor for att de blandade termerna skall férsvinna. De
blandade termerna forsvinner nu ty e(t + 1) &r okorrelerad med
e(t), e(t - 1) och saledes dven med y(t), y(t - 1)....

Detta i sin tur medfor att E(e(t + 1) y(t)) = E(e(t + 1)) °
E(y(t)) = 0.

Saledes ar aven i detta fall
E(F?) = B(K) + Ele(t + 1)%)

Minimum av E(FQ) fas da E(Kz) = 0. I fallet med normalfordelade
e(t) fas att

&g = = =3

a, = - a,

‘ '

®h T 74

a. =0 izn+1l
i



I fallet med normalférdelade fel har jag da visat att den opti-

mala prediktorn ( i minimal-varians-mening ) &r linjdr.

I det andra fallet da linjdr prediktorn var postulerad fés att

“1 il
a2=-a2

o = -4

n n

a. =0 izn+1l
1

Jag har saledes visat att i bdgge fallen blir den optimala pre-
diktorn en linjdrkombination av de foregdende n stycken obser-

vationerna
y(t + 1|t) = - a,y(t) - ay(t - 1) - ... ~aylt-n+1)

Heuristiskt skulle man kunna sluta sig till att detta &r den bdsta
prediktorn, ty medelvdrdet av e(t) dr noll. Det bdsta jag da kan
gora dr att handla som om e(t) var identiskt lika med noll och da

fas samma prediktor som ovan.

2.2 K-stegsprediktor. Linjdr prediktor

Det gar ldtt att generalisera till en k-stegsprediktor. Vi har

foljande process

1
Alz

e(t + k)

y(t + k) = T,



Vidare kdnner vi y(t), y(t - 1)... . Foljande identitet inftres

1= DA™ + 27 @™

ddr

-1,_ -1 -(k-1)
Ek—l(z )=l + ezt ...t e 2

-1, _ -1 -(n-1)

Processen kan da skrivas som

-1
F .(z7)
ytt + k) = E_ (20 et + k) + " L 7K e(r + X
Alz ™) ,
N —_——
beror av e(t + k).. : beror av e(t), e(t - 1) ...
ceee(t + 1)
Den andra delen kan uttryckas exakt
-1 -1
F .(z ™) F .(z7)
_E:;:T*"“ . K e(t + k) = n—l_l ce(t) =
A(z ™) A(z ™)
-1
F_.(z7)
=l AT y =
Az ™)
= Fn_l(z—l) y(t)

Medan den forsta delen dr beroende av de stokastiska variablerna

e

och den bdsta prediktorn blir da
st + k|t) = F_ (2D yt)
y n-1 y

och felet blir

E  ,(Z70) elt +X)



Medelkvadratfelet kommer da att bli

-1 .2 2 2
E(Ek—l(z Ye(t +Kk)) =0 (1 + e;" ot 4 )
Det gdller nu att fa fram koefficienterna i polynomen Ek—l(Z)
och Fn_l(z).

Enligt den ovan inférda identiteten gdller

_ 2 k-1 2 n
1=(+ ez + e,z + ...+ e 1% a1+ a,z + a,z P a z ) +

k n-1
+ z (fo + flz + ...+ fn—lz )

Identifiering av koefficienterna ger

1=1
+ =
al el 0
e2 + a2 + ale1 =0
e, + a, + ale3 + ela2 =0
a + f =0

n k-1 * In-1

Man ser att ekvationerna kan losas rekursivt. Ur den andra fas
e, som insatt i den tredje ger e, osv. Koefficienterna fo cee
1... k-1

kan ocksd lésas rekursivt ur ekvationerna.

fn—l kommer ej in i ekvationerna forrdn alla e, i

dr kdnda och fO ol 3 fn—l

Ekvaticnerna kan sammanfattas i foljande tre formler da e =a = 1



J

I a.e. .=0 0sgjyscsk-1
i=0 =

3

pX a.e. + f. K = 0 kg<jgn
jzj-ktl T It 7

n

B a. e. ., t+f. K = 0 ntl ¢ Jjsgn+k-1
i=j-k+l L)

\

Sammanfattningsvis fas for k-stegsprediktorn att

y(t + k[t) = F_ (27 y(t) =
= foy(t) + fly(t - 1)+ ... 4 fn_ly(t -n+1)
E ((§(t +'k]t) -yt + 10)2) = 021 + el2 + ...t ek_lz)
Dir E, .(z %) och F. .(z"1) fis ur identiteten
k-1 n-1
1:zaGDE_ @D+ F ™
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3. UPPSKATTNING AV PARAMETRARNA a1535. 08, I PROCESSEN
y(t) + aly(t-l) + ...+ any(t—n) = e(t) DA UTDATA AR GIVNA

Jag kommer i det foljande att halla mig till férutsdttningen
att e(t) &ar normalférdelade med medelvdrdet 0 och spridningen
o. Nar denna forutsédttning &r fastslagen sa dar det naturligt
att vid uppskattningen av parametrarna anvdnda sig av maximum-
likelihood eller minsta kvadratmetoden. Jag kommer att anvdnda

mig av en maximum-likelihood-uppskattning.

Om felet e(t) hade varit identiskt lika med noll skulle fdljande
ekvationer skrivna pd matrisform vara uppfyllda.

ym)  y@-1l) ... y(1) él|| —y(n+1)
y(n+l)  y(n) y(2) a, ~y(n#2) |
; i E = E (3.1)
y(N-1) y(N-n) a_ _y()
- L ; )

Vilket med kompaktare beteckningar kan skrivas

Yy v Ay =Xy

e(n+l) .
Felet E = . = YN AN - X

e(N)

Nu inféres foljande beteckning

N
V= 1 ew)?:=gE
t=n+l

V kallas for forlustfunktionen.



Fordelningsfunktionen for e(t) &r

e(t)2

202

1.
— e
oo
och logaritmen for likelihoodfunktionen blir
N

: X e(t)2
t=n+l

N-n

log L = - log21102-—1;—
2

202

Att maximera den dr detsamma som att minimera forlustfunktionen.

I;,I e)? = B = (v AN-X)T(Y Z\N-X)=
- N N Uy N

<
1]

a

AT T AT To * . oTo
=AY Yy Ay - Ay Yy Xy - X Y At Xy Xy B

T 2 T, .~1,T .
Xy X+ U8y - 0 v vy X 1 e X

n g -1, T
: {AN = {YN YN} YN XN} - X

N
V &dr minimum om

PO T -1,T
Ay T { Yy Yy } Yy Xy
vilket dr maximum-likelihood-uppskattningen av parametrarna

8ny Any ese A
1° 72 n

Utan bevis ger jag ett par egenskaper hos maximum-likelihood-
uppskattningen. Ndrmare detaljer och bevis kan ldsas t.ex. 1
Kendall & Stuart: "The Advanced Theory of Statistics", Kap. 18.

11.



Om de tva forsta derivatorna av likelihoodfunktionen existerar

i ett intervall, som innehdller de sanna parametervirderna (A°)

och om
2
(28l .9  on  Ep( il
5 A 3 A

existerar och dr skilt fran noll i intervallet, sd gdller att
ML-uppskattningen A dr asymptotiskt normalftrdelad med medel-
vardet A och kovariansmatrisen 1At dar

2
1A) = - B ( 228D
3 A

I(A) kallas for informationsmatrisen.

2
Da A &r en kolonnvektor definieras §__}%gq& som en matris

9 A
2 2 2
' 9 log L 3 log L 3~ log L
aal aal aal aa2 aal aan
|
32 lo% L .
3 A x
2 2
9  log L 3" log L
Ja_ Ja 9a_ aa
n 1 n  n

I vart fall dr likelihoodfunktionens logaritm

N
! log 2m of = —l§ z e(t)2
2 2¢” t=ntl

log L = -

12.
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D4 blir
32 log L 1 82V 1 T
/i v
3 A 20 oA g
= 1w = 3 vy , =yl
g

Asymptotiskt gdller sdledes att
AeN &, o {¥vly 1)
Inneborden i detta é&r att asymptotiskt kommer var uppskattning

A att ha det riktiga medelvardet A° och att

B éi - a°i)2) = (r..7}

11

)

Det vill sdga att diagonalelementen i informationsmatrisens

invers dr medelkvadratfelen i uppskattningarna av parametrarna a, .

Fordelen med ML~uppskattningen ar att samtidigt som den ger en
uppskattning av parametrarna sa ger den ett mdtt pa hur noggrann

denna uppskattning &r.
Vi skall nu se pad problemet ur en annan synvinkel,

Genom att infora sad kallade pseudoinverser kan vi fa en 18sning

till systemet
Iy Ay = &y
i + . i ol
En pseudoinvers A till en rektanguldr matris A definieras genom

aata=a
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Denna definition ger ej nagon entydig pseudoinvers. Pseudo-

inversen kan dock fas entydig om man tillfogar tre stycken

axiom
INUNETN
a AHT = aat
T = ata

. + . i
Penrose har visat att x° = A' b ger losningen till systemet Ax = b
om en sadan existerar och den bdsta approximationen till en 1los-

ning dd det ej existerar nagon.

Lat oss aterga till vart ekvationssystem ovan. Om YNT Yy ej ar
singuldr sa dr pseudoinversen till Yy

+ _ T -1, T
Yy =Y vy} Yy

Detta medfor att losningen eller den bdsta approximativa losningen
till YN AN = XN ges av

vilket overensstammer med resultatet som vi kom fram till da

ML~uppskattningen anvéandes.
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4. ADAPTIV PREDIKTION OCH PARAMETERUPPSKATTNING

I avdelning 3 har jag visat att en uppskattning av parametrarna

i processen
y(t) + aly(t -+ taylt-n) = el

ges av

A T

Denna uppskattning anvénds nu for att prediktera y(t) ett steg

framat, pa samma sdtt som i avdelning 2.1. dvs

yCt + 1[6) = = ay(t) - ay(t - 1) = ... - aylt - n+ 1)

Hittills har problemet bara varit att gora en parameteruppskattning
och en prediktion da ett visst antal utvdrden var kédnda. Nu upp-
kommer problemet hur man skall gbra da man tanker sig detta insatt
i ett system, som hela tiden ger nya utdata. Det &r dd naturligt
att anvanda sig av dessa data for att forbdttra den tidigare upp-
skattningen av systemet. Fragan dr nu: Behover man dd ett nytt
utdata erhalles gora om hela den foregaende berdkningen eller

kan man anvdnda denna for en rekursiv berdkning? Jag skall visa

att det dar mojligt att till stor del anvdnda sig av den féregdende
berdkningen.

Nar ett nytt utvédrde erhdllits kan dnnu en ekvation skrivas upp
i systemet (3.1) ndmligen

aly(N) tayN-1)+ ...+ any(N -n+1)=-y(N+1)

sd att det nya systemet blir
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yn) yn-1) ... y() a, -y(n + 1)
|
L I- : -
. . ! -
!
y(N - 1) y(N - n) | —y(N)
y(N)  yN - 1) ... y(N-n+l) a _y(N + 1)
eller med kompaktare beteckningar
el Ay T K
dar - = =
Iy N
Ty 5| T X1 = | T
d -y (N+1)

och dyy = { y(N), y(N-1), ..., y(N=-n + 1) }

Losningen till systemet ges nu av

“ T

Puep = U1 v b e e
Nu ar
N
T ) T | T L T T
Ao e T UMy e B e 3 U Yyt dygy gy
! N+1
XN :
T _ T, T _ T T
Yy K S LYy G P U e 3 E Ay X - dig y(NED) )
\ -y(N+1)
B - T -1 o .. .
For att fa fram { YN+1 YN+l } T utan att pa nytt behtva invertera

ndgon matris anvander jag mig av féljande matrisformel
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At AT 1T L et

{A+Dbb 1=

ddr A dr en kvadratisk matris och b dr en radvektor.

Att formeln dr riktig verifieras l&tt

{A+ DA + bbbyt = A+ bbHA T - AT 1+ pa Tyt Aty =
=t oAt T et Tyt et 4 T At -
i pa Tt BT g1+ pat Tyl pat -
T 1T S, S N N S I

I-b" {1+bA " Db }Ml1+bA Db} bA~ +Db bA

T . -1 T . ,-1

sT-bpipalepToalag
. o o Ty -l
Med hjdlp av denna formel och genom att inféra Py = {Y,~ Y.}
fas att
~ T T 1, T T i
Ay = Uy Iyt Ay Guend T DY Ky o Gyt VD
= (P - Py, (0 + dy P T a Py T Ty}
N~ Pndnel nePNner b deaPy N~ Il
. [4) 'y T - ~ N . ~ n 0
Enligt ovan s& & Py Y~ X = Ay och dy Ay = ~y(N + 1|N) di fés att
Ay = PV X - P Ty - B i+ ag pal Tyt py
17 S COHL NN TN,
AN —y(N+1|N)
T -1 T i
+ Ppdy L+ Bde Y d Pdy oty =
=A +P {1 + Yo, pd T o 1) yaul) +
= Ay * Py Pt e P

+ {1+ dy Pudig Ty y(N + 1|N) }



T
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Da dN+l PN dN+l dr en konstant sa dr
Tl 1
Ul dy Py P 23 pE T
N+ NN+
T T
Pd . T _1-d. . Pd
A s A tpg ¢ v MNL )
= Ay = N+l Lt aq a1
N+1E NN+
l -
+ o YO+ 1[0 )
1+ g Pyl

Saledes har jag nu kommit fram till foljande rekursiva formler:

- ) T T o=
Bep = AN * Pydyyy 1+ 4 Pdie 1 (y(N + 1|N) - y(N + 1))
och

P =P -P g {1+d..P T }'l d,.,. P

N+ - Py T Padnen N+1ENN+1 N+1EN

Termerna i de rekursiva formlerna kan nu tolkas fysikaliskt.

dr informationsmatrisens invers och
y(N + 1|N) - y(N + 1)

dr felet mellan det predikterade vdrdet och det verkliga. Man ser
att den nya uppskattningen av parametrarna fés genom att ta det
gamla vdrdet och korrigera det med en term, som &r proportionell
mot prediktionsfelet.

Problemlosningen &r nu vdl anpassad for att kunna anvéndas som
rdkneprocedur i ett adaptivt system.



5. KODNING

Om man direkt utgar fran formlerna framtagna i avdelning 4 och
startar rdkneproceduren da N stycken utdata erhdllits, sa har
detta ett par nackdelar. For det forsta far man lagra dessa

N stycken utdata och for det andra, vilket &dr allvarligare,

sd& maste man ha en invertionsprocedur i programmet. Vid en
forsta anblick kan det synas vara svart att komme ifran detta,
ty matrisen Py har ej mening som variansmatris forrén N - n

2 1= N zn + 1, Men om man ser pa detta tillsammans med start-
vdrdesproblemet sa ser man att ett ldmpligt val av dl dr en
nollvektor, dvs man forutsdtter att y(0) = y(-1) = ... =
y(-n+l) = 0. Da existerar ej Po’ men man kan visa att foljande
gédller:

Sats Pn konstruerad rekursivt enligt

_ T T ,-1
Prep By = Py ey 11 %y Pyder 7 du By

P =1Ixa dir I & enhetsmatis av ordningen n x n konvergerar

o
mot det sanna P,, vidrdet = N T )-l dd Nzxn+1

N (z dS dS
och a » o=, s=1

Bevis Satsen bevisas med hjdlp av induktion

- T T.-1 _ -1 T -1
Pl = PO - Podl (1 + leodl ) leO = {Po + dl dl}

_ T L, T-1 _ -1 T -1
P2 = Pl - Pld2 (1 + d2P1d2 ) d2Pl = {Pl + d2 d2}

1_ -1, T N
men Pl = Po + dl dl —
-1 2 .
P2 = { Po + X dS ds }

19.
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Antag det gdller for k, visa att det da gdller for k + 1

) T To-1 )
Per = P = By A+ qaRdi ) 7 Py =
) -1 T -1
R S I
a, ko T =)
=1 Po ¥ sil ds ds * dk+l dk+l } N
J+L
=(pt+ g dSTd y L
s=1 S
N
eepo={p e r afa vt
. (@] _ S
s=1
: N : :
Att visa att PN +>( dS dS ) dr ekvivalent med att visa att
s=1
K
P - ¥ d “d
N - s '8
s=1
E 1 ., ¥
Pt= 2.1 =p " =P LRI N
s=1
N N
=§-I+ 7 dSTdS >z dSTdS
s=1 s=1

Med hjdlp av satsen ovan har jag kommit fram till att det &r lémpligt
att vdlja Po till en diagonalmatris med stora védrden i diagonalen.

En anmédrkning kan hdr vara pa sin plats. Man far vara forsiktig

da man vdljer konstanten a sd att den inte vdljs for stor, for

da kan det hdnda att datamaskinens begrdnsade noggrannhet gor

att berdkningen av matrisen blir felaktig. Det kan t.ex. hdnda

att matrisen, som skall vara positivt semidefinit, kan bli

negativt definit, vilket kan fororsaka fel i den fortsatta rdk-

ningen.
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Da PO_l = % « I d&r proportioneli mot informationsmatrisen &r
det naturligt att elementen i Po- skall vara smd da informa-
tionen innan ndgot utvdrde har observerats dr = 0. Att diagonal-
elementen ej ocksa valts till 0 beror pad att inversen P maste

existera.

Sammanfattningsvis &r det foljande formler, som skall programmeras:

A

A1
P . =P -Pd L {(l+d.Pd. . yLa p
N+1 = Py~ Py N+17 NON+1 N+1°N

yON + 1|N) = - dy. Ay

" T i
Ay * Py 1+ du Py b (v N+ 1|N) - y(N + 1)

Som begynnelsevdrden har valts:

[0
A = . av ordningen n x 1
o .
0
d1 = 0, 0, «v4y 0;] i " lxn
P = Ixa " " nxn
o)

De data som behtver lagras mellan tva berdkningar &r

matrisen AN n tal
1" 1"
dN+l n
2
1" 1"
PN n

" g 1|N) s
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Om man skulle fd svarigheter med minnesutrymmet kan man utnyttja

N N
minnesceller.

att P, dr en symmetrisk matris. Dd kan P, lagras i n’ +n

2
Programmet, som dterges nedan, innehdller ej nagra programmerings-
tekniska finesser utan dr en rdttfram kodning av de tidigare hdrledda
formlerna.

Da man pad den datamaskin, som stod till férfogande (SMIL i Lund) e]
kan programmera med dynamiska fdlt har programmet delats upp i tva
delar. Den forsta deklarerar matriserna, processens ordning samt
antalet vdrden for vilka berdkningen skall gdras. Den andra remsan
innehdller resten av programmet. Det blir sdledes bara véarden pa den
forsta remsan som dndras dad berdkningen utfores for processer av
olika ordning.

Kommentaren i programmet ger forklaring till de anvdnda beteck-

ningarna.

For varje steg sker utskrift av stegnumret i, det verkliga y-vdrdet,
y(i), det predikterade y-vardet, y(i|i - 1), den berdknade variansen
samt matriserna AN och PN'
Da programmet endast anvdnds for att identifiera en process &r det

tillrdckligt att endast skriva ut slutresultaten.

Négra ytterligare anmidrkningar angdende programmet torde ej behovas.
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IGEN:
begin array yul1:100],a,d,k1:3],pl1:3,1:3]; interer n,N;
n:=%;

N:=100;;

comnent Identi“iering av marametrarna i en vrocess som bes'rivs av
Tl 1] Tt-1]+ ... . 4a[n]xylt-n]=elt], a8 <elet elt]
Hr normal<““rdelat med medelvirdet O och -ariansen var.
7t 5rlust"un tionen
¢ olonnve-tor med parameterupns-attninearna
Airadvektor med utdata
pima matris =1 /[ anc(in‘ormtionsmatrisen)
K:p<d(transnonat )
‘ar:unps attat vHrde nd “elets varians
vbiprediterat utdatn
n:iprocessens ordninr
N:antaelet ut-3rden "Sr v71 ;2 berZ ninearns sall gdras
intezer 1,5,k real b, .H,V, =
hezin
for i:=1 shen 1 uukil N do yu[i]:=read;
comnent inlisning av utdata;
for i:=1 sten 1 until n do
bezin al1]:=0;a[ 1] :=0;
Zer k=1 sten 1 until n do pli,k]:=0;p[1,1]:=5;
end bemgnnelsevirdens
vhi=0;V:=0;
1i=1g
vi=yuli]sounch (1 ) yorint(4,0,1 )sorint(-15,3,y );print (-2, 3,50 );
V:—V'(y-jb)T(-*ar =V/1i;print(var);punch(1 );
comient uts rift av i, y[i], yb[1]1i-1] och var ;
for j:=1 sten ' wuntil n do '
hesin IJJW =0;°Qr k:=1 gten * until n do
K[ 4] 'T-Jﬂrbk]/dfk]

end beriming av X

gj/l

H:=D; “or j:=1 s‘re‘o 1 until n do Mi=H+l 3]l 3] 511:=1 /(1+8H)
Zox J:=1 sten 1 wantil n do
hezin al 3] =al ]+ 3]=In vb--r)mm‘_n1:(-7,‘%,a[j] )s

“or =1 gten 1 unv$1 n do

vexin plJ, kl 1=p[ J,k ] -Tbettl 1ok k] yorint (-5, 3,0 3.5 ] )

end;ounch (1

end uts rift av a oc* p;

muneh (' );

_Qt Jr=n gten -1 uatil 2 dg [ i1:=al3-175 1] :=v;
_g,

le: J:=" step * until n

_____ yhi=yba- dr]]xar]], 1:=14+13
17 KN+ then z

,0,1)sprint(-15,8,yb);

end ,,
endsgo _to IGEN
end
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6. REDOVISNING AV EXEMPEL

De exempel som skall redovisas dr av tva typer:

e(t)

a) A(zD) yt)

ezl ett) aar czh =1 v ot o e L

b) Az ™) y(t)

Det dr processer av typ a, som programmet dr konstruerat for, men
for att visa begrdansningarna i programmet har ett antal processer
av typ b identifierats.

Den bdsta linjdra prediktorn for typ b ges av (for harledning se

kompendium for fortsattningskursen i regleringsteknik):

) F_, (2D

y(t + 1|t) = ———— y(t) (6.1)
Clz ™)

dvs

y(t +1[t) = - ¢ yltlt - 1) - G, ylt - L]t - 2) = ...+

+E y) + £ y(E -1 4 o £yt -0+ 1)

el (z_l) fis ur identiteten

_l) = A(z_l) + 21 F_1 (z

-1

C(z )

(Jamfor harledning av k-stegsprediktorn i avdelning 2.2). I pre-

diktorn ingdr en linjarkombination av ett antal foregdende predikt.

Den prediktor som programmet ger bestar endast av en linj&rkombina-
tion av foregdende y-varden, dvs den dr en autoregression. Detta
gor att det ej d&r mojligt att tillfredsstdllande identifiera pro-

cesser av typ b annat &n i vissa speciella fall. Se exempel 5-8.
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En annan begransning av prediktorn &dr vid identifiering av pro-
cesser da E(y(t)) $ 0. Med en prediktor av typ (6.1) far man en
integration, som plockar upp medelvardet. Den bildar saledes medel-
vardet av samtliga foregdende varden. Denna utvdg finns ej i det
hdr redovisade programmet, utan man far anvanda sig av ett glidande
medelvarde av ett begrdnsat antal foregdende vdrden. For vidare

kommentarer till detta se exempel 4.

I samband med redovisningen av exemplen kan vissa generella iakt-

tagelser goras.

For det forsta vid identifiering som forsta ordningens system blir
koefficienten om det verkliga systemet ej dr av forsta ordningen,
ungefdr -1. Rent intuitivt dr det klart att det bdsta, som man da

kan gora é&r att sdtta prediktorn lika med det foregdende vérdet.

Vidare ar parameteruppskattningen i de forsta stegen dalig och

parametervardena fluktuerar valdigt for att efter cirka tio steg
stalla in sig pa ett ganska konstant varde. Detta for med sig att
prediktionsfelen i de forsta stegen dr stora och att forlustfunk-

tionen far stora bidrag i borjan av berdkningen.

D4 man skall bedoma hur bra system av olika ordning identifierar
processen kan man anvanda sig av tva matt. For det forsta kan man
anvdnda kovariansmatrisen och se hur stor den berédknade spridningen
dr pa de olika parametrarna a;. Detta dr en bra metod dd man kdnner
den verkliga processen. Da denna ddremot &r okand kan man anvdnda
forlustfunktionen V(t). Forlustfunktionen definieras enligt avdelning
3 som

t . 2
V) =3 (y(ili - 1) -y
i=1
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For att komma ifran inverkan av identifieringens insvéngnings-
forlopp sa anvénds forlustfunktionens védrde i slutpunkten minskat
med forlustfunktionens varde vid t = 20, dvs V(N) - V(20), vid
jamforelse mellan olika system,

Diagrammen, som askadliggor de olika exemplen, finns i appendix A.
D4 parametrarnas insvédngningsforlopp dr likartat for alla exempel,

sa har det bara redovisats i diagramform fOr exempel 1.
Exempel 1
Processen
y(t) - 1.5y(t - 1) + 0.7y(t - 2) = e(t), N = 100

identifierad som forsta, andra och tredje ordningens system.

Programmet gav foljande resultat:

Verkliga Berdknade vdarden pa koefficienterna a; och
varden spridningen o
l:a ordn. 2:a ordn. 3:e ordn.
d. ds ag . g a. (o
i i i il -
- 1.5 -0.8758 0.0389 -1.5182  0.0775 | -1.5727 0.1171
0.7 - 0.7496  0.0783 0.8620 0.1973
0 - - 0.0746 0.1202
V(100)-v(20) 144,17 63.29 65.93

Predikten och koefficienternas variation under berdkningens gang

redovisas i diagram 1.2-1.11l. De verkliga vdrdena ges av diagram 1.l.

Nar processen har identifierats med 2:a och 3:e ordningens system
har resultaten i stort satt blivit desamma. Koefficienterna ligger
inom lo-grdnsen., Dock d&r spridningen mindre vid identifikation som

andra ordningens autoregression.



Exempel 2

Processen
y(t) - 0.6y(t - 1) = e(t) 3 N = 100

identifierad som forsta och andra ordningens system.

De verkliga vdrdena ges i diagram 2.1, de predikterade for forsta
ordningens system i diagram 2.2 och for andra ordningens system i
diagram 2.3. Som synes har programmet svart att prediktera pro-
cessen. Detta beror pa att processen &r av forsta ordningen och
att bruset dd har stor inverkan. Men programmet identifierar koef-

ficienterna bra, se tabell.

Resultat:
Verkliga vdrden Berdknade vérden
l:a ordn. 2:a ordn.
a. o} a. o
—— e o o i i = - l - — e —— l

-0.6000 ~-0.6202 0.0905 -0.6766 0.1165

0.0000 - 0.0904 0.1173
V(100)-v(20) 62.u43 63.78

De verkliga vdrdena ligger inom lo-grdnsen. Pa forlustfunktionen
ser man att prediktionen blir lika bra vare sig processen identi-

fieras med forsta eller andra ordningens system.

Exempel 3

Stegsvaret for forsta och andra ordningens system.

Stegsvaret for programmet kan relativt l4tt undersckas analytiskt
for forsta och andra ordningens system.
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Om steget gores i noll dvs y(0) = y(1) = ... = b och matrisen P
ges begynnelsevdrdet a x I ddr I dr enhetsmatris, sd kan man med
induktion visa att foljande generella formler gdller:

Forsta ordningens system:

) 2
a) = - &
1+t ab
P(t) = —2—
1+tab
) 3
yte|e-1) = Se=sllab

1+ (t - 1)ab?

Samt for andra ordningens system:

[ e 21y a2t 4t ap?

1+ (2t-1)ab?+ (t-1)a’b

m

Alt) = -

t - 1) ab?

1+ (2t -1)abl+ (£-1)at |

- -
a(l + (t-1) ab?) ~(t-1) a2b?
1+ (2t-1) ab® + (t-La’bt 1 + (2t-1)ab? + (t-1) a’b

m

P(t) =
2

2
~(t-1) a2b o a(l + t ab2)
1+ (2t-L)ab” + (t-1)a’b 1+ (2t-1) ab2 + (t-1) a2bq

L -

4y

_ b{(2t - 3)ab’ + (t - 2) a’b
14 (2t - 3)ab” + (t - 2) a’b

y(t|t-1) m
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Som synes av formlerna har programmet den trevliga egenskapen

att det ar globalt asymptotiskt stabilt dtminstone for steg-
stoérning. Vidare kryper y(t|t-1) upp mot det riktiga vdrdet utan

overslangar. Ett problem som borde undersckas dr om detta gdller

for system av godtycklig ordning. Formlerna ovan tyder pa att sa
skulle vara fallet. Enligt bifogade utskrifter fran datamaskin,
se appendix B, ses att prediktet snabbt kryper upp mot det riktiga

vardet, sdrskilt for stora steg. I utskrifterna &r redovisat

steget b, ordningsnummer (pd tidstgonblicket), prediktet ;(t]t—l),

forlustfunktionen samt kovariansmatrisen i sista steget. Steg-

svaret ges for stegen 1, 10 och 50, for forsta och andra ordningens

5

system da startvdrdet pa P(t) &r 107 x I.

Exempel 4

Identifiering av processer da utsignalens medelvérde dr skilt

fran noll.

a. Processen i exempel 1 har identifierats som forsta, andra, tredje

och fjarde ordningens system da medelvardet av utsignalen E y(t)

har varit = 20. Berdkningarna gav foljande resultat:

Verkliga Berdknade vérden

varden l:a 2:a 3:e L:e
ai ai g ai [o} ai (o] ai o

Z1.5000  |-0.9964 0.0049[-1.1890 0.0417|-1.1800 0.0426|-1.1820 0.0427 |
0.7000 - 0.1948 0.0418| 0.1345 0.0658| 0.1294 0.0661
0 = = 0.0520 0.0431| 0.1030 0.0663
0 ; ; _

-0.0446 0.0436

V(100)-v(20)

152.07

131.42

130.45

129.906
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b. Processen i exempel 2 har identifierats som andra ordningens
system da E y(t) = 5,20 och 100. Berdkningarna gav foljande
resultat:

Verkliga Berdknade védrden
varden b =5 b =20 b = 100
| ?i_ - o | a, o a. o
-0.6000 -0.8935 0.0935 {-0.9714 0.0452 ) -0.9965 0.0134
0.0000 -0.0932 0.0938 [-0,0280 0.0454% | -0,0035 0.0135
V(100)-v(20) 75.69 76,00 76.21

Man ser att programmet inte alls kan identifiera processerna.
Anmdarkningsvart dr att trots koefficienterna skiljer sig sa fran

de verkliga vdrdena sa dar de beraknade vdrdena pa ¢ smd.

Vi skall nu titta lite ndrmare pa de bada fallen frdan olika syn-
vinklar.

Fall a:

Betrakta vektorn

>

1]
jal}

N

som en stokastisk variabel med medelviardet m och kovariansmatrisen
E(A - A%)(A - %7 = P, Lit T bestd av egenvektorerna till A dvs
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Da gdller under forutsdttning att P har distinkta egenvdrden att

T = 1 ty egenvektorerna har normerats och da P dr symmetrisk sa

ar de ocksa ortogonala dvs 7% = 7l Transformera P pa foljande satt

71 pr = 77 pr

Da gdller att

dar Ay dr egenvardena till kovariansmatrisen P.
Bevis: TTPI‘=/\ & PIT=TA\

Betrakta P som sammansatt av n radvektorer av ordningen 1 x n

1 1 _2
P = = B
dar p; ={p;"p; «.p; }
P2
Pn
da gdller att
151 1% P1%n
PT = | Pp®
P e Pn®n
n
dir p. e. = I p.k e.k



For varje kolumn gdller

C.
pl’l 1l

pa grund av egenskaperna hos egenvidrden och egenvelctorer.

Dvs
Pr = { k€15 AyCy aew Ae }
: ) § }
Vidare gdller att
M
\ 0
T A= €15 Cp e en} 2 ) =
0 g
A
n
= { Alel, A2e2, ofTls Anen }
Saledes ar Tr PT = A vsb

Betrakta nu foljande transforamtion av A

[l

z = A
Di galler att Ez = E(TYA) = T% FA = T'm

vidare att

E{(z - T'm)(z - T'm)"} = T7E{(A - m)(A - m)L}T = TF PT = A



Detta innebdr att man far fram linjdrkombinationer av a

som dr okorrelerade.

33.

1ot &y

Det visar sig nu att for bade andra och tredje ordningens system

sa gdller att det minsta egenvdrdet har egenvektorerna

3 21

respektive

o

Saledes plockar programmet fram linjarkombinationerna a, + a,

och a;

+ a

vardena

A

>
n

2

+ a

3

0.000023

0.003513

vilket ger

ola, + a2) = 0,0068

1

o(-a. + a.) = 0.0839

1

2

I
S

1

bra. For systemet av andra ordningen &r siffer-

VW . T

De ovan gjorda berdkningarna visar att a, och a, dr korrelerade

1 2

medan vissa linjdrkombinationer av dem &r okorrelerade. Programmet

forscker plocka upp medelvdrdet genom att placera en rot till
kardkteristiska ekvationen i z = 1. Om z = 1 sdtts in i karak-

teristiska ekvationen fas

1+ al

+a_2

+

see t a
n

0

For att detta skall vara uppfyllt mdste uppskattningen av
L

a, +a
1

2

+ a = -1 vara bra. Dvs o(al + a, + ...+ an)

skall vara liten. Vilket enligt ovan stdmmer for de gjorda

berdkningarna.
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Fall b

Om man tittar lite ndrmare pa tabellen ovan sa ser man att ten-

densen dr att ju storre steget &r desto mer ndrmar sig a| och

a, -1 respektive 0.

2

De i exempel 3 givna formlerna for stegsvaret ger for stora t att

1 - .__,_;Ljf,,
Alt) = - et

.
2+ ab2

dar b dr steget och a dr en stor konstant (i detta fallet 105).
Man ser att den ovan gjorda laktagelsen skulle stdmma om processens
utvdrde var konstant. Men da steget blir stort s& att variationen
pa grund av processdynamiken ej ndmnvdrt spelar in da kommer det
att gdlla dven om utvardet ej &r konstant.

Detta har den trakiga konsekvensen att den hdr konstruerade pre-
diktorn ej kan anvéndas pd processer vars utvdrden har ett medel-
varde skilt ifran noll. DA det endast gdller identifieringspro-
blemet kan svarigheten kringgds genom att forst bilda medelvédrdet
och dra ifrédn detta fran alla vdrdena och sedan anvanda programmet.
Men 1 ett adaptivt system kan ej den konstruerade prediktorn an-
vdndas utan den maste modifieras sd att den klarar av processer

da Ey # 0.

Exempel 5

Processen

y(t) = e(t) + 0.99 e(t - 1) N = 100

identifierad som ett forsta, andra och tredje ordningens system.



35.

Denna process ar av typ b (se inledningen till denna avdelning)

och den optimala minimumvarians prediktorn &r

y(t + 1]t) = e R ALY
1+ 0.99z
. 0.99 .
Genom att serieutveckla kvoten — 3 fas
1 + 0.99z
2:99 = 0.99 - 0.98z71 + 0.9727% — 0.9627° ...
1+ 0.99z

Om processen skall identifieras med en autoregression maste man ta
med sa minga termer att resten kan forsummas. Vi ser att i detta
exemplet dr det svart eftersom termerna i bdrjan dr av samma stor-
leksordning.

Resultat:
Berdknade vidrden
1:a 2:a 3:e
ai o ai g ai g
~0.4985 0.0669 | -0.6915 0.077L| -0.7546 0.0836
0.3884% 0.0771| 0.5011 0.0964
-0.1631 0.0837
V(100)-V(20) 1u48.25 131.74 134.38

Av diagram 5.2, 5.3 och 5.4 ses att prediktorn inte blir sdrskilt
bra, vilket man ocksa kan se genom att studera férlustfunktionen

som 1 alla tre fallen ar stor.

Exempel 6
Processen
y(t) = e(t) + 0.3e(t - 1) N = 100

identifierad som ett forsta, andra, tredje och fjdrde ordningens

systernl.
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Den optimala minimumvariansprediktorn till processen dr (se

inledning till avdelning 6)

§(t + 1)t)

0.3

1 +0.3z°7%

y(t)

Serieutveckling av kvoten ger

gt + 1|t) = 0.3(t) - 0.09y(t - 1) + 0.027y(t - 2) - 0.0081y(t - 3) +

+ 0.0ozuy(t . Ll') = e e

Da termerna snabbt avtar skulle man kunna formoda att processen

tillfredsstdllande kan identificras som en autoregression.

Resultat:
Forvdantade Berdknade védrden
vérden 1l:a 2:a 3:e b:e
. a; o a; g a; g a, o
-0.3000 -0.3458 0.1091|-0.3869 0.,1169|-0.3766 0,1173|-0.3746 0.1185
0.0900 0.1148 0.,1174| O.0644 0,1255] 0.0648 0.1258
-0.0270 0.1376 0.1208| 0.1324 0,1288
0.0081 0.0142 0.1222
V(100)-Vv(20) 62.17 63.55 63.22 B4.22

Man ser att de forvantade vdrdena ligger inom lo grédnsen utom for

a3

i 3:e och h:e ordningens system, som ligger inom 2¢ grdnsen.

Av forlustfunktionen att doma dr predikten lika bra for alla fyra

systemen.

Da man jamfor den verkliga processen, diagram 6.1, med de predik-

terade vdrdena, diagram 6.2-6.5, ser man att prediktorn ej &r

riktigt bra.



Lxempel 7

Processen

y(t) = xl(t) + xz(t) da
X (t + 1) = % (1) + e (1)
X, (t + 1) = 0.8x,(t) + ez(t)

N = 100

37.

identifierad som ett forsta, andra och tredje ordningens system.

Om man jamfor de verkliga vdrdena, diagram 7.1, med de predikterade,

diagram 7.2-7.4, finner man att for alla tre fallen dr prediktorn

ddlig. Man ser ocksd en egenskap hos prediktorn, som &dr karakteris-

tisk, ndmligen att a, blir ungefér

1

-1 och de andra parameter-

vdrdena blir ungefdr lika med noll. Det vill sdga prediktorn an-

vénder, da den ej kan plocka upp processdynamiken, det foregaende

utvardet som uppskattning.

Resultat:
Berdknade vérden
1l:a 2:a 3:e
a; o a; o a; o

-0.9930 0.0145 -1.0293 0.0801 | -1.0275 0.0801
0.0374 0.0809 -0.0179 0.1166
0,0553 0.084k4

V(100)-vV(20) 129.36 132.85 135.33
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Exempel 8

Processen

y(t) = xi(t) + xQ(t) dar

xl(t) = l.90xl(t - 1) - 0.9925xl(t - 2) + el(t)

Xz(t) l.50x2(t -1 - 0.70x2(t -2) + ez(t) N = 500
identifierad som ett forsta, andra, tredje, fjdrde och femte

ordningens system.

Processen dr ingen autoregression, men den dr sammansatt av tva
processer som dr det. xl(t) dr den dominerande processen, ty
rétterna till den karakteristiska ekvationen ligger ndrmast enhets-

cirkelns rand, den dr ocksa mer lagfrekvent dn Xy

I diagrammen 8.1-8.6 ses att processen predikteras bra for andra,
tredje, fjdrde och femte ordningens system. I tabellen ser man att
programmet plockar fram parametervdrden, som ungefdr dr parameter-

vidrdena i processen Xl(t)'

Forlustfunktionen dr stor, men detta beror pa att processen har

utvédrden, som dr stora jdmfort med tidigare exempel.

Resultat:



Berdknade varden

1l:a 2:a 3:e b:e 5:e
a. o a. o a. o a. o a. o
1 1 1 1 i
-0.9529 0.0025| -1.8676 0.0082 |-1.8734 0.0291 |--..8740 0.0291 |-1.8591 0.029y
= 0.9600 0.0082 0.9713 0.0551 | 21.0913 0.0619 1.0631 0.0623
- - -0.0061 0.0292 | ~0.2382 0.0620 | -0.1083 0.0697
- - = 0.1241 0.0292 | -0.0998 0.062u4
- - = 0.1198 0.029%
V(500)-v(400) 2374.42 244,36 245.73 257.44 252.06

‘BE
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7. SAMMANFATTNING OCH SLUTSATSER

I examensarbetet har foljande stokastiska process  studerats

y(t) + aly(t - 1)+ azy(t -2)+ ... 4 any(t - n) = e(t)

ddr {e(t)} &r en svit okorrelerade lika fordelade stokastiska

variabler.

Avsikten har varit att konstruera ett identifieringsprogram for
parametrarna a, i=1...n och att konstruera en prediktor.
Dérvid har stor vikt lagts vid att identifieringen och prediktorn
skall kunna anvandas i ett adaptivt system, dvs att identifierings-
programmet skall modifiera parametervérdena allteftersom nya var-

den fran processen erhalles.

I avdelning 2 har formler harletts for l-stegs- och k-stegs-

prediktorn da parametrarna a;, a . a var kanda.

29
Darefter har i avdelning 3 identifieringsproblemet studerats. Det
har attackerats utifrdn den forutsdttningen att storningen e(t)
dr normalfordelad med medelvdrdet noll. Med denna forutsdttning
har det varit lampligt att anvédnda en maximum-likelihooduppskatt-
ning for parametrarna. Denna har den fordelen att samtidigt som
den ger en berdkning av parameterviardena sa berdknas en kovarians-

matris, som ger ett matt pa hur noggrann berdkningen &r.

I avdelning 4 har formlerna omformats sd att de blir anvdndbara

1 ett adaptivt system utan att alltfor betungande rdkningar skall
behova goras for varje steg. Det visar sig att den nya uppskatt-
ningen kan fas genom att anvdnda den gamla och till den ligga en
term, som beror pa felet, dvs skillnaden mellan det predikterade
och det verkliga utvdrdet. Dessa formler dr vdl avpassade att kodas

och anvédndas i ett adaptivt system.
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Begynnelsevardesproblemet och kodningen diskuteras i avdelning 5.

I avdelning 6 redovisas ett antal exempel som illustrerar predik-
torns for- och nackdelar. Ur exemplen kan foljande slutsatser
dras:

1. Programmet identifierar och predikterar autoregressioner bra.
Dvs att programmet fungerar bra for de processer for vilka

det dr konstruerat.
2. Stegsvaret ar globalt asymptotiskt stabilt.

3.  Programmet klarar ej av processer for vilka utsignalens medel-
varde dr skilt ifran noll, se exempel 4. Fdr sddana processer
uppfattar programmet ej processdynamiken utan strdvar efter att
som prediktor anvdnda den sist erhdllna utsignalen. Detta dr
en stor nackdel, ty bland de egenskaper, som man vill ha hos en
prediktor hor just att den skall kunna plocka upp ett medel-

vdrde och den skall kunna folja en process som driver.

L, Programmet har svart att klara av processer, som e dr auto-

regressioner utom i speciclla fall. Se exemplen 5, 6, 7 och 8.

5. Nér programmet ej kan uppfatta processdynamiken anvénder det
som prediktor den sista utsignalen. I diagrammen ger dct sig
tillkdnna genom att den predikterade processen ligger for-
skjuten en tidsenhet efter den verkliga processen. Detta kan

iakttagas t.ex. i cxempel 7.

Ett fortsatt studium av adaptiv prediktion pa den hdr inslagna vdgen
far framforallt gad ut pa att konstruera om prediktorn, sd att den

far sadana egenskaper att den kan folja processer, som har utsignalens
medelvarde skilt fran noll, samt processer som driver. Ndsta steg far
sedan bli att angripa problemet med en processmodell som &r mer kom-
plex, t.ex. processer dar storningen kommer in pa ett mer komplicerat

sdtt och processer som kan styras med hjdlp av nagon insignal.



APPENDIX B

Stegsvaret for forsta och andra ordningens system, sidorna B1-3

respektive BH-6, for stegen 1, 10 och &0,

42,
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