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1. INLEDNING

Manga industriella processer kan inte beskrivas med ordindra
differentialekvationer utan man maste tillgripa andra typer av
ekvationer for att systemmodellen skall bli nagorlunda realistisk.
Ett viktigt specialfall utgores av system med transportférdroj-
ningar. Dessa kan i manga fall beskrivas med differens-differential-
ekvationer eller med overforingsfunktioner, som dr sammansatta

av rationella funktioner i s och exponentialfunktioner av typen
exp(-sT). Forekomsten av tidsfordrojningar utgér ofta en allvar-
lig begrdnsning av systemets prestanda, antingen ddrfdr att mdt-
informationen férdrdjs eller for att det tar tid innan styrin-

greppen paverkar processvariablerna.

Avsikten med detta examensarbete dr:

1) att for ett enkelt exempel undersoka tidsfordréjiningens in-
verkan pa systemets prestanda,

2) att for samma exempel jdmfora en PID-styrlag med en all-
mdnnare styrlag

Den sista fragan dr av speciellt intresse med tanke pd den ut-
veckling som dger rum pa datamaskinomradet med lansering av DDC
(Direct Digital Control). Vid styrning med analoga komponenter
begagnar man sig vanligen av PID-styrlagar. Vill man gora dessa
generellare leder detta till mera komplicerad och dédrmed dyrbara-
re apparatur. Om man i stdllet realiserar styrlagen med hjdlp

av en datamaskin kan man genom att modifiera programmet latt

fa andra styralgoritmer dn PID-lagar. Det dr ddrfor av intresse
att undersoka vad som kan vinnas med en mera komplicerad styrlag
och om man med rimliga samplingsintervall kan uppnd bdttre

resultat med ett samplat system dn med en kontinuerlig regulator.



For att halla det analytiska och numeriska arbetet inom grdnsen
for ett examensarbetes omfang studeras endast en enkel process:
en integrator med tidsfordrdjning driven av vitt brus, dvs ett

system med systemekvationen

L - oyt =T+ elt)

dt

dar

u(t) = styrsignal

y(t) = utsignal

e(t) = wvitt brus med autokorrelationsfunktionen 02 s(t)
T = sgystemets tidsfordrojning

Som kriterium pa styrningen har valts att halla utsignalens

varians sa liten som mojligt.

Resultaten visar att utsignalens varians bestdms av systemets
tidsfordréjning och brusets karaktdr.

Den minsta varians V som kan erhdllas med en kontinuerlig P-

regulator har numeriskt berdknats till

Vo= 1.53 0°T med regulatorn u(t) = 9;%& y(t)

PI-regulatorn ger alltid storre varians dn motsvarande P-regulator.

Detta dr ndgot forvdnande men torde bero pa att systemet redan

innehaller en integration.

Den minsta varians som kan erhdllas med en PD-regulator dr

v = 1.09 02T som erhalles med regulatorn
_ 0.80 dy(t)
ult) = =5 y(t) +0.48 =



For samplad styrning har minimalvariansstyrlagen hdrletts

analytiskt. Den minsta varians som kan erhallas dr

Vo= olT (1 + %) (N=antalet sampl.intervall under tiden T)

med styrsignalen
N

u(t) = - y(t) - & ult-v % )
v=1

Hi=

For det speciella exemplet finner man saledes:

om samplingsintervallet &r % T eller mindre erhdlles bdttre
resultat med samplad styrning &n med en kontinuerlig P- eller

PI-regulator,

om samplingsintervallet dr T% T eller mindre erhdlles bdttre

resultat med samplad styrning dn med en kontinuerlig PD-regulator.

Rapporten dr disponerad pa foljande sdtt. I kap. 2 hdrleds det
optimala samplade systemet. Kontinuerlig reglering med PID-
regulator behandlas i kap. 3. Stabilitetsvillkoren vid PID-
reglering har hdrletts utgdende fran Pontryagins allmdnna re-
sultat. Utsignalens varians for ett antal punkter inom stabilitets-
omradet vid P, PI och PD-reglering har berdknats och minimipunkten
bestamts. Kidnsligheten for parametervariationer anges. Kap 4
behandlar kortfattat nagra generaliseringar av resultaten for

det enkla exemplet. Den vdsentliga svarigheten i det allmidnna
fallet &r att bestdmma stabilitetsvillkoren. I kap 5 slutligen

redovisas de numeriska metoder som anvénts i kap 3.



2. OPTIMALT SAMPLAT SYSTEM
Systemekvation

Y o= Gt -T) + elt)
dat

Vdlj ett samplingsintervall av ldngden h sa att tidsfordrdjningen
T blir en heltalsmultipeél av h

h = I N = heltal
N

Lat styrsignalen u(t) vara konstant under ett samplingsintervall

u(t) = konstant for to st<t+h

w ()

S B

T T+h

Integrera systemekvationen under ett samplingsintervall

t+h
y(t +h) —y(t) =hu(t -T) + s e(s) ds
t



Antag att e(t) &r vitt brus med autokorrelationsfunktionen

B(1) = E { e(t + 1) e®) } = o2 o(r)

Infor
t+h h
v(t) = f e(s)ds = [ e(s) ds
t o)

Variansen for v(t) ar di

2 . h h
E{vi(t)}=E{ s e(s)ds s e(s”)ds” } =
o o
h h
=/fds”f E{e(s)e(s”) }ds =
o o
2 I i 2 I 2
=¢°fJ ds” S $(s-87)ds=0"f ds” =0c'h
o o o
Systemekvationen kan alltsd skrivas
y) -yt -h) =hu(t -T-h) + v(t)
déar v(t), t = ... ~h, 0, h, ..., dr lika férdelade med variansen

o?h. Vidare & v(t) och v(t + n h) ockorrelerade for n $ 0 och
v(t) okorrelerad med y(t - h), y(t - 2h) ...

Infor T = Nh och skiftoperatorn z

z x(t) = x(t + h)



Systemekvationen blir da

-(N + 1)

Q-zhy) =z h ut) + v(t)

Infor polynomen A, B, C genom

AzYY gt = 27F Bz uet) + oz vt
dar
A(z) =1l +az+a 22 + ... +az"
1 2 n
- n
B(z) = Db +bz+...+Dz b, 30
C(z) =1l +cz+ ... +¢ Z
1 n

I detta fall &r tydligen
n=1 k=N+1

A(z) =1 - z B(z) = h C(z) =1

Den styrlag som ger minsta varians hos utsignalen &r

-1
F .(z ™)
att) = = nl y(t)

B(z_l) Ek_l(z_l)

dér polynomen

_ k-1
Ek_l(z) =1+ e,z + ... + €12

- n-1
Fn_l(z) = fo + flz + ... + fh_lz



satisfierar identiteten

C(z) = A2) E_, (2) +2°F_ | (2)

Med denna styrning dr utsignalens varians

E{y @ =2 ’Q e+t e D

om E{ v2(t) } = Az och v(t) uppfyller de ovan angivna ford-

ringarna.

I det aktuella exemplet erhalles identiteten

_ 2 N N+1
1=(-2z2) @+ ez + e,z + ...+ eZ ) + 2z fb

Identifiering av koefficienter ger ekvationssystemet

0 = el -1

0 = e2 - el

0 = e3 - e2

0 = ey~
0 = fb - ey

oo - 2 N -
T E (@) =l4ztzn Ltz F_1(z) =1



Styrlagen blir

u(t) = - T 5 y(t)
e v z2)

dvs
ut) = - L y(t) - ult - h) - ult - 2h) - ...
h

Med denna styrsignal blir utsignalens varians

E{y' ) 1= o’ i+ 1) = o’T L+ )

- u(t - Nh)



3. KONTINUERLIG REGLERING
Systemekvation

Y oo we -1+ e

dt

dar e(t) &r vitt brus.

Om inga styringrepp vidtages, dvs u(t) = 0 far man

t
y(t) - y(0) = s e(s) ds
o

vilket ger

E{ {y(t) - ()} } = ot ( ifr. sid 5 )

dvs utan reglering kommer utsignalens varians att vidxa linjért
med tiden. Nigon form av styrning maste alltsd appliceras.
Antag att denna sker med hjdlp av en PID-regulator med Over-

foringsfunktionen

H(s) = kl + k2

Blockschema et

-s7 _L Y ({j
S

H(s) e




Overféringen ges av

1
H(s) = & ST s
Y(s) = 2 X(s) + E(s)
1+ H(s)-l e_ST 1+ H(s)-; ST
s s
Satt G(s) = H(s) % e_ST sa
1
s
Y(s) = =S8k X(s) + ‘emmeuss  E(s)
1+ G(s) 1 + G(s)

10.



Stabilitetsvillkor

Systemets stabilitet bestdms av ldget hos rétterna
karakteristiska ekvationen

1+G(s) =0

; _ 1 1.
ddr G(s) = (kl + k2 - + kSS) e

sT

Karakteristiska ekvationen &r alltsa

2 sT 2 _
s e + kls + k2 + kas =0

Multiplicera ekvationen med T?

(sT)? ST + (1) (sT) + k2T2 + k3(sT>2 =0

Infor

22 taz t b+ cal = 0 a, b, c reella

till

Om samtliga rStter till denna ekvation har negativ realdel &r
systemet stabilt. For att avgora detta behovs foljande begrepp
och satser:( for bevis hdnvisas till (2)i litteraturforteckningen)

11.



12.

Lat f(z,t) vara ett polynom i variablerna z och t med eventuellt
komplexa koefficienter

f(z,t) = by a_ zt
m,n30

Definition 1

Termen a o Z"t° kallas principalterm till polynomet

_ m n
f(z,t) = I a 2zt

. . m. n
om a .. $ 0 och om for varje annan term a n? t med an $0

nagot av foljande villkor &r uppfyllt

(1) r>m, s >n
(ii) r>m s =n
(iii) r=m 8 >n

Obs. alla polynom har inte principalterm. Exempel

f(z,t) =2+t
Betydelsen av begreppet principalterm framgar av

Sats 1

Om polynomet f£(z,t) saknar principalterm sd har funktionen
F(z) = f(z,ez)

ett obegrdnsat antal nollstdllen med godtyckligt stor positiv
realdel.



For att gora denna sats trolig i ett enkelt specialfall,betrakta
f(z,ez) =z - &”

f saknar tydligen principalterm.

Sdatt z = x + iy och separera f(z,ez) = 0 1 real- och imagindrdel

(L

p
e” cos y

"
<

e® sin y y (2)

Sok en approximativ 1l&sning till (1) och (2) under antagandet

att x och y dr stora och positiva. Skriv (1) i formen
-X
cosy =xXe

Med ovanstdende antagande foljer da att cos y dr litet,varfor

y = 2kn+

STE

k = pos heltal
dr en approximativ losning till (1).
Med detta varde pa y har (2) den approximativa 19sningen

x = log (2kn+ )

(STE

som kan goras godtyckligt stor.

Det dr alltsd troligt att

eZ -z =0

har 1dsningen

13.



14,

zz=log (Zkm+ 7)+i(kn+ 2)+e e = litet komplext
tal

for stora positiva heltal k.

For att strdngt bevisa satsen i det allmdnna fallet anvédndes
en liknande teknik.

Definition 2

Lat p(y) och q(y) vara tva reellvdrda funktioner av en reell
variabel. Nollstdllena till dessa tva funktioner sdges vara

alternerande om foljande villkor dr uppfyllda

(1) p och q saknar multipla nollstdllen
(ii) p och q dr aldrig noll samtidigt

(iii) mellan tva godtyckliga nollstdllen till den ena
funktionen finns atminstone ett nollstdlle till
den andra.

Sats 2

Betrakta funktionen
F(z) = £(z,e%)

dédr f(z,t) dr ett polynom med principalterm. Separera funktionen
F(iy) i real- och imagindrdel

F(iy) = P(y) + i Q(y)



Om alla nollstdllen till F(z) ligger i vdnstra halvplanet sd
dr nollstdllena till P(y) och Q(y) reella, alternerande och

(x) Q7 (y) P(y) - P(y) Q(y) > 0 for alla y

Dessutom,for att alla nollstdllen till F(z) skall ligga i
vanstra halvplanet dr det tillrdckligt att ndgot av foljande
villkor ar uppfyllt

(1) alla nollstdllen till P(y) och Q(y) &r reella och
alternerande och (x) gdller f6r minst ett vdrde pa y

(ii) alla nollstdllen till P(y) dr reella och for varije
sadant y = Y, &r (x) uppfyllt dvs

P’(yo) Q(yo) <0

(iii) alla nollstdllen till Q(y) &r reella och for varje

sadant y = ¥, &r (x) uppfyllt dvs

Q'(yo) P(yo) >0

Med hjdlp av sats 2 kan stabilitetsvillkoren for det aktuella

systemet bestdmmas.

15.



P-reglering

- - 1l _-sT
Antag H(s) = kl dvs G(s) = kl S e

Med beteckningar enligt sid 11 &r systemets karakteristiska
ekvation
zZ

ze” +a=20

Stabilitetsvillkoret framgar av foljande
Sats

Ett nodvandigt och tillrdckligt villkor for att samtliga noll-
stdllen till

F(z) = ze” +a a reellt
har negativ realdel &r att
O<a<%
Bevis

1) Nodvandigheten

Antag alltsd F(z):s nollstédllen ligger i VH.

Satt F(iy) = P(y) + i Q(y)

P(y) =a-ysiny Qly) =y cos y

Q(y) =cosy -ysiny

le.



Enligt sats 2 gdller for varje nollstdlle till Q(y)
Q°(y) P(y) > 0

Speciellt for y = 0 erhalles

a>o0

Antag nu att a 32 g

I intervallet (0, %] har Q(y) nollstdllen -a, 0 och

17.

ISTE]

Eftersom enligt sats 2 P och Q dr alternerande har P i detta

intervall ett nollstdlle y, for vilket gdller
0 < Yo < %

Da ar Vg sin g < -% vilket ger

P(yo) =a-y, sin Y, 2 %-— Yo sin Yy > 0

Av denna motsdgelse foljer att

)
A
Nl =

2) Tillrdcklipgheten

Antag att 0 < a < %
P(y) =a-ysiny Q(ly) = y cos y

Q(y) =cosy -ysiny



Alla rotter n till Q(y) = 0 &r reella:

n=0

I - +
n= o5 + 2kn k=0, 1, 2,

- 3 - +
n-——2+2k'n k=0, 1, 2, ...

Om for varje sadant n
Q”(n) P(n) > 0
har enligt sats 2 alla rotter till F(z) = 0 negativ realdel.

Eftersom P(y) och Q“(y) &r jdmna funktioner av y récker det att

betrakta y 2 0.

n = 0 &r nollstédlle till Q och
P(0) Q7(0) =a > 0

For rotter n >0 & Q7(n) = - n sin n

n= X + 2% k=0,1,2, ... ger

P(n) =a-n< & - n=-2%ngo

i 5 = P Q°(n) >0



n = 3 2km k=20,1,2, ... ger
2
sin n = -1 och dirmed
P(n) >0
= P() Q°(n) >0
Q°(n) > 0

Enligt sats 2 dr ddrmed &aven tillrdckligheten bevisad.
Stabilitetsvillkoret vid P-reglering dr alltsa

0 < k.T < Ll
1 2

Det Oppna systemets overforingsfunktion
k

CGw) = - 4 = T
w

for kT = 1 framgar av Figur 1.

19.
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PI-reglering

H(s)

ki +k

G(s)

(k1+k2 —)ge

Med beteckningar enligt sid 11 &r systemets karakteristiska
ekvation

z2 eZ +az+b=20

Stabiliteten ges av foljande
Sats

Ett nédvandigt och tillrackligt villkor for att samtliga noll-
stdllen till

F(z) = 22ez +az +b a, b reella

har negativ realdel dr att

(i) 0<a<%

(ii) 0 <b<y 2 cos y
a a

déar Yy dr den rot till ekvationen

. _ a
siny = =

som ligger i intervallet ( O, % )

( Villkoret (i) garanterar att en sadan rot finnes )



Bevis Se (3) sid 451-452

Stabilitetsomradet vid PI-reglering framgar av figur 2.

Det oppna systemets 6verforingsfunktion

I X .
6Gw = (- — - =) vt

w w

for a=]<lI'=l b k2T = 0.25

framgdr av figur 3.

22.
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PD-reglering
H(s) = (k1 *+ X,8)

- -y 1 _-sT
G(s) = (kl + k3o) S e

Med beteckningar enligt sid 11 d&r systemets karakteristiska

ekvation

zeZ +a+cz=0

Stabiliteten ges av

Sats

Ett nodvéndigt och tillrdckligt villkor for att samtliga noll-
stdllen till

F(z) =z e” +a+cz a,c reella
har negativ realdel &r att

(1) -1l<c<1

(i1) 0 <a<y, siny,
dar Yo dr den rot till ekvationen
cos y = -C

som ligger i intervallet (0,mw).

25,



26.

Bevis

1) Nodvéndigheten

Antag alltsd att F(z):s nollstdllen ligger i vdnstra halvplanet.

Satt F(iy) = P(y) + i Q(y)

P(y) =a-ysiny Q(y) y(c + cos y)

Q°(y) =c+cosy-ysiny
Enligt sats 2 galler for varje nollstdlle till Q(y) att

Q7(y) P(y) > 0

Speciellt for y = 0 erhdlles

P(0) Q°(0) = a(l + ) >0

Enligt samma sats &r alla nollstdllen till Q(y) reella, varfor
-l gscgl dvs 0 ¢ 1 +c g 2

Alltsd maste gdlla for stabilitet

a>ao
-l<cgl

Men c=1 ger for y = n + 2kn

1
o

Qly) = Q7(y)

vilket motsdger villkoret (x) i sats 2.



a>0
“l<c<l
Lat y, vara roten till cos y = -c i (0,m)

oS
k)

I st Y
oY r4 N N
y T \\\ /

I intervallet [O,Zn] har Q(y) = 0 tre skilda r&tter: O, Yo
och y”. En av dessa, y~, ligger i (m,2n). Eftersom P och Q
alternerande har P(y)=0 exakt tva rStter i intervallet [O,yl].
Men i [w,2v] dr P(y) >0 tya>0ochsiny <0,y =0 é&r €]
nollstdlle till P(y) om a > 0. P(y) har alltsd precis tva
nollstdllen, y, och y,, i (0,m), y, $y, ty i annat fall &r
P(yl) = P’(yl) = 0 vilket motsdger (x). Mellan y, ochy, &r

a . .
v <siny dvs a<ysiny

4,2
9

sins“

Men P och Q &r alternerande varav foljer att Q har ett nollstdlle
mellan 2 och yo+ Detta nollstdlle maste vara Yq varfor

a<y, sin 1/ gdller.

27.



2) Tillrackligheten

Antag att -l <c<l
0 <acx< Y, Sy,

dér Vg € (0,7) & rot till cos y = -c

y (¢ + cos y)

P(y) =a-ysiny Qy)

Q°(y) =c+cosy-ysiny

Alla rStter n till Q(y) = 0 &r tydligen reella,

Om for varje sadant n

Q°(n) P(n) > 0

sd har enligt sats 2 alla rotter till F(z) = 0 negativ realdel.

P(y) och Q7(y) dr jdmna funktiocner av y. Det rédcker alltsd att
betrakta y > 0.

n = 0 d&r en rot och

Q7(0) P(0) = a(l +c) >0

Ior rotter n > 0 &r

Q"(n) = - nsin n

Betrakta forst rdtter n for vilka sin n < 0. Da &r tydligen
Q"(n) >0

= Q7°(n) P(n) >0
P(n) >0

28.



29.

Betrakta nu rotter n for vilka sin n > 0 . DA ar tydligen
Q"(n) < 0 och

sin n, = sin y_ n; %Y, i=1,2,..
vilket illustreras av nedanstéende figur
3 y i (>

sin > e S7220 G

1 1

s S D SN . aN

L] I . ] :
NV /LN / .
Yo w

L -
m ﬁ\\‘xﬁii,//// PR

Men a < Yo sin Y,

=
P(n) =a - nsinn < A sin Yo = M sin n = (yc - n)sinngO
P(n) <0
= P(n) Q") >0
Q°(n) <0

Dédrmed &r dven tillrdckligheten bevisad.

Stabilitetsomrdadet vid PD-reglering framgdr av figur 4. Det Oppna
systemets overforingsfunktion

kl
G(jw) (k3 -~ j _B

) e"j (L)T

for a

"
A~
=3
n

'_J

N

framgar av figur 5.



30.

FlaUR 4.
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PID-reglering med stérning

Antag att insignalen x(t) = 0. Overforingen brus- utsignal
blir da

1
Y(s) = S E(s)
1 + H(s) l-e—ST
S
Xy
H(S) = kl + _S + k38
Y(s) = K(s) E(s) dér K(s) = ll =T
s + (kl + k2 §-+ kSS) e

Sok utsignalens varians da e(t) &r vitt brus med autokorrelations-
funktionen

B(t) = E{e(t+1)el))=o” sr)

Fourier-utveckla Be

oo

1 iwt
B(t) = — [ ¢ (w)e dw
= vV 2m - <
1 ~ 1wt 02
¢ (w) = —= / B(t) e dt = =
€ J2n —» € V2

Spektraltdtheten for utsignalen y(t) ges av

¢y(w) = K@(jw) K(-jw) ¢e(w)



B(¥) =E {y(t + O y(©) } = wdea g b, () T g

big - 00

oo

il 5 2 let |
= —=  f | KGuw) | ¢ (w) e dw
/or - | ©

erhdlles utsignalens varians Vy

-]

2 1 . 2
V =E { (t) } =B (0) =— K(jw) (w) d
B y y Y | XGGw) |7 ¢ (@) du
Med K och R enligt ovan finner man
\Y = .93. °f° dw
Y 2n —e wP-2k wsinuTHk, 242Kk, wlcosuT-2Kk . coseT+k, wtk, -2k k
il K kg 2 gv thy 2k,
2
w
Satt wl = x samt som tidigare
a = le
_ 2
b = k2T
c = k3
och utnyttja att integranden dr en jdamn funktion av w
v(a,b,c)=oZT%f 5 e >
Y T 0 X -2axsinxta -2bcosx+b” +2cx cosxtc x"-2bc

2
X

33.
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P-reglering
V (a) = 02T —i‘- s 5 dx 5
y (o) X - 2ax sin x + a

Stabilitetsomradet d&r 0 < a < %
Utsignalens varians som funktion av a framgar av figur 6.
Utsignalens minsta varians har berdknats till

min V (a) = (1.532 ¢ 0.001) 02T
a y

for a = le = 0.738 ¢+ 0,001

Den bédsta styrlagen vid proportionell reglering dr sdledes

ut) = 2 oo

T

Systemet &r relativt okdnsligt for parametervariationer:
en dndring av k) med # 30% rdknat fran minimivédrdet ger en

okning av utsignalens varians med maximalt 10%.
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FlalURrR é.

P REGL ERING .

VT S/ GENALEA'S VAR/IANS SOM FUNKT/ION AV .

as 1.0 15 Tp



PI-reglering

V (a,b) = o°T 5 6hs . 5
¥ X - 2axsinx+a” - 2bcos x+ b

2
P

R

]
o

v /02T for nagra olika punkter inom stabilitetsomrédet framgar

av figur 7.

Man finner att for fixt a har Vy(a,b) min d& b = 0.
PI-regulatorn ger alltsa storre varians hos utsignalen

dn P-regulatorn.
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VT S/IGAMNALEA/S YARL/ANS
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T I ! I
I ot S 4 oy
— w0 =+
—
= o~ o~
S ot <t =+ ]
— ™ o~ ~
~ 0 7 3 R
| o~ o+ ot .+ .+ o7
— wn ™ ~N o~ —~
. = =
=T i T PR :
i + .t mt ~t .t — |
[¥e) —~
n w ©
. o~ O o n
" ’_{+ o . 4 .« =+ e =
— = o~N — —
. [e)] (o))
|r._r>_‘ m L 0
L + =+ t o~ t — ]
. —
- o o =
™
] I L ! .
9 » 3 0 o S
o Q 9 0 9 Q

1.4

1.2

10

O.2

ae

o4

0.2
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38.

PD-reglering

V (a,c) = 02T . %- i 5 dx2 5
y o (1+c" +2ccosX)x -2axsinx +a
vV (a,c)
—)%r———- for nagra olika punkter inom stabilitetsomrédet
a T

framgar av figur 8.

Utsignalens minsta varians har berdknats till

min Vy(a,c) = (1.089 ¢ 0,002) 02T

a,c

for a kiT = 0.80 + 0.02

k3 = 0.48 = 0.02

0
"

Den bdsta styrlagen vid PD-reglering &dr alltsd

ut) = 280 oy 4+ o.ys dy(E)
T dt

Systemet &ar relativt okdnsligt for parametervariationer: da
a och ¢ ligger innanfor den i figur 8 streckade konturen blir

utsignalens varians maximalt 10% hogre &n minimivérdet.



G UR &.

PD- REGLERINVG.

U7 S/GNALENS VARIA NS
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4, GENERALISERINGAR

Det enkla exemplet skall nu generaliseras ndgot. Antag att

systemet i stdllet beskrivs av ekvationen

Y o= gy) +ult - T) + vlt)
dt
dar
u(t) = styrsignal
y(t) = utsignal
v(t) = storning
o = konstant
T = gystemets tidsfordrojning

Antag som forut att systemet styrs med en kontiuerlig PID-

regulator med overforingsfunktionen

" .1
H(s) = kl + k2 S + kSS

Blockschema
‘véﬂ

X('é) (E: ) /_/(5) 6"57 ( j ’ =~ 5,__-:;(_

o

40,



Overféringen ges sdlunda av

—Si H(s) e ST "“s}m
Y(s) = = X(s) + V(s)
1 -sT 1 -sT
1+ P H(s)e 1+ o H(s) e
Stabilitetsvillkor

Karakteristiska ekvationen &r

&2 v T4 4 s # ks + Kk, + k.82

1 2 3

"
o

och som tidigare

z = sT

a = le2
b = sz
c = k3“

Karakteristiska ekvationen blir da
22ez + qzez +az + b + 022 = 0

For P-reglering erhdlles ekvationen

z
ze? + qe” +a = 0

41.



Stabiliteten ges av

Sats

Ett nddvandigt och tillrdckligt villkor for att samtliga

rotter till ekvationen
ze? + qeZ +a = 0 a,q reella

har negativ realdel &r att

qQ>-1l

a < \[ulz + q2

q > -a

ddr o, dr roten till o« =-q « tana, 0 <o <

(Om q = 0, tag o) = n/2)

Bevis: se (3) sid uuy,

Stabilitetsomrddet framgar av nedanstdende figur

a
' a-Vx't+g? - O

.'{ / y y / _,r'l. ‘

-1,1) / / / | Stabr/f




PID-reglering med storning

Antag att referenssignalen x(t) = 0. Uverforingen brus-utsignal

ges dd av
L
Y(s) = i V(s)
1+ S—}J H(s) » e ST
dar

Salunda

Y(s) = K(s) V(s)
dar
_ 1
K(s) = k2 -
s +at (kl + - + kss) )

sT

Utsignalens varians ges av

(-]

. 2
Vy = #}_1 5] KGw) | ¢, (w) duw
\l?ﬂ —

dér ¢V(w) dr stérningens spektraltdthetsfunktion.

Med x = wT och &vriga beteckningar enligt sid 41 erhalles pa

samma sdtt som i kap 3 utsignalens varians;
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P-reglering

] ¢v(x) dx
V (a) = konst. S
y [e]

x2 - 2ax sin x + a2 + q2 + 2aq cos x

PI-reglering

o ¢V(x) dx
Vy(a,b) = konst. [ 5
© x2—2ax-sinx+a2—2bcosx+§§ +q2+2aqcosx- 2bq sinx
x x
PD-reglering
® ¢, (x) dx
V _(a,c) = konst. f Y -
y o

(l+02+2c-cosx)x2 - 2axsinx +a2+q2+2cqxsinx

Man kan hdr inte utan ingdende undersckning sluta sig till
huruvida t.ex. PI-reglering &r bdttre eller sdmre &n P-reglering.

4,



5. METODER FUR NUMERISKA BERAKNINGAR

Nedanstdende ALGOL-program utgdr exempel pa numerisk berdkning

av utsignalens varians Vy.

Programmet berdknar utsignalens varians vid PI-reglering for
a = 0.6(0.2)1.0, b = 0.1(0,1)0.3. Simpsons formel (se nedan)

anvédnds for berdkning av
100

S g(t) dt

o

dédr g(t) dr deklarerad real procedure:

1 t2
t - 2at’sint + a"t® - 2btcost + b

Resttermen

©

i) g(t) dt
100

uppskattas med 0.01/w.

Integrationen sker genom anrop av en procedur, procedure Simp.

Strdckan B-A delas i 2N delintervall av ldngden h, dvs 2Nh = B-A.

Darefter berdknas

B
J f(x) dx
A

med Simpsons formel
B

S f(R) dx = I, = e
A 1 3

) 2o Tt szJ
e :

fi = f(A + ih)

[jfo + Hfl + 2f2 i 4f3 + 2fL+ t osee t

45.



begin
real a, b, V1, V2, V3, V4, V, Di;
procedure Simp(A,8,l,f,eps,l,L); value A,5,Il;
integer Il; real A,J.eps.l; label L; real procedure f;

begin integer i; real h, 51,52,53,11,12;
(B=A)/b/N; 11:=12:= F(8) = f(A); 51:=52:=53:=0;

h:=

for i:=2 step & until hxN = 2 do
Sl:= S1 + f(A+ixh);

for i:=0 step 4 until hxil=k do
52:= S2 + f(A+ixh);

for i:= 1 step 2 until hxH-1 do
53:= 53 + f(A+ixh);

[1:= (|1+hx)1+2x)2)xh/1.3,

12:= (12+4xS3+2x51+2x52)xh/3;

if abs(l11-12)>eps then go to L;

l:= (16x12 - 11)/15

end;

real procedure g(t); real t;
g:= t42/pi /(thL- 2xaxt$3x5|n(t)+a+2xt+2 2xbxtd2xcos(t)+b42);

pi:= 3.1415926536;

for a:= 0.u step 0.2 until 1.001 do
for b:= 0.1 step 0.1 until 0.301 do
begi
Simp(O,S,SO,g,0.00I;Vl.USCH);
print{l,2,a); print(5,2,b5); print(5,6,V1);

5imp(5,10,25,,0.001,V2,U3C!H); print(v2);
Simp(10,30,20,g,0.001,VY3,USCH); print(Vv3);
Simp(30,100,35,2,0.001,Y4,USCH); printl{Vh);
Vi= VI+V2+Y3+VL4+0.01/pi; print(V); punch(1l);

end;

to END;

e
[ %) C

5CH: print{(5,0,10000);

END :
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Integralen berdknas dven med halva intervalldngden, varvid
vardet I, erhdlles. Om [Il - 12| > eps sker uthopp ur pro-
grammet till ldget L. Eftersom feltermen &r proportionell mot
fjdrde potensen av intervalldngden tas som slutligt vdrde pa
integralen ett vdrde I, bestamt av

16(12 -I) = Il -1

For att berdkna

min V_(a) (P-reglering)
a Y

har en parabel anpassats med minsta kvadratmetoden till ett antal
punkter kring den troliga minimipunkten.

For berdlning av

min V (a,c) (PD-reglering)
a,c

har en funktion av typen

2 2
z a. x.x_+ I b.x. +tc
5.k=1 K 7"k j=1 3 J

utnyttijats.
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