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FORORD

Detta hifte dr en bearbetning av ett kompendium baserat pa en av forfattarnas forelés-
ningar vid Stockholms Hogskola ht 1959. Kapitlen I-11 i detta har varit en del av kursen f6r
fyra betyg i fil. kand.-examen medan hela kompendiet ingatt i fordringarna for licentiatex-
amen, atminstone i Lund. Vi hoppas att kapitlen I-IT i den nya versionen skall ldmpa sig
for en pabyggnadskurs (6 poéng) i fil. kand.-examen och att hela héftet skall passa till kur-
serna for doktorsexamen. Pa grund av oklarheten for ndrvarande betriaffande grundkursernas
innehall har det inledande kapitlet om Riemannintegralen utdkats sa att tvabetygskursen i
integrationsteori inte forutsitts bekant. Problemsamlingen har ocksa utokats med nyare ten-
tamensproblem och seminarieuppgifter som férekommit i Lund. I ett appendix har vi samlat
definitioner, beteckningar och anmérkningar som vi inte velat tynga huvudtexten med.

Urvalssatser for funktioner i L” och matt behandlas lampligare i samband med studiet av
svaga topologier i dualrummet till ett Banachrum varfor 1dsaren hanvisas till nagon larobok
om funktionalanalys for sadana resultat. For en fylligare framstallning hinvisas ldsaren ocksa
till Bourbakis bok om integrationsteori vars uppliggning vi har f6ljt i stort.

Lund i mars 1970

Tomas Claesson Lars Hormander

FORORD TILL ANDRA UPPLAGAN

Den viktigaste fordndringen i denna upplaga ar att problemsamlingen kompletterats med
ett representativt urval av tentamensproblem som givits i Lund under perioden 1970-1993.
Anvisningarna till problemen har gjorts nagot utforligare, och de har placerats i grupper
motsvarande olika avsnitt i texten for att underlatta sjalvstudier. Givetvis &r denna gruppering
inte helt entydigt bestdmd eftersom man i manga fall kan tdnka sig alternativa losningar.
Vidare har diskussionen i avsnitt 1.2 om griansovergang under det Riemannska integraltecknet
utokats med Arzela-Osgoods sats, och avsnitt 2.10 har kompletterats med Rademachers sats.
Slutligen har en kort historik om integralbegreppet tillfogats i kapitel IV.

Lund i november 1993

Tomas Claesson Lars Hérmander
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KAPITEL 1
Riemannintegralen

1.1. Definition av Riemannintegralen

Vi betraktar hiir endast begrinsade funktioner definierade i ett fixt dndligt intervall I C R,
I = {x;aj < Z; < bj, 1 S] < d} = {Cll,bl] X oo X [ad,bd].

(Med intervall menar vi alltid en sadan axelparallell parallellepiped.) Vi definierar mattet av

I som
d

m(l) =] ]b; —a;).
1
Mattet av andra intervall &n [ definieras analogt.

En funktion f i I kallas strickvis konstant om I kan indelas i dndligt manga intervall I, sa
att f ar konstant i det inre av varje intervall. Om f = ¢; i det inre av [; satter vi

/IfdJJZ/If(SU)dJ?:Zij(Ij)-

Denna definition &ndras ej om man anvinder en annan intervallindelning ;. Detta inses ge-
nast om man overgar till indelningen med intervallen I; N I; som &r en forfining av bada
indelningarna.

Vi inskrinker oss till reellvirda funktioner och betecknar med 7" méngden av alla strickvis
konstanta funktioner i /. Integralen som vi har definierat pa 7" har egenskaperna

(1.1.1) /fd:cZO, om f €T och f>0,
I

(1.1.2) /(af+bg)dx:a/fdx—|—b/gdm, om f,g €T ocha,beR.
I I I

Om f &ar en begrinsad reellvird funktion pa I sa definierar vi dvre och undre Riemannin-
tegralen av f genom

1.1.3 dr = inf /hdx, / dr = su /hdx.
( ) /Jf f<hel Jp _If thIe)T I
Vi har da

(1.1.4) Lfdm ngdx.

For om hy < f < hg sd &r hy — hy > 0, och om hy, hy € T sa f6ljer av (1.1.1) och (1.1.2) att

OS/(hg—hl)dl':/hgdl'—/hldl',
1 1 1

1



2 1. RIEMANNINTEGRALEN

vilket bevisar pastaendet.

DEFINITION 1.1.1. f kallas integrerbar i Riemanns mening om

Zlfdx:Zfdx.

Man definierar da | ; fdr som detta gemensamma virde och kallar det for integralen av f.

Definitionen kan ocksa formuleras sa: fdr integrerbar om till varje € > 0 finns hy € T och
hy € T sa att hy < f < hy och

(1.1.5) /(h2 —hy)dx < e.

I
Varje kontinuerlig funktion i I &r Riemannintegrerbar, for en sadan funktion &r likformigt
kontinuerlig. For varje e > 0 dr darfor oscillationen av f i varje intervall /; i en intervallin-
delning av I mindre dn € om intervallindelningen &r tillrackligt fin, dvs maximala diametern
ar tillrackligt liten. Om vi definierar hy och hy i det inre av varje intervall som maximum
respektive minimum av f Over intervallet och sdtter h; = ho = f pa intervallens rénder, sa
foljer att ho — hy < €, alltsa

/(h2 ) dz < em(D),

I
vilket bevisar (1.1.5). Eftersom [, f dx ligger mellan [, hy dz och [, hy dx s8 &r

|/fdx—/hkda:\<am(l), k=12,
I I

vilket betyder att [, hy dz for k = 1,2 konvergerar mot [, f dz da indelningens finhet gér mot
0. Om & ar en godtycklig punkt i I; har vi darfor

S feymn) = [ s

om f ar kontinuerlig och indelningens finhet gar mot 0.
Om a och b ar reella icke negativa tal och f, g r begrénsade reellvirda funktioner si har

Z(af+bg) dr < aZfdx+b7Igdx,
Zl(af—f-bg)dx > allfdx—i-b[[gdx.

(Verifiera detta som 6vning!) Om bade f och g &r Riemannintegrerbara dr de hiogra sidorna
lika och déarfor ocksa de vinstra pa grund av (1.1.4). Alltsa ér af + bg Riemannintegrerbar.
Eftersom det ir sjilvklart att —f dr Riemannintegrerbar om f dr Riemannintegrerbar sa har
vi bevisat:

vi

(1.1.6)

SATS 1.1.2. Om f och g dr Riemannintegrerbara och a, b dr reella tal, sd dr af + bg
Riemannintegrerbar och

(1.1.7) /I(af+bg)d:v:a/lfd9c+b/lgdx.
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OvNING. Visa att om f eller g ir Riemannintegrerbar si giller likhet i (1.1.6). Visa ocksa
omvint, att om f &r begrinsad och

7I(f+g)dx:Zfdx+7Igdx

for alla begrinsade g sa maste f vara Riemannintegrerbar.

Vi har hir utgatt fran de strackvis konstanta funktionerna for att definiera integralen. Det
ar emellertid ofta béattre att arbeta med klassen C' = C(I) av kontinuerliga funktioner pa I,
sedan man vil definierat integralen for dem, ty

1.1.% / dr = inf /hdz, / dr = su /hdx.
( ) If fsheC Jy _,f fzhgc 1

For att bevisa detta observerar vi forst att om h € C' och h > f sa giller att

/fdxg/hdx:/hdx.

I I I
/fdxg inf /hdx.
T f<hel J;

For varje ¢ > 0 kan vi vélja g € T begriansad med g > f sa att flgda: < Tzf dr +¢e. Till g
kan vi finna en kontinuerlig funktion h, exempelvis styckvis linedr, si att g < h och | hdr <

J;9dx +e. Dadr f < hoch [hdr < Tlf dx + 2¢, vilket bevisar (1.1.3)". Definitionen av

Riemannintegrerbarhet kan darfor ocksa formuleras: En funktion f i I ar Riemannintegrerbar
om och endast om till varje ¢ > 0 finns h; € C(I) sd att hy < f < hy och fl(hQ — hy)dx <
£. Observera att denna definition alltid &r anvindbar sa snart man pa ett eller annat sétt
definierat [, fdx, f € C(I), s& att (1.1.1) och (1.1.2) gller.

Alltsa ar

OVﬁING. Visa att f ar Riemannintegrerbar om och endast om till varje ¢ > 0 finns g € C'(1)
sa att [,|f —g|de <e.

OVNING. Bevisa : For varje begrinsad funktion i I giller att

Z(Supf —>/fd:p och mef —>/fdx

da finheten for indelningen (7;) av I gar mot 0. (Ledning: Anvéind att vi kiinner pastaendet
for kontinuerliga funktioner.)

Av den nu utvecklade integrationsteorin far man ocksa en metod att mita volymen —
mattet — av delméngder E av intervallet I. Om ypg ar karakteristiska funktionen for E (se
appendix) sa kallar vi 6vre (undre) Riemannintegralen av xp {6r yttre (inre) Jordanmdttet for
E och anvinder beteckningen m(E) (m(F)). Om xg dr Riemannintegrerbar siger man att £
ar Jordanmdtbar och anvénder beteckningen m(E) for [ xg dx. Vi skriver ocksa

/Efdx:/IXEfdx.
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En dndlig méngd dr uppenbart Jordanmétbar med mattet noll. Daremot behover en upp-
riknelig delméngd av [ inte ens vara Jordanmétbar:

ExXeEMPEL. Lat E vara méngden av alla punkter med rationella koordinater i ett givet
intervall I. Eftersom varje 6ppet delintervall av I skir bade E och dess komplement sa ger
definitionen direkt att m(E) = m(I) och m(E) = 0.

Vidare behover en Jordanmétbar mangd med mattet noll inte vara uppraknelig. For d > 2
ar detta sjélvklart, och for d = 1 visas det av féljande konstruktion av Cantor:

EXEMPEL. Starta med Ey = [0, 1] och bilda
Ei=FEo\(5,2)=1[0,3]U[3,1].

73 3

Upprepa proceduren for vart och ett av de tva delintervallen, dvs tag bort den 6ppna tredje-
delen i mitten av vart och ett sa att vi far kvar

E, = [0, 9] U [37 é] U [%75] U [%vl]'

Genom upprepning av konstruktionen far vi efter n steg en mangd E,, som bestar av 2" slutna
intervall av langden 37". Cantormangden E. = N°E, dr da en kompakt mingd som &r
Jordanmitbar med mattet noll, ty 0 < m(Fx) < m(E,) = (2/3)" for alla n, vilket medfor
m(F«) = 0. Vidare dr E, inte uppréknelig, eftersom F., bestar av de tal  som kan skrivas

T = an/i’)”, dar x,, = 0 eller z,, = 2,
1

och denna framstéllning dr entydig. (Imitera beviset for att R inte dr uppriknelig.)

Vi visar slutligen en enkel sats om grénsévergang under integraltecknet:

SATSs 1.1.3. Lat f,, n =1,2,... vara Riemannintegrerbara funktioner v I, och antag att f,
konvergerar likformigt i I mot en funktion f di n — oco. Dd dr [ ocksd Riemannintegrerbar
och

(1.1.8) lim fnda:'—/fd:c.

n—o0

BEvIS. Om ¢ > 0 sa giller for stora n att

fn_ggfgfn“‘g

/fndx—am /fda:</fdx</fndx+am I).

Eftersom ytterleden skiljer sig med 2em(I) och e ar ett godtyckligt positivt tal sa maste
mellanleden vara lika, vilket betyder att f &r Riemannintegrerbar. Vi far

‘/Ifdx—/]fndx) < em(I)

vilket medfor (1.1.8). O

Vi har darfor
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1.2. Integration av positiva serier

Om anm, n,m = 1,2, ..., ar en dubbelféljd med icke negativa termer sa géiller som bekant
alltid
DD m =)D aumi
n=1m=1 m=1 n=1

om ena sidan har mening (&r dndlig) sa har ocksa den andra det, och likhet géller. Detta foljer
genast av att summan av en positiv serie dr supremum av dess dndliga delsummor.

Om den ena summationen (eller bada) utbyts mot en integration #r emellertid situationen
inte lika tillfredsstillande savida man bara har tillgang till Riemannintegralen. Bristerna i
foljande sats dr en huvudmotivering for inférandet av Lebesgueintegralen.

SATS 1.2.1. Ldt u, vara icke negativa Riemannintegrerbara funktioner ¢ 1. Da gdller

(1.2.1) L(iz@ da = ilo:/fu” da.

Det kan emellertid intriffa att > " u, e dr Riemannintegrerbar dven om alla u, dr kontinu-
erliga och > 7" u, ar begransad.

Observera att undre integralen &r vildefinierad for varje funktion som dr nedat begrinsad.
— Det visentliga steget i beviset dr , som vi dérfér ger som ett sirskilt lemma.

LEMMA 1.2.2. Om f, dr kontinuerliga icke negativa funktioner i I och f,(x) | 0 for varje
x el din— oo, sa gar f, mot 0 likformigt, vilket medfér att

(1.2.2) /fn dx — 0.

BEevis. Lat € > 0. For varje x € [ kan vi finna ett tal N sa att fy(x) < e. Eftersom fy
ar kontinuerlig sa foljer det att fy(y) < e for alla y i en omgivning O, till z, alltsa f,(y) < ¢
om n > N och y € O, eftersom foljden &r monoton. Da I dr kompakt kan vi enligt Borel-
Lebesgues lemma overticka I med dndligt manga omgivningar O,. Alltsa ar f, <eil dan
ar tillrackligt stort, vilket fullbordar beviset. U

BEVIS FOR SATS 1.2.1. Eftersom

Zl<iun>dm2/l<iun)dx:i/Iundx%i/lundx da N — o0

sa giller det att uppskatta vinsterledet uppat. Lat H vara en kontinuerlig funktion med
H <> uy, och vilj for givet ¢ > 0 kontinuerliga funktioner h,, sa att

By > Uy, /hndw < /undx+€/2".
I I

Da dr Y " hn(z) > H(z) for varje x. Eftersom h,, > 0 foljer att

fulw) = max(H () = > ha(),0) L0,
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och enligt lemma 1.2.2 medfér det att [, f, de — 0. Nu &r

/fndxz/de—Z/hkdxz/de—Z/ukdac—e.
I I 1 /I I 1 /I

Dan — oo far vi [, Hdx < 3°7° [, u dx + ¢, alltsa

Zl(iun> dmﬁi/lukdﬁ—i—e,

vilket bevisar (1.2.1) eftersom ¢ &r ett godtyckligt positivt tal.

Det aterstar nu endast att ge ett exempel pa det sista pastaendet. Om man inte nédvin-
digtvis vill ha funktionerna u,, kontinuerliga sa kan man helt enkelt numrera alla punkter i /
med rationella koordinater i en svit ry, 7, ... och sitta u,(x) = 0 f6r x # r,, u,(r,) = 1. For
att uppna kontinuitet modifierar vi ansatsen en smula. Lat f,, vara en kontinuerlig funktion
sadan att

0< i<l fulr) =1, /fn dv < m(I)/2"H,
I
och sitt u, = f,(1 — f1)... (1 — f,—1). Da far vi

up=1-(1-f)...(1-f) <1,

varfor Y ug(r) < 1 med likhet i alla rationella punkter. Alltsa géller att

Z(iuk) dz = m(I),

medan (1.2.1) ger

J (Sw)ir=3 [wie<miny

Alltsa &r > (" uy, inte Riemannintegrerbar, vilket fullbordar beviset. O

Sats 1.2.1 antyder en lucka i integralbegreppet. Integralen av den oédndliga seriens summa
borde ha mening sa att (1.2.1) géller med “integral” pa bada sidor. Vi skall se i nésta kapitel
hur man kan utvidga integralbegreppet sa att sats 1.2.1 blir perfekt, men vi visar nu hur
beviset for sats 1.2.1 kan modifieras sa att det ger det bésta resultat om grinsévergang under
integraltecknet som giller for Riemannintegralen. Vi behover ett enkelt lemma:

LEMMA 1.2.3. Antag alt f1, fo dr begrinsade funktioner i I, alt g1, g2 € C(I) och ait
9 > fi, /gidx < /fz-dx—l—ai, i=1,2.
I I
Om fi1 < fy sd gdller da

/Hl&X(gl,gg) dx < /f2 dl""gl + &9.
I I
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BEVIS. Av formeln max(g, g2) + min(g1, 92) = g1 + g2 far vi

/max(gl,gg) dx+/min(gl,g2)dx = /91 dl‘+/92 dx
I I I I

< /f1d$+€1+/f2d$+€2-
I I
Hérav f6ljer pastaendet eftersom f; = min(fi, f2) < min(gy, g2). O
SATS 1.2.4. Om f,, dr en likformigt begrinsad féljd av funktioner i I sa gdller
(1.23) [ i pde <t [0
J_[n—xo n—oo J [
(1.2.4) Tm [ fodo < / T f, da.

Om f(x) = lim, o fo(x) ezisterar for alla © € I och f sdvdl som alla f, ar Riemanninte-
grerbara sa foljer att

(1.2.5) / lim f,dxr = lim fn dx.
I

n—oo n—oo

BEVIs. Om (1.2.3) tillimpas pa foljden — f,, sa erhalls (1.2.4). Det réicker darfor att bevisa
(1.2.3). Antag forst att foljden f,, ar vixande. Tag e > 0 och vilj g, € C(I) sa att f,, < g, och

/gnd:vg/fnda:+e/2".
I I

Eftersom foljden g, inte behdver vara vixande sa sitter vi

g; = max(gb oo 7gn) = maX(g;—la gn)
Da ger upprepad anvindning av lemma 1.2.3 att

/g;d:cg/fndx—l—Za/Qk</fnd:1:—|—5.
I I T I

Om nu G € C(I) och G < lim f, sa foljer att
hn = maX(G(l‘) - g:z(x)v O) i/ 0,
och enligt lemma 1.2.2 medfor det att f[ h, dx — 0, vilket ger

/de—/g;da::/(G—g;)de/hnd$—>0, da n — oo.
I I I I

Alltsa ar fl G dzr < lim T[fn dx + €, och eftersom ¢ &r ett godtyckligt positivt tal och G &r en
godtycklig kontinuerlig minorant till lim f,, sa f6ljer (1.2.3) for vixande foljder

For en allman foljd f, infor vi foljden F,, = inf;>, f;, som vixer mot lim f,,. Det redan
bevisade specialfallet av (1.2.3) ger nu

/ lim f,dx < lim [ F,dx < lim inf/fj r = lim f]dx

J_pn—oo n—o0 I n—oo j>n n— 00

vilket fullbordar beviset. 0
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Det ar latt att inse att det riacker att anta att f,(z) — f(z) for alla  utom i en méngd av
Jordanmatt noll. Den sista delen av Sats 1.2.4 brukar kallas Osgoods sats, men den bevisades
forst av Arzela.

1.3. Upprepad integration

Lat I (resp. J) vara ett intervall i R? (resp. R¢), diir vi betecknar variablerna med x (resp.
y). Da ar
IxJ={(z,y;xelyecJ}

ett intervall i R4, Lat nu f vara en begrinsad reellvird funktion pa I x J. Vi pastar att

(1.3.1) Z(Zf(x, Y) dy) do < /_/Ixjf(x, y) dx dy,
(1.3.2) L(Lf(x,y) dy> dz zﬂlxjf(a:,y) dz dy.

Hér har vi i vinsterledet Gvre (resp. undre) integralen av f betraktad som funktion av y for
fixt x € I, vilket ger en funktion av x som integreras pa samma sitt 6ver I. I hogerledet har
vi en integral av f betraktad som funktion pa I x J. For att bevisa (1.3.1) observerar vi att
olikheterna uppenbarligen géller som likheter om f &r strickvis konstant, for om [; (resp. J)
ar intervall C I (resp. C J) sa ar m(I;)m(Jy) = m(I; x Ji) enligt definitionen av mattet for
ett intervall. Om nu A &r en striackvis konstant funktion med f < h sa har vi

I R

och enligt definition av 6vre integralen dr infimum av hogerledet 6ver alla sadana h lika med
hogerledet i (1.3.1). Detta bevisar (1.3.1), och (1.3.2) foljer pa samma sétt eller genom an-
viandning av (1.3.1) pa —f.

Lat oss speciellt anta att f dr en kontinuerlig funktion pa I x J. Da ar f likformigt
kontinuerlig vilket medfor att

I(z) = /] F() dy

ar en kontinuerlig funktion av z. Fér om x, € [ och z, — x sa foljer att f(z,,y) gar
likformigt mot f(z,y) betraktad som funktion av y, alltsa I(z,) — I(x) enligt sats 1.1.3.
Over- och underintegralerna i (1.3.1) och (1.3.2) kan dérfor utbytas mot integraler, och av de
tva motsatta olikheterna foljer:

SATS 1.3.1. Om f dr en kontinuerlig funktion i I X J sd gdller

(133) [ ([ t@naar= [[ i,

och integralen med avseende pad y 1 vansterledet dr en kontinuerlig funktion av x.

Vi skall nu berora situationen for allménna Riemannintegrerbara funktioner f men endast
helt kort eftersom det dven i detta fall kréivs en utvidgning av integralbegreppet for att satserna
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skall bli helt tillfredsstdllande. Antag alltsa att f dr Riemannintegrerbar i I x J. Av (1.3.1),
(1.3.2) foljer att

(1.3.4) /IXJfa:ydxdy</ /fxy
< / 1 Sy d) e < / [ fy)dray,

(1.3.5) /IXJf(x,y) dz dy gL(Zf(x,y) dy) dx
< Z(Zf(%y) dy) dzx < /Ixjf(x,y) dz dy.

Eftersom ytterleden &r lika drar vi slutsatsen att funktionerna

xH/]f(x,y)dy, OCthZJf(x,y)dy

ar Riemannintegrerbara 6ver I och att

(1.3.6) /IXJf(x,y) dxdy:/l<7jf(x,y) dy) dz
(1.3.7) /IXJf(x,y) dxdy:/l(ljf(x,y) dy) dz

EXEMPEL. Lat I = J = [0,1] C R och sitt g(z) = 1/¢ da © = p/q med relativt prima
positiva heltal p och ¢, och g(z) = 0 f6r andra x € I. Lat vidare h(y) = 1 da y &r rationellt
och h(y) = 0 da y &r irrationellt. D& ar

/g(m)dx:O medan/hdyzloch/ hdy = 0.
I J 4L g

Satt f(z,y) = g(x)h(y). Eftersom 0 < f(z,y) < g(z) ser man genast att f &r Riemanninte-
grerbar 6ver I x J med integralen noll. Men

Zf(my) dy — ij(:v,y) dy = g(),

och g(z) # 0 om x &r rationellt. Integralen [, f(z,y)dy &r alltsa inte definierad for dessa x,
sa (1.3.3) &r i allménhet inte vildefinierad.

OVNING. Visa att om f(z,y) = g(z)h(y) dir g och h fir godtyckliga icke negativa begrinsa-
de funktioner sa géller likhet i (1.3.1) och (1.3.2). Speciellt kan vi ta g och h som karakteristiska
funktioner, vilket ger att

m(E x F)=m(E)m(F), om E CIoch F C.J.

I denna 6vning ar forutsattningen g, h > 0 vasentlig, vilket framgar av féljande:
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OvniNg. Lat I =[0,1], J =[0,2], och definiera for z € I och y € J

g(z) =

y  om y ir irrationellt

1 om x ar rationellt () = —1 om y ar rationellt
—x om z #r irrationellt ’ B

Satt f(x,y) = g(z)h(y) och visa att de tre integralerna

/_Mf (,y) dz dy, Z(Zf (z,y) dy) dz, Z(z f(z,y) dg;> dy,

alla ar olika.

1.4. Variabelsubstitution

For att undvika komplicerade beteckningar dr det nu praktiskt att infora nagot forandrade
konventioner. Vi betecknar med C, mingden av alla kontinuerliga funktioner pa R? med
kompakt stéd, och med Cf mingden av icke negativa funktioner i Cy. Om f € Cj sa har

Riemannintegralen
/ fdx
I

samma virde for varje intervall som omfattar stodet for f. Vi betecknar detta virde med [ f dz
och kallar det for integralen av f 6ver hela rummet R?. For en godtycklig begriinsad funktion
pa RY med kompakt stod definierar vi (6vre och undre) Riemannintegralen pa motsvarande
satt.

I avsnitt 1.1 har vi visat att
(1.4.1) /(af+bg)dm:a/fd:p+b/gdx; a,be R, f,g¢€ C,.
(1.4.2) /fdxz() om f € Cy.

Integralen &r translationsinvariant:

(1.4.3) /fdx = /fh dr, f€Cy heR?Y dir fr(x) = f(x — h).

(Vi skall senare visa att egenskaperna (1.4.1)—(1.4.3) vésentligen karakteriserar integralen.)
Om A : R? — R? #r en inverterbar lineéir transformation sa skall vi nu visa att

(1.4.4) ]detA\/A*fdm:/fdx, feCy, dir A"f(z) = f(Az).

Om d =1sadr Az = azx dir a € R\ {0}. Da f &r karakteristiska funktionen for intervallet
I ={z e R;b <z <c},saar A*f karakteristiska funktionen for intervallet {z;b < az < ¢}
som har mattet m([)/|a|, vilket ger (1.4.4) da d = 1. Antag nu att d > 1 och att (1.4.4) redan
bevisats for dimensionen d—1. Om A = (a;) dir a;; = 0 di j # 1 och vi siitter A" = (a;1)7 -,
sa blir det A = aq;det A’. Sats 1.3.1 och translationsinvariansen i z; ger med beteckningen
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¥ = (x9,...,2p)

/A*f(x)dx:/dx’/f(anxl+---+a1nxn,A’x’)dx1:/dw//f(arl,A’x’)dxl/]aU]
:/dxl/f(xl,A’x’)dx’/\alﬂ :/dxl/f(xl,x’)da:’/(|a11||detA’|).

Eftersom integralen inte beror pa koordinaternas ordningsfoljd har vi ddrmed bevisat (1.4.4)
da en kolonn bara innehaller diagonalelementet. Genom omnumrering av koordinaterna kan
vi alltid uppna att ay; # 0 och kan da skriva A = BC dér B = (bjx), C = (cjx), med

bjj = 1>bj1 = ajl/alb Jj=1...,d; ci = au, Cik = Qjf — ajlalk/a117 1<j,k<d, j 7& L,

och 6vriga element i B ér 0. (Detta &r forsta steget i en Gausselimination.) Da ar (1.4.4) redan
bevisad for B och fér C, och vi far

|detA|/A*fdx:|detB||detC’|/C*(B*f)d:1::|detB|/B*fdx:/fdx,

vilket bevisar (1.4.4) allmént. Speciellt ser vi att integralen bevaras da A ar en ortogonal
transformation, dvs | Az|| = ||z|, z € R?, for da dr det A = £1.

Formeln (1.4.4) géiller naturligtvis ocksa for 6vre och undre Riemannintegralen om f &r
begrinsad med kompakt stod, vilket visar att A*f 4r Riemannintegrerbar om och endast om
f ér det. Speciellt kan vi ta f = 11 bilden A(I) = {Ax;z € I} av ett intervall I C R%
Da sédger (1.4.4) att A(I) ar Jordanmétbar och att m(A(I)) = |det Alm(I). Vi har allt-
sa strangt verifierat determinantens tolkning som volymsforhallande. Observera att formeln
m(A(I)) = |det Alm(I) ocksa géller om det A = 0. Da ligger nimligen A(/) i ett hyperplan
som genom ortogonal transformation (vilket inte paverkar métbarhet eller matt) kan 6verforas
i koordinatplanet x; = 0, och da &r det klart att m(A(I)) = 0.

Normen av A definieras av
|A|l = max || Az /|||,
x#0

dér ||z|| = ( Cllx?)% ar den euklidiska normen. Om det A # 0 och vi tillimpar (1.4.4) med A
ersatt av A/||A]| och en funktion f € Cy som ir en avtagande funktion av ||z, s& foljer att
1 > |det(A/||A])| = | det A|/[|A||%, for f(Az/||A|) > f(x). Volymen av A(I) &r dirfor alltid
hogst || Al|*m(I). Om I &r en kub med sidan § och centrum 29, sa dr A(I) innehallen i kuben
med sidan 6v/d||Al| och centrum Az® ty avstandet fran en punkt i I till 2° &r hogst $5V/d.

Denna enkla observation ger den grova uppskattningen m(A(I)) < (6v/d)?| A||¢, och vi skall
ocksa anvinda den i beviset for foljande lemma som &r viktigt vid utvidgningen av (1.4.4) till
icke linedra avbildningar.

LEMMA 1.4.1. Lat A vara en reell d x d matris, lat I vara en kub i R? med sidan &, och
lat A(I), vara mdngden av punkter med avstand < n till A(I). Da dr

(1.4.5) T(A(L),) < 6% det A| + 4dn(2n + 6v/d — 1||A|)*".

BEVIS. Om OI &r randen av [ sa dr A(JI) lika med randen av A([7). Detta &r klart om
det A # 0 eftersom inre punkter i I d& avbildas i inre punkter i A(I). Om det A = 0 sa finns
a andra sidan genom varje punkt i I en linje som av A avbildas pa en enda punkt, och denna
linje maste skira 0f sa vi far till och med A(l) = A(JI) i sa fall. Om x 4r en punkt med
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avstand < n fran A(I) och x inte tillhér A(I) sa maste x darfor ha avstand < 5 fran nagon
punkt i A(9I). (Rita figur for fallet d = 2!) Eftersom mattet av A(I) #r §¢| det A riicker det
darfor att visa att yttre Jordanmattet av méngden av punkter med avstand < n fran A(I’) &ar
hogst 2n(2n + v/d — 1]|A||)4~1, om I’ &r en (d — 1)-dimensionell sida i I, for I #r unionen
av 2d sadana sidor i /. Pa grund av den ortogonala invariansen och translationsinvariansen
kan vi anta att A(I') ligger i hyperplanet z4 = 0, i en (d — 1)-dimensionell kub med sida
< 0vVd —1]|A||. Om z = (2, z4) har avstand < 7 till A(") sa maste (2/,0) ha avstand < 7
till A(I") och |z4] < n, sa x ligger i produkten av en (d — 1)-dimensionell kub i planet z, =0
med sidan 21 4+ §v/d — 1||A|| och ett 1-dimensionellt intervall pa x4-axeln av lingden 2. Det
yttre mattet av denna méangd ar hogst

20(2n + 6v/d — 1 A[N*,

vilket bevisar lemmat. O

Vi kan nu studera allménna kontinuerligt deriverbara avbildningar. Till en bérjan forut-
sitter vi inte att de ar bijektiva.

SATS 1.4.2. Lit Oy och Oy vara dppna mdingder i R? och lit ® : Oy — O, wvara en
kontinuerligt deriverbar avbildning. Om K dr en kompakt delmdingd av Oy sa dr

(1.4.6) Z(K)u dr < Zu(@(x))| det ®'(x)| dx, wu € Cy(Os), u > 0.

Hér har vi anvént beteckningen ®'(z) = (0®,(x)/0xy) da ®(z) = (P1(z), ..., P4(x)). Fore
beviset observerar vi en viktig konsekvens av satsen da det ®'(z) = 0 for x € K.

FoOLIDSATS 1.4.3 (Morse-Sard). Under forutsittningarna i sats 1.4.2 har mdangden av kri-
tiska virden {®(x);z € K,det ®'(z) = 0} Jordanmdttet 0.

Observera att detta betyder att for de flesta val av y € Oy kan man av implicita funktions-
satsen dra slutsatsen att {z;z € K, ®(z) = y} bestar av dndligt manga punkter och att ® &r
bijektiv pa en omgivning av var och en av dessa.

BEVIS FOR SATS 1.4.2. Lat € vara ett godtyckligt tal > 0. Om [ &r en kub med sidan ¢
som rakar K och om ¢ ar tillrackligt litet, sa foljer av likformig kontinuitet for & och Taylors
formel att

|®(z) — Py(x)|| <eb; z,y €l
Hir ar @, (z) = ®(y) + ®'(y)(x — y) den lineéira termen i Taylors formel. Detta betyder med
beteckningarna i lemma 1.4.1 att
(1) C (Py(1))es-
Alltsa har vi for en lamplig konstant C'
m(®(I)) < 0% det &' (y)| + Ced? = m(I)(| det @' (y)| + Ce).

Valj nu en o6vertackning av K med sma kuber /; utan gemensamma inre punkter och i varje
kub I; en punkt y; € K N I; dédr u(P®(y)) antar sitt maximum. Da &r

Xo(r)U < Z Xao(1,) W P(y;)),
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dar som vanligt xyg betecknar karakteristiska funktionen fér méngden E. Vi far alltsa

/ch jude < m(L) (| det @ ()] + Ce)u(®(y;)).

Vi kan vilja indelningen sa att hogerledet dr godtyckligt nira

/ uw(®(x))| det ' (x)| dz,
K
vilket bevisar satsen. O

Det ar nu latt att fa den vanliga satsen om variabeltransformation i en multipelintegral.

SATS 1.4.4. Lat Oy och Oy vara dppna mdngder i R? och lit ® vara en bijektiv avbildning
av O pd Oy sadan att bide ® och ®~ dr kontinuerligt deriverbara. Om u dr en begrinsad
funktion med kompakt stod + Oy sa dr ®*u = u o ® Riemannintegrerbar om och endast om u
ar det, och vi har dd

(1.4.7) /Cb*u| det '| dx = /udm.

BEVIS. Om ®; = ®~! s3 iir enligt kedjeregeln | det ®'(®,
vi anvinder (1.4.6) pa ®; ocksa, med u ersatt av u(P(z))]
u = 0 utanfor ®(K) sa far vi darfor

/udq:</ r))| det @ (x )|dx§/udx,

om u € Cy(O3) och u > 0, varfor likhet maste géilla. For 6vrigt dr integranderna har kontinu-
erliga sa Riemannintegralerna existerar. Detta bevisar (1.4.7) férst da u &r kontinuerlig och
> 0, dérefter pa grund av lineariteten for alla u € Cy. Som vanligt foljer sedan att (1.4.7)
géller for 6vre resp. undre Riemannintegralen nar u dr begrinsad och noll utanfér en kompakt
mangd C O, och detta bevisar satsen. (l

(z))[|det @} (x)] =1, x € Op. Om
det ®'(x)|, och tar K sa stor att

Det vore nu lidtt att utvidga definitionen av Riemannintegralen till funktioner som inte
nodvindigtvis har kompakt stod och utvidga sats 1.4.4 till det fallet. Eftersom vart huvud-
mal dr studiet av Lebesgueintegralen néjer vi oss med nagra korta antydningar och lamnar
detaljerna at den intresserade ldsaren. Vi definierar integralen av en godtycklig icke negativ
kontinuerlig funktion f pa en 6ppen mangd O som

/ fdx = sup /gdm.
) 0<g<f, 9€Cu(0)

Detta kan naturligtvis vara 400, men det ar klart att definitionen 6verensstimmer med den
gamla om f € Cy(O). For en funktion f > 0 som &r lokalt begriansad pa O, dvs begrénsad pa
varje kompakt delméngd av O, sitter vi nu

dr = Inf dz.
/of F<geC(0) /o g

(Sadana funktioner g existerar!) En lokalt begrénsad funktion pa O kallas nu Riemanninte-
grerbar om till varje € > 0 finns en funktion g € Co(O) med [, |f — g|dx < e, och integralen
definieras soms grinsvirdet av [ gdz da e — 0. (Detta existerar och ar entydigt.) Med detta
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integralbegrepp far man genast en utvidgning av sats 1.4.4 till godtyckliga lokalt begrinsade
Riemannintegrerbara funktioner.

Slutligen skall vi visa att egenskaperna (1.4.1)—(1.4.3) véisentligen karakteriserar integralen.

SATS 1.4.5. Lat I : Cy — R wvara en funktion for vilken
(i) I(af +bg) = al(f) +bI(g) di f,g € Co, a,b € R;
(i) I(f)>04da f € Cy;
(iii) I(fn) = I(f) da f € Cy, h € R4,
Hir ar fn(z) = f(x — h) som i (1.4.3). Dd finns en konstant ¢ > 0 sd att

If):c/fdx, f e Cy.

Observera att detta medfor en identitet av formen (1.4.4) med nagon positiv funktion av
A i stallet for | det Al, och det &r litt att inse att den maste vara just |det A|.

BEVIS. Observera forst att (i) och (ii) medfor att I(f) < I(g) om f,g € Cy och f < g, for
vihar 0 < I(g — f) = I(g) — I(f). Detta medfor att om f,, € Cy &r en foljd med stoéd i en fix
begrinsad méngd M och f, — f likformigt, sa géller att I(f,) — I(f). Féor om 0 < g € (p
och g > 1 pa M sa ar

—&ng S f_fn S €ng
dar e, =sup|f — fu]| = 0da n — oo, och vi far [I(f) — I(fn)| <enl(g) — 0 dan — oo.

Lat nu f,g € Cy ha stéd i intervallet I, och lat I;,..., Iy vara en uppdelning av [ i
delintervall utan gemensamma inre punkter. Valj h; € I; och observera att (iii) och (i) medfor
att

(148)  IF)=1(1)> glh)m(L). om F(x) =" f(e - hy)glh,)m(L,).

For en tillrickligt fin indelning ligger F'(z) néra faltningen

(1.4.9) (f * g)( /f T —

Funktionen (z, h) — f(z — h)g(h) dr ndmligen kontinuerlig med stdd i intervallet (I —I) x I,
alltsa ocksa likformigt kontinuerlig, sa vi far

|F () = (f * g)(2)| <em(])
om vi véljer indelningen sa fin att oscillationen av h — f(z — h)g(h) éver I; &r < ¢ for alla x
och j. Da indelningens finhet gar mot noll f6ljer av (1.4.8) att

(1.4.10) ](f*g):_f(f)/gdx.

Men om vi i (1.4.9) infor variabelsubstitutionen h = = — y sa ser vi enligt (1.4.3), (1.4.4) att

f*g=gx* f. Detta visar att
f(f)/gdfc—f(g)/fdx.

For fixt g € Cy med [gdx #0 far vi I(f) =c [ fdz dér c=I(g)/ [ gdz. O



KAPITEL 2
Lebesgueintegralen
2.1. Integration av nedat halvkontinuerliga positiva funktioner

Med de beteckningar som inforts i avsnitt 1.4 har integralen av funktioner i Cy = Co(RY)
foljande egenskaper, de enda vi utnyttjar i fortsédttningen:

(2.1.1) /(af+bg)d:c:a/fdx+b/gdx; a,beR; f, g€y,
(2.1.2) /fdx >0 om feC.

Av (2.1.2) och (2.1.1) foljer ocksa

(2.1.3) /fdxg/gdx om f <goch f, g€ C.

Observera att vi inte skall anvinda oss av translationsinvariansen hos Riemannintegralen.
Konsekvenserna av detta kommer att utredas ndrmare i kapitel III.

Vi skall borja med att utvidga integralbegreppet till funktioner som kan skrivas som en
summa Y u, dar alla u,, € C’J . Forst utreder vi vilka funktioner som kan framstéllas pa detta
satt.

DEFINITION 2.1.1. En funktion f med virden i (—oo,+oo] kallas neddt halvkontinuerlig
om till varje x och varje a < f(x) finns en omgivning U till z sa att f(y) > a day € U.
Mingden av icke negativa nedat halvkontinuerliga funktioner betecknas med It. Om —f &r
nedat halvkontinuerlig kallas f uppat halvkontinuerlig.

I fortséttningen kommer det ofta att visa sig praktiskt att tillata +oo som funktionsvirde
och darvid anvinda konventionerna

a < +oo om a ar ett reellt tal,
(+00) +a=a+ (+00) = +oo om — oo < a < 400,
a-(+00) = (+00)-a=+o00 om0 < a < +o0.

En fordel med att acceptera 400 ar bland annat att en icke tom méangd av reella tal alltid far
ett supremum.

Definitionen av 6ppen méngd (se appendix) ger att definition 2.1.1 ocksa kan formuleras:
f dr nedat halvkontinuerlig om {y; f(y) > a} dr oppen for varje a. Eftersom godtyckliga
foreningsméangder och dndliga genomsnitt av 6ppna méangder dr 6ppna, sa foljer hirav:

LEMMA 2.1.2. Om f,, o € A, Gr en godtycklig familj av neddt halvkontinuerliga funktio-
ner, 4 Gr suP,c4 fo ocksd nedat halvkontinuerlig. Ar A dndlig sd dr ocksd inf,ca fo nedat
halvkontinuerlig.

15
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Vi kan nu litt ge den dnskade karakteriseringen av summor av funktioner i C .

SATS 2.1.3. En icke negativ funktion f kan skrivas i formen

(2.1.4) F=Y u,

med alla u, € Cy , om och endast om f € .

BEVIS. Att varje summa (2.1.4) med termer i Cj dr nedéat halvkontinuerlig foljer genast
av lemma 2.1.2 eftersom summan ar supremum av dndliga delsummor. Lat a andra sidan
f vara en godtycklig funktion i I™. Vi bérjar med att konstruera en vixande foljd av icke
negativa kontinuerliga funktioner som gar mot f. Vi kan anta att f # +oo, for > u, = +o0
om u,(x) = g(z/n), g(r) = min(1, max(2 — ||z[|,0)) for alla n. Satt

(2.1.5) sp(x) =1nf(f(2) +nllz —z|), n=12,....
Det &r klart att s,, vixer med n, att s, < 400, och att 0 < s,(z) < f(z) inses genast om vi
satter z = x. Eftersom |||z — x| — ||z — y||| < ||z — y|| far vi (se appendix)

[sn() = sn(y)] < nflz—yll,

vilket visar att s, dr kontinuerlig. For att visa att s, (z) 1 f(z) dd n — oo tar vi a < f(x) och
bestdimmer U enligt definition 2.1.1. D& &r

f(z) +n|lz—z|] >a
da z € U, och om vi tar n tillrdckligt stort sa ar ocksa n||z — z|| > a da z ¢ U. Alltsa &r

sp(x) > a for sadana n, vilket bevisar pastaendet.

Satt so = 0. Da uppfyller funktionerna u,, = s, — s,_1 fordringarna i satsen bortsett fran
att de inte r noll utanfor en begréansad méangd. Funktionsféljden S, (z) = s, (x)g(z/n), med
g definierad ovan, vixer emellertid ocksa med n mot f(z), och om vi sdtter u, = S, — Sn_1
far vi nu en serie med de 6nskade egenskaperna. Detta fullbordar beviset. 0

ANMARKNING. Man kan vilja u,, € Cy med stod i den 6ppna miingden O = {z; f(x) > 0},
for om O # R? och d(z,C0) &r avstindet fran z till CO = {z; f(r) = 0} sa kan man vilja
Sp(z) = sn(x)g(z/n)(1 — g(nd(x,CO))).

OVNING. Visa att infimum i sjilva verket antas i (2.1.5).

Om f € I'" och (2.1.4) dr en framstillning av f med termer u, € Cf kan man med en
enkel modifikation av beviset for sats 1.2.1 visa att

Z/unda:: sup /gdx.
1

F>g9€Co
Det ar darfor naturligt att infora foljande definition:

DEFINITION 2.1.4. Om f € I'" menar man med dverintegralen av f det icke negativa talet
(eventuellt +00)

(2.1.6) /fdm: sup /gdm.
f29€Co
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Det ricker naturligtvis att lata g genomlopa C . For att motivera att vi kallar den Rie-
mannska underintegralen av en funktion i I* for dess Gverintegral vill vi redan nu ndmna att
varje f € I med f* fdx < oo kommer att bli integrerbar, och i sa fall kan vi alltsa lika vél
anvinda bendmningen integral.

Det dr inte nodviindigt att lata g genomlopa hela Cf i (2.1.6):

LEMMA 2.1.5. Lit M C C; och antag att for alla 91,90 € M finns g € M med g, < g,
g2 < g. Sitt f =sup,eprg. Dadr f €17 och

(2.1.7) / fd:c:sup/gdx.
geM

BEvIs. Hogerledet kan naturligtvis inte vara storre dn [ * fdx. For att visa en olikhet i
motsatt riktning tar vi en godtycklig funktion ¢ € Cy med g < f och sedan en funktion
h € Cy med h > 0isuppg. Viskall visa att det for varje € > 0 finns en funktion G € M med
G > g — €h. Detta medfor att

sup/Gd:z:Z/gd:c—a/hdm.
GeM

Eftersom ¢ ar ett godtyckligt tal > 0 och g &dr en godtycklig funktion € Cy som ar < f, sa
foljer nu att viinsterledet i (2.1.7) dr hogst lika med hogerledet.

For att visa existensen av G observerar vi att for varje z € supp ¢ kan vi finna G, € M med
G.(z) > g(x) — eh(z). Denna olikhet géller da ocksa i en omgivning U, av z. Enligt Borel-

Lebesgues lemma kan vi vilja dndligt manga punkter zq,...,x, € suppg sa att suppg C
Ug U---UU,,, och en funktion G € M med G > max(G,,,...G,,) har da den onskade
egenskapen. O

Speciellt far vi

/ fdr = lim /fndx om f, € Cy och f, 1 f,
n—oo
genom att valja M = {f1, fo,... }
Vi samlar nu i en sats de viktigaste egenskaperna hos overintegralen av funktioner i I7.

SATS 2.1.6. Om f,g € I" och f < g sd ir [*fdx < [Tgdz. Om f € I" och a dr
ett positivt reellt tal si dr [“(af)dx = a [~ fdx. Fér en foljd (f,)3° av funktioner i I dr
S fa€ It och

(2.1.8) /(im dxzij:/* foda.

Om dessutom f, 1 f ndr n — oo sd foljer att f € IT och att
(2.1.9) / fndx—>/ fdx, din— oo.

BEvis. Alla pastaendena utom eventuellt (2.1.8) och (2.1.9) ér sjédlvklara. Vi far (2.1.8)
(resp. (2.1.9)) om vi anvinder lemma 2.1.5 med M lika med méngden av alla summor >} g,

(resp. alla suprema sup,, g,) dir g, < fu, g» € Cy, och alla g, utom sindligt manga #r identiskt
noll. ]
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2.2. Overintegralen av positiva funktioner

Vi infor nu en definition analog med definitionen av 6verintegralen i Riemanns mening —
men med den avgorande skillnaden att vi nu arbetar med funktioner i I i stillet for striackvis
konstanta eller kontinuerliga funktioner:

DEFINITION 2.2.1. Lat f vara en godtycklig funktion > 0. Overintegralen av f definieras
da genom

2.2.1 dr = iInf hdzx.
22.1) [ rie= it [ e

Det dr klart att for f € [T sammanfaller denna definition av [~ f dz med den i defini-
tion 2.1.4. Observera ocksa att om f > 0 dr begrdnsad med kompakt stod sa ar

(2.2.2) / fdr < 7f dz.

Av sats 2.1.6 far vi f6ljande egenskaper hos Gverintegralen.

SATS 2.2.2. Om 0 < f < g sddir [*fdx < [Tgdx. Om f >0 och 0 < a < 400 s dr
[“(af)dz =a [* fdx. Fér en foljd (f,)3 av icke negativa funktioner géller

(2.2.3) /(ifn) d:céi/*fnda:,
(2.2.4) /*fnde/*fd:c om .+ f din — oo,

BEVIS. De forsta pastaendena &r sjélvklara. For att visa (2.2.3) tar vi € > 0 och viljer

g, € I't sa att g, > [, och
/gndIS/ fadx +¢e/2".

Om vi siitter g = " g, sa dr " f, < g € I och vi far enligt (2.1.8)

/*(ij:fn>dx§/*gd:v:§:/*gndzgi/*fndx+&

vilket bevisar (2.2.3). For beviset av (2.2.4) behover vi en hjilpsats som ligger mycket néra
lemma 1.2.3: O

LEMMA 2.2.3. Antag att
v<ficgerton [gdrs [ frra -1z
och att f1 < fo. Da giller

/ max(gl, g2> dx < / fg dxr + <€1 + 82).
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BEVIS. Sats 2.1.6 och formeln max(g1,g2) + min(g, g2) = g1 + g2 ger

/max(gl,gg)dx+/ min(gbgg)dx:/ gldx—l—/ go dx

S / fldl’—l—/ deQT‘l— (€1+€2).
Hérav f6ljer pastaendet ty fi = min(f;, fo) < min(gy, g2). O

BEVIS FOR (2.2.4). Tag ¢ > 0 och vilj g, € I s& att f, < g, och

/gndxﬁ/ fadx +e/2".

Eftersom foljden g, ej behover vara vixande sa sitter vi

g;L = maX(Qb s 7g’fl) = max(g;«—h gn>

Da ger lemmat att

(2.2.5) /* g, dx < /* fndx + ie/Qk.
1

Sétter vi g = lim g/, och later n — oo sa ger (2.2.5) och sats 2.1.6 att

/fdxg/gdmglim/ fondx + ¢,

ty f <goch IT 3¢/ 1gdan— oco. Eftersom ¢ > 0 &r godtyckligt sa foljer

/fdxglim/ fndx,

och da den omvénda olikheten &r trivial sa har vi bevisat (2.2.4). O

Det #r egenskaperna (2.2.3) och (2.2.4) som gér dverintegralen [~ sa dverligsen Riemanns
ovre integral, som saknar dessa egenskaper.

2.3. Nollmangder och nollfunktioner

Vi skall i detta avsnitt utreda pa vilka méangder som man kan modifiera en funktion god-
tyckligt utan att dndra dess Gverintegral.

DEFINITION 2.3.1. En funktion f > 0 kallas en nollfunktion' om f* fdx=0.

Ibland kallas varje f med [*|f|dz = 0 en nollfunktion. — Av sats 2.2.2 far vi genast:

LEMMA 2.3.2. Om 0 < f < g och g dr en nollfunktion sa dr f en nollfunktion. Om f, dr
nollfunktioner si dr Y 1" f, en nollfunktion.

Harav far vi latt:

SATS 2.3.3. Om f och g dr icke negativa och g dar en nollfunktion samt f(x) # 0 medfér
g(x) #0, sa dr f en nollfunktion.

'Bourbaki anviinder termen “fonction négligeable”.
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BEVIS. Enligt lemma 2.3.2 dr g+ g+ - - = lim,,_,o, ng en nollfunktion. Den &r +oo Gverallt
dar f(x) # 0 och majorerar alltsa f, varfor f ar en nollfunktion. O

Enligt sats 2.3.3 behover man alltsa bara intressera sig for {x; f(z) # 0} da man vill avgora
om f ar en nollfunktion. Vi infor darfor:

DEFINITION 2.3.4. En delmingd E av R? kallas en nollmdngd om dess karakteristiska
funktion yg ar en nollfunktion.

Av lemma 2.3.2 och sats 2.3.3 far vi foljande:

SATS 2.3.5. Varje delmdngd av en nollmdingd dr en nollmdngd, och foreningsmdingden av
upprikneligt manga nollmdngder dr en nollmdngd. En funktion dr en nollfunktion om och
endast om den dr # 0 endast pa en nollmdngd.

Observera att enligt (2.2.2) ar en begrinsad méngd med yttre Jordanmatt noll (alltsi
speciellt en punkt) en nollméngd enligt definition 2.3.4. Omvéndningen géller emellertid inte
eftersom varje uppriknelig mangd enligt sats 2.3.5 &r en nollméngd och det finns begrinsade
upprikneliga mangder med positivt yttre Jordanmatt. For en kompakt méngd géller dock
omvindningen enligt foljande:

OvNING. Om K ér en kompakt nollméingd sa ir m(K) = 0. (Ledning: Visa att om Cj >
gn T 9> xK sdér g, > (1 —e)xg for stora n om e > 0.)

Detta visar speciellt att om K = [0, 1] vore uppriknelig sa skulle K vara en nollméngd och
vi skulle da fa motségelsen 0 = m(K) = 1. Alltsa &r [0, 1] inte uppriknelig.

Man séger att ett pastdende som beror pa punkten x ar sant nastan dverallt (forkortat
n.6.) om det dr sant utom da z tillhor en nollméngd. Sats 2.3.5 innebér alltsa att en funktion
ar en nollfunktion om och endast om den &r noll nédstan &verallt.

SATS 2.3.6. Om f och g dr icke negativa funktioner som dr lika nastan éverallt sa dr

f*fdx:f*gdx.

BEVIS. Lat h = 400 i den nollméngd diar f # g och h = 0 annars. Da ar f < g + h,
g < f+h, alltsa

/fdxﬁ/gdm%—/hdx, /gdxg/ fdx—l—/ hdzx,

ochda ["hdr =0 farvi [* fdx = [" gdx. O
SATS 2.3.7. Om f >0 och f* fdr < oo sa dar f dndlig nastan overallt.

BEVIS. Om x dr karakteristiska funktionen for {z; f(x) = +oo} sa &r ny < f da n > 0,
ty f > 0. Alltsa ar

* 1 *
O§/ degﬁ/ fdx for alla n,
vilket d& n — oo ger att [~y dz = 0. O

Kombination av denna sats med sats 2.2.2 ger:
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SATS 2.3.8. Lat 0 < f,, och antag att >_7° [* fodx < 0o. Di dr Y.7° fu(x) < oo for nistan
alla x.

Slutligen ger vi en ekvivalent definition av nollmingder som ofta dr anvindbar och som
belyser skillnaden mellan Lebesgues och Jordans nollméngder.

SATS 2.3.9. En delméingd E av R? dr en nollmdngd om och endast om fér varje € > 0
finns upprakneligt manga kuber I; med E C UI; och Y m(l;) < e.

BEvis. Om E har denna egenskap sa ar

/XEd$§Z/ Xr; dr < ¢
1

vilket visar att £ dr en nollméngd.

Antag & andra sidan att E &r en nollméngd, och valj f € It med f > 2y sa att f* fdr <e.
Da dr E C O = {x; f(x) > 1}, vilket dr en 6ppen méngd. Om d = 1 sa & O = UI; dér [; &r
disjunkta 6ppna intervall (se appendix), och da karakteristiska funktionen for en 6ppen méngd
ari [T sa ger (2.1.8)

Zm(lj):Z/*ledx:/*x()dxg/*fdx<5.

Da d > 1 ar motsvarande bevis nagot mera komplicerat eftersom en 6ppen méingd i allménhet

inte ar foéreningsméngd av disjunkta Oppna intervall. I stéllet kan man anvinda féljande sats:
O

SATS 2.3.10. Varje éppen delmingd O av R? dr féreningsmingd av en foljd I; av slutna
kuber utan gemensamma inre punkter.

BEVIS. Forst delar vi in R? i slutna kuber {z;n; < z; <n;+1,j = 1,...,d} dir n; ar
heltal och viljer ut de som dr delmingder av O. Varje icke utvald kub delas sedan upp i 2¢
kuber genom halvering av alla kanterna. De som dr delméingder av O viljs ut och proceduren
upprepas for de andra. Detta ger en foljd av slutna kuber I, C O som saknar gemensamma
inre punkter. Om en punkt z inte tillhor nagon av dem sa ligger = i godtyckligt sma kuber
som har nagon punkt i CO, och da kan z inte tillhéra O for i sa fall skulle en omgivning av
ocksa tillhora O. Alltsa ar UI, = O. O

2.4. Lebesgueintegralens definition och viktigaste egenskaper
Analogt med kriteriet for Riemannintegrerbarhet i en 6vning i avsnitt 1.1 infor vi nu:

DEFINITION 2.4.1. En funktion f med vérden i [—oo,+o00] kallas integrerbar i Lebesgues
mening om till varje € > 0 finns en funktion g € C, sa att

/ |f —gldz <e.



22 2. LEBESGUEINTEGRALEN

Observera att definitionen medfor att f(z) ar dndlig néstan 6verallt. Enligt definitionen av
Overintegralen innebér den att f dr integrerbar om och endast om till varje € > 0 finns g €
och h € I'™ med

|f—g|§hoch/hdx<s.

Beviset for foljande tva satser ldimnas som &vning.

SATS 2.4.2. Antag att [ for varje € > 0 kan approrimeras med en integrerbar funktion g
sd att [*|f —g|dx <e. Dd dr f integrerbar.

Observera att f — g ér definierad néistan dverallt och det ricker for att [~ |f — g| dz skall
vara definierad.

SATS 2.4.3. En funktion f € I dr integrerbar om och endast om f* fdxr < oco.

Lat nu f vara en integrerbar funktion. For att definiera integralen av f tar vi en foljd
gn € O sa att

(2.4.1) / |f — gn|dx — 0.
Vi har da

och av Cauchys konvergensprincip foljer alltsa att lim, o [ g, dz existerar. Grénsvérdet &r
oberoende av valet av sviten g,, fér om vi véljer en annan svit h, € Cj for vilken [ “f -
ho|dx — 0 s far vi | [ g,dx — [ h,dz| — 0 om vi ersétter g,, med h, i foregaende olikhet.
Vi definierar integralen av f genom [ fdz = lim, o [ g, dz.

Enligt sats 2.3.6 paverkas varken integrerbarheten av f eller [ fdx om definitionen av f
andras pa en nollméingd. Tva integrerbara funktioner som ar lika utom pa en nollmingd kan
betraktas som ekvivalenta; mdngden av ekvivalensklasser betecknas med L. For att definiera
ett element i L' dr det alltsd tillrickligt att definiera en funktion nistan éverallt.

OVNING. Visa att om 0 < f € L' sa éir [ fdr = [" fdx.
SATS 2.4.4. Om f,g € L' och a,b € R sd foljer att af + bg € L' och att

(2.4.2) /(af—l—bg)dx:a/fdx+b/gdx.

(Observera att af + bg har mening ndistan éverallt.) Vidare dr max(f,g) och min(f,g) i L'
och

(2.4.3) /fda: < /gdz om f < g.

Bevis. Om fy, go € Cy sa ger triangelolikheten

|af +bg = (afo +bgo)| < lallf = fol + |bllg — go|
vilket medfor att af +bg € L' och att (2.4.2) géller, och (2.4.3) foljer av (2.4.2) och foregaende
6vning. Av olikheten

| max(f, g) —max(fo, go)| < max(|f — fol,|g = g0l) < [f = fol + 19 — gl
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_— 1 : _ 1
far vi max(f, g) € L', varav min(f, g) = — max(—f, —g) € L. O

Observera speciellt att om f € L' s& &r |f| = max(f, —f) € L.

OVNING. Visa att om f € L' s& ar [|f(z + h) — f(z)|dz en kontinuerlig funktion av
h e R

OVNING. Visa att om f € L! och |f| < M sa ir ®(f) € L' om ®(0) = 0 och ® &r
Lipschitzkontinuerlig pa [—M, M], dvs. |®(t) — O(s)| < C|t — s| da [t| < M, |s| < M.

Vi ger ytterligare en évning som visar hur néra lineariteten i sats 2.4.4 sammanhénger med
integrerbarheten.

OVNING. Lat f > 0 och [* fdx < co. Visa att

/*(f+g)dx:/*fdx+/*gdx

for varje g > 0 om och endast om f € L'. (Ledning: V&lj f + g € I vid beviset av omviind-
ningen.)

SATS 2.4.5 (Beppo Levis sats). Lit L' > f,, 1 f. Da dir f € L' och
(2.4.4) /fda: = lim/fn dx

om hégerledet dr dndligt; omvint, om f € L' sa dr hégerledet dndligt.

BEevIs. [ f,dx vixer med n och grinsvirdet dr dndligt om f € L', for da ar [ f,dz <
[ f dz. Antag nu att

Izlim/fndx<oo.
Da giller for n > m
/*(fn—fm)dxz/(fn—fm)dx:/fndx—/fmdx—>[—/fmdx da n — oo,
varfor enligt (2.2.4)
/*(f—fm)dx:[—/fmdx—)O da m — oc.
Sats 2.4.2 ger nu att f € L', och (2.4.4) f6ljer av att
/fdac—/fmdx:/(f—fm)dac%() da m — oo.
U

Sats 2.4.5 kan ocksé formuleras som en sats om serier med positiva termer: Om 0 < u,, € L*
sh ar Y 7 u, € L' om och endast om Y )" [u, dz < +00, och vi har d&

/(ij:un) dxzij:/undx.
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Harmed har vi visat att sats 1.2.1 om integration av positiva serier verkligen forbittras av
Lebesgueintegralen.

Vi kommer senare att behova foljande enkla konsekvens av sats 2.4.5.

SATS 2.4.6. Lat f > 0 och f* fdx < co. Dd existerar en svit g, € I sd att f < g, | g € L,

dir g > f och
/fda::/ gda::/gdx.

Om f € L' sd dr f = g ndstan éverallt.

Bevisa detta som 6vning. Med hjélp av sats 2.4.6 kan man latt aterfora beviset for sats 2.2.2
med godtyckliga icke negativa f,, till specialfallet da alla f, € L.

Det dr klart att om vi anvinder sats 2.4.5 pa —f, sa far vi en motsvarande sats fér en

avtagande foljd f, i L'. I niista sats studerar vi utvidgningen av detta till icke monotona
foljder.

SATS 2.4.7 (Fatous lemma). Om f,, > 0 sd galler

(2.4.5) /*(h_m fn)dzr < lim *fn dzx.

n—o0 n—oo

Om dessutom f, € L' for alla n och higerledet dr dndligt si har vi ocksd lim, ,__ f, € L'.

BEvIS. Satt forn <m
Py = min(fn, s afm)
Da existerar

lim h,,, = h, (avtagande) och lim h, = lim f, (vixande).
m—r0o0 n—oo n—o0

Alltsa ar enligt sats 2.2.2

/ lim fndx:/ lim A, dxr = lim h,dr < lim fndx,

n—00 n—00 n—00 n—00
dér den sista olikheten foljer av att h, < f,. Om nu f,, € L! for alla n si giller att
L' 3 hpm L by >0 dam — o0

varav foljer att h, € L', enligt sats 2.4.5. Samma sats ger att limh, = lim f, € L' om
lim [ h, dr < +o0, vilket enligt ovan &r fallet om lim [~ f, dz < +oo. O

OVNING. Beriikna de tva sidorna av (2.4.5) da f,(z) = n?|z|e "/l (en variabel).

SATS 2.4.8 (Lebesgues majorantsats). Om f, € L' och lim, . fo(z) = f(z) exzisterar
ndstan dverallt, och om det vidare existerar en funktion g > 0 med f*gd:c < +o00 sa att
|| < g for varje n, sd foljer att f € L' och att

(2.4.6) /fda: = lim [ f,dx.

Funktionen ¢ kallas en majorant till féljden f,.



2.4. LEBESGUEINTEGRALENS DEFINITION OCH VIKTIGASTE EGENSKAPER 25

BEVIS. Det ir ingen inskrinkning att anta att g € L', for vi kan ersiitta ¢ med en funktion
h eIt medg<hoch [“hdr < +oo, alltsd h € L'. Vi tillimpar nu Fatous lemma pa foljden
2g — |f — fu| > 0 och far

[2gde< i @917~ fi)ds

n—oo

Men |f — f.| € L' enligt Fatous lemma igen, ty

lim \fm—fn|d:c§2/ gdr < +00.

m—r00

Alltsa dr [*(29 — |f — ful) dz = [2gdx — [|f — fu|dz, sa att

m/yf—fnmxga

n—oo

varav enligt sats 2.4.2 foljer att f € L' och att (2.4.6) géller. O

Forutsattningen att |f,| < ¢ for alla n och nagot g med f*gdx < 400 kan inte slopas,
eftersom foregaende 6vning ger ett exempel dér (2.4.6) inte géiller.

OVNING. Verifiera direkt att sup,, f,, i foregaende 6vning inte har dndlig verintegral.

SATS 2.4.9. Ldt u, € L' och antag att Y ° [ |u,| dr < 0o. D existerar
(24.7) fla) = un()
1

néstan overallt med absolut konvergens, och f € L'. Vidare gdller

(2.4.8) /|f—zn:uk|dx§§:/|uk|dx—>0 dd n — oo.
1

n+1

BEVIs. Enligt sats 2.4.5 & F = Y 0" |u,| en funktion i L. For alla z dir F(z) < +o0,
alltsa for nistan alla x, konvergerar serien Y ° u,(z) absolut. Alltsa existerar (2.4.7) néstan
overallt. Om vi sitter

fulw) = 3 u(a)

sa ar | f,| < F for alla n och f,(x) — f(x) ndstan 6verallt. Detta medfor enligt sats 2.4.8 att
fe L' ochatt |f| < F. Anvént pa Y uy ger detta (2.4.8). O

OVNING. Ge ett annat bevis for sats 2.4.9 genom att siitta

u! = max(u,,0), w, =max(—u,,0)

och tillimpa sats 2.4.5 pa serierna » ;° u," och >~ u, .

OVNING. Visa att om f € L' sa finns fi, f» € I* sa att f = fi — f, néstan Gverallt.
(Ledning: Visa forst att f kan skrivas i formen (2.4.7) néstan 6verallt med w, € Cp, och
anvind foregaende 6vning.)

OVNING. Visa att om f € L' (en dimension) si konvergerar Y > f(x +n) for nistan alla
z € R.
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SATS 2.4.10 (Riesz-Fischers sats). Om f, € L' och
(2.4.9) /|fn—fm|dx—>0 dé n,m — oo,

s ewisterar en funktion f € L' sd att

(2.4.10) /|f—fn|dx—>0 di n — oo.

Omuént foljer (2.4.9) av (2.4.10).

BEvVIS. Det sista pastaendet foljer omedelbart av att

[t tuldr < [1=pldo+ [1f = ful s

For att bevisa det forsta betecknar vi med n; heltal sadana att
/|fn — fldz < 27% dan,m > ny.
Da géller
/|fnk,Jrl — fopldw < 27F.

Alltsa existerar enligt sats 2.4.9 summan

F@) = fu( +Z Fres (@) = Fue)) = Jim £, (@)

—00

for nistan alla z, och f € L'. Av (2.4.8) foljer att
/|f—fnk\dx<21_k—>0 da k — oo.

Nu har vi fér varje k

J18=taldn < [17 = fuldos 1= fuldo <24 2%, omm > e,
och da k — oo sa foljer (2.4.10). O

Fore urvalet behover foljden f,(z) inte konvergera for nagot x. Ett exempel ges i f6ljande
Oovning, dar vi antar att dimensionen &r 1.

OVNING. Om n #r ett positivt heltal och m &r det heltal for vilket m® < n < (m + 1) sa
satter vi

1 da0<n-—m?—mlz| <1,

fnl@) = {0 annalg.

Visa att [ |f,]dz — 0 d& n — oo men att lim f,,(x) ej existerar for nagot z.

Sats 2.4.10 &r tydligen analog med Cauchys konvergensprincip for foljder av reella tal. Be-
viset ovan dr ocksa parallellt med ett bevis for Cauchys konvergensprincip med utgangspunkt
fran satsen att en absolut konvergent serie dr konvergent.
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2.5. Mitbara och lokalt integrerbara funktioner

For att en funktion f skall vara integrerbar krivs dels viss regularitet hos f, dels begrins-
ningar pa storleken av |f| savél lokalt som globalt (dvs. pa varje kompakt méngd och da
r — oo i RY). Vi skall nu férst studera den klass av funktioner man far ur L' om man tar
bort alla villkor pa storleken.

DEFINITION 2.5.1. En funktion definierad niistan 6verallt i R¢ med viirden i [—oo, 4+00]
kallas mdtbar om
T,f € L' forallage Cf.
Hér dr 7, f = max(—g, min(g, f)). (Rita figur!)
Det ar klart att modifikation av f pa en nollméngd ej paverkar métbarheten. Definitionen
ger ocksa direkt att f ar matbar om f &r kontinuerlig eller integrerbar. Eftersom [ "\ flde =

[ 1f]dz < 400 for ett integrerbart f sa har vi ena hilften av foljande sats som ger ett samband
mellan integrerbarhet och métbarhet.

SATS 2.5.2. f ar integrerbar om och endast om f dr mdtbar och f* |f| dz < +o0.

Bevis. Vilj en svit g, € Cf sadan att g,(z) — +oo for alla x € R? da n — co. Om f ér
méatbar har vi da
L'>T, f— fdan— oo, och [T, f| <|f] for alla n.
Enligt Lebesgues majorantsats r alltsa f € L' om vi har [7|f|dz < +oo0. O
Pa grund av sats 2.5.2 skriver man ofta [ fdr = 400 om f &r icke negativ och métbar

samt f* fdx = +o0. Ofta anvinds Sats 2.5.2 si héir: Om f &r métbar och |f| < g € L' s4 ar
felLh.

SATS 2.5.3. Om f,, dr en foljd av mdtbara funktioner och f,, — f ndstan dverallt di n — oo
sa dr f mdtbar.
BEVIS. Om g € Cf s giller att
L's Ty fn — Ty f néstan 6verallt da n — oo,
och da |T, f,| < g ger Lebesgues sats att T,f € L'. O
Varje funktion f € I'™ dr alltsd métbar, och sats 2.4.3 &r darfor ett specialfall av sats 2.5.2.

Observera ocksa att sats 2.5.3 och beviset for sats 2.5.2 ger att f dr méatbar om och endast
om det finns begrinsade f, € L' med f = lim f,, (niistan 6verallt). Detta ger:

SATS 2.5.4. Om f och g dr mdtbara sd dr max(f,g) och min(f, g) mdtbara. Vidare dr f+g
och fg mdtbara om f och g dr dndliga ndstan éverallt.

BEVIS. Vi ndjer oss med att visa att fg dr métbar. Da

fo=3(f+9?=(f—9)?
ricker det att visa att kvadraten av en métbar funktion ar métbar. Om f &r métbar sa finns

begrinsade f, € L' for vilkka f, — f da n — oo. Enligt en Ovning efter sats 2.4.4 ar f2
integrerbar, vilket bevisar att f? = lim f2 ir méitbar. U
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For en foljd f, av métbara funktioner ger satserna 2.5.3 och 2.5.4 att exempelvis sup,, f,,
och lim f,, &r métbara. Ur satserna 2.5.2 och 2.5.4 far vi:

FOLIDSATS 2.5.5. Om f € L' och g dr métbar och begrinsad sa dr fg integrerbar.

Vi skall nu #igna oss at den klass av funktioner som uppkommer ur L' om bara begrins-
ningarna i odndligheten tas bort.

DEFINITION 2.5.6. En funktion f definierad niistan 6verallt i R? och med virden i
[—o0, +o0] kallas lokalt integrerbar om

fge L' forallage Cy.
Méngden av alla lokalt integrerbara funktioner betecknas med L, .

OvNING. Visa att om f € L, si ér f dndlig néstan 6verallt.

OVNING. Visa att a) om f € Li, sa ar f mitbar, b) om f &r lokalt begrinsad, dvs.
begrinsad pa varje kompakt, och om f &r métbar si &r f € Lj,,.

SATS 2.5.7. f € L, om och endast om till varje € > 0 finns en kontinuerlig funktion g
med [*|f —g|ldr <e.

BEvis. Tag h, € Cy med 0 < h,, <1 si att
hp(x) =1da ||z|]| <noch h,(z) =0da ||z]| >n+ 1.
Om f € L], sa kan vi eftersom h,, — h,,_; € Cj vilja g, € Cy med

/ |f(hn - hn—l) - gn| dx < 6/2”.

Multiplikation med |h, 11 — h,_o| < 1 ger att

/ i = T 1) = gulhss — h_s)| die < £/27

eftersom h,1 — hyo = 1 pa {z;n — 1 < ||z|| < n+ 1}, som omfattar stodet for h,, — hy_1.
Satter vi

g= Zgn(thrl - hn72)
1

ar alltsa

[ =gtdr= [ 15000 i) =Sl — o) e < 3 /2t =

Hér har vi satt h_y = hg = 0. Eftersom h,, 11 — h,_ har sitt stod i {z;n — 2 < ||z]| < n + 2}
sa dr i omgivningen av en godtycklig punkt hogst 4 termer i definitionen av g, skilda fran 0,
vilket visar att g dr kontinuerlig.

Beviset for omvindningen &verlates at lasaren. 0
Vi avslutar detta avsnitt med att ge ytterligare egenskaper hos L], i form av dvningar.

OVNING. Om f &r métbar och |f| < g€ L, sa f e LL,.
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OVNING. Om f,g € LL, s& ar |f|, af (a € R), f + g, max(f,g) och min(f,g) i L.

Déiremot behgver en produkt fg av funktioner i L], inte vara lokalt integrerbar. Vi har
emellertid:

OVNING. Om f € L}, och g ér lokalt begriinsad och métbar s& dr fg € L},

2.6. Mitbara och integrerbara mingder

Med hjélp av integrationsteorin i de foregaende avsnitten far vi nu ldtt en matteori for
mingder i RY.

DEFINITION 2.6.1. Lat E vara en delmiingd av R? och xp dess karakteristiska funktion.
Yitre mattet av E definieras genom

m*(E) = / i da.

E kallas integrerbar om yg ar integrerbar, och mattet fér E definieras da av

m(E) = /XE dr = / XEdx =m*(E).
Pa motsvarande sitt kallas E mdatbar om yg &r métbar.

Enligt sats 2.5.2 &r E integrerbar om E &r méitbar och m*(F) < 4oo. Alltsa kan vi for
méatbara F skriva m(E) i stillet for m*(F) utom da m*(E) = +o0.

De viktiga egenskaperna hos yttre mattet foljer genast av sats 2.2.2, men vi formulerar
dem som en ny sats.

SATS 2.6.2. Om E, C Ey sa ar m*(Ey) < m*(Ey). Om E = U°E, sd dr

(2.6.1) m*(E) <> m*(E,).

Om FE, vizer mot E dd n — oo, dvs. om
E, C E, 41 for allan och E = U E,,
sd galler att m*(E,) T m*(E) ddé n — .

Det ar klart att yz € I om och endast om E &r 6ppen. De 6ppna méingderna har darfor
samma roll i matteorin som funktionerna ur I har i integrationsteorin. Exempelvis géller:

SATS 2.6.3. Fér varje mangd E dr

(2.6.2) m*(E) = Oingm*(O),

dir O endast genomldper dppna mdangder.

BEvIS. Eftersom E C O & m*(E) < m*(0), alltsa m*(E) < info m*(O). Det riacker dérfor
att bevisa en olikhet i motsatt riktning under férutsiattning att m*(FE) < 4o0. Till varje e > 0
kan vi da finna f € I sa att xg < f och

/*fdxgm*(E)+5.
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Lat € > 0 och lat O vara den 6ppna méngd dar f(z) > 1 —e. Vi har da £ C O, och om
0<e<lsdiryxo<[f/(1—c¢), alltsa

m*(0) < (m™(E) +¢)/(1—¢).
Eftersom ¢ kan véiljas godtyckligt litet bevisar detta satsen. 0

OVNING. Visa att
m*(E) = inf Y " m(I,)
1

dér infimum tas 6ver alla sviter (1,,)° av intervall med E C U°L,.
Ledning: Anvind sats 2.3.10.

Satserna i avsnitt 2.5 ger omedelbart satser om méatbara och integrerbara méngder:

SATS 2.6.4. Komplementet till en mdtbar mdangd dr mdtbar. Sm‘tLet NE,, och unionen UE,
av en foljd av mdtbara mdangder E, ar mdtbara, liksom lim F,, och lim E,,. Symmetriska diffe-
rensen av mdatbara mdangder dr mdtbar. Varje dppen och varje sluten mdangd dr mdtbar.

Beviset for sats 2.6.4 limnas som 6vning. Vi paminner bara om att lim E, och lim E,,
definieras genom motsvarande operationer pa de karakteristiska funktionerna. Detta betyder
att lim £, (resp. lim E,) bestar av de punkter som tillhér alla utom #ndligt manga (resp.
tillhor odndligt manga) F,. Vidare dr den symmetriska differensen E1AFEs definierad som
méangden av punkter som tillhor precis en av mangderna E; och Ej sa att den karakteristiska
funktionen for F1AE, &r |xg, — X&,|- Slutligen erinrar vi om att yz € I om E &r 6ppen.

Motsvarande sats for integrerbara mangder &r:

SATS 2.6.5. En oppen eller sluten mdngd dr integrerbar om och endast om dess yttre matt
ar dndligt. Speciellt dr varje kompakt mdngd integrerbar. Om FE,, dr en filjd av integrerbara
mdngder sa dr N°E, integrerbar, och

E = UYPE, dar integrerbar och m(E) < Zm(En)
1
savida summan i hogerledet dr dndlig. Om mdngderna E, dr parvis disjunkta sa gdller likhet,
(2.6.3) m(E) =Y _m(E,).
1

(Lebesquemdttets fullstindiga additivitet.)

For en métbar méangd som inte dr integrerbar definierar man ibland ocksa mattet som
yttre mattet = +oo0. Med denna konvention dr mattet fullstindigt additivt pa méngden av
alla métbara méangder.

Aven beviset for sats 2.6.5 limnas at ldsaren.

OVNING. Visa att E dr métbar da och endast da E'N K ar mitbar (och alltsa integrerbar)
for alla kompakta mangder K.
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Hitintills har vi integrerat 6ver hela RY. Lat nu f vara en funktion definierad pa en mitbar
méngd E. Vi sdger att f dr integrerbar (matbar) pa E om funktionen fo dir fo = f pd E och
fo = 0 utanfor E dr integrerbar (mdtbar), och vi skriver

/Ef(x)d:v:/fodx.

Om FE’ dr en métbar delméngd av F sa ar f enligt foljdsats 2.5.5 ocksa integrerbar pa F’
ty xz ar métbar och begransad. Det ar klart att de tidigare satserna om integrerbara och
métbara funktioner direkt kan Overforas till satser om funktioner definierade pa en métbar
mingd E. Aven formler av typen

/EUE/ fle)do+ /EQE/ J(w)du = /Ef (@) de+ | fl)ds

dir E och E' &r méatbara méangder foljer direkt ur foregaende satser, i detta fall sats 2.4.4.

Aven i fortsittningen néjer vi oss med att formulera satserna for integration 6ver hela R¢
och 6verlater at lisaren att tdnka efter hur de skall formuleras for integration Gver métbara
mangder.

OvNING. Visa att f € LL, om och endast om f ir integrerbar pa varje kompakt méingd.

Vi skall nu visa nagra karakteriseringar av métbara mingder som brukar férekomma i
larobocker som borjar med matteori.

SATS 2.6.6. Fdiljande villkor pd en delmingd E av R ér ekvivalenta:

(1) E dr mdtbar,

(2) till varje € > 0 finns en dppen mdngd O O E si att m*(O \ E) < ¢,
(2)" till varje € > 0 finns en sluten mingd F C E sd att m*(E \ F) <,
(3) det finns en avtagande svit (0,)5° av dppna mdngder sa att

O,, D E och mOn \ E dr en nollmdngd,
1
(3)" det finns en vizande svit (F,)° av slutna mdangder sd att

F, C E och E'\ UF” dr en nollmdngd.
1

BEVIS. D& en méngd &dr 6ppen (resp. métbar) om och endast om dess komplement &r
slutet (resp. métbart) sa ricker det att visa att (1), (2) och (3) &r ekvivalenta.

Antag att (1) géller. Om m*(E) < oo sa visar sats 2.6.3 att vi kan finna en 6ppen méngd
O D E med m*(0O) < m*(E) + . Da &r O integrerbar och

m(O\ E)+m(E)=m(0) <m(E)+¢

vilket ger att m(O \ E) < €. Fér en godtycklig méitbar méngd E &r E, = {z € E; ||z| < n}
integrerbar. Vi kan darfor vélja en 6ppen méngd O,, O E,, med m*(0,\ E,) < €/2". Den 6ppna
méngden O = U°0O,, innehaller da E och O\ E C U°(O,, \ E,,), vilket medfér m*(O\ E) < ¢
och bevisar (2).
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Antag nu att (2) géller. Da kan vi viilja 6ppna O,, D F sa att m*(O,, \ ) — 0 da n — oc.
Genom att ersitta O,, med O1N---NO,, kan vi uppna att sviten (0,,);° dr avtagande. Eftersom

Ogm*<ﬁOn\E> <m*" (O, \ FE) = 0dan— oo
1

maste N°0,, \ E vara en nollméngd. Detta bevisar (3) och ddrmed satsen eftersom (3) = (1)
enligt sats 2.6.4. U

OVNING. Visa att E #r integrerbar om och endast om det for varje ¢ > 0 finns dndligt
manga intervall Iy, ..., I sa att

m*<EA([1 y---u [k:)) < €.

OVNING. Visa att E #r integrerbar om och endast om till varje ¢ > 0 finns en éppen méngd
O och en kompakt méngd K sa att K C E C O och m(O\ K) =m(0) —m(K) < ¢.

OVNING. Visa att om E ir integrerbar sa ir m(E) = supm(K) nir K varierar ver alla
kompakta delméngder av E.

Vi skall nu ge ett exempel pa en icke matbar mangd. Satt for reella x och y
r~yomz—yeEeQ,

dar Q betecknar de rationella talen. Detta ar en ekvivalensrelation och den indelar alltsa de
reella talen i ekvivalensklasser. Lat oss anta att det dr mojligt att vélja exakt ett element ur
varje klass sa att vi ddrmed far en mangd E som innehaller ett och endast ett element ur varje
ekvivalensklass. (Detta gar om man accepterar urvalsaxiomet.) Vi kan ocksa anta E vald sa
att E tillhor intervallet [0, 1]. D& kan E inte vara métbar, for om E, =r+FE = {r+z;z € E}
har vi

(2.6.4) UreqEr = R,
(2.6.5) E, C(0,2)om0<r<1.

Vore nu E mitbar sa vore E integrerbar eftersom yttre mattet dr < 1. Alla E, skulle da ha
samma matt eftersom de bara skiljer sig med en translation. Eftersom alla £, med r € QN(0, 1)
ar disjunkta medfor emellertid (2.6.5) att

3 m(Er):m< U Er)gz

reQn(0,1) reQN(0,1)

Da serien har odndligt manga termer som alla ar lika maste termerna vara noll. Alltsa ar
m(E,) = 0 for varje r. Men foreningsméngden av uppréikneligt manga nollméngder ar en
nollméngd, varfor R skulle vara en nollméngd enligt (2.6.4). Denna motségelse bevisar att F
inte kan vara matbar.

Vi skall nu visa att var definition av métbarhet av funktioner 6verensstdmmer med den
klassiska som utgar fran méatbarhet av mangder.

SATS 2.6.7. f dr mdtbar om och endast om {x; f(x) > a} dr mdtbar for varje a € R.
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BEVIS. a) Nodviandigheten. Antag att f dr méatbar. Eftersom f —a &r métbar om f &r det
sa kan vi anta a = 0. Det géller da att visa att £ = {x; f(x) > 0} 4 métbar. Men detta foljer
av att xp = lim,, o min(nf™,1) dir f* = max(f,0).

b) Tillrickligheten. Antag att {x; f(x) > a} &r métbar da a € R. Méngderna

Ey = {=z; f(z) = 400} = () {; f(x) > n},

neZz

E_ = {z; f(z) = =00} = 0| J{w; f(z) > n}

nez

ar bada métbara. Beteckna med [t] det storsta heltalet < ¢ om ¢ € R, sitt [oo] = 0, och sétt
1
fu(x) = —[nf(z)].
n
Om k/n < f(z) < (k+1)/nsadr [nf(z)] =k och f,(z) = k/n, varfor 0 < f — f, < 1/n, och

fn: Z %XETLM

k=—o00

dir B = {z;k/n < f(x) < (k+ 1)/n} &r mitbar. Alltsa &r f, och ddrmed ocksa f
limy, o0 fn + 00+ (XE, — X£_) métbara.

Ol

OVNING. Visa att ® o f dr métbar om f &r mitbar och dndlig nistan éverallt, och ® Ar
kontinuerlig eller vixande pa R.

Vi bevisar avslutningsvis nagra viktiga satser som belyser relationen mellan métbarhet och
kontinuitet.

SATS 2.6.8 (Lusins sats). Ldit f vara en mdatbar funktion som dar dndlig ndstan dverallt.
Da kan man for varje € > 0 finna en sluten mangd F sa att restriktionen av f till F dr
kontinuerlig och m(CF) < e. Omudint dr varje funktion med denna egenskap mitbar.

BEVIS. a) Nodvindigheten. Lat ® vara den vixande kontinuerliga funktionen ®(z) =
2/(1+ |z|) fran R till (=1,1), och sitt ®(+oo) = +1. Da &r f(x) = ®(f(z)) mitbar och
begransad, alltsd i L, . Vilj nu enligt sats 2.5.7 en foljd g,, av kontinuerliga funktioner sa att
[*|f = gul dx < 4™ Da finns h, € I'* med

|/ = gnl < hy och / hy dx < 47",
Satt B, = {z; h,(x) > 27"}. Da ér E,, 6ppen och
27" g, < hy, alltsa m*(E,) < 2"/ Iy dx < 27",

varfor

m*(GEH) < im*(En) < iQ_” < i€
N N N
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om 227N < ¢, Eftersom E, #r dppen si ir

F:ﬁCEn
N

sluten, och m*(CF) = m*(UYE,) < ie. Vidare gar h, och dérmed ocksa f — g» mot noll
likformigt pa F, ty z € F medfor att = ¢ E,, alltsa

0 < hp(x) <27" nirn > N.

Da ett likformigt gransvirde av kontinuerliga funktioner dr en kontinuerlig funktion sa &r
restriktionen av f till F kontinuerlig. Vilj nu en 6ppen méingd O D {z;|f(z)| = oo} med
m(0) < ie och sitt Fy = FNCO. Da dr m(CF,) < m(CF) +m(O) < € och restriktionen av f
till £} &r kontinuerlig och # +1. Alltsa &r f(x) = f(z)/(1 — |f(z)|) kontinuerlig pa F,.

b) Tillrackligheten. Om villkoret i satsen dr uppfyllt sa kan vi finna en svit F,, av slutna
méngder sa att restriktionen av f till F), ir kontinuerlig for varje n och > m(CE,) < oco. Sitt
fn=f1iF,och f, = +ooilF,. Da ir f, nedat halvkontinuerlig, alltsa métbar. Da n — oo
konvergerar f, mot f utom i nollmingden lim CF,,, varfor f ar mitbar enligt sats 2.5.3. Detta
fullbordar beviset. O

Bourbaki anvinder Lusins sats som definition av métbarhet, vilket adr praktiskt da man
betraktar funktioner med virden i topologiska vektorrum.

Lusins sats kombinerad med (2) och (2) i sats 2.6.6 ger att en funktion som ar kontinuerlig
pa en méatbar mangd F dr matbar pa F.

OVNING. Visa att Lusins sats 6vergar i (2) och (2)' i sats 2.6.6 om f dr den karakteristiska
funktionen fér en métbar méangd.

Observera att Lusins sats inte pastar att f dr kontinuerlig i nagon punkt pa F'; det ar
bara restriktionen till F' som &r kontinuerlig. Exemplet f(z) =0 da x € Q och f(z) =1 da
x € R\ Q visar att en métbar funktion kan vara diskontinuerlig i varje punkt.

Situationen dr annorlunda fér Riemannintegralen. Vi har endast definierat denna for funk-
tioner med kompakt stéd. For sadana har vi:

SATS 2.6.9. En funktion f med kompakt stod dr Riemannintegrerbar om och endast om den
ar begransad och dess diskontinuitetspunkter bildar en nollmdngd.

BEvVIS. Sétt fi(x) = lim, ., f(y) och fo(x) = lim, ., f(y). Vi har da fi < f < fo, och f

2y —r
(resp. fo) dr nedat (resp. uppat) halvkontinuerlig. (Bevisa detta som 6vning.) Om nu ® tillhor
Cpo och @ < f sa maste & < f;. Alltsa ar

/@dxg/fldx,
/fd:cg/fldx.

Men eftersom f; < f har vi en olikhet i motsatt riktning ocksa, alltsa

lfd%’:Zﬁdﬂﬂ-

vilket medfor
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P& samma satt inses att Tf dr = ng dz. Men eftersom den undre Riemannintegralen av en
funktion i I'™ &r lika med dess Lebesgueintegral far vi med integraler i Lebesgues mening av

Jioch fo o
Zfdx:/fldx, /fdl':/fgdl',

och f dr alltsi Riemannintegrerbar om och endast om [(f2 — f1) dz = 0, alltsi f» = f1 néstan
overallt. Men detta betyder att f skall vara kontinuerlig néstan overallt. 0

Beviset for Lusins sats ger med sma modifikationer ocksa:

SATS 2.6.10 (Egoroffs sats). Ldt f,, vara en foljd av nastan dverallt andliga funktioner som
gar mot ett andligt grinsvdirde f ndstan éverallt. Om alla f, dr mdtbara sa kan man till varje
kompakt mdingd K och € > 0 finna en kompakt mdangd Ky C K sd att m(K \ K1) < e och f,
konvergerar likformigt mot f i K;.

BEviIs. Vi satter
hy = sup |f — ful

m>n
med konventionen h, = 400 i varje punkt dar f eller nagot f,, dr odndlig. Enligt antagandet
konvergerar da h, monotont mot 0 utom i en nollméngd. Den métbara méngden

En,é = {:U;x € K> hn(x) > (5}

avtar alltsa med n, och lim,_, E, s dr en nollmingd foér varje § > 0. Eftersom E, ; C K och
K &r en integrerbar méngd sa foljer av Lebesgues majorantsats att m(£, s) — 0 da n — oo,
for fixt 6 > 0. For j = 1,2,... kan vi darfor vélja N; sa stort att for e; = Ey, 1/; géller

m(e;) < £/27; vi har h, () <1/j om n > N; och v € K \ ¢;,

enligt definitionen av E, ;. Sitt e = Ue;. Da dr e métbar och m(e) < e. For x € K \ e &r
hy(x) <1/jdan > Nj, dvs. h, — 0 likformigt i K\ e, alltsa f,, — f likformigt i K\ e. Om O
ar en 6ppen mangd med O D e och m(0) < e sa dr K; = K \ O en kompakt mingd C K \ e
med m(K;) > m(K) — ¢ eftersom K C K; UQO, och som f, — f likformigt i K1 C K \ e ar
beviset slutfort. O

OVNING. Visa att man i sats 2.6.10 kan vilja K, si att alla f, och f #r kontinuerliga i K.
Bevisa att Lebesgues majorantsats och Lusins sats foljer av Egoroffs sats.

2.7. Variabelsubstitution

Lat oss forst observera att om O dr en 6ppen mingd i R? sa kan man definiera &verintegralen
och integralen av funktioner som bara dr definierade i O liksom férut men med utgangspunkt
fran Cy(O), de kontinuerliga funktionerna med kompakt stod i O. Vi lamnar som 6vning att
visa att f € L'(O) om och endast om funktionen fy som dr f pa O och 0 utanfér O ar i
LY(R%), och att integralen av fy 6ver R? ér lika med integralen av f éver O. (Se anmirkning
efter sats 2.1.3.)

Lat nu O; och O, vara tva dppna delmingder av R?, och 1at ® som i sats 1.4.4 vara en

bijektiv avbildning av O; pa O, sadan att bade ® och ®~! ir kontinuerligt deriverbara. Om
f ar en funktion definierad i Oy skriver vi liksom i avsnitt 1.4 *f for f o ®.
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SATS 2.7.1. f € L'(Oy) om och endast om (®*f)|det ®'| € L'(O), och vi har dd
(2.7.1) fdx:/ (®*f)| det @'| dx.
02 Ol
BEvIS. Riktigheten av (2.7.1) da f € Cy(O,) foljer av sats 1.4.4. Harav fas genast att

(2.7.2) /*fdx _ /*((I)*f)|det O|de, feIH0y).

for vi kan ta en foljd f, € C; (O2) som viixer mot f. Observera att ®*f € I'T(O;), och att
avbildningen

It(O9) > fr= (O f)|det ®'| € IT(Oy)

ar bijektiv eftersom | det ®'| > 0 pa grund av existensen av en kontinuerligt deriverbar invers
till ®. Det foljer nu genast att (2.7.2) géller for overintegralen av en godtycklig funktion
f > 0. Existensen av en funktion g € C5(O2) med [ |g — f|dx < e &r dérfor ekvivalent med
att g = (9*g)|det '| uppfyller villkoret

/ lgr — (®*f)| det @'|| dz < e.

Detta visar att f € L'(O,) om och endast om (®* f)|det ®'| € L'(O,), och vi far genast (2.7.1)
eftersom denna formel géller da f € Cy(Os). O

OVNING. Visa med forutsittningarna i sats 2.7.1 att en funktion f definierad i O, &r
méatbar om och endast ®* f dr métbar i O;.

2.8. Upprepad integration; Lebesgue-Fubinis sats

Vi skall hiir betrakta funktioner f av (z,y) € R4 dir » € R% och y € R°. Om f €
Co(R4F€) vet vi fran avsnitt 1.3 att

(2.8.1) //f(x,y)d:vdy—/(/f(x,y)dy) dx,

dir vinstra sidan betecknar integralen av f betraktad som funktion i R4"® medan vi i hogra
sidan forst integrerar med avseende pa y for fixt x och dérefter integrerar resultatet med
avseende pa x. Vi skall nu visa att (2.8.1) géller allmént med Lebesgues integralbegrepp, och
vi borjar darvid som vanligt med att betrakta funktioner i 1.

SATS 2.8.1. Lit f € It som funktion av (z,y). Dd ar f(x,y) i IT som funktion avy for
fizt z, och [* f(x,y)dy tillhir IT som funktion av x,

(2.8.2) //*f(x,y) dz dy = / (/*f(x,y) dy> dz.

BEVIS. Vikan ta f, € Cpsa att 0 < f, T f. Detta medfor att f(z,y) dri I som funktion
av y for fixt x, och vidare géller

ga(x) = / ful,y) dy 1 / " Flary) dy = glo).
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Eftersom 0 < g,, € C far vi att g € It och att

/ gdx—hm/gndx—hm//fndxdy—/ fdxdy,

dér vi har anvént att (2.8.1) géller for f,,. Detta bevisar (2.8.2). O
SATS 2.8.2. Fir varje f > 0 gdller

(2.8.3) / (/*f(x,y) dy> da g/ " f(wy) du dy,

BEVIS. Om f < g € I si ger monotoniteten hos dverintegralen

/* (/*f(:c,y)dy> dxé/* (/*g(x,y)dy) dx://*g(x,y)dxdy,

dér likheten féljer av sats 2.8.1. Eftersom infimum av hégra sidan dr [[* f dz dy féljer olikheten
(2.8.3). O

OvNING. Visa att likhet giller i (2.8.3) om f(z,y) = g(z)h(y) med g, h > 0.

OVNING. Lat g; och g, vara tva icke negativa funktioner av 2 med

(2.8.4) /(91+gg)dx</ gld:t—i—/ gadx.

(Se 6vningen fore sats 2.4.5.) Lat hy och hy vara de karakteristiska funktionerna for tva disjunk-
ta kompakta mangder i R® med mattet 1, och sétt

f(@,y) = gi(x)hi(y) + g2() ha(y).

Visa att de tva sidorna av (2.8.3) blir lika med motsvarande sidor i (2.8.4) och att likhet alltsa
ej alltid géller.

FOLIDSATS 2.8.3. Om f dr en nollfunktion sd ar y — f(x,y) en nollfunktion for ndistan
alla x.

SaTs 2.8.4 (Lebesgue-Fubinis sats). Om f € LY(R*°) sd ir R® > y — f(z,y) integrerbar
for nistan alla © € R, och funktionen

RY> z— /f(x,y)dy,

som alltsa ar definierad nédstan overallt, dr ocksa integrerbar med

(2.8.5) / f(z,) dxdyz/(/f(x,y) dy) dz.

BEVIS. Vilj g, € Co(R4¢) s att

Z// |f(z,y) — gnlz,y)| dz dy < co.



38 2. LEBESGUEINTEGRALEN

Detta medfor

/ /|ff”?/ n(2,y)| dy dx<2/ /Ifxy gnl’y)ldy>dx
SZ// (. y) = gnl@,y)| du dy < cc.

Allltsa konvergerar serien Y ;° [*|f(z,y) — gn(z,y)| dy for niistan alla . Speciellt gar termerna
i serien mot 0 for néstan alla x. Alltsa &r y — f(x,y) integrerbar for nistan alla x, sa

_ / f(z,y) dy

ar definierad néistan overallt. Sitt G, () = [ gn(x,y) dy. Vi har G,, € C och
[ 1@ -Gl < | (/ e —gn<x7y>|dy) &
/ |f(z,y) — gn(z,y)| dedy — 0.

Alltsa ar F' integrerbar och

/F(w)dx:lim Gl dx—hm//gndxdy—//fxydxdy,
n—oo n—oo

vilket bevisar satsen. O

Funktionen y +— f(x,y) i sats 2.8.4 ar i allménhet inte integrerbar for alla = eftersom
f(z,y) kan dndras godtyckligt for ett fixt x eller till och med for alla = i en nollmédngd utan
att integrerbarheten i R%¢ paverkas.

OVNING. Visa att om f > 0 dr en miitbar funktion pa R sa giller likhet i (2.8.3).
Visa ocksa att om f(z,y) = g(x)h(y) med g och h integrerbara (métbara) si dr f integrerbar
(métbar).

OvNING. Visa att om f och g € L'(R?) si existerar faltningen

o= -

for nastan alla x. Visa ocksd att h € L1 Rd och att

/hda:—/fd:c/gdx /]h[dx</\f]dx/|g|dx

Faltningen brukar betecknas f x g. Visa att fxg=g¢g* f

OVNING. Visa att om f(z,y) #r métbar sa &r x — f |f(x,y)| dy métbar och y — f(x,y)
ar méatbar for nistan alla x.

Observera att av existensen av hogra sidan i (2.8.5) kan man inte dra slutsatsen att den
vinstra existerar. Ett exempel ges av 6vningen fore foljdsats 2.8.3 om man viljer g; och go sa
att g, + go € L'. Diremot har vi:
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SATS 2.8.5. Om f dr mdtbar i R sd dr f integrerbar dd och endast dd

(2.8.6) / (/ f(z,y)] dy) dr < +oo.

BEvVIS. Om [ &r integrerbar sa ar |f| ocksa integrerbar, och Lebesgue-Fubinis sats ger
(2.8.6). Enligt sats 2.5.2 kan vi anta f > 0 nér vi bevisar omvéindningen. Vilj g, € C sa att
gn(z,y) 1T +oo for alla (z,y) € R nir n — oo. Da f > 0 dr métbar géller med beteckningen
i definition 2.5.1

L'sT, [T/
Alltsa ger Beppo Levis sats att f € L1, ty

//Tgnfdxdy:/(/Tgnfdy>dx§/*(/*fdy>dx<+oo.

Satserna 2.8.4 och 2.8.5 ger att fér en métbar funktion f som uppfyller (2.8.6) &r

(2.8.7) /(/f(a;,y) dy) de = / (/f(x,y) d:zc) dy.

Speciellt kan man byta integrationsordningen om f ar métbar och positiv. Positiviteten &ar
vasentlig:

OVNING. Visa att de upprepade integralerna

[ (e -armaaan [7( [ )i

till och med har olika tecken.

En annan konsekvens av sats 2.8.5 ir att en mdtbar delmingd E av R 4r en nollmingd
om och endast om
E, ={y € R%(v,y) € £}
4r en nollmingd for néstan alla x € RY. Speciellt ir E en nollmingd om E #r mitbar och E,
ar dndlig for nastan alla z. Villkoret att E dr métbar ar visentligt. Det kan inte ens uteldmnas
om E, #r en punkt for varje x.2

SATS 2.8.6. Lit Oy C R och Oy C R® wara dppna mingder och O1 > z + ¥(z) =
(Vi(x),...,Ve(z)) € Oy vara en kontinuerligt deriverbar avbildning. Om Jacobimatrisen

.....

ar U* f en mdatbar funktion i O1.
BEvIS. Lat zy € Oy och numrera koordinaterna sa att det(0V;(z)/0xk) k=1
O(x) = (Vy(x),...,Ve(x), Ter1, ..., Tq).

Enligt inversa funktionssatsen dr ® en bijektiv avbildning av en omgivning 2 C Oy av gy pa
en 6ppen mingd Q C Oy x R?7¢. Vi har

(U f)(x) = f(P1(x), ..., Pe(z)) = (O°F)(x)

2Se W. Sierpinski, Sur un probléme concernant les ensembles mesurables superficiellement, Fundamenta
Mathematica 1(1920), 112-115.

-----
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dir F(y) = f(y1,...,v.) da y € Oy x R47¢. Enligt dvningen efter sats 2.8.4 dr F mitbar
och av Gvningen efter sats 2.7.1 foljer da att ®*F dr matbar, alltsa att W*f 4r métbar i en
omgivning av xg. Da xy ar en godtycklig punkt i Oy foéljer nu att ®* f ar métbar i O;. U

2.9. LP-rummen

Lat 1 < p < oo. Vi skall nu definiera LP &ven for p > 1. Vi viljer en definition som pa
grund av sats 2.5.2 sammanfaller med definitionen i avsnitt 2.4 da p = 1.

DEFINITION 2.9.1. Ekvivalensklassen av f modulo nollfunktioner siges tillhéra LP om f
ar mitbar och

S 1/p
(29.) 190, = ([ 1rp )" <o
Enligt sats 2.5.2 ar |f[P da i L' varfor vi ocksi kunde skriva integral i stéllet for dvre
integral i (2.9.1).
SATS 2.9.2 (Holders olikhet). Om f € LP och g € L9 dar
l<p<oo, 1l<g<oo, 1/p+1/¢=1,

sa dr fg integrerbar och

292) | [ oda| <171blgle
Omuint, om [ € L, och
(2.9.3) ‘/fgdx‘ <Clglly; g€ Co,

sa foljer att f € LP och att ||f||, < C.

Bevis. Sitt 1/p=a, 1/g=p. Dadra+ 5 =1o0ch a >0, § > 0. For godtyckliga icke
negativa a och b géller den aritmetisk-geometriska olikheten
a®b® < aa + S,
for om vi siitter a = e, b = P sa foljer detta av konvexiteten hos t — ef. Med a = | f(z)[?
och b = |g(x)|? far vi nu

|f(@)g(x)| < alf(@)[” + Blg(x)]",
alltsa om f € LP och g € L4

/ Faldz < all fll,” + Blally”

vilket medfor fg € L' enligt sats 2.5.2 och sats 2.5.4. Om || f]|, = |lgll, = 1 foljer (2.9.2)
eftersom a + 8 = 1. Men da olikheten &r homogen i f och g foljer den darav allmént.

Om & andra sidan f € LP och (2.9.3) giller nir g € L9 si sitter vi g = |f|P/f, vilket
vi definierar som 0 dér f = 0. Detta dr en métbar funktion, och eftersom |g|? = |f|’ har vi
[ 1g|?dz < oo s att g € L9. Av (2.9.3) far vi || f||,» < C||f||,*/4, alltsa || f], < C.

Da vi bara forutsitter att f € Li, och att (2.9.3) géller sa kan vi forst utvidga (2.9.3) till
godtyckligt g € L' med |g| < M och g(z) = 0 d& |z| > R for nagra konstanter M, R. Vi kan
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namligen vélja en foljd g, € Cy sa att |g,| < M, g,(xz) =0 da |z| > 2R, och g,(z) — g(z) for
néastan alla x. Da (2.9.3) géller med g ersatt av g, sa foljer (2.9.3) nér n — oo av Lebesgues
majorantsats. Nu kan vi med € > 0 och R > 0 vilja

o(a) = {If(w)!”/(f(w)(l telf@)P) dalel <R
0 da |z| > R,
for |g(z)| < 1/e. Da far vi av (2.9.3)

[ r@prasds@pta < of

|z|<R

» o1 1/q
F@P/+ el f@) ) de)
alltsa

» b1 1/p
([ @r/a+es@rda) " <o,
|z|<R
och da € | 0 och R 1 oo foljer att [*|f|P dx < CP, vilket fullbordar beviset. O

I avsnitt 3.7 skall vi ge en mycket starkare form av sats 2.9.2.

OVNING. Visa att Hélders olikhet géller for godtyckliga f,g > 0 om integralerna utbyts
mot Overintegraler.

OVNING. Ekvivalensklassen av f siigs tillhora L™ om f dr mitbar och det finns en konstant
M sadan att |f(z)| < M néstan verallt. Visa att det finns en minimal konstant med denna
egenskap, och att den &r oberoende av valet av f i ekvivalensklassen. Sétt || f||cc = min M =
essup | f| och visa att sats 2.9.2 ocksa géller da p =1, ¢ = 0o eller p = o0, ¢ = 1.

OVNING. Visa att om f € L™ och dessutom f € LP fér nagot p < oo si ir
7l = Tim 1)
SATS 2.9.3 (Minkowskis olikhet). Om f € LP och g € L? s foljer att f + g € LP och att
(2.9.4) 1+ gll, < [[f1lp + llgllp-

BEvis. Vikan anta 1 < p < oo for pastaendet dr annars trivialt. Att f+ ¢ dr méatbar foljer
av sats 2.5.4. Vidare ger uppskattningen |f + g| < 2max(|f], |g]) att |f + g|? < 2°(|f|P + |g|P),
vilket visar att [ |f + g|P dz < co. Alltsd har vi f+g € LP. Om h € L dir 1/p+1/q =1 s
ger Holders olikhet

| [+ ahda] <| [ snas|+] [ ghde] < (11l + ol
och enligt den senare delen av sats 2.9.2 foljer diarav att (2.9.4) géller. O
OvNING. Utvidga olikheten (2.9.4) till fallet da f och g inte nddvindigtvis ir métbara.

En ekvivalent definition av LP som #r analog med den ursprungliga definitionen av L' i
avsnitt 2.4 ges av foljande sats:

SATS 2.9.4. Ett ndodvandigt och tillrackligt villkor for att f € LP, dir 1 < p < oo, dr att for
varje € > 0 finns g € Cy sd att

(2.9.5) /* |f — g|P doe < £P.
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BEVIS. a) Nodvindigheten. Satt f,(z) = f(x) da 1/n < |f(z)| < n och sétt f,(x) =0
annars. D& ér f, mitbar, och eftersom |f,| < |f| har vi f, € LP. Eftersom |f,| < n?~!|f,|? har
viocksd f,, € L'. Da |f|P > | f — f»|P — 0 niistan 6verallt kan vi enligt Lebesgues majorantsats
finna n sa stort att till ett givet € > 0

I = full = / f— falPde < 2.

Med n fixerat véljer vi nu g € Cy sa att

/ fo—gldz < 7/ 2n),

Eftersom vi utan att 6ka vénstra ledet kan ersétta ¢ med max(—n, min(n, g)) kan vi anta att
lg| < n.Daér |f, —g| <2noch

£ — gll” Z/\fn — g|Pdx < &P,

Av Minkowskis olikhet foljer nu att || f — g, < 2e.

b) Tillrackligheten. Lat h vara en kontinuerlig funktion i L? som &r # 0 6verallt. (Vi kan
anta p > 1, alltsa ¢ = p/(p — 1) < 00.) Da f6ljer av 6vningen efter sats 2.9.2 att

[ o= ghlan <l [ 17 = gl az) " < e

Alltsa &r fh integrerbar och darfér métbar. Eftersom 1/h &r kontinuerlig foljer att f &r métbar,
vilket bevisar satsen. U

Vi utvidgar nu Riesz-Fischers sats (sats 2.4.10) till p > 1.

SATS 2.9.5 (Riesz-Fischer). Om f, € LP, 1 < p < oo, och || fn — fumllp = 0 dd n,m — oo,
s existerar f € LP sd att ||f — full, = 0 dd n — oo.

BEvis. Vi kan anta 1 < p < oo for fallet p = 1 ar redan behandlat och fallet p = oo &r
en enkel tillampning av Cauchys konvergensprincip som kan ldmnas som 6vning. Tag som i
beviset for sats 2.4.10 en svit n; sa att

o0}
Z ank - fnk+1Hp < 0.
k=1

Lat h vara en kontinuerlig funktion i L9 som &r # 0 6verallt. Av Holders olikhet foljer da att

Z thnk - hfﬂk+1H1 < 00.
1

Detta medfor (se beviset for sats 2.4.10) att limy_,o h(z) fn, (z) existerar for nistan alla x.
Alltsa existerar ocksa

Flw) = i fi, (@)
—00
for néstan alla x, och f dr méatbar. For godtyckligt ¢ > 0 kan vi vilja N sa att

| fn — fullp <€ omm,n> N.
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Vi har alltsa
/|fm—fnk|pda:<5p, m > N,

om ny > N. Enligt Fatous lemma f6ljer darfor da k — oo att |f,, — f|P &r integrerbar och att

[1fn=spar<er m>n

Alltsa har vi f € L? och || f,, — f|l, = 0 d& m — oco. Beviset ar fullbordat. O

2.10. Derivation av Lebesgueintegralen

Foéljande sats av Lebesgue dr fundamental i tillimpningarna av integrationsteorin pa tri-
gonometriska serier, harmoniska funktioner och flera andra omraden.

SATs 2.10.1. Om f € Li(R?) sd giller for nistan alla x

(2.10.1) f(z) = lim /fdy,

m(S) —>O

ddr S betecknar klot som innehdller punkten x. Vi har till och med for nédstan alla x

(2.10.2) %Hn / |f(y x)| dy = 0.

Sadana punkter kallas Lebesquepunkter for f.

Om f ar kontinuerlig sa dr satsen en sjilvklar f6ljd av medelviardessatsen. For att bevisa
den allmént skall vi studera Hardy-Littlewoods mazimalfunktion

(2.10.3) f(z) = sup (m / fldy,

zeSsS

dér S ater betecknar klot som innehaller punkten z.

OVNING. Visa att f dr halvkontinuerlig nedat, alltsa att f € IT.

SATS 2.10.2. Om f € L} (RY) sd giller olikheten

- 3d *
(2.10.4) m{xz; f(x) > s} < —/ |f|dx.
s

BEVIS. Vi kan anta att f € L'. Mingden E, vars matt vi skall uppskatta #r tydligen

foreningsmangden av familjen F av alla 6ppna klot 6ver vilka medelviirdet av | f| ar > s. For

varje kompakt K C E, kan vi finna en dndlig delfamilj Fj vars foreningsméngd innehaller K.
Vi skall visa att det finns en delfamilj Fj. av Fx som bestar av disjunkta klot sa att

dar S* ar det klot som &r koncentriskt med S och har tre ganger storre radie. Detta medfor

att
K)y< S m(s7) =31 3" m(S) < 3% Z/]f]dx

SeFy SeFy SeFy
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varav (2.10.4) foljer eftersom kloten i FJ, ar disjunkta och K &r en godtycklig kompakt del-
mangd av F.

Vi bevisar existensen av Fj genom induktion éver antalet klot i Fr. VAlj ett klot S € F
med maximal radie, och lat .7::K besta av de klot ur Fx som inte skir S;. De som skir S; &r
innehallna i S} eftersom deras radier hogst dr lika med radien for S;. Antalet klot i .7-"K ar
mindre &n antalet klot i Fx sa vi kan anta att det finns en delfamilj F 1. av disjunkta klot med

U sc Y s
SeFk SeF},
Da har familjen .7?}( utokad med S; den 6nskade egenskapen. O

Sats 2.10.2 kallas ofta for Hardy-Littlewoods maximalsats. Da d = 1 4r den sa ndr som pa
beteckningarna ett klassiskt lemma av F. Riesz.

BEVIS FOR SATS 2.10.1. Satt for e > 0

E.={z; lim /|f x)| dy > €}.

m(S)— Oes

For varje x € FEy,. géller antingen f(x) > ¢ eller |f(z)| > e. Eftersom em{x;|f(x)] > e} <
[*|f|dz far vi av sats 2.10.2

m*(Fy) < (3¢ + 1)5_1/ |f|dx.
Men Es. dndras ej om vi ersitter f med f — g déar g € C, for
5)—1/ 9(y) — 9()|dy — 0 da m(S) = 0, z € 5.
S

Nu kan g villjas s att [~ |f — g| dz blir godtyckligt litet, sa det foljer att m*(Ey.) = 0. Alltsa
dr £/ = U Ey, en nollméngd, och i dess komplement géller (2.10.2). O

OVNING. Visa att satserna 2.10.2 och 2.10.1 ocksi giiller om man i stillet for att endast
betrakta klot S som innehaller = betraktar alla méatbara méangder E sadana att det for en fix
konstant K finns ett klot S O E U {z} for vilket m(S) < Km(FE).

OvNING. Lat f € LL, (R?) och lat g € L°°(R?) vara noll utanfor en kompakt méngd. Visa

att
= /f(fr —ey)g(y) dy

ar en kontinuerlig funktion av (x,e) da € > 0, och att lim._,o f-(z) = f(z) [ g(y) dy for néstan
alla z. (Ledning: Anviind sats 2.10.1.) Visa ocksa att f. € Lp(Rd) och att | fe — fll, = 0 da
e — 0om f e LP(RY).

OVNING. Visa att nistan alla punkter z i en mitbar mingd E #r tdthetspunkter i den
meningen att

m(ENS)/m(S) =1
da S ar ett klot med z € S och m(S) — 0.

For funktioner i L?, p > 1, skall vi nu férbéattra satserna 2.10.2 och 2.10.1.
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SATS 2.10.3. Om f € LP(RY), dir 1 < p < oo, sd giller olikheten

(2.10.5) ||f||p < Gyl flly
med C,P = 3%2Pp/(p — 1).

Konstanten ar naturligtvis inte den bésta mdjliga, men om man fér f tar en godtycklig
icke negativ funktion inser man att storleksordningen av C}, da p — 1 inte kan forbédttras. For
p = 1 existerar speciellt ingen olikhet av formen (2.10.5) utan bara den svagare uppskattningen
(2.10.4).

BEVIS FOR SATS 2.10.3. Sitt F, = {z; f(z) > s} och ®(s) = m(E;). Fubinis sats anviind
pa karakteristiska funktionen for {(z,s) € R¥;0 < s < f(z)P}, som &r mitbar eftersom

felt, ger
fPde = | ®(sYP)ds= [ ®(s)d(s").
/f x /0 (s77)ds /0 (s)d(s”)

For att uppskatta ®(s) sitter vi

fodalf] <s/2

= s hsd s —
J =957 s dirg {0 da | f] > 5/2.

Vi far da gs < s/2, och eftersom f < gs+ h foljer att hy > s/21 E,. Sats 2.10.2 ger darfor

®(s) < m{z; hy(z) > 5/2} < 3%s/2)7" / |hs| d.

Héarav far vi

/fpdmgp/ Sp—l(gs—lgd/\hsydx)ds
0
—2rp- ey [ ([ nlds) do = i,
0

eftersom

217 (a)
27P(p—1) / "2 |hy(z)| ds = 277 (p — 1)/0 2 f () ds = |f(2)]".

Omkastningen av integrationsordningen &r tillaten pa grund av sats 2.8.1 om |f| € I for
da ér funktionen som = sP72|f(z)| da |f(x)| > s/2 och = 0 annars ocksa i I som funktion
av (z,s). Hiarav foljer olikheten allméint eftersom man kan finna F € I sa att F > |f| och
[|FPdx < [|f[Pdx+ ¢ for godtyckligt e > 0. O

SATs 2.10.4. Lit f € LY, (RY) dir 1 < p < oco. Dd giller for nistan alla x

(2.10.2)) fla) = tim (1)) [ 1y

ddr I betecknar ett intervall som innehdller x och vars diameter — 0. Vi har till och med for
ndstan alla x

((2.10.3)) lim (m(1)) " / @) — F(@)]dy =0,
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Observera att satsen inte innehaller nagot villkor pa férhallandet mellan intervallets kant-
langder. Satsen giller inte da p =1 om d > 1.

BEVIS FOR SATS 2.10.4. Med supremum over alla intervall I med x € I sdtter vi

(2.10.6) (@) =supm(D) " [ 17]dy.
I
Om K2 =3-2Pp/(p — 1) sa giller da
(2.10.7) 10 < KQlflls f € L2,
Dan = 1 sammanfaller detta med (2.10.5), och ddrav foljer (2.10.7) allmént om man observerar
att f* kan erhallas genom att man successivt utfor operationen ~ pa variablerna zq, ..., x4.
(Genomf6r detaljerna som 6vning.) Av (2.10.7) foljer att
(2.10.8) m{a; f*(x) > s} < KP(|flp/5)"-

Beviset for sats 2.10.1 kan nu upprepas med den enda skillnaden att man anvinder (2.10.8) i
stallet for (2.10.4). Vi lamnar detta som 6vning. O

1

(2.10.6) giller i sjélva verket om man bara forutsitter att |f|(max(0,log|f]))¢! ar inte-

grerbar och att f #r métbar. 3

OVNING. Lat F vara en familj av slutna, begriinsade, konvexa, symmetriska omgivningar
till origo i R? sadana att Nger = {0} och for tva godtyckliga element S, S’ € F giller antingen
S c S eller S’ C S. Visa att om f € L' sa giller for niistan alla z

lim éom(S)_l/S|f(x+y)—f(x)|dy—>0.

SeF,m(S)

(Ledning: Observera att om S, 5" € F och S C S sa medfor (x +S) N (' + 5') # 0 att
'+ 8" C x+ 35, och bevisa dérefter en utvidgning av sats 2.10.2 for maximalfunktionen

F(2) = supm(S)™ / et )l dy)

SeF

Vi skall nu anvinda satserna 2.10.1 och 2.10.2 for att visa att varje vixande funktion f pa
R ar deriverbar néstan 6verallt. Bevisidén kommer kanske naturligare fram i den allménnare
version som ges i kapitel I1I, men det kan vara av intresse att se ett kort direkt bevis.

Lat oss inféra den undre och den 6vre derivatan av den vdrande funktionen f,

fulw)="lim [fl;/m(I), fi(z)= lm [f];/m(]).

1
m(I)—0 m(I)—0

Hér ar [ = [z1, 25), 1 < 29, ett intervall som innehaller = och [f]; = f(z2) — f(x1). Bade f]
och fl ar métbara, for f dr métbar och det récker att ta [ = [z — o, x + (] dér o och [ &r
rationella tal. Det &ir litt att inse att f, € LL, och att

g(z) = f(x) - / oy

3Se A. Zygmund, Trigonometrical series II, Chapter 17, §2.
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ar en viaxande funktion. (Om z < 0 definieras naturligtvis integralen som minus integralen
fran 2 till 0.) For 1at oss integrera en differenskvot

/:_E(f(tﬂ)—f(t—g))/%dt:21 ’ f(t)dt—%/: T dt.

+€ € y—2e

Later vi € — 0 genom en svit s& oljer av Fatous lemma att f. € L'([x,y]) och att

/yf;<t>dtsﬂy—o>—f<x+o>sﬂy)—f(x), r<y.

Men detta innebar att g véxer.

Eftersom derivatan av integralen av f; enligt sats 2.10.1 &r lika med f; néstan overallt sa
drar vi slutsatsen att ¢/, = 0 néstan overallt. Vi vill bevisa att derivatan av g dr noll néstan
overallt. For att gora det racker det att visa att

E = {z;6,(x) = 0 och gi(x) > e}
dr en nollméngd for varje e > 0. Om ¢ > 0 och x € E sa kan vi viillja ett intervall [ = [z, 29]
som innehaller x sa att
9] < om(I).
Lat
g(xy) for xz < a,
G(x) = g(x) forz <z <,
g(xza) for x > xs.
Om vi sétter

H(z) = sup|G]|,;/m(J),

zeJ
dér J ar ett intervall, sa foljer med latt modifikation av beviset for sats 2.10.2 att for varje
vaxande funktion G géller

miz; H(x) > e} < 3(G(+00) — G(—00))/e = 3[gli/e.
Alltsa far vi
m(INE)<m{z €I;g5(x) >e} <m{z; H(z) > e} < 3|g]1/e < 30m(I)/e.

Da 0 ar ett godtyckligt positivt tal far vi om x ar den karakteristiska funktionen for E att
derivatan av [" x() dt #r lika med noll i varje punkt i E dér den existerar. Alltsa ir karakteris-
tiska funktionen for F lika med noll néstan 6verallt i F, vilket betyder att E dr en nollméngd.
Vi har ddrmed bevisat:

SATS 2.10.5. Om [ dr en vazande funktion pa R sd existerar derivatan f' ndistan dverallt
och dr en lokalt integrerbar funktion. Vi har

fla)= [ F®dt+g(a)
0
ddr g dr en vizande funktion med ¢'(x) = 0 nastan overallt.

Att g inte behover vara en konstant dr klart eftersom ¢ till exempel kan vara en sprang-
funktion. Men det finns ocksa kontinuerliga vixande funktioner g vars derivata ar noll ndstan
overallt. Foljande exempel ar klassiskt:
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EXEMPEL. Vi skall konstruera en vixande kontinuerlig funktion pa [0, 1] sadan att ¢'(z) = 0
utom pa Cantormingden F., i exemplet fore sats 1.1.3. Med beteckningarna dér sitter vi
O, = [0,1] \ E,, sa att O, bestar av de 2" — 1 Oppna intervall som tagits fran [0,1] for
att konstruera FE,. Definiera g, pa O, genom att sitta g,(xr) = k/2" om z tillhor det k:te
intervallet fran vénster i O,,. Observera att O,, C O, 1 och att g, dr restriktionen av g, till
O,. (Rita figur!) Vi kan alltsa definiera g pa O = [0,1] \ E, = UO,, genom g(z) = g,(x) om
x € Oy. Det géller att (se figuren!)

l9(z) —g(y)] <27" om |z —y| <377,

sa g dr likformigt kontinuerlig och kan dirfor entydigt utvidgas kontinuerligt till O = [0, 1].
Det dr klart att g dr vixande och att ¢'(x) = 0 da = € O, eftersom z € O, fér nagot n och
g = g, ar konstant i en omgivning av x.

OVNING. Visa att |g(z) — g(y)| < 2|z — y|*, a = log2/log3, da z,y € [0,1] och g é&r
den nyss konstruerade funktionen. Visa ocksa att om man dndrar konstruktionen sa att By =
0, \JU[1=A,1],dar0 < A < %, och fortsitter pa samma sétt, sa far man samma uppskattning

med o = log2/|log A|, dvs. A = 27/2. Observera att o kan bli ett godtyckligt tal € (0, 1).

FOLIDSATS 2.10.6. Om f dr en Lipschitzkontinuerlig funktion pa R, dvs.

sq existerar derivatan f'(x) ndstan éverallt, |f'(x)] < C sd f' € L*(R), och

f(2) — fly) = / Cp)de, wyeR.

BEVIs. Funktionerna fy(z) = Cx £ f(x) dr vixande, sa det foljer av sats 2.10.5 att de &r
deriverbara néstan 6verallt och att

folo) = [ Sty = Cox ) - [ @ P de=2(@) - [ ran
dr vixande. Alltsa dr f(z) — [ f'(¢) dt konstant. O

OVNING. Visa att om f och g dr Lipschitzkontinuerliga funktioner pa R och endera har
kompakt stod sa &r

/ (F'g+ fg)de = 0.

Vi skall nu visa en viktig utvidgning av foljdsatsen till funktioner av flera variabler.

SATS 2.10.7 (Rademachers sats). Om f dr en Lipschitzkontinuerlig funktion pd R?, duvs.
\f(z) — f(y)| < Cllz —yll, z,y € R?, sd existerar de partiella derivatorna f;(x) = 0f(x)/0x;
for néistan alla z, || fillee < C sd f; € L¥(RY), och f dr differentierbar med differentialen
S fi(x) dx; for nistan alla .

BEVIS. Satt
fi(e) =T (f(z) + h,2') = f(x))/h,  gi(x) = im(f (21 + h,2") = f(x))/h,
h—0 h—0
dar ' = (za,...,x4). Eftersom f ar kontinuerlig sa paverkas inte f; och g; om vi inskrénker

h till de rationella talen Q, vilket visar att f; och ¢; dr métbara. For fixt 2’ ar ¢;(x,2") =
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fi(zq,2") for ndstan alla x; enligt f6ljdsats 2.10.6, sa det foljer av Lebesgue-Fubinis sats att
fi — g1 ar en nollfunktion. Den partiella derivatan df(x)/0z; existerar alltsa for néistan alla
z € R? och dr diir lika med f(z). PA samma siitt ser vi att df(z)/0x; = f;(z) existerar
néstan 6verallt.

Vi skall bevisa att f ar differentierbar i z med differentialen 7 f;(x) dz; om z &r en
Lebesguepunkt for f;, 7 = 1,...,d. Vid beviset kan vi anta att x = 0 och att f(0) = 0,
f;(0)=0,j=1,...,d, for vi kan subtrahera en linedr funktion fran f. Da har vi

(2.10.9) / @) dy/r" = 0dar—0, j=1,....d,
llyll<r
och vi maste bevisa att f(y)/||y|| — 0 da y — 0. Lat T = [—1, 3] och siitt

us(y) = f(6y) /5, y eI
Da har vi |us(y) — us(z)| < C|ly — z|| och us(0) = 0. Av (2.10.9) foljer att

/ 10us(y) /s dy — 0 da § = 0,
]d

for Ous(y)/Oy; = f;(dy). Enligt foljande hjilpsats medfor detta att us — 0 likformigt i 19,
vilket fullbordar beviset. U

LEMMA 2.10.8. Ldt u vara en Lipschitzkontinuerlig funktion i 1%, |u(y) —u(z)| < Clly — ||
day,z € I, och antag alt

(2.10.10) [ ouwonlay <. j=1...4
I
dir n < 1. Da foljer att
(2.10.11) lu(y) —u(2)| < 2d(2CVd — 1) D/dpt/d -y > e T

BEVIS. Om A > 1 s& ger Lebesgue-Fubinis sats och (2.10.10) att
/|3U(y17y’)/0y1| dyy < Anday' € "'\ E,
T

dir F har matt < 1/A i R Givet 2/ € 177! kan vi finna v/ € 1971\ E med |z; — y;| <
A=) 5—92  d, och far da for godtyckliga a,b € I

‘U’<a7 Z/) o U(b, Z/)’ < |U(CL7 Z/) o u(a, y/)’ + |u<b7 Z/) o u(b7 y/)| + ‘u<a7 y/) o U(b, y/)|
< 20Vd — 1A7YED 4 Ay,
Vi viljer A sa att AV~ An = 2C+\/d — 1 och far
lu(a, 2') — u(b, 2')| < 2(2CVd — 1)14=D/dpl/d,

Pa samma satt kan vi uppskatta oscillationen i andra koordinatriktningar, vilket bevisar
(2.10.11). O

Med hjalp av Sats 2.10.7 kan vi bevisa en utvidgning av sats 1.4.2:
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SATS 2.10.9. Ldt Oy och Oy vara éppna mangder i R? och lat ® : O; — O, vara lokalt
Lipschitz kontinuerlig, alltsa

[®(z) = (y)| < Ckle—yl, zyekK,
dir K dr en godtycklig kompakt delmdngd av Oy. Da gdller

(2.10.12) /‘Ing/u@@»M%@@ﬂm,uGCM@LuzO
®(K) K

BEVIS. Sitt |z| = maxj<j<q|z;| dd z € R% och 1t I5, = {z € R, |z —y| < §} day € R?
och § > 0. For tillréickligt sma virden av ¢ ir K; = {z € R% |z — y| < J for ndgot y € K} en
kompakt delmangd av Oy, och

/ u(x)dr < // u(z) da dy/(26)°.
q?(K) yGK(g,IEGCP(](;’y)

Integralen i hogerledet gar namligen Gver en kompakt, alltsd métbar méngd, och om x = ®(z)
dir z € K sa har vi z € I, alltsa x € ®(Is,) da |z — y| < 0. Enligt Fubinis sats har vi alltsa

(2.10.13) LWM@M?L%@@’ﬂ@:/mIﬂ@MWW“'

Om M é&r en Lipschitzkonstant for ® i Kys sa har vi den likformiga begransningen |Fjs(y)| <
M?max u. I varje punkt y € K dér ® ér differentiabel, alltsa niistan éverallt enligt sats 2.10.8,
sa foljer av lemma 1.4.1 och medelviirdessatsen att Fs(y) — u(®(y))|det ®'(y)|. Da 6 — 0
foljer nu (2.10.12) av (2.10.13) pa grund av Lebesgues majorantsats. O

Sats 2.10.9 ger en utvidgning av sats 2.7.1:

SATS 2.10.10. Lat Oy och Oy vara éppna delmingder av R och lat ® : O — O, vara en
bijektion sidan att ® och @' dr lokalt Lischitzkontinuerliga. Dé gdiller uw € L'(O3) om och
endast om (®*f)| det ®'| € L' (Oy), och dé gdller (2.7.1).

BEVIS. Av sats 2.10.9 far vi
(2.10.14) / udr §/ (®*u)| det ®'| dz, w € I1(0,),
O2 O1

for om 0 < w; € Cp(O,) vixer mot u sa géller (2.10.14) med u ersatt av u; och vénsterledet
viixer mot [~ udx da j — oo. Speciellt har vi

/ dx < | det ®'| dz.
02 01

Om E C O; ar en nollmdngd som tillhor en kompakt delméngd av O; sa kan vi vilja en
avtagande foljd av relativt kompakta 6ppna delméngder Of av O; som innehéaller E och vars
matt gar mot 0. Da far vi

m*(®(E)) §/ dx §/_|det<1>'|dx—>0,
®(07) 01

sié ®(FE) #r en nollmingd. Darav foljer att ocksd ®~' avbildar en nollméingd i O, pa en
nollméngd i O;. Vi kan nu inse att (2.10.14) géller for alla v > 01 L>(O3) som &r noll utanfor
en kompakt delméngd: Vi kan vilja en avtagande f6ljd u; € I1(O;) med u < u; < supu och
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stod i en fix kompakt delméngd av O, sa att f* ujdr — [udz. Detta medfor att u; | U dér
U > u med likhet utom i en nollméngd E. Av

/ u;de < / (®*u;)| det @| dx
02 Ol
foljer da 7 — oo att

/udx:/ deg/ (@*U)]detq)’]dx:/ (®*u)| det D'| dx
foX o) o) o)

dér den sista likheten foljer av att ®*U = ®*u utom i nollméingden ®~'F. Nu ar u € L>(O)
ekvivalent med u(®)| det ®’'| € L>(0O;) da u har kompakt stéd i Oy, sa det foljer som i beviset
for sats 1.4.4 att det géller likhet i (2.10.14) for sadana w.

Nu éir varje u € L'(Os) med u > 0 grinsvirde av en viixande 6ljd u; € L=(0Oz) som alla
har kompakt stod, t.ex. u; = min(u, j) i en kompakt méngd K; T Og och u; =01 Oy \ K;.

Eftersom
/ u; de = / (®*u;)| det @'| dx
02 Ol

/ udr = / (®*u)| det @' du,
02 01

vilket fullbordar beviset. O

sa foljer da j — oo att






KAPITEL 3

Radon-Stieltjesintegralen

3.1. Definition av ett positivt matt

Redan i avsnitt 2.1 papekades att utvidgningen av Riemannintegralen till Lebesgueinte-
gralen bara beror pa ett fatal egenskaper hos Riemannintegralen av kontinuerliga funktioner.
Lat allmént f — u(f) vara en avbildning fran Cj till de reella talen sadan att

(3.1.1) wlaf +bg) = au(f) +bu(g) om a,b € Roch f, g€ Cp.
(3.1.2) u(f)>0om feCy.

Hérav foljer
(3.1.3) w(fn) = 0o0om CFf > f, 0.

For 1at f € CJ vara lika med 1 dir f; # 0. Om M, dr maximum av f, s& vet vi enligt
lemma 1.2.2 att M,, — 0 da n — oo, och eftersom f,, < M, f far vi 0 < u(f,) < Mu(f) — 0
da n — oo.

D& f € It kan vi som i kapitel II definiera 6verintegralen med avseende pa pu

w(f) = sup pu(g)
f>g€Co

och bevisa samma pastaenden angaende Gverintegralen som tidigare. For allmant f > 0 sétter
vi

*

pr(f) = inf u(g).

[<gel*

Klassen L}L av funktioner som &r integrerbara med avseende pa p definieras nu som forut:
f € L), om till varje e > 0 finns g € Cy sa att p*(|f — g|) < ¢, integralen u(f) definieras
sedan da f € L}H och satserna om Lebesgueintegralen géller oférdndrade. Observera att p-
nollmingderna i hog grad beror pa valet av p, vilket gor att man far vara noggrann med den
precisa formuleringen av alla satser dar nollmédngder kommer in.

Man kallar en funktional u(f) med de angivna egenskaperna for ett positivt Radonmdtt.
Om vi ovan later Cy betyda Cy(Q2) diir Q dr en 6ppen delmiingd av RY sa far vi Radonmatt i
Q. For att inte tynga beteckningarna betraktar vi i fortsittningen oftast Radonmatt i R och
lamnar at ldsaren att dvertyga sig om att alla satser géller oférandrade for Radonmatt i €2. I
fortsdttningen skriver vi i allménhet matt i stillet for Radonmatt.

53



54 3. RADON-STIELTJESINTEGRALEN
3.2. Det 1-dimensionella fallet. Stieltjesintegralen

Lat 2 = («, §) vara ett &ppet, dndligt eller oindligt intervall i R, och 1at u vara ett positivt
Radonmatt i 2. Vi skall ge en mera konkret representation av p. Satt

Ho(y) 1 day>x,
Y= 0 day<u.

Vi har da H, € I*, och skillnaden H, — H,, med z; € Q ar alltsd p-métbar. Da dess
overintegral uppenbart dr dndlig tillhér den L}L. Det existerar en och sa nir som pa en konstant
endast en funktion ¢ sa att

(3.2.1) O(x2) — d(xq) = w(Hyy — Hyy); a1, 22 € S
For tag ett fixt xp € Q. Om ¢(zo) = C' maste vi ha
(322) ¢(.’B) = M(on - Hx) +C.

Omvint f6ljer genast av integralens additivitet att funktionen (3.2.2) uppfyller (3.2.1) {or varje
val av konstanten C'.

Positiviteten av g (villkoret (3.1.2) som ju overfores pa L)) visar att ¢ ar en vixande
funktion. Eftersom H,,(y) T H.(y) da h | 0 sa foljer ocksa att ¢ &r kontinuerlig till hoger.

Vi skall nu visa hur man kan rekonstuera mattet p med hjilp av funktionen ¢. Lat f vara
en funktion i Cy, gor en intervallindelning av {2 med delningspunkterna xj, och lat M} resp.
my vara maximum och minimum av f i intervallet [z, 25, 1]. Eftersom

> mi(Hy, — Hy,,,) < f <Y My(Hy, — H,,,,)

s ger monotoniteten hos p och definitionen (3.2.1)

(3.2.3) D mi(@larn) = dla) < u(f) <D Mi(d(ar) — dlay)).

Nu kan vi for en godtycklig vixande funktion ¢ i €2 liksom i avsnitt 1.1 inféra den 6vre och
undre Riemann-Stieltjesintegralen genom

[ £do =int 3" My(o(wr) - o)),
[ £do=sup > ma(o(an) — o)

Har dr f en begrinsad funktion som &r noll utanfor ett kompakt delintervall av (2. P4 samma
sétt som dir inses ocksd att for f € Cp ar [fdp = [fd¢ och att f— [ fdp &r ett positivt

matt om [ fd¢ definieras som detta gemensamma virde. Om speciellt ¢ erhallits genom
(3.2.1) med utgangspunkt fran ett givet matt p sa dr enligt (3.2.3)

u(f) = / fdo, feCol).

Det aterstar for oss att utreda nér tva olika vixande funktioner ¢ och v definierar samma
matt, dvs. nér

/fdgb:/fcw for alla f € Cj.
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Lat x; < x5 och tag en foljd av funktioner f, € Cy med 0 < f, < 1 som &r 1 i intervallet
(1 — 1/n,x9 + 1/n) och noll utanfor intervallet (x; — 2/n, xs + 2/n). Vi far da

Bz + 1/n) — $las — 1/n) < / fudd < $(xs +2/n) — d(z1 — 2/n),

och om vi later n — oo foljer eftersom gransvirdena av de yttre leden blir lika att

d(az +0) — d(a — 0) = 1im/fn dg = hm/fn dip = (3 + 0) — (a1 - 0).

Alltsa ar
d(x2 4+ 0) — (a2 +0) = (g —0) —(zy —0) =C

dar C' ar en konstant. For varje x € () giller alltsa
6z +0) — ¥z +0) = 6(z — 0) — (x — 0) = C.

Bortsett fran en additiv konstant ar alltsa v och v lika i alla kontinuitetspunkter. Om bade ¢
och v &r kontinuerliga till hoger blir ¢ — ¢» = C' 6verallt. Vi har ddrmed bevisat:

SATS 3.2.1 (F. Riesz). Varje positivt matt u i (o, B) dr en Stieltjesintegral med avseende pé
en vazande fuktion ¢. Denna funktion dr entydigt bestimd av p om man krdiver att den skall
vara kontinuerlig till héger och foreskriver dess vdrde i en punkt.

OVNING. Visa att en vixande funktion har hégst upprikneligt manga diskontinuitetspunk-
ter. (Ledning: Visa att om e > 0 sa finns pa varje kompakt delintervall bara ett #ndligt antal
punkter dir funktionen har ett sprang > ¢.)

Det ér alltsa endast i uppriakneligt manga punkter som man kan dndra definitionen av en
vixande funktion utan att motsvarande Stieltjesintegral dndras.

Eftersom allménna Radonmatt dr en naturlig generalisering av Stieltjesintegraler skriver
man #ven 1 fallet av flera variabler ofta [ fdu i stéllet for u(f).

3.3. Allminna Radonmétt och deras uppdelning i positiva och negativa delar

Om p dr ett positivt Radonmatt sa géller att u(f,) — 0 om funktionerna f,, € Cy gar mot
0 likformigt och &r noll utanfér en fix kompakt méngd K. For vi kan finna en funktion f € Cf
saatt f=11K.O0m M, =sup|f,| har vi =M, f < f, < M, f, alltsda —M,u(f) < p(fn) <
M, u(f), och eftersom M, — 0 da n — oo far vi att u(f,) — 0. Med anledning hirav kan vi
utvidga mattbegreppet pa foljande satt:

DEFINITION 3.3.1. En reellvird funktional u(f) definierad for f € Cj kallas ett Radonmdtt
om

(3.3.1) wlaf +bg) = au(f) +bu(g), da a,b € Roch f,g € Cy,

och dessutom p(f,) — 0 da n — oo for varje f6ljd f,, € Cp som é&r lika med 0 utanfor en fix
kompakt mangd och gar likformigt mot 0.

Inférandet av allménna Radonmatt gor det mojligt att definiera godtyckliga linedrkombi-
nationer av matt: Om p och v d&r Radonmatt och a,b € R sa definieras ett matt ap + bv
genom

(ap+bv)(f) = ap(f) +ov(f), [ € Cy.
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DEFINITION 3.3.2. Om p och v ar Radonmatt sa skriver man py < v om v — u ar ett
positivt Radonmatt, dvs. om

u(f) <v(f), fedy.
SATS 3.3.3. Varje Radonmdtt u kan skrivas p = pu* — p= ddar pt och p~ dr positiva mdtt
och uppdelningen dr minimal © den meningen att for varje uppdelning jv = py — p2 med p1; > 0,
j=1,2, gdller att puy > p* och py > .

Av den sista egenskapen foljer genast att u* och p~ ar entydigt bestdmda.

BEVIS. Notera forst att da man skall konstruera ett positivt Radonmatt v sa racker det att
definiera v(f) da f > 0 sa att (3.1.1) och (3.1.2) géller (med p ersatt av v) for funktioner i Cy
och skaldrer > 0. For da varje funktion i Cy kan skrivas som differensen mellan tva funktioner
i Cf kan man sedan pa entydigt siitt utvidga definitionen av v(f) till allméinna f sa att (3.1.1)
och (3.1.2) géller.

Antag nu att vi har en uppdelning p = gty — po med p; > 0. Om 0 < g < foch f,g € C
sa far vi da p(g) < pi(g) < pi(f). Alltsa ar

pi(f) > sup p(g) =p*(f); feCy, geCy.

0<g<f

Vi skall nu visa att funktionalen " (f) som definieras av denna ekvation verkligen uppfyller
(3.1.1) och (3.1.2). Det &r trivialt att u*(f) > 0 och att

(o + o) > ut(f) +ut(fo) da fi, fo € CF

For att bevisa den motsatta olikheten tar vi ett g € Cf med g < f + fo. Séitt g; = min(g, f1)
och go = g — g1. Det ér klart att g1, go € C; och att g; < fi. Vidare har vi

g2 = g —min(g, f1) = g + max(—g, —f1) = max(0,g — f1) < fo.
Alltsa far vi
1(g) = p(gr) + plgz) < ' (f1) + 1 (f2)
for varje g € Cf med g < fi + fo. Detta medfor att

P (fr+ o) S pt () + et (f2).
Alltsa dr pu™ additiv pa Cy . D4 homogeniteten ir sjilvklar foljer att pu dr ett positivt matt.
Nu sétter vi

= (f) =t (f) = u(f) = sup p(g—f)= sup —u(h), feCy,

0<g<f 0<h<f
alltsd u~ = (—p)*. Da dr u~ ocksa ett positivt matt, vi har 4 = pt —p~, och att uppdelningen
ar minimal foljer av bevisets forsta del. O

Man kallar put och p~ for positiva respektive negativa delen av mattet p, och med absolut-
beloppet av ;1 menas mattet

= p" 4+
OVNING. Visa att for f € Cf ar

lul(f) = sup u(g), g € Co.
lg|<f

Visa ocksé triangelolikheten [p + v| < |u| + |v] och att p* = 2(Ju| £ p).
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Bildningen av u™ och = &r helt analog med att ta fT = max(f,0) och f~ = max(—f,0)
for en funktion f, som vi ofta gjort tidigare. Att det &r mer &n en analogi skall vi se i ett
senare avsnitt. Analogt med en formel fér maximum av tva funktioner bildar vi nu:

DEFINITION 3.3.4. Om p och v &r matt sa sitter vi
max(p,v) = 3(p+v+|p—v|)
min(p, v) = 5(u+v - |p—vl|).

Speciellt har vi naturligtvis u= = max(u,0) och u~ = max(—pu,0). For att motivera
definitionen noterar vi forst att t.ex.

max(,v) >, max(u,v) > v,
for vi kan skriva
max(p,v) —p = 3(|p—vl+v—p)=¥—-p"
A andra sidan foljer av olikheterna ¢ > p och ¢ > v att ¢ > max(u,v). For om vi skriver
pu=o0—p ochv=c—vsadry >0,v >0, och eftersom |/ — /| </ + v/ far vi att
o —max(,v) = 3+ — o = V]) 2 0.
Vi har darmed bevisat:

SATS 3.3.5. max(u,v) dr det minsta av alla matt o med o > p och o > v, och min(p, v)
ar det storsta av alla matt o med o < p och o < v.

SATS 3.3.6. For varje matt p kan man finna komplementira mdngder E* och E~ (dvs.
CE+ = E~) sd att ET dr en nollmdngd fér p= och E~ ér en nollmingd for u*. Man kan vilja
E~ och ET sd att de ar mdtbara med avseende pd varje positivt mdtt.

BEvis. Tag en kontinuerlig funktion f med [ fdu* < oo sa att f > 0 6verallt. Eftersom

f €I har vi
/fdu+ = sup /gdu'
f>geCyt

Vilj en svit g, € Cf med g, < f s att

p(gn) = pr(f) —27"
Detta kan ocksa skrivas
(" (f) = 1 (gn)) + 17 (gn) <277

Alltsa dr var och en av de positiva termerna i vinstra sidan hogst 27", Sitt g = lim g,,.
Eftersom g, € Cj sa dr g métbar med avseende pa varje positivt matt, och vi har 0 < g < f.
Da vidare g < gy + gny1 + ... for varje N far vi att u=(g) < 2=V for varje N, varfor g ir en
nollfunktion med avseende pa p~. Eftersom put(f —g,) < 2™ — 0 och lim(f —¢g,) = f — ¢
sa foljer vidare av Fatous lemma att u*(f —g) = 0.

Sitt nu BT = {x;g9(x) > 0}, E- = CE* = {2;g(x) = 0}. Eftersom p~(g) = 0 sa &r ET en
nollméngd f6r p~. Da vidare f —g = f > 01 E~ och f — g ar en nollfunktion med avseende
pa pt, si foljer att £~ ar en nollméngd for p. Detta fullbordar beviset. O

SATS 3.3.7. Om p och v dr tva Radonmdatt sa dr foljande villkor ekvivalenta:
1) min(|ul, [v]) = 0.
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2) Det existerar tva komplementdra mdngder E* och EY som dr nollmdngder for |v|
respektive |p|.

BEVIS. Det ricker givetvis att anta att p och v ar positiva matt. Antag forst att min(u, v) =
0, alltsa att | — v| = p+ v. Sétt o = p — v. Da &r o™ = p och o~ = v, varfor 2) foljer av
sats 3.3.6. Antag nu i stillet att villkoret 2) ar uppfyllt och lat o = min(y, v). Eftersom o < p
och EY dr en nollméngd for p sa dr E¥ ocksa en nollméngd for o. Eftersom o < v dr E* ocksa
en nollméngd for o, varfor hela rummet ar en nollméngd for o som alltsa ar noll. U

DEFINITION 3.3.8. Man séger att pu och v ar frimmande om nagot av de ekvivalenta
villkoren i sats 3.3.7 adr uppfyllt.

I klassisk terminologi sdger man att det ena ar singuldrt med avseende pa det andra, men
denna terminologi uttrycker inte att relationen dr symmetrisk.

3.4. Det 1-dimensionella fallet

For att beskriva det allmédnna Radonmattet med en Stieltjesintegral liksom vi beskrivit
det positiva Radonmattet i avsnitt 3.2 behdver vi ett nytt begrepp:

DEFINITION 3.4.1. En funktion definierad i intervallet (o, 5) C R séges vara av (lokalt)
begrinsad variation om for varje kompakt delintervall [a,b] finns en konstant V' s& att om
a=1x1 <Xy <---<x, =>0giller

n—1

Z [p(xr) — P(zp41)] < V.

1
Den minsta begrénsningen V' kallas totalvariationen for ¢ i [a, b].
SATS 3.4.2. Varje funktion ¢ av begrinsad variation kan skrivas i formen ¢ = ¢ — ¢~ med

vizande ¢+ och ¢~. Omudnt dr varje sadan differens en funktion av begrinsad variation. Om
¢ dr kontinuerlig till hoger kan man vilja ¢+ och ¢~ sd att de blir kontinuerliga till héger.

BEVIS. Det ricker att arbeta i intervallet [a,b]. Om r dr ett reellt tal sdtter vi som vanligt
r* = max(r,0) och r~— = max(—r,0). Antag att ¢(a) = 0 och sétt for = € [a, b]

() = sup 3 (Dlennn) — D))
b(z) = sup 3 ($(er) — b)),

O(x) =sup ¥ _[¢(zp1) — d(zn)],

déar supremum tas 6ver alla dndliga sviter a = 1 < 29 < --- < x,, = x. Pa grund av villkoret
i definition 3.4.1 &r alla tre suprema andliga, och de vixer uppenbarligen med x. Fér x = a ar
de 0. Det ar ocksa klart att om ¢ ar skillnaden mellan tva vixande funktioner som ar noll i
a s maste dessa vara > ¢T resp. > ¢~ . Det giller nu att visa att ¢ = ¢+ — ¢, och vi skall
samtidigt visa att ® = ¢T + ¢~



3.5. MATT MED BASEN g 59

For varje r € R géller att » =™ — 7~ och |r| =T + 7. Vi far alltsa
n—1 n—1
o(x) = d(a) + Y (d(rrn) — dxr))” = > _(Sars1) — dlax))™
1 1
Hogerledet uppskattar vi med ¢ (z). Tar vi sedan supremum av vénstra sidan far vi darfor
o(x)—p(a)+¢ () < ¢ (x). Om vi & andra sidan borjar med att uppskatta vinstra sidan med
o(x)—¢(a)+¢~ (x) far vi motsatt olikhet. Eftersom ¢(a) = 0 har vi alltsa ¢(x) = ¢*(z)—¢~ ().
Beviset for att ® = ¢T+¢~ genomféres analogt om man observerar att summorna i definitionen
inte kan avta vid foérfinad indelning.

Da vi har sett att uppdelningen ¢ = ¢ — ¢~ dr minimal sa kan inte bade ¢ och ¢~ ha ett
sprang till hoger 1 ndgon punkt, for man kunde da fa en uppdelning med mindre ¢ och ¢~
genom att helt enkelt ta bort det minsta spranget fran bada. Om ¢ ar kontinuerlig till hoger
sé maste emellertid ¢ och ¢~ 6verallt ha samma sprang till hoger, varfor de dr kontinuerliga
till hoger. U

Stieltjesintegralen av en funktion f € Cj med avseende pa en funktion ¢ av begrinsad
variation definieras som da ¢ ar vixande: Man betraktar en intervallindelning med delnings-
punkter z; och sitter

(3.4.1) / f o) =tim S F(6) (@) — 6(w1)).

Hér &r & en punkt i [xy, x4 1] och indelningens finhet gar mot noll. Att gransvirdet existerar
foljer av att ¢ ar skillnaden mellan tva vixande funktioner for vilka vi tidigare bevisat att det
existerar. (Ett direkt bevis fas ocksa latt om man konstaterar att en Riemann-Stieltjessumma
(3.4.1) blir hogst totalvariationen av ¢ ganger storsta funktionsvérdet av |f|.) Enligt sats 3.4.2
ar nu varje allmén Stieltjesintegral skillnaden mellan tva Stieltjesintegraler med avseende pa
vixande funktioner och omvént. Det allménna Radonmattet i 1 dimension kan alltsa identi-
fieras med Stieltjesintegralen med avseende pa en funktion av begrinsad variation.

OVNING. Visa att om funktionen ¢ av begrinsad variation definierar mattet ; sa definierar
de funktioner ¢, ¢~ och ® som infordes i beviset for sats 3.4.2 matten u*, u~ och |u|.

3.5. Matt med basen u

Om p ar ett positivt matt s kan vi liksom i avsnitt 2.5 definiera att en funktion g &r lokalt
p-integrerbar om g ar p-integrerbar pa varje kompakt mangd eller, ekvivalent, om fg € L,lj
for varje f € Cy.

DEFINITION 3.5.1. Om p &r ett positivt matt och g dr lokalt u-integrerbar sa betecknar
man mattet

v(f) =u(fg) = /fgdﬂ, f e Co,

med gu och kallar det for produkten av p med funktionen g. Varje sadant matt kallas ett madtt
med basen [

Detta ar Bourbakis terminologi. Den klassiska termen ar att v ar absolut kontinuerligt med
avseende pd . (Jamfor sats 3.6.5.)
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For att visa definitionens beréttigande observerar vi att om f = 0 utanfér den kompakta
méngden K sa ar

v(f)] < sup /K 19l dp.

varfor kontinuitetskravet pa ett matt ar uppfyllt. Lineariteten ar trivial.

SATS 3.5.2. Lat g > 0 wvara lokalt p-integrerbar. Da gdller att f € L;M om och endast om
fg € L}L (vi satter 0- 00 =0), och vi har dd

(g)(f) = pu(fg).

Vi bevisar forst en hjélpsats.

LEMMA 3.5.3. Om g > 0 dr lokalt p-integrerbar sa gdaller for varje f >0

(3.5.1) (g)*(f) = w*(fg).

BEVIS. (3.5.1) giller enligt definitionen av gy om f € Cf. Om f, 1 f och (3.5.1) giller
for alla f, sa foljer av sats 2.2.2 att (3.5.1) ocksa giller for gransvirdet f. (Observera att
definitionen fg = 0 om f = oo och g = 0 tvingas pa oss hér.) Detta visar genast att (3.5.1)
giller da f € I'". Eftersom det finns en {6ljd h,, € C som viixer mot +oo, alltsa Ty, f 1 f,
ser vi ocksi att det ricker att bevisa (3.5.1) da f dr majorerad av en funktion ur C; .

Om f ar en godtycklig funktion > 0 och f < F € I si far vi

1w (fg) < pw(Fg) = (gp)"(F),
vilket medfor

(3.5.2) 1 (fg) < (gn)"(f)-

For att fa en olikhet 1 motsatt riktning tar vi en godtycklig funktion H € I™ med H > fg.
Sétt F=H/gdag#0och F=00dag=0.Daér f < F och gF < H. Vidare & F métbar
med avseende pa p. Om vi redan visste att (3.5.1) géller for y-métbara funktioner f s& skulle
vi fa

(gu)"(f) < (gu)*(F) = p*(gF) < p*(H),
vilket ger en olikhet motsatt mot (3.5.2) om vi tar undre grinsen med avseende pa H.

Det aterstar alltsa bara att bevisa (3.5.1) da f ar p-métbar och 0 < f < h € Cy. Enligt
sats 2.4.6 kan vi da finna en foljd f, € I sa att f, | f utom i en p-nollmingd, och vi kan
naturligtvis anta att f, < h for alla n. Detta ger

(g1)"(f) < (gr)"(fn) = 1™ (gfn) — 1(9f)
enligt Lebesgues majorantsats, ty L}L Sgfn < ghc€ L}L. Denna olikhet dr motsatt mot (3.5.2)
och bevisar darfor (3.5.1). O

BEVIS. Bevis for sats 3.5.2Av (3.5.1) foljer speciellt att en méngd E &r nollméngd med
avseende pa gu om och endast om g = 0 ndstan overallt i &/ med avseende pa p. Enligt sats 2.6.6
ar en mingd E darfor matbar med avseende pa gu om och endast om E N {z;g(x) # 0} &r
méatbar med avseende pa p. Alltsa dr f matbar med avseende pa gu om och endast om

funktionen
oy {7 dag@) 0
0 0  dag(z)=0,
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ar u-matbar, alltsd om och endast om fg dr py-métbar. Sats 3.5.2 foljer nu av lemma 3.5.3 och
sats 2.5.2. 0

Langre fram beho6ver vi ocksa foljande enkla resultat:

SATS 3.5.4. Om p och v dr positiva matt sa dr L, N L, = L, ., och

ptv

(3.5.3) (u+v)(f) = pu(f) +v(f), f€Ly,
Bevis. For varje f > 0 géller

(3.5.4) (4 v)"(f) = w () +v*(f),

for detta ér definitionen av u + v om f € Cf och foljer dirav for f € IT. Utvidgningen till
allmént f lamnas som 6vning. Speciellt ar alltsa en mingd nollmingd med avseende pa p+ v
om och endast om den &r nollméngd med avseende pa bade p och v. Med hjélp av sats 2.6.6
far vi hérav att en funktion dr (u + v)-métbar om och endast om den &dr bade p-métbar och
v-mitbar. Pa grund av (3.5.4) och sats 2.5.2 foljer nu att L), = L, N L}, och likheten (3.5.3)
foljer av att den giller nir f € Cj. O

Vi skall nu utreda hur operationerna som definierats i avsnitt 3.3 utfors pa matt med basen
W, dar p ar ett positivt matt.

SATS 3.5.5. Om g ar lokalt p-integrerbar s ar (gu)* = g u, (gu)~ = g~ p och |gu| = |g|p.

BEVIS. Satt gt = vy och g~ = vy och infor
E* ={z;9(x) 20}, E~ ={x:9(x) <0}

Dessa méngder ar komplementéira och det foljer av sats 3.5.2 att Et &r nollmangd for v, och
att £~ dr nollméngd for v1. Enligt sats 3.3.7 ar darfor min(vy, 1) = 0, alltsa |v; —1s| = vy +1s.
Detta betyder att (v; — )" = 14 och att (14 — 12)” = ,. Eftersom vy — 15 = gu fullbordar
detta beviset. l

SATS 3.5.6. Mattet gu dr noll om och endast om |g| ar en p-nollfunktion.

BEVIS. Att detta &r tillrickligt dr klart. Antag nu att gu = 0. Da ér ocksa |g|pu = |gu| = 0.
Alltsa dr 1 integrerbar med integralen 0 med avseende pa |g|u, varfor enligt sats 3.5.2 ocksé
|g| 4r integrerbar med avseende pa p med integralen 0. Detta bevisar satsen. O

SATS 3.5.7. Om 0 < g, T g och alla g, dar lokalt p-integrerbara, g,pu < v for ndagot matt v
och alla n, sa foljer att g dr lokalt p-integrerbar.

BEvVis. Lat 0 < f € Cy. Da véxer fg, mot fg och u(fg,) = (g.00)(f) < v(f). Alltsa &r fg
i L), vilket bevisar satsen. O
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3.6. Lebesgues uppdelning, Lebesgue-Radon-Nikodyms sats

Vi skall forst bevisa foljande sats av Lebesgue:

SATS 3.6.1. Lat p vara ett positivt matt. Varje matt v kan da pa ett och endast ett sdtt
skrivas 1 formen
v=gu+v
dar g ar lokalt p-integrerbar och V' dr frimmande for p. Om v dr positiv sq dr ocksd gu och
V' positiva.

Bevis. Entydigheten foljer om vi visar att gu + v/ = 0 medfor att gu och v/ &r noll. Nu
vet vi enligt sats 3.3.7 att det finns tva komplementidra mangder E; och E, sa att £ ar en
nollméngd for /| och Fy dr en nollméngd for . Da dr Ey ockséa en nollméangd for |g|u = |v/],
varfor hela rummet &r en |2/|-nollméngd. Alltsa ar v/ = 0, vilket bevisar entydigheten.

I beviset for existensen ricker det att betrakta positiva matt . Vi behdver nagra hjilpsat-
ser. 0

LEMMA 3.6.2. Om p och v dr positiva matt sa finns bland alla matt med basen p som dr
< v ett som dr mazimalt.

BEvis. Tag en funktion f som ar kontinuerlig och positiv 6verallt sa att f dr v-integrerbar.
Lat M = sup,(gu)(f) da g &r lokalt p-integrerbar och 0 < gu < v. Vi skall visa att denna
ovre grians antas. Tag ndmligen en f6ljd g, sa att 0 < g,u < v och (g,u)(f) — M. Enligt
satserna 3.3.5 och 3.5.5 kan vi utbyta f6ljden mot foljden max(gy,...,g,) sd vi kan anta att
foljden vixer. Enligt sats 3.5.7 dr gransvirdet g = lim g,, en lokalt p-integrerbar funktion, och
da M = (gu)(f) = (gnp)(f) = M foljer att (gu)(f) = M.

Lat nu h vara en godtycklig lokalt p-integrerbar funktion sadan att hy < v. Vi skall visa
att hy < gu. Satt h = max(h, §). Aterigen enligt satserna 3.3.5 och 3.5.5 har vi

hpw = (max(h, §))p = max(hy, gp) < v.

Nu har vi enligt definitionen av M

() (f) < (hp)(f) < M = (gu)(f),

alltsa p((h — §)f) = 0. Eftersom (h—§) > 0 och f > 0 6verallt far vi att h — § &r en
p-nollfunktion, alltsa hy < hu = gu. Detta bevisar lemmat. U

Maximalegenskapen hos g = ¢ kan ocksa uttryckas sa: Om vi skriver v = gu + v/ sa ar
v/ > 0, och om ett positivt matt med basen p &r < 1/ sa maste det vara noll. For att visa
sats 3.6.1 aterstar det att visa att v/ ar fraimmande for p.

LEMMA 3.6.3. Lat 0 < v < pu och antag att v # 0. Da existerar ett positivt matt # 0 med
basen p som dr < v.

BEVIS. Vi kan vélja ett tal ¢ > 0 sa att v —tu inte &r < 0, f6r annars vore v < tyu for varje
t > 0 vilket medfor att v < 0, alltsd v = 0. Bilda for ett sadant ¢ de tva matten (v — tu)*
och (v — tu)~ och en uppdelning av rummet i komplementdra méngder ET och E~ enligt
sats 3.3.6. Detta bor innebéra att i ndgon mening v > tu pa ET, si vi infor karakteristiska
funktionen y for Et och pastar att
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a) txyp < v;

b) txu #0
vilket kommer att bevisa lemmat. Sats 3.3.6 innebdr med vara nuvarande beteckningar att
(3.6.1) X(v—tn)” =0, (L-x)(v—tu)" =0

Pastaendet a) foljer nu om vi i identiteten

(v —=tp)" — (v —tp)” =v—tu
multiplicerar med Y, vilket enligt (3.6.1) ger

0 < x(v—tu)t =xv—txu<v—txu

For att visa b) observerar vi att enligt forutsattningen ar p > v, varfor (3.6.1) ger

xp > xv > x(v—tp)" = (v —tp)* #0.
0

LEMMA 3.6.4. Ldt p och v vara positiva matt. Om min(u,v) # 0, alltsé om p och v inte
ar frimmande, sa existerar ett positivt matt # 0 med basen p som dr < v.

BEVIS. Sétt vy = min(u,v). Da ér 0 # vy < pu, varfor vi kan tillaimpa foregaende lemma
med v ersatt av 1. Lemmat foljer eftersom varje matt < v ocksa ar < v. O

SLUT PA BEVISET FOR SATS 3.6.1. Vi har redan efter lemma 3.6.2 konstaterat att ett
positivt matt v kan skrivas v = gu+1v/' didr g > 0 och v/ > 0 och /' ej majorerar nagot positivt
matt med basen p. Men enligt lemma 3.6.4 medfor det att min(v/, u) = 0, alltsa att p och v/
ar frimmande. Detta fullbordar beviset. O

SATS 3.6.5 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Ldt o och v vara tvd positiva matt. Da ar foljande
villkor ekvivalenta:

a) v dr ett matt med basen fu.
b) Varje u-nollmangd dr ocksd en v-nollmdingd.

BEVIS. Att a) medfor b) foljer av sats 3.5.2. For att bevisa att b) medfor a) tar vi Lebes-
gueuppdelningen av v,
v=gu+v
dar ¢/ ar frimmande for p. Varje v-nollméngd dr da ocksa en v/-nollméngd, fér v/ < v. Nu
betyder villkoret att g och v/ &r fraimmande att det finns en uppdelning av rummet i tva
komplementéra delar varav den ena &r en v’-nollméngd och den andra &r en p-nollméingd,

alltsd ocksd en /-nollméngd om b) giller. Hela rummet &r alltsd en /-nollméngd, vilket
bevisar att v/ = 0. O

FOLIDSATS 3.6.6. Om 0 < v < pu sa dr v ett matt med basen p. Vi har v = gu med
0<g<1

BEevIs. Det forsta pastaendet foljer av sats 3.6.5. Om v = gu har vi (1 — g)u > 0. Alltsa
ar (1 — g)~ en p-nollfunktion, dvs. ¢ < 1 n.6. med avseende pa p. O

Observera att foljdsats 3.6.6 forbattrar lemma 3.6.3.
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OVNING 1. Visa att om p och v dr tva godtyckliga positiva matt sa kan man finna ett
positivt matt A sa att bada har basen \. Utvidga eventuellt resultatet till upprakneligt manga
givna positiva matt.

OVNING 2. Anviind évning 1 fér att visa hur man kan definiera t.ex. (ur)2 och (12 +12)2
for godtyckliga positiva matt p och v. (Detta kan anvindas for att definiera baglangden av en
rektifierbar kurva, dvs. en kurva R 3 ¢ — z(t) € R? dir alla koordinater z;(¢) ir funktioner
av begréinsad variation. Med do = (37 (dx;)?)z &r [ ¢(t)do(t) integralen av en funktion ¢ pa
kurvan med avseende pa baglangden.)

I den klassiska Lebesgueuppdelningen gér man en vidare uppdelning av mattet v/ i sats 3.6.1
i en “diskontinuerlig” och en “kontinuerlig” del. I Bourbakis terminologi blir detta f6ljande:

DEFINITION 3.6.7. Ett matt v kallas diffust om varje punkt (och alltsi varje uppriknelig
méngd) dr en nollméngd for |v|. Ett matt v kallas atomdrt om det finns en uppriknelig méngd
vars komplement &r en nollméingd for |v/|.

Det ar klart att ett diffust och ett atoméart matt alltid ar frammande.

SATS 3.6.8. Ett godtyckligt matt p kan pa ett och endast ett sdtt skrivas i formen p = i+ o
med py diffust och ps atomdrt.

Bevis. Entydigheten foljer genast av att de tvad komponenterna maste vara frammande.
(Jamfor med beviset for entydigheten i sats 3.6.1.) For att visa existensen kan vi anta att
i > 0. Mangden av de punkter ¢ for vilka p({t}) # 0 ar uppriknelig, for om £ > 0 kan pa
varje kompakt méngd bara finnas #ndligt manga ¢ med u({t}) > . Numrera dessa punkter i
en svit t,, och sitt for f € Cf

wo(f) = 3 n({ta 1) ().

Serien &r konvergent eftersom delsummorna &r < p(f), och det dr klart att serien definierar
ett matt. Satter vi p1 = p — po sd ar py > 0 och varje punkt dr en nollmingd for py, for de
punkter som &r nollméngder f6r u dr a fortiori nollméngder fér uq, och punkterna ¢, &r ocksa
nollméingder enligt konstruktionen. Detta bevisar att p; ar diffust. O

Kombination av sats 3.6.1 och sats 3.6.8 ger foljande resultat:

SATS 3.6.9. Lat p vara ett positivt diffust matt. Varje matt v kan da pa ett och endast ett
satt skrivas i formen
v=gu+ Ay
dar g dr lokalt p-integrerbar, v' dr diffust och frammande for p och v" dr atomdart (och alltsd
frimmande for ).

3.7. Kontinuerliga lineédra funktionaler pa L}

Med en kontinuerlig linedr funktional pa LI menas en kontinuerlig lineér funktion
Li > f—0(f) eR.
Lineariteten betyder att
0(af +bg) =ab(f) +b0(9); abeR, f,ge Ly
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och kontinuiteten ar ekvivalent med att det finns en konstant C' sa att

0N < Cllfllp,  f € L

Hér &r || f||, normen i L. Att detta medfor kontinuitet ir uppenbart, och vi limnar som &vning
att visa att kontinuitet i origo enbart medfér denna olikhet. Den minsta mdojliga konstanten
C kallas normen av den linedra funktionalen 6.

SATS 3.7.1. Om 6 dr en kontinuerlig linedr funktional pd L, 1 < p < oo, sd existerar en
funktion g € LY, dir 1/p+1/q =1, sd att

(3.7.1) 0(f) = /fgd,u, f el

Normen av 0 dr lika med ||g||,-

Att hogra sidan av (3.7.1) &r en linedr funktional pa L? med normen ||g|, & Holders olikhet
och dess omvindning som vi visat i sats 2.9.2 da p dr Lebesguemattet. Beviset dr ofordndrat
for ett allmént positivt p.

BEVIS. Bevis for satsenOm tva kontinuerliga linedra funktionaler pa LI Gverensstimmer
for alla f € Cp sa dr de identiska eftersom varje f € L enligt sats 2.9.4 kan approximeras
godtyckligt nédra i LF norm med funktioner i Cy. Det ricker alltsa att visa att man kan finna
g sa att (3.7.1) géller da f € Cy. Vi betraktar darfor restriktionen av 6 till Cyy och kallar den
for v. Eftersom

(O < Cllfllp, | € Co,
sa ar v ett Radonmatt: om en svit f, € Cy dr noll utanfér en fix kompakt méngd och gar
likformigt mot noll sa &r det klart att || f,||, — 0, alltsa v(f,,) — 0. Av definitionen f6r v+ och
v~ far vi ocksa

vi(f) < Cllfllp, v () < Clfllp, feC.

Av symmetriskil ricker det att diskutera vt i fortsdttningen. Vi har

[rar<c( [ ra)” =0

for detta dr sant da f € Cy, alltsd da f € I och dérfor for varje f > 0. Varje py-nollmingd
ar darfor en vT-nollmingd sa det foljer av sats 3.6.5 att v = g™ for ndgot g+ som &r lokalt
p-integrerbart. Den sista delen av beviset for sats 2.9.2 visar nu att ¢g* € L1, Alltsa kan 0
skrivas i formen (3.7.1) med g € L%, och sats 2.9.2 ger ocksa att normen &r lika med ||g[|,. O

Observera att satsen inte dr sann da p = oo.

3.8. Lebesgues uppdelning i det klassiska fallet

Vi skall hér studera sats 3.6.1 ndrmare da p dr Lebesguemattet. Lat alltsa v vara ett
godtyckligt matt och betrakta uppdelningen

v=gp+v

dar v/ ar fraimmande for Lebesguemattet p. Vi skall nu anknyta denna uppdelning till deriva-
tionen av multipelintegralen som studerades i avsnitt 2.10.
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SATS 3.8.1. For ndstan alla x gdller att
r)= lim St / dv,
o) = i ()™ [
dir S betecknar klot som innehdaller punkten x.
BEVIS. For den del av v som har basen p kiinner vi redan detta resultat fran sats 2.10.1. Det

giller darfor bara att bevisa att “derivatan” av ett singuldrt matt (= matt som ar frimmande
for Lebesguemattet) existerar och &r lika med 0 n.6.. Vi kan anta att v > 0.

Observera forst att om v ar ett godtyckligt positivt matt och vi definierar

v(x) = sup (m(S))_l/SdV

zeS
sa kan sats 2.10.2 utvidgas till

p({x; o(x) > s}) < 3% (1), s> 0.

Beviset kraver ingen fordandring. Antag nu att v och p ar fraimmande. Da existerar en uppdel-
ning av R? i tva komplementira mingder £, och Fy si att

,LL(El) == 0, V(EQ) =0.

Om O é&r en 6ppen méngd innehallande Ey med v(0) < oo sa sitter vi vp = xov. Eftersom
v(E5) = 0 kan man vilja O sa att vo(1) = v(O) ar godtyckligt litet. Nu har vi

p({z;vo(x) > s}) < 3% wo(1).
Om M, betecknar mangden av de x for vilka

lim (#(S))l/sdl/>5

n(S)—0,zes

sa &r M, N Ey innehallen i O, och vp(z) > s i denna méngd. Eftersom E; &r en p-nollméngd
har vi alltsa

Wt (M) = (M, 1 B) < i ({s po(@) > s}) < 35~ wo(1).
Da O kan véljas sa att vpo(1) ar godtyckligt litet maste M, vara en p-nollméngd for varje
s > 0. Detta bevisar sats 3.8.1. U

I det 1-dimensionella fallet ger sats 3.8.1 speciellt (se sats 2.10.5:

SATS 3.8.2. Om ¢ dr en funktion av begrinsad variation sa eristerar dess derivata ¢'(x)
ndstan overallt och dr en lokalt integrerbar funktion med avseende pa Lebesguemidttet.

OVNING. Visa att for néistan alla z giller for varje reellt tal a

lm  (u(S))"! / \dv — ady) = |g(z) — al.

u(S)—0,zes

Observera speciellt fallet a = g(x).

OVNING. Lat h € L* vara noll utanfér en kompakt méngd. Sétt h.(z) = e~ ?h(z/e), € > 0.
Visa att

lir%/hg(x —y)dv(y) = g(z) / h(y) dy for nédstan alla x.
e—

Héar har v och g samma betydelse som i sats 3.8.1.
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OVNING. Visa direkt genom att generalisera beviset for sats 2.10.5 att

g(x) = lim /L(S)l/dl/

n(S)—0,zes

existerar nistan Overallt. Detta ger da p dr Lebesguemattet en alternativ hérledning av
sats 3.6.1.

3.9. Diverse utvidgningar

Vi har hir uteslutande behandlat integration av reellvirda funktioner. Utvidgningen till
integration av funktioner med virden i ett Banachrum vallar emellertid inga svarigheter. Man
definierar forst [ f du da f tillhér méngden Co(R?, B) av kontinuerliga funktioner med kom-
pakt stod som har virden i B genom att anvinda Riemannsummor och den likformiga konti-
nuiteten hos f. Dérefter kan L' definieras som rummet av alla funktioner f med virden i B
sadana att for varje ¢ > 0 finns en funktion g € Cyp(R", B) med

/ I = gllp dpe < =.

Det dr ocksa litt att se att vi inte har anviint nagra egenskaper hos R? utom att R &r
ett lokalt kompakt topologiskt rum (dvs. varje punkt har en kompakt omgivning) med en
uppriknelig bas for 6ppna méingder (dvs. det finns uppriikneligt manga Sppna méngder sé
att varje 6ppen méngd dr foreningsméngden av en delfoljd av dem). Man kan i sjélva verket
ocksa helt bortse fran topologins roll i sammanhanget. Lat alltsa E vara en méngd och Cj
en linedr méingd av reellvirda funktioner pa F sadan att f € Cy medfor |f| € Cy. Da ligger
ocksa max(f,g) och min(f,g) i Cy om f,g € Cy. Lat nu p vara en positiv linedrform pa Cy
som uppfyller villkoret (3.1.3). Om man definierar I som méngden av alla gréansvirden av
vixande sviter ur Cj si kan man utan visentliga forindringar upprepa definitionen av L',
métbarhet osv. Framstéllningen blir snarast kortare genom att man inte behdver intressera
sig for att karakterisera funktionerna i I™.

Den nu skisserade situationen férekommer naturligt i sannolikhetsldran. Dir dr Cy pa ett
eller annat sitt givet av axiomsystemet, eventuellt som alla dndliga linedrkombinationer av
karakteristiska funktioner fér mangder som upptriader i detta.






KAPITEL 4

En kort historik

4.1. De antika forebilderna

Beridkning av area och volym av geometriska objekt har sysselsatt matematikerna sedan
antiken. Redan babylonierna kunde berédkna arean av rektanglar och trianglar, och grekerna
visste hur man med passare och linjal kan konstruera en kvadrat med samma area som en
given polygon. Det togs darvid for givet att begreppen area och volym ar vildefinierade med
foljande egenskaper (Euklides elementa bok I):

Storheter som &r lika med samma storhet dr ocksa lika med varandra.
Om lika stora laggs till lika stora blir summorna lika stora.

Om lika stora tas bort fran lika stora blir resterna lika stora.

Det hela ar storre &n sina delar.

Dessa axiom gor det ocksa mojligt att bestimma arean av en mera komplicerad figur med
uttomningsmetoden, dvs. genom att uppskatta den nedat (resp. uppat) med arean av en
inskriven (resp. omskriven) polygon. For enhetscirkelns area m erholl exempelvis Archimedes
genom att betrakta reguljira 3 - 2¥ horningar uppskattningen

10 10

(Med k = 28 beridknade arabiska matematiker 17 korrekta decimaler pa 1400-talet; se [Aa,
sid. 125].) Storre vikt lade Archimedes vid sin upptéckt att arean av ett parabelsegment &r
4/3 ganger arean av den triangel som bildas av den begrinsande kordan och tangeringspunk-
ten for den parallella tangenten. Anakronistiskt kan hans metod beskrivas sa att vi viljer
ett koordinatsystem dir parabeln definieras av y = ax? och later kordans dndpunkter vara
(zj,ax3), j = 1,2. Da dr lutningen a(z; + x3) lika med tangentens lutning i (z,az?) dir z =
(21 4 12)/2, och de tre punkterna bildar en triangel med arean T = a|z; — z5|?/8. Aterstoden
av segmentet bestar av tva parabelsegment som definieras av kordorna mellan (z;, aa:?) och
(z,az?) for j = 1,2, och sammanlagda arean av motsvarande trianglar ir 2a|(z, —z2)/2[?/8 =
T/4. Om man fortsitter att inskriva trianglar i de nya Overskjutande parabelsegment som
bildas sa far man efter n steg en inskriven polygon med arean

TA+1/d+ - +1/4"H=T(1-4™)/(1 -4 = 4T/3 dan — oo,

och man kan finna omskrivna polygoner med samma griinsvirde. Annu viktigare ansag Archi-
medes sitt resultat att volymen (och arean) av ett klot &r 2/3 av volymen (resp. arean) av en
omskriven cirkuldr cylinder, ett resultat som enligt hans Onskan hoggs in pa gravstenen med
en beskrivande figur.

69
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4.2. Fran Cavalieri till Riemann

Galileis elev Cavalieri (1598-1647) tog upp problemet att generalisera Archimedes resultat
om parabelsegmentets area genom att berdkna arean av

{(z,y) eR*0< 2 <1,0<y <a*}

da k ar ett heltal > 2. Genom att approximera uppat och nedat med rektanglar med horn i
punkterna kv /n, dir 0 < v < n, kunde han uppskatta arean uppat och nedat med

n 1 /u\k n—1 1 /u\k
;n<n> resp. ;n<n> '
Med alltmera arbete kunde han berdkna summan da k < 9, for den &r ett polynom i n av
grad k + 1 delat med n*1 och han fann grinsviirdet 1/(k + 1), helt i andan av den klassiska
uttomningsmetoden. Svarigheten att klara av ett allmént k& eliminerades av Fermat (1601—
1665) som observerade att summationerna blev enkla om man valde delningspunkterna i en
geometrisk serie i stéllet. (Se [T, kapitel II].)
Cavalieri uttalade ocksa tva allmédnna principer: Om f och g ar icke negativa funktioner i
[a,b] sa &r arean av
{(z.y) eER*a <2 <b0<y< flz)+9(y)}

lika med summan av areorna av
{(z,y) eR}a <2 <b,0<y< f(x)} och{(x,y) e R*a <z <b0<y<g(r)},

vidare multipliceras arean av {(z,y) € R*a <z <b,0 <y < f(2)} med c om f multipliceras
med c. Detta motiveras med att arean dr en summa av alla vertikala skidrningar mellan z = a
och z = b, ett mycket suspekt resonemang vilket latt inses om man forsoker tillaimpa det pa en
cirkelskiva betraktad som “summan” av sina radier. Fordubbling av radien medfor att arean
multipliceras med fyra och inte med tva. Men Cavalieri visste sikert vad han gjorde och han
hade den klassiska uttomningsmetoden i bakhuvudet.

Utvecklingen av differential- och integralkalkylen ledde till systematiskt studium av den

bestdmda integralen
b
| rtayas,

med Leibniz’ beteckning for arean av {(x,tf(z)) € R*a <z < b,0 <t < 1}, riikknad med
tecknet av f. Cavalieris principer innebdr da att integralen beror linedrt pa f. Integralbegrep-
pet knots till differentialkalkylen genom de fundamentala relationerna

(4.2.1) % /x f)dt = f(z),

(12.2) | rwa =10 o)

Att integralen var vildefinierad som en area ifragasattes knappast under pionjirtiden. Man
hade dock tagit ett langt steg utover vad Archimedes uppnatt genom att i formuleringen som
integral kunna kiinna igen likartade problem och anvéinda (4.2.2) med en stor arsenal av explicit
kinda primitiva funktioner f. Som papekas i [W, sid. 225] innebar Archimedes berdkning av
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parabelsegmentets area och berdkningen av klotets volym i sjidlva verket tva evalueringar av
samma integral pa sa olika vigar att det star klart att Archimedes inte insett sambandet.

Cauchy anses vara den forste som preciserade integralbegreppet och frigjorde det fran
férutsattningen att det a priori finns en vildefinierad area att stddja sig pa. Han bevisade att
om f dr kontinuerlig i [a,b] C R sa har

n

(4.2.3) > (@i — i) f(wia)

i=1

ett grinsvirde fabfda: dda =2y <1 <+ <z, = 0boch max(x; — ;1) — 0. Beviset
anvinder implicit att f &r likformigt kontinuerlig (vilket forst langt senare bevisades av Heine):
Om |f(z) — f(y)| < e da |z —y| <6 sa skiljer sig tva summor av formen (4.2.3) med hogst
e(b— a) om lingden av motsvarande delintervall &r hogst §/2, sa Cauchys konvergensprincip
visar att grinsvardet existerar. Fallet av en vixande funktion ar &nnu enklare att behandla
med den klassiska uttémningsmetoden. Arean maste da ligga mellan
Z(ZEZ _xi—l) IZ 1 och Z — Ti— 1 )
i=1
Differensen ar
> (@i — i) (f(a) = f(@im))
i=1

< max(z; — T-1) Z(f(%) — f(wi—1)) = max(x; — 2;-1)(f(b) — f(a))

varav latt foljer att summorna konvergerar mot samma gransvirde da max(z; — x;_1) — 0.
Observera att har behover man inte ens anta att f dr kontinuerlig. Argumentet fungerar ocksa
for funktioner med #ndligt manga maxima och minima, och Dirichlet (1805-1859) visade for
sadana funktioner i [0, 27] att Fourierserien konvergerar for varje x, med summan 1(f(z +
0) + f(x — 0)). Funktionsklassen har emellertid stora brister, den &r inte additiv och inte

multiplikativ.

Da Riemann (1826-1866) i en avhandling |R] fér erhallande av docentur 1854 ater tog upp
framstéllningen av en funktion som en trigonometrisk serie

f(x) = a0 + Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

dgnade han ett par sidor at att precisera integralbegreppet, som behdvs redan fér att skriva
ner Fouriers formler for koefficienterna

(4.2.4) / F(x) cos(nz) dx / F(@) sin(nz) da

For en funktion f definierad i [a,b] C R betraktar han en intervallindelning som i (4.2.3),
infor summan

S= 6f(&), & =a;— x5, 70 <& <y,
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och fastslar att fab f(z) dz skall vara grinsvirdet av S da max d; — 0 om detta existerar obero-
ende av valet av x; och &;, men i annat fall saknar integralen mening. (Senare mjukar han upp
detta genom att tillata dndligt manga undantagspunkter y, féorutsatt att integralen existerar
over [a,b] med intervall kring varje y, bortaget och att denna integral har ett grinsvirde da
undantagsintervallens lingd gar mot noll.)

Eftersom ¢; far valjas godtyckligt sa ar kravet tydligen att

Zm supf och Zm mff, I; = [xj_1,2,],

skall ha samma grinsvirde da indelningens finhet gar mot 0, vilket enligt Darboux’ sats &r
ekvivalent med definitionen av Riemannintegralen i avsnitt 1.1. Riemann fortsatte med att
konstatera att villkoret &r ekvivalent med att

j{:7n, oscy, f =0, oscr f = sup(f(x)— f(y))

z,yel

da indelningens finhet gar mot noll. Detta medfor att for varje fixt o > 0 sa maste summan
av matten av de intervall dir oscillationen av f &r minst o ga mot noll. Om vi definierar
oscillationen av f i en punkt x som gransvirdet av oscillationen i intervallet [x — 4§, z+ 0] N[a, ]
da 0 — 0 sa medfor det att Jordanmattet av méngden E, av punkter dér oscillationen dr > o
ar lika med 0. Omvént ar det en l&tt 6vning att inse att detta ocksa ar ett tillrickligt villkor.
Det édr ekvivalent med villkoret i sats 2.6.9, for méngden E, av diskontinuiteter ar U°FE) ;,
vilket ar en Lebesguenollmingd om FE, har Jordanmatt, alltsa Lebesguematt, noll for alla
o > 0. Omvint, om FEj ar en Lebesguenollmingd sa dr E, en sluten Lebesguenollméngd, sa
Jordanmattet dr noll enligt en 6vning efter sats 2.3.5. (Detta visar ocksa att Riemanns villkor
ar ekvivalent med att varje sluten delmingd av Ej har Jordanmattet noll. Detta villkor, som
har férdelen att bara bero pa Ej och inte alls pa oscillationens storlek, upptéicktes av Vitali
1903 och W. H. Young 1904 vid tiden fér Lebesgueintegralens genombrott men oberoende av
denna; se [H, sid. 146-149|. Bevisa detta som 6vning utan anvindning av Lebesguemattet!)

Riemann gav ett exempel pa en integrerbar funktion som &r diskontinuerlig for alla ratio-
nella punkter med jimn ndmnare,

2) = Z g(nz

Summan konvergerar likformigt vilket medfor kontinuitet i alla punkter dér termerna &r kon-
tinuerliga. Diskontinuitet intraffar om 2nx = p dar p ar ett udda heltal, och om n och p ar
relativt prima far man da

) v da—3<zr—n<3nelZ
xTr) =
0 daz—3eZ

l\'.)l’—‘

Fa+0) = f(a) = f(o) = fle = 0) = =5 3 o =

v=0

1 oo
___21: B 16n2'
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4.3. Lebesgues foregangare

Riemanns avhandling [R] publicerades forst 1867, efter hans déd, och det dréjde &nnu
langre innan den blev allmént kénd. Efterhand blev den emellertid dominerande, och fram-
stillningen i lirobdckerna nirmade sig i huvudsak den som givits hir. Over- och underinte-
graler infordes av flera forfattare pa 1870-talet, och den nuvarande beteckningen inférdes av
Volterra 1881. Utvidgningen till funktioner av flera variabler ledde bland annat till inférandet
av Jordanmitbarhet pa 1890-talet i samband med att resultaten om upprepad integration i
avsnitt 1.3 utkristalliserades.

Under senare delen av 1800-talet utvecklades ocksa méangdlaran, i stor utstrackning moti-
verad av studiet av integral och matt. Konstruktioner i linje med Cantormangden i avsnitt 1.1
(som hade manga foregangare) visade pa brister hos Riemannintegralen, exempelvis néir det
giller den allménna giltigheten av (4.2.2). Det foljer genast av medelvirdessatsen att (4.2.2)
géller om f’ existerar i varje punkt och dr Riemannintegrerbar. Daremot visade Volterra (1860—
1940) redan 1881 som student i Pisa att f’ kan existera i varje punkt och vara begriansad men
inte Riemannintegrerbar. Hans exempel utgér fran en sluten méngd F C [0, 1] som saknar inre
punkter men har positivt yttre Jordanmatt. (Se 6vning 5.) Komplementet [0, 1] \ F bestar da
av upprékneligt manga disjunkta ppna intervall (a, ). En funktion f definieras sa att f =0
i ' och i ett av dessa intervall (a, 3)

fla+t)=t*sin(1/t) da0<t<y

dar v &r det storsta tal < (8 — «)/2 dédr derivatan blir 0, alltsa tan(1/t) = 2/t. Dérefter
fortsitts f till hela intervallet sa att f(a+1t) = f(f—t) da 0 <t < [ —a och f &r konstant
ila+7,8—79]. Omx € F sablir |f(z)— fy)] < (x—y)?daye[0,1]sa f'(x) =0da. T
(e, B) ar f kontinuerligt deriverbar med derivatan < (8 — «) + 1 < 2, och oscillationen ar 2
i &ndpunkterna. Alltsa existerar f'(z) for varje z, |f'(x)| < 2 och oscillationen dr minst lika
med 2 i varje punkt i F', sa f’ ar inte Riemannintegrerbar.

Redan Fouriers formler fér Fourierkoefficienterna stéller fragan om man alltid kan integrera
en serie term for term, eller ekvivalent om man kan gora en grinsévergang under integralteck-
net. Arzela [A]| bevisade 1885 att

/ lim f,dr = lim [ f,dx
I n—oo n—oo I

forutsatt att funktionerna f, alla d&r Riemannintegrerbara i I, att det finns en konstant M sa
att | f,| < M for alla n, och att lim f,(x) existerar dverallt och dr Riemannintegrerbar. Satsen
ateruppticktes visentligen av Osgood O] néistan 15 ar senare och kallas ofta for Osgoods
sats. (Se sats 1.2.4.) Svagheten i den &r att Riemannintegrerbarheten av grinsvérdet inte &r
en konsekvens av de andra antagandena och dr svar att verifiera for en f6ljd om vilken man
inte vet mycket mer &n att den konvergerar i varje punkt.

Den omedelbare foregangaren till Lebesgue var E. Borel (1871-1956) som kom till integ-
rationsteorin via ett problem i analytisk funktionsteori. Om I' ir en enkel C? kurva i det
komplexa talplanet C, exempelvis en cirkel, och (a,)$° dr en tat punktfoljd pa I' sa &r

o o] An
f@)=)
1 n
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dir A, > 0 och > [° A, < oo, en analytisk funktion i det inre och i det yttre av I'. Det &r
latt att inse att (z — a,)f(z) = A, om z — a, inom ett slutet vinkelfilt som inte innehéaller
tangentriktningen i a,. Detta medfor att funktionen f(z) i det inre (resp. yttre) av I inte i
nagon punkt kan fortsittas éver randen. Borel visade emellertid 1892 att om > /A, < oo sa
finns dnda ett nara samband mellan funktionen i det yttre och i det inre. Det finns namligen
en tit punktmingd F C T siddan att restriktionen av f till varje C! kurva som korsar T’
transversellt 1 £ dr kontinuerlig. Detta foljer om > A, /|z — a,| < oo da z € E. For att
visa att det finns en sddan mingd FE tog Borel for litet ¢ > 0 bort fran I' ett intervall I,
med baglingd ev/A, symmetriskt kring a, och konstaterade att A,/|z — a,| < CV/A,/e
da z € I'\ I,. Serien &r dérfor likformigt konvergent pa E. = I' \ Ul,, och summan av
baglingderna av intervallen I,, ar hogst € ) VA,. For att visa att E = UE, &r tit pa I visade
Borel att om J, dr en foljd av dppna intervall C [a,b] C R och > m(J,) < b—a sd dr
la, b] \ UJ,, inte tom. Detta visas litt genom successiv intervallhalvering. Nar man har tillgang
till Lebesgueintegralen sa &r pastaendet sjilvklart. (Visa som 6vning med hjélp av évning 18
att under Borels forutsittningar finns £ C I sa att ' \ £ 4r en nollméngd och restriktionen
av f till varje kurva som korsar I" transversellt i E iri C'.)

Att en uppriknelig mingd, exempelvis de rationella talen, kan Gvertickas med upprik-
neligt manga 6ppna intervall I; med ) m(I;) godtyckligt liten hade tidigare observerats av
flera matematiker. Den nya insikten var att varje mangd med den egenskapen har ett stort
komplement och att egenskapen drvs av upprikneliga foreningsméangder.

1898 var Borel redo att dra vittgaende slutsatser av sina erfarenheter. For en éppen del-
méngd av R definierade han mattet som ) m(/;) dér I; &r dess komponenter, som alla &r
Oppna intervall. Han deklarerade sedan att for de delméngder av R som man kan erhalla med
utgangspunkt fran 6ppna méangder genom att upprepa operationerna att ta uppréiknelig for-
eningsmingd och komplement, alltsa ocksa ta uppriakneliga snitt, kan man entydigt definiera
ett matt sa att

(4.3.1) m( O Ej) = i m(E;)

om E; dr disjunkta méngder i denna klass (som nu kallas ). Man séger att mattet dr fullstandigt
additivt. Detaljerade bevis for att detta dr mojligt gavs dock inte.

4.4. Lebesgue och hans samtida

Det var Lebesgue (1875-1941) som 1902 i sin doktorsavhandling [L1] lade en fast grund
for integrationsteorin pa R. Med utgangspunkt fran Borels definition av mattet av en 6ppen
méngd definierade han det yttre mattet m*(E) av en godtycklig méngd £ C R som inf m(O)
taget over Oppna méangder O D E. En nollméngd, dvs. en méngd med yttre mattet noll, ar da
innehallen i en Borelméngd med mattet noll (men dr inte n6dvéindigtvis en Borelméngd). De
métbara mangderna blir de som skiljer sig fran en Borelméngd enbart med en nollméngd (se
sats 2.6.6). En reellvird funktion f pa R kallas métbar om {x; f(x) > a} &r méatbar for varje
a € R, och for en icke negativ métbar funktion definieras integralen som

lim » em({a; f(x) > ke})
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da gransvirdet ar dndligt. (Det existerar alltid men kan vara oéndligt.) Med hjilp av den full-
stindiga additiviteten kunde Lebesgue bevisa den fundamentala majorantsatsen. Han visade
ocksa satsen om upprepad integration i den svagare formen att den inre integralen skulle tas
som en Overintegral savida inte integranden dr Borelmétbar. Denna skonhetsflick eliminerades
av Fubini som bevisade att om E #r en nollmingd i R? x R sa ér {y € R% (z,y) € E} en
nollmingd i R for niistan alla z € RY.

I en bok [L2] publicerad 1904 kunde Lebesgue komplettera teorin med studiet av derivatan
med avseende pa Ovre grinsen av integralen av en funktion i L!'(R). Han visade alltsa att
(4.2.1) géller for nistan alla x da f € L'. Vidare visade han att (4.2.2) géller for en funktion f
av begrénsad variation precis da f dr absolutkontinuerlig, dvs. > | f(b;) — f(a;)| — 0 da [a;, b;]
ar disjunkta intervall vars sammanlagda matt gar mot 0. (Se Definition 3.5.1 och sats 3.6.5
och for derivationssatsen ocksa avsnitten 2.10 och 3.8. Vi har dir anvint mycket enklare bevis
som hirstammar fran Hardy och Littlewood [HL|.) Motsvarande sats for flera variabler kom
nagra ar senare.

Tillampningarna och ytterligare utvidgningar kom i snabb f6ljd. Den harmoniska analysen
och den analytiska funktionsteorin tog ett sprang framat tack vare det nya integralbegrep-
pet. Riesz-Fischers sats (satsERNA 2.4.10 och 2.9.5) kombinerad med karakteriseringen av
de kontinuerliga lineirformerna pa LP (sats 3.7.1) gjorde det mdjligt att utveckla den ab-
strakta funktionalanalysen med tillimpning pa konkreta problem inom analysen. Sedan F.
Riesz (1880-1956) bevisat i |Rz|, att de kontinuerliga linedra funktionalerna pa rummet av
kontinuerliga funktioner pa ett kompakt intervall C R kan identifieras med de integraler som
1894 definierats av Stieltjes (1856-1894) (se sats 3.2.1), drgjde det inte linge innan Radon
(1887-1956) ar 1913 formulerade en motsvarighet for funktioner av flera variabler och en
utvidgning av Lebesgues teori till den situationen. I enlighet med den efter Lebesgue domi-
nerande traditionen utgick Radon fran en formulering baserad pa matt av méngder och inte
linedra funktionaler pa de kontinuerliga funktionerna som i kapitel III. Vi har dér liksom i
kapitel II f6ljt en linje som gar tillbaka till ett arbete av W. H. Young 1911, och bland annat
fullféljts av Bourbaki. Den intresserade ldsaren hénvisas till historiken i |B| och till [H] for
ytterligare historisk bakgrund och flera referenser.
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Appendix

Som bekant dr rummet R? pa vilket vi bedriver var integrationsteori ett vektorrum &ver
de reella talen R, och varje lineir avbildning pa R? &r av formen x — Az diir A &r en reell
d x d matris och z uppfattas som en d x 1 matris.

D& x € R? menar vi med ||z| alltid den euklidiska normen, dvs.
loll = (@3 -+ a2 oma = (1, 70)

Vi paminner om att en delmiingd O av R? kallas dppen om varje z € O #r medelpunkt for
nagot klot innehallet i O dvs. om {y; ||y — z|| < d} C O for nagot 6 > 0. Det foljer genast att
godtyckliga unioner och dndliga snitt av 6ppna méangder &r 6ppna. Unionen M° av alla 6ppna
méangder innehallna i en given méngd M &r alltsa 6ppen. Denna storsta 6ppna delmangd av
M kallas det inre av M. Observera att x € M° om och endast om z dr medelpunkt for nagot
oppet klot innehallet i M.

Om O é&r en 6ppen delmingd av R sa d&r O = Ul déir [ dr en 6ljd (eventuellt dndlig)
av disjunkta Oppna intervall vars &ndpunkter inte tillhor O. For varje z € O ar ndmligen
a = inf{y; (y,z) C O} och f = sup{y;(z,y) C O} antingen oéndliga eller ocksa punkter
som inte tillhér O. Intervallet («, 5) ar da det storsta Oppna intervall C O som innehéaller
x. Olika maximala 6ppna intervall C O maste vara disjunkta och deras foreningsméngd ar
lika med O. Om 71, 7ry,... dr en upprakning av de rationella talen som tillhér O sa far vi en
uppriakning av de maximala intervallen genom att stryka de rationella tal som ligger i samma
maximalintervall som nagot av de tidigare. Detta bevisar pastaendet.

En mingd F kallas sluten om dess komplement CF = R?\ F #r 6ppet. Godtyckliga snitt
och dndliga unioner av slutna méngder dr slutna. Den minsta slutna mingd som omfattar
en given mingd M, dvs. snittet av alla slutna méangder som omfattar M, kallas slutna héljet
av M och betecknas med M. Observera att x € M om och endast om varje oppet klot med
medelpunkt i x skiir M, alltsa att CM = (CM)°. Vidare kallas M NCM = OM for randen av
M. Den bestar alltsa av alla x sadana att varje oppet klot med medelpunkt = skir bade M
och dess komplement CM.

En sluten och begrinsad delmiingd av R kallas kompakt. Varje familj av 6ppna mingder
som ticker en kompakt mingd K har enligt Borel-Lebesgues lemma en éndlig delfamilj som
ocksa tacker K.

OVNING. Visa att a) F #r sluten om och endast om grinsvirdet av varje konvergent foljd
ur F ocksa tillhér F.  b) K &r kompakt om och endast om varje foljd ur K har en delfljd
som konvergerar mot en punkt i K.

For en kontinuerlig funktion f : R? — R definieras stddet (engelska eller franska support)
supp f som slutna héljet till mingden av alla z med f(x) # 0. Vi har alltsia att C(supp f) &r
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det inre av den méngd dar f(x) = 0. Da stodet alltid dr en sluten méngd ar supp f kompakt
om och endast om f(z) = 0 utanfor en begrédnsad méangd. Méngden av alla kontinuerliga
funktioner fran R? till R betecknas med C' = C(R?) = C(R%,R), och Cy = Cy(R?) bestar av
funktionerna i C' med kompakt stéd.

For godtyckliga funktioner definieras som vanligt nya funktioner
Ifl, fi+ f2y fife, max(fi,fa), min(fi,f2), Hm f,, sup fn, i%f fns

genom att anvinda dessa operationer i varje punkt, alltsa till exempel

(max (f1, o)) (@) = max(fy(z), fo(a)  och  (sup £,)(@) = sup fux).

for alla x € RY. Vi séitter f* = max (f,0) och f~ = max (—f£,0), och har da
f=1—=f fl=r+f.

Om F ér en delmiingd av R? sa definierar vi dess karakteristiska funktion xr genom

(z) = 1 omxekFE,
XE) =00 omzeCE=RI\E.

Det géller att
Xee =1 — XB:  XEjUB, = MaX (XE, XEy) = XE + XE: — XE X Bz

XE\NEy = min (XE17XE2> = XE1XE2y XE1AEy = |XE1 - XE2| = XE, T+ XE, — 2XE1XE2‘

Hér definieras den symmetriska differensen E1AEy som (Ey U Ey) \ (Ey N Ey), dvs. E1AE,
bestar av de punkter som tillhér endera av £, och F5 men inte bada.

OVNING. Visa att g dr kontinuerlig i punkten z da och endast di z ¢ OF.

For en foljd (a,,)5°, dir a, &r reella tal eller +00 eller —oo, skriver vi a,, T a (resp a, | a)
da n — oo om a,, vixer (resp. avtar) mot a da n — oo, dvs. om

an < apy1 (vesp. a, > a,qq) for alla n och nhg)lo a, = a.

Den minsta avtagande foljd som dr storre dn eller lika med en godtycklig given foljd (a,)$° &r
(SUPg>, ke, och vi sdtter

lim a, = lim (sup az) = inf(sup ay,).

n—oo n—oo k>n n k>n
Analogt sdtter vi

i an = 0 G o) = s> (] )

Det ar klart att

lim a, < lim a,
n—00 n—o0

med likhet om och endast om lim,, ., a, existerar, dndligt eller odndligt.

Om f: M — R ar en reellvird funktion pa en godtycklig méngd M sa betecknar vi med
sup,, f och infy, f supremum resp. infimum av virdeméngden f(M). Har séitter vi sup,, f =
+00 (resp. infy; f = —00) om f ej dr uppat (resp. nedat) begrinsad. Det dr klart att

inf f = —sx[p(—f)
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och att
sup(f +¢g) < sup f +supg.
M M M
Tar vi M = {k;k > n} sa far vi d4 n — oo om (a,,) och (b,) dr nedat begrénsade talfoljder
lim (a, +b,) < lim a, + lim b,.
n—00 n—00 n—00
Av f<g+|f—g|loch g < f+|f—g|far vi ocksd om f och g ar uppat begrinsade att
|sup f —supg| < sup|f —g].
M M M

Detta ger om M = {1,2} att
| max (a1, az) — max (by, by)| < max (Ja; — by, |az — ba|).
For en icke-tom delmiingd M av R? definieras avstandet fran z € R% till M genom

d(z, M) = inf [lz —y|| = = sup(=[lz — y|)).
yeM yeM

Observera att d(x, M) = 0 om och endast om x € M. Vidare #r z ~ d(x, M) likformigt
kontinuerlig (t.o.m. Lipschitzkontinuerlig) ty

|d(z1, M) — d(z2, M)| < SHAI;\ — s — yll + llze — yll| < o1 — 2|
ye

OVNING. Antag att F' # () #r en sluten delmingd av den 6ppna mingden O ; R?. Visa
att funktionen 1w CO
o) = 82D
(z,F) +d(x,00)
ar kontinuerlig, att 0 < f < 1 och att f(x) = 1 (resp. f(z) = 0) om och endast om =z € F
(resp. € CO). (Visa eventuellt att |f(x + h) — f(x)| < ||h]|/(d(x, F) +d(z,00)).) Visa ocksa
att om I ar kompakt sa finns f € Cy med 0 < f < 1 sa att suppf C O och f =11ien
omgivning av F.

z € RY,







OVNINGAR MED ANVISNINGAR OCH SVAR

Avsnitt 1.1 och 1.2
1. Lat ¢(z) = 1om 2z —n € [0,3) och ¢(z) =0 om z — n € [,1) for nagot heltal n, och
lat a,, vara en foljd av reella tal med > {7 |a,| < co. Visa att serien f(z) = > 7" anp(2"2),
konvergerar, att f 4r Riemannintegrerbar pa varje intervall, och att for varje heltal p > 0

(iai)p < /01 f(x)? dx Sﬁ(iai)p.

2. Visa a) att om K,(z) = (14 cosaz)" = (L + 5(e™ +e ™))" sa ér I, = [ Kn(x)de >
272 /(ey/n), n=1,2,...; b)att om f &r en kontinuerlig funktion pa R med perioden 27 sa
konvergerar

Py(z) = / " fa— 9)Koly) dy/1, = / " @)Kl — ) dy/1,

likformigt mot f(x) da n — oo; «¢) att P, ar ett trigonometriskt polynom av graden n, dvs.

n

P,(z) = Z Ccnp€™.

Utvidga till periodiska funktioner i R%!

3. Lat f vara en funktion i R? sidan att f(x +g) = f(z) om x € R% och g € Z9. Visa att om
f ar Riemannintegrerbar pa

I={reR%0<z;<1,j=1,...,d}

sa géller
17" T
lim —/ f(ta) dt = lim / f(ta)dt = /f(x) dx
T—oo T 0 T—)oo_o I
savida koordinaterna o, . .., aq av a € R? ér lineéirt oberoende éver de rationella talen, alltsa
riag + -+ +rgoqg = 0 med alla r; rationella medfor r = --- =ry = 0.

4. Visa att om f dr en kontinuerlig funktion i kuben I C R? sa finns en f6ljd av polynom P
med Py(z) — f(x) likformigt d& = € 1.

5. Fran det slutna intervallet [0, 1] avskéires i mitten ett 6ppet intervall av langden a;. Fran
vart och ett av de resterande slutna intervallen avskires i mitten ett 6ppet intervall vars lingd
ar as ganger det slutna delintervallets langd. Forfarandet fortsidttes och efter n steg fas en
sluten méngd F),. Visa att fér den slutna méngden F' = N{°F, ar inre Jordanmattet 0 och
yttre Jordanmattet [[7°(1 — ay).
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Avsnitt 1.3 och 1.4

6. Lat f vara en kontinuerligt deriverbar funktion i en &ppen mingd O C R¢ och antag att
K ={z € O;a < f(xr) < b} ar kompakt samt att f'(x) = (0f(x)/0xy,...,0f(x)/0xq) # 0 da
x € K. Visa att K ar Jordanmatbar.

7. Lat aq,...,aq vara positiva tal. For vilka A € R ar

d A
/r<w||<R<Z|xj|aj) e

1
begrinsad da r — 0 resp. da R — 00?

8. Visa att om g € Cy(R?) &r k ganger kontinuerligt deriverbar, sa dr
ge(z) :/g(x+€y)dy dir I ={y e R50<y; <1,j=1,...,d}
I

ocksd i Cy(R?) och k + 1 ganger kontinuerligt deriverbar. Visa att man i den forsta
ovningen pa sidan 4 kan lata g vara k ganger kontinuerligt deriverbar fér varje givet k.

9. Visa att om Cy dr mattet av enhetsklotet By = {z € R%; ||z|| < 1} sa giller

/ oz dz = dCd/ F () dr, o € Co(R).
RA 0

Visa ocksa att Cy = 2rCy_o/d, och berdkna dérav Cy for varje d.

10. Visa att om ¢ € Co(R%) och o(x) bara beror pa ||z]| = (3¢22)2 sa ir

175
/‘zj:%‘fj

dér C, ej beror av £ och ¢. Berékna Cs.

() dz = CyllE]l” / lelPo(z) de, € RY,

11. Lat f vara en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion i en omgivning av en kompakt
méngd K C R?, och sitt fu(z) = f(z) — (zh. Visa att matrisen (0 fy,/0x;0x1)],_, &r in-
verterbar i varje punkt i K dér 0f,/0x; = 0 for j = 1,...,d, utom da h tillhér en kompakt
mingd i R? med Jordanmatt noll.

Avsnitt 2.1 och 2.2

12. Lat f vara en kontinuerlig funktion pa R och definiera g(z) = f(x) da z &r irrationellt
eller 0, och g(p/q) = 1/q da p och q ar heltal utan gemensam delare och ¢ > 0. Vad &r villkoret
pa f for att g skall vara uppat halvkontinuerlig? Kan ¢ vara nedat halvkontinuerlig?

13. Lat f vara en godtycklig icke negativ funktion i R%. Visa att
F(z,r) = sup f(y)

lz—y|<r
ir en nedat halvkontinuerlig funktion i {(z,7);z € R%r > 0}, med virden i
[0, 4+00]. Visa ocksa att om f &r uppat begrinsad sa &ar lim, o F(z,7) den minsta uppat
halvkontinuerliga majoranten till f(z).
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14. Lat f och g vara icke negativa funktioner i R? och sitt
h(z) = sup (f(y) + g(x —y)).

yeR?

Visa att h ar nedat halvkontinuerlig om f eller g dr nedat halvkontinuerlig, att f och g ar
begridnsade om h # +o0o och att suph < 2inf h. Visa ocksa att om ¢ &r begrinsad och h ar
nedat halvkontinuerlig fér varje f > 0 sa dr g nedat halvkontinuerlig.

15. Visa att om f € I*T(R) sa giller

/fdx< hm— Z f(k/n).

n—oo 1
k=—n?

Avsnitt 2.3 och 2.4

16. Lat {a,}°, vara en {6ljd av reella tal sadan att det existerar en konstant K sa att inget
intervall av ldngden 1 innehaller flera &n K av talen a,. Visa att om f ar en reellviard funktion
pa R med [*|f]dx < oo si konvergerar Y 7° f(x + a,,) for niistan alla x € R.

17. Visa att om f € L'(R) och a,b € R med a+b > 1 och b > 0 s& konvergerar Y ;" n~*f(z+
n®) for nistan alla z.

18. Lat {a,}5° och {b,}{° vara reella talfljder med b, > 0 for alla n. Visa att

o0
an|x — a,|™
1

1/

konvergerar for néstan alla x € R om Y ° b/ < oo och a > 1.

19. Visa att om f € L'(R?) och a,b € R med a +db > 1 och b > 0 sd konvergerar
S n f(nx) for nistan alla x € R Ge ett exempel som visar att detta inte alltid ir sant
om a + db < 1. Nir konvergerar summan av termernas L' normer?

20. Visa att om f € L'(R?) sa foljer att

/€i<x,é>f(w) dr =0 da&—ooiR% hirér (x,&) = Z:UJSJ

21. Lat f € LY(R) och lat g vara en kontinuerlig funktion med perioden 7. Visa att

/f wx)dx%/f(x)dx/OTg(y)dy/T da w — 0o,

22. Lat f € L! och lat g, vara en likformigt begrinsad foljd av kontinuerliga funktioner med
perioden 7', och antag att g,(x) — g(x) néstan 6verallt. Visa att

/f gnnxdx—>/f dx/ () dy/T.
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23. Lat f € L'(R) och ¢ € Cj. Visa att

S / oz /e — k) f(x) d

konvergerar absolut da € # 0 och bestdm griansvirdet da ¢ — 0.
24. Lat f € LY(RY), 1at a',...,a* € RY, ¢p,...,c, € R, och by,.... b, € R\ {0}. Bestim

K
tliglo/‘gcjf(bjxjttaj) dz

da alla vektorerna a’/b; &r olika.
25. Lat f € LY(RY) och lat g € Cp(R?). Bestim grinsvirdet av

/fmc x)dr dan — +oo.

26. Lat f, vara en foljd av icke negativa integrerbara funktioner med [ f,, dz =1 for varje n
men f,(z) — 0 da n — oo for niistan alla z. Ar funktionen f = sup,, f, integrerbar?

27. Lat f, € LY(R?Y), n =1,2,..., och antag att [ |f,|dz ir en begrinsad f6ljd. Visa att om
fn(z) — f(x) niistan dverallt da n — oo sa foljer att f € LY(R?) och att

/|fn|dx—/|fn—f|dx—>/|f|dx da n — oo.

Visa ocksé att om g, € L' och |g,| < |f,] samt g,(z) — g(x) niistan overallt sa foljer att

g € L' och att
hm /|gn g|d9§—/|fn f|dx <0

28. Lat {f,}5° och {g,}3° vara foljder av funktioner i L'(R%). Antag att |f,| < g, for alla n,
att f(z) = lim, e fn(2) existerar for nistan alla x och att [ |g, — g|dz — 0 da n — oo, dér
g € L'(RY). Visa att f € L' och att [ |f, — fldz — 0 d& n — oo.

29. Bestdam da t > 0 gransvirdet av

/ et Cos* g /(1 4+ ne®)  da n — +oo.
0

Avsnitt 2.5 och 2.6

30. Lat f vara en funktion pa RY med viirden i R sadan att {x € R%; f(z) > g(z)} &r métbar
for varje g € Co(R?). Visa att f ir métbar.

31. Lat f vara en mitbar icke negativ funktion pa R%. Visa att f € L' om och endast om

(/min(f,gn)dx>/</gndx> 50 din— oo

for varje vixande foljd g, € L' med g, > 0 och g,(x) — oo for varje z.
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32. Vilka véirden kan mattet av randen for en 6ppen icke tom delméngd av (0,1) anta?

33. Lat E vara en delméingd av R sadan att for varje x € FE finns ett 0 > 0 sa att E innehaller
minst ett av intervallen (z — d,z) och (x,x 4 §). Visa att E dr métbar.

34. Vad ar mattet av mingden av alla reella tal i vilkas decimalbraksutveckling nagon siffra
bara forekommer dndligt manga ganger?

35. Lat E vara mingden av alla reella tal i vilkas decimalbraksutveckling varje siffertoljd
forekommer o#ndligt manga ganger. Visa att CE #r en nollmiingd.

36. Visa att talfoljden sin(10"z), n =1,2,... &r tét i (—1,1) for ndstan alla z.

37. Lat FEi, F,, ...vara delmingder av R? med Y °m*(E;) < oo. Visa att
{z;x € E; for odndligt manga j} &r en nollmangd.

38. Lat By, Es, ...vara mitbara delmingder av R? och beteckna med A; mingden av de
punkter som tillhor Ej, for precis j virden av k. Visa att A; dr métbar och att

> m(Ey) = ij(Aj)

om summan i vansterledet ar dndlig. Visa ocksa att midngden B; av punkter som tillhér £},
utom for precis 7 viarden av k dr métbar.

39. Lat E,, F,, ...vara mitbara delmingder av R?. Visa att miingden av punkter som tillhor
minst N konsekutiva mangder Fj dr matbar for varje positivt heltal N.

40. E #r en mitbar delméingd av (0,1) med m(E) > 1. Visa att man kan finna z,y € £ med
r+y=1

41. Lat F vara en delméngd av reella axeln. Visa att méingden av punkter z € R som &r
kongruenta modulo 1 med odndligt manga punkter ur £ dr métbar om F &r métbar och att
den dr en nollméngd om E har dndligt yttre matt. Visa att mingden av punkter x € R med
x +r € E for nagot rationellt tal r &r en nollméngd om E &r en nollméngd.

42. Lat f vara en reellvird funktion pa R sadan att E. = {x € R;|f(z)| > ¢} har adndligt
yttre matt for varje € > 0. Visa att f(x +n) — 0 da Z > n — oo, for néstan alla x € R.

43. For ett reellt tal a later vi E, vara mingden av alla v € R? sadana att

(g, 2)| = |11 + -+ + gaxal > ||g]|~*

for alla g = (g1, .., 9a4) med heltalskoordinater med hogst &ndligt manga undantag (som far
bero av x). Visa att CFE, ir en nollmingd om a > d — 1. Visa eventuellt ocksa att for varje
r € R &r
lim  lg[|*"*{g, 2)| < ||
Zd35g—00

om d > 1, dar C bara beror pa d.

44. f, ir en f6ljd av mitbara funktioner pa R? med viirden i R sadana att for varje € > 0

m({z € R% | fm(2) — fu(z)| > €}) = 0 da n och m — oco.
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Visa att det finns en delféljd f,, sadan att lim_, fy, () = f(x) existerar for néstan alla x,
och visa att for varje € > 0

m({zx € R% | fo(z) — f(2)] > e}) = 0 dian — oo

45. Visa att om serien » ;° a, sin na konvergerar absolut for alla = i en méngd med positivt
matt sa ar > | |a,| < oo.

46. Lat f1, fo,... vara icke negativa mitbara funktioner pa R?, och 1at ¢ vara en godtycklig
icke negativ funktion dér. Visa att med konventionen 0 - oo =0

/* (ifj(:c)g(x)) dx = i/* fi(x)g(x) da.

47. Lat fi, fo, ...vara reellvirda mitbara funktioner pa R? och lat F, C R, = € R%, vara

méngden av hopningspunkter till féljden f,(z). Visa att om A &r en sluten delméngd av R sa
ir {v € R F, C A} och {z € R% F, = A} miitbara méngder.
48. Lat fi, fa,... vara en foljd av mitbara reellviirda funktioner pa R%. Visa att mingden E

av alla z € R? sddana att f,(x) antar nagot viirde for oéindligt manga n ir métbar.

49. Lat f1, fo,... vara en foljd av mitbara reellviirda funktioner pa R%. Visa att mingden E
av r € R? sddana att f(z) = lim,, o fa(7) existerar, dndligt eller oéndligt, &r métbar och att
f dr mitbar om vi exempelvis definierar f(r) = 0 da = € CF.

50. Lat f vara en mitbar reellviird funktion pa RY. Visa att méingden E av lokala maximum-

punkter ar métbar.

51. Lat E; vara en f6ljd av integrerbara miingder C R? med m(E;) — 0. Visa att [, fdz — 0
J

om f € L*(R?). Visa ocksa att om E; avtar sa finns for varje positiv talfoljd a; — 0 en funktion
f e LYR?) med [, fdx > a;. For vilka positiva foljder a; finns en sadan funktion om alla
E; ar disjunkta?

52. Lat f vara en kontinuerlig funktion pa [0,1] C R och lat g vara en métbar funktion pa
0,1] med 0 < g(z) < 1. Visa att

1

lim [ flg(a)")dr

n—oo 0
existerar och ange gransvirdet.

53. Visa att om 0 < f € L'(R) s& konvergerar serien

Fu(z) = Y hf(z—kh)

k=—o00

for nistan alla 2 och att delsummorna konvergerar i L, (R) men inte i L'(R) om f inte &r
en nollfunktion. Visa ocksa att F}, har ett griansvirde i L, (R) da h — 0 och bestim detta.
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54. Visa att om f &r en integrerbar funktion och ¢ en begrinsad métbar funktion med kompakt
stod pa R sa géller

_% ’/Rsf?(mf—k)f(ﬂf)dx‘%)/Itw(x)dx‘/R!f(:c)ldx, da N och n — oo,

55. Visa att om f € L'(R) och 0 < a <1 si dr serien

o0 ne +n71
S [ )y
n=1 ne

absolutkonvergent for nistan alla x € R.

Avsnitt 2.7 och 2.8

56. Visa att om f, g € L'(R?) si definierar

](T):/Rd

en kontinuerlig funktion av 7' € (0, 00) med #ndliga gransvirden da 7' — 0 och da T" — oc.
Bestdm dessa.

flx = Ty)g(y) dy|dx

Rd

57. Lat M vara en icke tom sluten delmingd av R?, och lat o(x) = min,ey |x — y|| beteckna
avstandet till M. Visa att om f € L' och a > 0 sd dr z — f(z)o(x)||x — y||72% i L' for
nastan alla y € M.

58. Visa att om a < d och x — f(z)(1 + [|z||)7® tillhér L'(R?) s& dr y — f(z + y)|ly|| 7@ i
LY(RY) for niistan alla x.

59. Visa att om z +— f(x)||z||*~¢ tillhor L' (R?) sa ér t — f(ty) i L*(R) for néistan alla y € R%.

60. Lat f(z,y) vara definierad da (z,y) € R? och antag att x — f(z,y) dr en kontinuerlig
funktion fér néstan alla y. Visa att foljande villkor dr ekvivalenta:

e i)"R > y — f(z,y) dr métbar for alla z i en tét delmingd av R.
e b)'"R >y — f(x,y) & mitbar for varje z € R.
e "¢)"(z,y) — f(x,y) ir mitbar i R2.

61. Lat f vara en funktion som uppfyller villkoren i foregaende uppgift. Visa att méangden
E={y € R;z+— f(x,y) ar vixande} & matbar och att funktionen N(y) = antalet nollstéllen
till x — f(x,y) ar matbar.

62. Lat f(z,y) vara en mitbar funktion pa R2 Visa att méngderna

o Iy = {x; f(x,y) = 0 for néstan alla y},
o [y = {x; f(x,y) > 0 for néstan alla y},
o B3 ={z;y— f(z,y) tillhér Ll (R)}
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ar métbara. Visa ocksa att g(z) = inf{¢; f(z,y) < t for néstan alla y} &r métbar.

63. Lat f(z,y) vara en reellvird matbar funktion pa R? och 1at E,, vara méngden av z € R
sadana att y — f(x,y) ar lika med ett polynom av grad < m f6r nistan alla y. Visa att E,,
ar méatbar.

64. Lat f vara en icke negativ funktion pa R? och antag att x — f(z,y) dr nedit halvkonti-
nuerlig pa R for néstan alla y € R. Visa att 2 — [~ f(z,y) dy dr nedat halvkontinuerlig pa
R.

65. Visa att en reellviird funktion f pa R? dr métbar om och endast om F; = {(z,t) €
R4t > f(x)} dr mitbar.

66. Visa att om f € LY(R?) och m(t) = m({z;|f(z)| > t}) s ar

/|f(yc)]da::/ooom(t)dt2Zsm(at), e >0,

och visa att tm(t) — 0 da ¢ — oo samt att Y. "em(ek) — [|f(z)|dz d& e — 0.

67. De mitbara icke negativa funktionerna f och ¢ ir definierade pa den métbara miangden
E c R4 Sitt E, = {z € E;g(z) > y} och visa att

[ #wgtodo - / ([ f(x)dr) dy.

68. Visa att for varje reellvird miitbar funktion pa R? giller

> v (st < 1@ < X - [ Irlar aax it

69. Visa att om f € L'(R%) och g ir en begrinsad mitbar funktion pa R%, sa #r faltningen

frg(r)= /f(:v —y)g(y) dy

en kontinuerlig funktion och att

T (£ +9)(a)| < [ 17(e)] do T lg(e)]

70. Lat g, vara en foljd av mitbara funktioner pa R¢ med |g,| < 1 och antag att g,(z) — 0

for nistan alla x. Visa att f * g, — 0 likformigt pa varje kompakt mingd da n — oo om
f e LYRY).
71. Visa att om 0 < f € L! och g &r en godtycklig icke negativ begrinsad funktion si ar

) = [ e y)g(y) dy

kontinuerlig. Visa ocksa att h dr nedat halvkontinuerlig for varje méatbart f > 0 och varje
g =0.

72. Visa att om f #r en mitbar icke negativ funktion pia R? men inte en nollfunktion och
Ty, T2,... ir en tit punktfoljd i R sa dr Y0 f(z + x,) = +oo for néstan alla .
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73. Visa att om F C R? iir en miingd av reella tal med positivt matt si innehaller £ — £ =
{z —y;z,y € E} ett intervall {z € R;|z| <0} med 6 > 0.

74. Lat A, B C RY vara miitbara miingder och antag att for varje € R? finns en nollméingd
N, sa att A+ 2 C BUN,. Visa att om A inte ir en nollméingd sa #r CB en nollméingd.

75. Antag att 0 < f € LY(R) och att f(z) =0 da x < 0. Sitt f1 = f och f,1q = f* f, d&
n=1,2,.... Visa att ) |° f, konvergerar i L'(R) om och endast om [ fdz < 1. Visa ocksa
att > 1" fn(z) konvergerar likformigt da z < A om f &r begrinsad da = < A.

Avsnitt 2.9

76. Lat f1, fo, - € LP(RY) dér 1 < p < oo och antag att f,(z) — f(x) néstan overallt samt
att || full, & A < 0o. Visa att f € LP och att

[fn = FlI" = AP = [ 1"

77. Lat f, och f vara som i foregaende 6vning, med 1 < p < oo, och lat g € L9, dar
1/p+1/q=1. Visaatt [ fogdr — [ fgdz d& n — .

78. Lat {f,}5° vara en f6ljd i LP(R%), p € [1,00), 1at f € L} (R?) och antag att [ |f, —
fIPdz — 0 da& n — oo for varje kompakt K C R?. Visa att f € LP(R?) och att [g,[fn —

fIP dz — 0 om och endast om till varje ¢ > 0 finns en kompakt K sadan att [o, | [P dz < e
for alla n.

79. Visa att om E ir en integrerbar méingd i R? med positivt matt sa giller LP(E) C LY(E)
da1<q<p,och

/If\qd:c <m(E 5*% /|f\Pdaz . fell’E).

Visa ocksé att om LP(E) C LY(FE) och p # g sa & m(F) < 0o och ¢ < p.

80. Visa att om f € LP N L% sa foljer f € L" om r € [p,q|, och visa den logaritmiska
konvexiteten

£l < WAl 21/ = M+ (L= X) /g, A€ [0,1].
81. Visa med beteckningarna i 6vning 1 att
% 1 1 1 %0 1
H(Xw) < ([ 1@ri) < p+ i (X lal)’ 12p<.
1 0 1
82. Lat Ty,...,T, vara avbildningar LP — LP med || Y7 &;Tifll, < |Ifll, d& f € LP och

g; = x1. Visa att
(/(§ |ij(l’)‘2)gdx)p <2||fllp,, f€L”
1

83. Lat f; € LM, j =1,...,n, dir p; € [1,00] och > 1/p; = 1/q med ¢ € [1,00]. Visa att
froofu € LT och att || fi- -+ fullg < TT7 [1£5lp,-
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84. Visa att om f € LP, g € LYsa & f*g(z) = [ f(z — y)g(y) dy definierad néstan overall
och tillhér L™ om 1/p+1/q¢ =1+ 1/r och p,q,r € [1,00), samt att [|f *gll- < || fllnllgllq-

85. Visa att om f ér en métbar funktion i R med [ |f(z)[P(14|z|)~* dz < oo, déir 1 < p < oo
och a > 0, sa giller

R‘b/ |f(z)|dr — 0 da R — oo
Izl <R

om b > d+ (a—d)/p med string olikhet om a = 0 och p = 1, men inte alltid annars. For vilka
bir x| f(2)|(1+ [«])7" 1 L' (RY)?

86. Lat f € LP(R) och g € LY(R) dér p, q € [1, 00]. Visa att F = |3 f(y) dy &r kontinuerlig

och att z — (||z]| +1)7*F(z)g(z) &r integrerbar om a > 2 — 5 — 5

87. Lat f € L, (R?) dir 1 < p < oo, och antag att

/ If(z)[Pde <r7° r>1, dir o(z Z |z;]%,
r<o(z)<2r

med alla a; positiva och b € R. Nér foljer det att f € L'(R?)?
88. Lat f € LP(R), dir 1 < p < o0, lat ¢ € L*(R) och antag att f och ¢ har kompakt stod.

Visa att N
/ lp(nx — (x)|P d:v)

har ett gransviarde da n — oo och bestam det.

89. Lat K(x,y) vara en mitbar funktion i R? x R sadan att

/ |K(z,y)|dy < A for nistan alla z € R%

= /K(wjy)f(y) dy

definierad for niistan alla z € R? och att ||K f|le < Al f|ls. Visa ocksi att om

Visa att da f € L*(R°) sa &r

/ |K(z,y)|dr < B for nistan alla y € R?
sé ir (K f)(z) definierad niistan dverallt i R da f € LY(RF) och att ||K f||; < BJ|f|:. Visa da

bada villkoren #r uppfyllda att K f(z) #r definierad for niistan alla z € R? om f € LP, med
1 < p < o0, och att

IEfll, <A77 B7||fll,,  f € LP(RS).

90. Lat T : LP(RY) — LP(R?) vara en lineér avbildning med || Tf|, < || f|l, d& f € LP. Visa

att ) 1 ) 1 B
|(Zimse)’|, <[ (Z1sr)’
1 1

’ déflv"'afneLp-
p
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Avsnitt 2.10

91. Antag att g € L'(R?) iir en avtagande funktion av ||z||. Visa att
[ 150l < Fw) [ oy fe RS

dir f(z) = supgm(S)~! [ |f(y)|dy och S betecknar klot med medelpunkt i 2. Visa att for
nastan alla

/|f(:):—|—€y) — f(x)|g(y)dy - 0 dae— 0om fe L'(RY).

Visa ocksd att man kan ta godtyckligt g € L' N L>® om f € L.

92. Lat f € LP(R?), dér p € [1,00), och lat g € L'(R?). Visa att faltningen f.(z) = [ f(z +
ey)g(y) dy existerar for nistan alla x, att f. € LP och att ||f. — f|l, - 0 dd ¢ — 0 om
Jay)dy = 1.

93. Visa att da f € L'(R) sa géller

1
lim f@" 4+ a)dr = f(a) f{6r ndstan alla a € R.

n—o0 0

94. Lat E vara en delméngd av R. Visa att
m*(E) = inf ( lim (f(z)— f(—x)))

feK *x—+oc0
dir K bestar av alla vixande funktioner f sddana att f’ existerar och a&r > 1 for alla = € E.

95. Visa att om f ar en vixande funktion pa [0, 1] sa &r fol f'(x) dz hogst lika med mattet av
vardeforradet av f.

96. E ir en delmiingd av R? sadan att m*(ENS) < km(S) for varje klot S, med en konstant
k < 1 som ej beror pa S. Visa att £ ar en nollméngd.

97. Konstruera en integrerbar méingd F C R? si att 0 < m(E N O) < m(O) for varje 6ppen
icke tom mangd O med adndligt matt.

98. Lat F vara en delmingd av ett intervall I C R? och 1at 0 < ¢ < 1. Om I;,..., Iy
ar en indelning av I sa betecknar vi med [’ féreningsméngden av de intervall [; fér vilka
m*(I; N E) > em(l;). Visa att m(I’) — m*(£) da indelningens finhet — 0. Lat I” vara
definierad pa samma sitt med E ersatt av I \ E. Visa att F dr métbar om och endast om
m(I' N I") — 0 med indelningens finhet.

99. Lat O C R? vara en Oppen icke tom mingd med #ndligt matt, och sitt
O; = {z € O;d(z) < t} dir d(z) = d(z,C0) &r avstandet fran z till CO.

e i)"Visa att m(O;) ér en vixande kontinuerlig funktion som &r stréingt positivdat > 0
och véxer i string mening mot m(0) da t — sup,o d(x).

e b)Definiera t,, v = 1,2,... sa att m(O;,) = 27¥m(0), sétt ty = +oo och definiera
flx)y =2"2dax € O, \ Oy, f(z) =0da z ¢ O. Visa att f € L'(R?) och att
[ () dz < m(0)/(v2— 1.
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e "¢)"Vilj en icke-negativ funktion g € L'(R%) som &r en avtagande funktion av ||z||
sdatt [, g(z)de = 27v/2 1y =0,1,...,och visa att fxg>2"%10.

e d)"Visa att for varje nollméingd N C R finns icke negativa funktioner f,g € L'(R9)
sa att |7 f(z —y)g(y)dy = +oo for alla x € N.

100. Lat A vara en kontinuerlig funktion i R* med

[ Ay, ya)| < Clanl-
Visa att om f € LP(R) och g &r en méitbar funktion pa R med vérden i R sa &r
fr(x) = A(f(hx + s1), g(taw + 52), @, 83), T = (t1, 12, 51, 89,53) € R
en kontinuerlig funktion av 7' med vérden i LP(R) da tity # 0, dvs. fr € LP och
| fr — froll, = 0da T — T°.

Anvisningar och svar

1. Delsummorna ar Riemannintegrerbara och konvergerar likformigt. Utveckla en &ndlig del-
summa med polynomialteoremet och observera att integralen fran 0 till 1 av en &ndlig produkt
av olika funktioner ¢(2"z) alltid ar noll. — Funktionerna ¢(2"z), z € [0, 1], kallas Rademacher-
funktionerna.

2. Uppskattningen av I, féljer av att
14 cosz > 2(1 —22/4) > 2exp(—22/4) > 27 Y"  da |z| < 2/v/n.
Det foljer att K, (y)/1, — 0 likformigt om 0 < ¢ < |y| < 7. Skriv

™

Pu(z) - f(x) = / (& — ) — F(@)Kon(y) dy/1,

™

och uppskatta integralen dels da |y| < ¢, dels da ¢ < |y| < 7. Eftersom K, (z — y) &r ett
trigonometriskt polynom i z sa foljer c). Utvidga genom att betrakta [J¢ K, (z;), = € R%.

3. Enligt foregaende uppgift kan f approximeras likformigt med trigonometriska polynom
3 e, 2™ @9 dir g € Z4. Modifiera med hjilp diirav (1.1.5) s& att hy och hy dr trigonometriska
polynom. — Ténk ocksa genom betydelsen av resultatet da f ar en karakteristisk funktion.

4. Vi kan anta att I = [—1,1]%. Da ér g(z) = f(cosxy,...,cosxy) en kontinuerlig perio-
disk funktion och kan approximeras likformigt med trigonometriska polynom som &r jimna
funktioner av varje z;, alltsa polynom i coszy,. .., cos zg.

5. Inre Jordanmattet ar 0 for F innehéaller inget dppet intervall. Mattet av F, ar [} (1 — ax),
och om vi anvinder sats 1.2.1 pa karakteristiska funktionen med omvént tecken far vi att
yttre mattet av F' dr gransvirdet da n — oco. — Observera att da produkten konvergerar,
exempelvis da a, = 1/2k?, sa far vi en kompakt mingd som inte ér Jordanmitbar.

6. Det giller att visa att randen 0K av har Jordanmattet 0. I en 6ppen omgivning U av en
godtycklig punkt i 0K kan vi inféra nya variabler (f(x),xq,...,z4) med x; utelimnad for ett
j med Of(x)/0x; # 0. Randen blir da plan i de nya koordinaterna och far alltsa Jordanmattet
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0, varfér Jordanmattet av V N OK &r 0 om V C U. Enligt Borel-Lebesgues lemma kan vi
overticka OK med adndligt manga sadana omgivningar V.

7. Vi kan anta att a; > 1 for alla j, for vi kan ersitta a; med xa; och A med \/k for ett
tillriickligt stort . D& visar foregdende dvning att B, = {x € R%t < Zf|x]—|“f' < 2t} ar
Jordanmaétbar, och om vi tar y; = x;/ t1/% som nya variabler sa ser vi att integralen Gver £, dr
en konstant ganger t**21/% Integralen da r — 0 (resp. R — 00) ér begriinsad om och endast
om summan da ¢t = 2* & konvergent for k < 0 (resp. k > 0), vilket betyder A\ < 3271/a;

(resp. A > Y20 1/a;).

8. Derivera k ganger under integraltecknet, infér sedan = + €y som ny integrationsvariabel
och derivera en gang till. Visa att g. — ¢ likformigt da ¢ — 0.

9. B, dr Jordanmétbart och da ¢(r) =1 for r < R, o(r) = 0 for r > R, sa ar bada sidor lika
med CyR®. Likheten giller diirfor for alla strickvis konstanta funktioner och den féljer diirav
allmént. Av (1.3.6), (1.3.7) far vi om vi later y = (z4_1, xq)

1 1
Cq= / (1 — ||z||?) dr = Cdg’]T/ (1 —rHd(rt?) = 27rC’d2/ r*tdr = 27Cy_o/d.
Ba s 0 0

Hirav fas induktivt Cog = 7?/d! och Coq = 2(27)%/((2d + 1)!V).

10. En ortogonal transformation som 6verfor £ i (|£]],0,...,0) visar att integralen dr lika med
IEIIPL,(p) dér I,(¢) = [ |z1]Pep(x) de. Lat ¢ liksom ¢ vara rotationssymmetrisk, med ¢ > 0
och 1(0) > 0. Om vi multiplicerar med ¢ (£) och integrerar sa far vi genom omkastning av
integrationsordningen

1,(1) / el o) dz = I,(p) / lelP(e) de.

vilket visar att I,(¢) = C, [ ||lz]|Po(x) dx. Bftersom [ |z]%p(x)de = 3¢ [ |z;)%0(x) de =
d [ |z1]2p(z) dx far vi Cy = 1/d.

11. Anviind Morse-Sards sats (foljdsats 1.4.3) pa avbildningen = — f/(x).

12. For alla heltal n > 0 har vi g((pgn + 1)/¢*n) = 1/2qn — 0 da n — oo, s g ér inte nedat
halvkontinuerlig i p/q. Halvkontinuitet uppat kriver f((pgn + 1)/¢*n) < g((pgn +1)/¢*n) =
1/¢*n, alltsd f(p/q) < 0 sa f(x) < 0 for varje x. Vi maste ocksa ha g > 0, alltsd f > 0,
eftersom de rationella talen &r tita. Alltsa maste f = 0. Da dr g uppat halvkontinuerlig, for
om a > 0 sa ar {z;g(z) > a} en sluten méngd for den innehaller i varje intervall bara dndligt
manga punkter.

13. Direkt tillaimpning av definitionerna.

14. Definitionerna visar genast att h dr nedat halvkontinuerlig om ¢ ar det, och h > sup f,
h > sup g samt h < sup f+supg < 2inf h. Om man sitter y = x—z sa ser man att definitionen
av h dr symmetrisk i f och g, sa resultatet giller ocksa om f dr nedat halvkontinuerlig. Om
0 < g < M och vitar f(0) > M men f(y) =0 da y # 0 sa blir h(z) = f(0) + g(x), s g ar
nedat halvkontinuerlig om A &r det.

15. Vi har likhet om f € Cy. Approximera f underifrian med funktioner i C .
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16. Vilj F € I med |f| < F och [ Fdx < oo. Tag x € Cf (R?) med x <1 och anviind att

(4.4.1) /* x(x) Z F(zr+a,)dr = Z /* X(2)F(x + a,) dr = Z / x(x)F(z + a,) dx

:ilo:/X(a:—an)F(a:)dx:/*ix(:c—an)F(x)d:c<oo

eftersom > x(z — a,) < K(M + 1) om stodet for y tillhor ett intervall av lingden M.
17. Lat p € Cy ha stéd i [-M, M]. Vi har

/ (@) n () da = / @) f@)dr, Bx) =S n (s — ).

Termerna i summan #r 0 utom da . — M < n® < x+ M, si ® ir begrinsad da x ir begrinsad
uppat. For stora positiva z dr n — 2% = O(2'/*~1) (varfor?) sa ®(x) = O(z=/" . 21/71) =
O(21797b)/%) 4r begrinsad.

18. Lat x, vara karakteristiska funktionen for {x € R;0 < |z — a,| < b,l/a} och sétt f,(z) =

b (1= Xn(2)) |2 — 0|~ Daiir [ xndz+ [ fodr = 2aby* s 3 fo(x) och Y xn(z) konvergerar
nastan overallt. Da den senare summan konvergerar dr alla utom andligt manga termer i
> bpxn(T)|r — a,| ™ lika med noll, s& denna summa &r ocksé konvergent.

19. Om ¢ € Cy (R?) ér noll niira origo s ér

[ et = [ o))

dir (z) =3 7" n " Pp(x/n’). Om 0 < r < ||z| < Rdax € suppy sd har vir < ||z]|/n®* <R
da termerna i summan inte dr noll, dvs. ||z||/R < nb < ||z||/r, sa antalet termer &r O(|z[|'/?)
medan den storsta termen dr O(||z||~(@+9)/%), sa & #r begrinsad. Om man tar f(z) = (1 +
|z]])™ med v > d sa dr f € L' (se 6vning 7) och serien divergerar for varje x om a + by <1,
vilket dr sant for lampligt v > d om a + db < 1. Summan av L' normerna konvergerar da
a+db> 1.

20. Om f € C} (dvs. f ar kontinuerligt deriverbar med kompakt stéd) si foljer av partialin-
tegration

—@fg‘/ei(x’g)f(l’) dr = /ei@’@af(x)/@xj de, j=1,...,d.

Eftersom hogerledet dr begrinsat &r integralen i vénsterledet O(1/]|£]|) d& & — oco. Vi kan
utvidga till allmént f € L' genom att vilja g € Cj sa att [ |f — g| dz dr godtyckligt liten. —
Resultatet ar viktigt i Fourieranalysen och kallas Riemann-Lebesgues lemma.

21. Bevisa detta forst da g € Cj och utvidga sedan som i foregaende 6vning.

22. Av Lebesgues majorantsats foljer att fOT gn(y) dy — fOTg(y) dy, och i 6vrigt kan beviset i
foregaende Gvning upprepas.

23. Satt g(z) =37 ¢o(x —k) och G(z) = 3.7 |p(x — k)|; detta &r kontinuerliga funktioner
med perioden 1. Summan av absolutbeloppen &r hogst [ G(z/e)|f(z)]dx < sup G [|f(z)|dx,
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och gransvirdet dr [ f(x)dx [ p(y) dy enligt tidigare dvning eftersom fol 9(y) dy = [g ¢(y) dy.

24. Om f € Cj sa har termerna i summan disjunkta stod for stora t. (Varfor?) Gransvéirdet ar i
sa fall Z’f c;/1651¢ [ | f] dz, och som i de foregaende dvningarna utvidgas detta till godtyckliga
felLl

25. Om f € Cj s ér integralen lika med [ f(x)g(x/n)dz, och som integranden konvergerar
likformigt mot f()g(0) i stodet sa blir griansvirdet av integralen g(0) [ f dx. Genom approx-
imation utvidgas detta resultat till godtyckligt f € L'. (Man kunde ocksi anvinda Lebesgues
majorantsats efter variabeldndring enligt sats 2.7.1.)

26. Den ir inte integrerbar for da skulle [ f,dr — 0 enligt Lebesgues majorantsats. Tank
genom hur f uppfor sig i ett exempel som f,(x) = nexp(—2n|z|).

27. Fatous lemma ger att f € L', och Lebesgues majorantsats visar darfor till och med att

/an—f!dx—!fn\+\fde—>0, da n — oo,

for integranden dr < 2|f| enligt triangelolikheten. (Observera att resultatet visar att om
falz) — f(z) no.sa dr [|f, — flde — 0 ekvivalent med [ |f,|dz — [|f|dz.) Vi far pa
samma sitt g € L', och Fatous lemma anviint pa foljden |f,| — |g,| ger

/ (1] = g de < lin | (1] — lgn]) de

n—o0

Enligt férsta delen av uppgiften betyder det att

Ogh_m <‘fn_f|_’gn_g‘)d$

n—oo

vilket bevisar pastaendet.

28. Fatous lemma ger genast att f € L. Varje delféljd har en delféljd n; for vilken Zj / |Gn; —
gldz < oco. Dadir G =g+ g, — gl i L' och |fp,| < gn, < G, s& majorantsatsen ger att
S | fn, — fldz — 0. Detta medfor att [ |f, — f|dz — 0 da n — oo.

29. Integranden dr majorerad av den integrerbara funktionen e™*

gransvirdet ar
| xwea
0

dar y dr karakteristiska funktionen for den méngd dér t(cosz)? < 1. D4 0 < t < 1 blir
grinsvirdet darfor lika med 1. Da ¢ > 1 observerar vi att den karakteristiska funktionen &r
periodisk med perioden 7 och i intervallet (0,7) svarar mot intervallet |z — %ﬂ" < « dar

o = arcsin(1/+/t). Grinsvirdet blir darfor

, S& majorantsatsen ger att

«

Z e—(k-l-é)ﬂ/ e % dxr = sinh 04/ sinh(%ﬂ), o= arcsin(l/\/l?).
0

—Q

30. Om vi tar en foljd g, € Cy som vixer mot t > 0 resp. avtar mot ¢t < 0 sa ser vi att
{z; f(x) > t} &r métbar for varje ¢.
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31. Om f € L' sa ér tiljaren < [ fdx medan ndmnaren — oco. Om f ¢ L' och 0 < f, 1 f,
fon € L'sa F, = [ f,dx — oo. VAlj g, = f,, + F,h dér h dr en positiv kontinuerlig funktion
med [hdz=1.

32. Varje virde i [0,1). Detta foljer av konstruktionen i 6vning 5.

33. Det inre av F dr en foreningsméngd av oppna intervall I;, och E ar foreningsmangd av
UI; och en delméngd av den upprékneliga méngden UJI;.

34. Mattet &r noll. De tal i [0,1] for vilka en viss siffra saknas bildar i [0,1] en variant F
av Cantorméngden dir man tagit bort 1/10 av intervallet vid varje steg i konstruktionen, sé
m(FE) = 0. Siffran saknas efter den jte positionen efter decimalkommat i utvecklingen av x
precis da 10’z + n € E for nagot heltal n, sa dessa x bildar en nollmingd for varje j, vilket
medfor att deras foreningsméangd ar en nollméngd.

35. For en fix sifferfoljd ar detta visentligen en upprepning av foregaende uppgift, och det
finns bara upprikneligt manga dndliga sifferfoljder.

36. Sitt x = 2my. Enligt foregaende uppgift kommer 10"y modulo heltalen godtyckligt nira
varje tal i [0,1]. — Talet 10 kan givetvis ersittas med ett godtyckligt heltal > 1.

37. Betrakta summan av de karakteristiska funktionerna.

38. Infor de karakteristiska funktionerna for Ej, och betrakta CEj for det sista pastaendet.
Observera att mangden A, av punkter som tillhor odndligt manga Ej ocksa dr matbar.

39. Mingden &r foreningsméngden av mingderna Ey N K1 NN Eran_g.

40. I annat fall vore FE och | = {z;1—x € E} disjunkta varfor m(EUE,) = m(E)+m(E,) =
2m(E) > 1 trots att EU E; C (0,1).

41. Infor den karakteristiska funktionen for FE.

42. Enligt foregaende uppgift dr N. = {x;x + n € E. for odndligt manga n € Z} en noll-
mingd, och lim, o |f(z +n)| < e da z ¢ N., sa lim,_,o f(x +n) = 0 utanfér nollmingden
43. Upskatta for fixt M mattet av alla z med ||z|| < M och |(g,z)| < ||g|]|~* For vilka b
konvergerar 3 ,u, lgl|=°? — Att lim ||g||4"!|{g, )| < C||x|| har inte med integrationsteori
att gora, men det visar precisionen av den uppskattning nedat som integrationsteorin ger.
Pastaendet &r trivialt om (g, x) = 0 for nagot g # 0. Betrakta i annat fall alla skalarprodukter
(g, ) dir ||g|| < R. De ér da alla olika och ligger i intervallet [—R||z||, R||x||]. Eftersom antalet
g € Z%4 med ||g|| < R #r atminstone Cy(R — v/d)%, dér Cy ir volymen av enhetsklotet i RY, si
finns g1(R) och g2(R) i {g € 2% ||g|| < R} med

0 < [{z, g1(R)) — (z,92(R))| < 2R|z[|(Ca(R — Vd)* = 1) =0, R— oo,
varav lim ||g(R)||" [z, g(R))| < 2°Cy x|, dér g(R) = g1(R) — g2(R) — oo da R — 0.
44, Se beviset for sats 2.4.10.

45. Summan av absolutbeloppen dr begrinsad i nagon mangd med positivt matt. Integrera
over denna och anvind 6vning 21.
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46. Det racker att bevisa att

[ @+ sens@as = [ nwg@ae+ [ gt i

for detta medfor pastaendet med summation f6r j < N, vilket d4 N — oo ger resultatet. Vi
kan anta fi, fa, g begriansade, fér annars kan vi ersétta funktionerna med min(f;, n), min(g;, n)
och lata n — oo med anvindning av sats 2.2.2. Vinsterledet &r hogst lika med hogerledet.
Om h € I och h > (fi(x) + fa(x))g(x) sa sitt h;(z) = fi(x)h(z)/(fi(x) + fa(x)), definierat
som 0 da fi(z) + fa(x) = 0. Da édr f;(z)g(z) < hj(x) < h(x), och h; & mitbar, alltsd i L' om
[" hdz < cc. Detta ger

/*fl(x) da:+/ ol dx</hl(x)der/hg(x)dxg/h(x)dx,

sa hogerledet ar hogst lika med vinsterledet.
47. Visa t.ex. att

Es={zeR4F, cA = () Uﬂ{xeRdfn>¢[ b}

a,beQ,[a,bNA=) N=1n>N

{l’ S Rd; x = A} = U EA\(a,b)-
a,beQ,(a,b)NA#D

48. Visa t.ex. att

E-UN U {& € RY fula) = fulo).

n M m>M

49. Genom att betrakta f,(z)/(1+ f.(7)?) kan vi anta att f, dr begriinsade. Uttryck existens
av griansvirdet genom Cauchys konvergenskriterium. Om y &ar karakteristiska funktionen for
E sa blir f(x) =lim x(x)f,(x) for varje x.

50. Att x ar en lokal maximumpunkt betyder att f(z) > g,(x) f6r nagot rationellt » > 0 om
9r(x) = supy,_ <, f(y), och g, dr nedat halvkontinuerlig enligt en tidigare 6vning.

51. Om f € Cj sa ar |fE fdzx| <sup|flm(E;) — 0. Approximera f med funktioner ur Cj.
Om Ej; avtar och a; — 0sa lat A; vara maximum av a;, da m(Ey) < m(E;) och vdlj f konstant
=c¢; i E;\ Ejy1 med ¢;(m(E;) — m(Ej11)) = A;j — Ajpq. 1 fallet av disjunkta E; krivs att
ZCL]' < 0oQ.

52. Lebesgues majorantsats ger gransviardet f(0) + (f(1) — f(0))m({x; g(x) = 1}).

53. L' normen av en delsumma &r antalet termer ganger h [ f dx s& vi har inte konvergens i
L'. Om 0 < p € C s ar

/ * Fy(z)p(x) da = / * f(x)®p(x) dz, ®p(x Z ho(z + kh).

@y, ar likformigt begrinsad si vi far Fj, € L, och genom approximation av f med funktioner
i1 Cyfar vi F, —» [ fdx i L, da h — 0.

54. Verifiera detta forst da f € Cy och utvidga genom approximation.
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55. Antag f > 0, integrera med avseende pa x Gver ett dndligt intervall och byt variabler.

56. Av Lebesgue-Fubinis sats foljer att den inre integralen ir definierad for niistan alla € L!
och att den tillhér L', och en variabelsubstitution och Lebesgue-Fubinis sats ger I(T) <
[1f(@)|dz [ |g(y)|dy. Anvand det for att aterfora beviset pa fallet da f,g € Cy. Da har vi
med likformig konvergens och stéd i fix kompakt

/fx—Ty dy—>f()/g<y>dy daT —0
vilket medfor att I(T) — [ |f(z)|dz| [ g(y)dy| d& T — 0. Variabelsubstitution ger

//Tdfo—Ty dy‘dx—/’/f x—y/Tdy‘dx

sa vi kan lata f och g byta plats om 7T ersétts med 1/7. Detta ger

T)—>/]f(a:)|dx‘/g(y)dy‘ da T — 0, I(T) — ‘/f(x)dx)/|g(y)|dy & T — oo.

57. Anvénd Lebesgue-Fubinis sats pa [, ([ f(z)o(x)*||z — y[|~*"% dzx) dy.
58. Anvind att 1 < (1 + ||z +y|])/lly|l < 2+ ||z|| d& ||y|| > 1 och anvind Lebesgue-Fubinis
sats pa integralen for ||z|| < R och |ly|| < 1.
59. Anviind Fubinis sats pa f(ty)x(y) diar x € Cy &r noll néra origo, och utnyttja sats 2.8.6.
60. Lat N C R vara en nollméngd sadan att x — f(z,y) ar kontinuerlig da y ¢ N och lat
F(z,y) =0day e N, F(z,y) = f(x,y) da y ¢ N. Da ar = — F(z,y) kontinuerlig fér varje
y, och a) (resp. b) eller ¢)) géller for f om och endast om det géller for F'. Det dr klart att b)
medfor a). Om y — F(x;,y) & métbar och z; — x sa foljer att y — F(x,y) = lim;_,» F(z;,y)
ar métbar, vilket visar att a) medfoér b). Av b) foljer att

Fy(z,y) = F(j/k,y) daj/k<z<(+1)/k
ar mitbar i R? vilket medfor att F #r métbar eftersom Fy(x,y) — F(z,y) for alla

(z,y) € R?. Alltsa foljer ¢) av b). Eftersom c) enligt Lebesgue-Fubini medfér att a) géller
for nastan alla x, sa dr ekvivalensen bevisad.

61. Som i anvisningarna till féregaende 6vning kan vi ersitta f med F sa att x — F(z,y) &r
kontinuerlig for varje y. Da har vi

E= ()| A{zeR;F(x,yn) - F(z,5) >0}
y1,Y2€Q,y1>y2
vilket dr en méatbar méngd. Mangden av alla y dér N(y) > m bestar dels av méngden
U ( N {yFla,y) = 0}>
a,beQ,a<b x€Q,a<x<b

av punkter sadana att x — F(x,y) ar 0 i ett dkta intervall, dels av alla y sadana att det finns
disjunkta intervall [a;, b;], j = 1,...,m, med rationella dndpunkter sddana att F' # 0 medan
infcqua;<a<s; | F'(z,y)| = 0, vilket litt ger mitbarheten av N.

62. Anviind att By = {z; [7|f(z,y)|dy = 0}, att Ey = {x;g(x,y) = 0 for niistan alla y}
om g = min(f,0), och att E3 &r skiirningen av méngderna dar f|;|<N |f(z,y)|dy < oo, for
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N =1,2,.... Vidare &r {x; g(z) < t} skiirningen av {z;r — f(z,y) > 0 for ndstan alla y} da
r >t ar ett rationellt tal.

63. Vilj o, ..., om € Co med [ p;(y)y*dy = &, for 0 < j, k < m. Da ar

po) =D 0" [ sty at
0
for varje polynom av grad < m. Enligt Lebesgue-Fubinis sats &ar

cr(r) = /f(l“, y)er(y) dy

en mitbar funktion pa den mitbara mingden diir integranden tillhoér L!; definiera ¢y = +oo
och ¢; = 0 f6r j # 0 utanfor den méngden. Da &r

m

E, ={z; f(z,y) — Zykck(x) = 0 for néstan alla y}.
0

64. Anvind Fatous lemma.

65. Om f dr mitbar sa ir By = U,cq{r € RY; f(z) < r} x {t € R;t > r} mitbar. Om E; &r
métbar sa dr {z; f(z) < t} métbar for ndstan alla ¢. For varje ¢t € R finns en foljd ¢; 1 ¢ sa
att {z; f(x) < t;} dr métbar, sd {z; f(x) < t} &r alltid métbar.

66. Likheten fas av Lebesgue-Fubinis sats anvind pa karakteristiska funktionen for
{(z,t) € R | f(x)| >t > 0}. Resten foljer eftersom m(t) dr en avtagande funktion.

67. Anvind Lebesgue-Fubinis sats — verifiera matbarheten.
68. ["|f|dx ligger mellan summan och A ganger summan.

69. Detta ar klart da f € Cj och foljer allmint genom approximation av f med funktioner i
Co for |f+g| < C [|f|dx om |g] < C.

70. Bevisa detta forst da f € Cj.

71. Det forsta pastaendet visas som foregaende dvning och det andra genom att ta lampliga
foljder som vixer mot f och g.

72. Vi kan anta att f € L'. Lat y vara karakteristiska funktionen for en integrabel mingd
dar summan ar < M. Da ar

M/de > i/f(x +an)x(x) dr = ihm)

dar faltningen h &ar kontinuerlig. Eftersom féljden &r tit maste h = 0 identiskt, alltsa
[ fdx [ xdz =0, sq x ar en nollfunktion.

73. Vi kan anta att E &r integrerbar. Om x &r den karakteristiska funktionen sa innehaller
E — E varje x for vilket [ x(z + y)x(y) dy > 0. Denna faltning &r kontinuerlig och positiv i
origo.

74. Infor karakteristiska funktioner for integrerbara delmingder av A och 0B och anvind en
ovning efter Lebesgue-Fubinis sats.
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75. Tutegralen av fi v |/ och | S0 fills = S il = S IAIE = 0 da nm — o0
om och endast om [|f|l; < 1. Om f(z) < M da x < A sa dr f,(x) < M"2"'/(n —1)! <
M"A™1/(n —1)! dad x < A, och f,(x) =0 d& z < 0; summan blir < M exp(Mz).

76. Att f € LP foljer av Fatous lemma. For varje € € (0, 1) finns C. > 1 sa att
A=) fulf = 1fP) < [fu = P <A+ e)(ful? = |fPP) da|ful = Cc[f].

Om vi tillimpar Lebesgues majorantsats pa integralerna av |f — f,|? och |f|P — |f.|P d&
| fo] < Cc|f] sa far vi

(L= e)(A—IfII,") < lim || fo = FIl," < Tm | full,” < (1+2)(A = [I£]],7)-

77. Vi kan anta att f = 0 och bevisa att [ f,gdz — 0. Lat K vara en stor konstant. Om
E, = {z;|fo(z)| > Kl|g(x)|7"'} s& ger majorantsatsen att fEEn fngdx — 0. Eftersom

/ |fnl? d > K”/ gt diU:Kp/ lgl* dx

sa ger Holders olikhet att | [, fogde| < K77/ [ |f,[Pde < CK~7/9. Da K kan viljas god-
tyckligt stort bevisar det pastaendet.

78. Nodviandigheten: Om f € LP kan vi vilja K sa att fEK|f\p dr < %5 vilket medfor
Jox [ful? < € for stora n; med storre K géller det for 6vriga andligt manga n ocksa. Till-
rickligheten: Visa forst att [, | f|? dz < e ocksa.

79. Anvind Holders olikhet. F'or att visa att ¢ < p kan vi vélja disjunkta £; C E med
0 < m(E;) < 277 och siitta f = j72m(FE;)""? i E;. Om m(E) = oo och q < p kan vi i stillet
vilja E; med m(E;) =1 och f; =j %1 E; déir qa < 1 < pa.

80. Anviind Hélders olikhet med exponenterna p/(Ar) och ¢/((1 — A\)r). (Observera att 0 <
A<lomr=#p,q.)

81. Anviind foregiende dvning pa L', L?, L*, vning 1 och att || f]|, vixer med p.
82. Anvénd foregaende Gvning.

83. Antag forst att ¢ = 1 och anviind den allménna olikheten mellan aritmetiska och geomet-

riska medelvarden . . .
>\.
H(]Jjj SZ)\]'CLJ', )\jZO, Z/\jzl, CL]'ZO.
1 1 1

Tillfoga en faktor i L9 med 1/q¢ 4 1/¢' = 1 om ¢ > 1 och anvind omvindningen till Holders
olikhet.

84. Antag forst att f,g € Cf och tag h € Cf. Uppskatta

[ g @nta) iz = [ [ 1~ gt do
med hjilp av olikheten
abe < VI Jp + P [ +aPb v, 1p+1/p =1/q+1)¢ =1/r+1/r =1,

som f6ljer av olikheten mellan aritmetiska och geometriska medelvérden eftersom 1/p'+1/¢' +
1/r = 1. (Man kan utesluta ' = oo for da &r p = ¢ = 1 och olikheten &r klar.) Anvind
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omvéndningen till Holders olikhet for att visa att || f = gl < || fllpllgllq, utvidga till f,g € It
och behandla sedan det allménna fallet.

85. Holders olikhet ger en begrinsning av R~° fo”<R |f(z)| dx. Skriv f = fi + fo dir fi(z) =

f(z) da ||z|| < o och fo(z) = f(x) da ||z|| > o med ett stort g, och anviind att b > 0. Se pa
funktionerna f(z) = (1 + ||z||)~ for att visa nodvindigheten. Hélders olikhet visar att svaret
pa sista fragan &r b > d+ (a —d)/pom p > 1,och b > a da p=1.

86. Uppskatta F' som i foregaende 6vning och anvind Holders olikhet.

87. Da b > (p—1)>.71/a;. Uppskatta fr<g(z)<2r |f(z)| dr med Holders olikhet och summera

for r =2, v =1,2,.... Nodvindigheten inses d& f(z) = (1 + [|z||)”¢ med lampligt c.

88. Da ¢ € () sa inses litt att gransvirdet ar |ol,| f]l1- Utvidga till allmdnna f € LP
med kompakt stod genom att uppskatta antalet termer och med hjilp av Holders olikhet (for
summor) visa en uppskattning med || f|,.

89. De forsta pastaendena foljer genast av Lebesgue-Fubinis sats. Om f € L? sa dr f summan
av en funktion i L' och en i L™, sa K f dr definierad. Holders olikhet ger

@l <4 [ K@ lsPd

och integration med avseende pa x ger pastaendet.

90. Enligt 6vning 10 ar

(Cur) = [ S e

dér vi ocksa kan ersétta f;(x) med (7'f;)(x). Integrera med avseende pa x, omkasta integra-
tionsordningen och tillimpa foérutséttningen pa f = > "7 &, f;.

91. Olikheten &r klar om ¢ &r en strickvis konstant funktion av ||z||, och ¢ dr grinsvérde av en
vixande svit av sadana funktioner. Anvind sedan beviset for sats 2.10.1. Det sista pastaendet
foljer av att g = g1 + go dér g; € L* har kompakt stdd och ||go||; kan viljas godtyckligt litet.

92. Ovning 84 ger att f. € LP och att [|f-], < [|fllllglli- Det ricker dirfor att bevisa
pastaendet da f € Cj. Visa da med hjélp av den likformiga kontinuiteten hos f att || f-— f||, —
0 for p =1 och p = co. — Man kan ocksa anvéinda att ||f(-+h) — f|, = 0 d& h — 0 {6r varje
f € LP. Bevisa det!

93. Om F(t fo a+ x) sa giller F(t)/t — f(a) da t — 0 for nédstan alla a, och da &r

b _F(1) n-—1 [ Lo
/Of(ff +a)d$—T+ 5 /OF(t)tn dt

n

(Detta foljer om man sétter in definitionen av F' i hogerledet och anvinder Lebesgue-Fubinis
sats.) Betrakta integralen forst 6ver en omgivning till 0 dér |F'(¢)/t — f(a)| < € och sedan 6ver
komplementet till denna.
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94. Ena riktningen: Lat f vara integralen av karakteristiska funktionen fér en 6ppen méngd
som innehaller £. Andra riktningen: Anvind att

lim (f(z)— f(—2)) > hm/f dt, fekK

T—+00 T—r+00
och att f’ existerar och &r > 1 i en métbar méngd som innehaller F.

95. Mattet ,u av virdeforradet dr lika med f(1) — f(0) minus summan av alla diskontinuiteter.
Vi har f(x fo f(t)dt + g( ) ddr g(z) ar vixande och har samma diskontinuiteter som f,

saqu() f(O)—(g( — g(0)) = [y f'(z)dz

96. Vi kan anta att m*(E) < oo. Enligt sats 2.6.6 finns en métbar méingd E > E med
m(E) =m*(E). Vi har

m(E) = m*(E) <m*(ENS)+m*(ENCS) <m(ENS)+m(ENCS) =m(E)

sam(ENS) =m*(ENS) < km(S). Av Sats 2.10.1 foljer diirfor att karakteristiska funktionen
for E nastan overallt ar < k, alltsa lika med noll.

97. Det riacker att astadkomma detta for en bas for 6ppna méngder Oy, Os, . . ., exempelvis alla
klot med rationell radie och medelpunkt. Valj successivt 7 € (0,1) och kompakta méangder
E), utan inre punkter som vixer med k sa att m(Ey) < 1 och 0 < m(E, N O;) < v,m(0;) da
j < k. Om =, och Ej, redan valts for k <  kan vi vlja v..1 € (m(Ex N Ogky1,1) och sedan
E..1 = E,Ue.yq dir e, 1 C Ogyq ar kompakt och har sa litet men positivt matt att detta
géller for j <k <k +1och m(ex1) <27%1 Om E = UEy sa ar 0 < m(ENO;) < v;m(0;)
for varje 7, och m(E) < 1. (Se 6vning 5 for existens av kompakta méngder utan inre punkter
med positivt matt.)

98. E &r méatbar om m*(E) +m*(I \ E) = m(I), sa det andra pastaendet foljer av det forsta.
Som i 6vning 96 kan man reducera till fallet da E &r métbar. Lat 0 < § < min(e, 1 — €) och
vélj en dndlig foreningsméngd A av intervall sa att m(EAA)/6 ar liten. Om m(; N (AAE)) <
dm(I;) har vi

m(I;NA) > (e+0)m(l;) = m([;NE)>em(l;) = m(I;NA) > (¢ —§)m(l))

sa I[; C I'" om I; C A men inte di I; C CA. Mattet av foreningsméngden av de tveksamma
intervallen dar m(I; N (AAE)) > (5m( ;) dr hogst m(AAE)/S, vilket medfor pastaendet.

99. a) Det &r klart att m(O;) vixer och dr kontinuerlig till vinster samt att m(O;) > 0 da
t > 0. Majorantsatsen ger lim,; m(Os) = m(O;) + m(E,) dir E; = {x € O;d(z) = t}. Det
ar klart att Fy = (0. Att F; dr en nollmingd da ¢ > 0 foljer av att om d(z) = ¢ > 0 sa finns
y € 00 med ||z —yl|| = t. Alla punkter z i klotet B, med radie r < t och medelpunkt i  sddana
att (z —z,y —x) > 3||z — z|||ly — x| har da avstand < ¢ till y (rita figur!). Mattet av denna
klotsektor dr > m(B,)/2% (Uppskatta méttet for klotet uppat med méttet av en omskriven
cylinder och mattet for klotsektorn nedat med mattet av en dubbelkon, vilket ger att mattet av
klotsektorn #r > (v/3/2)4 " 'm(B,)/2d > m(B,)/2* da d > 3, det &r m(B,)/(d+1) > m(B,)/2¢
da d = 1,2.) Det foljer att det inte finns nagon tathetspunkt for E; som alltsa &r en nollméngd.
Om det finns en punkt z € O med d(z) = t och vi viljer y som forut sa blir d(Az+(1—\)y) = At
om0<A<1.OmO<s<tsafarvix+(1—ANy+z€ O;\Os om |z| < min(t — A, A\t — s)
vilket visar att m(Os) < m(Oy).



ANVISNINGAR OCH SVAR 105

b) Det &r klart att f &r métbar, och
/ fdx = ZQZ’/Qm(O)/ZV =m(0)/(V2 - 1).
1

¢) Om x € Oy, sa ér f(x —y) > 2"/? i en sektor S av klotet {y;|ly|| < t,} vars volym enligt
ovan dr minst 27¢ ganger klotets volym, sa f * g(z) > 1/2% eftersom [, gdy > 27"/2/2°.

d) Vilj 6ppna O; D N med m(0;) <477, j =1,2,.... Vi kan finna icke negativa f;, g; € L
enligt oven sa att

/fjdl’=4_j/(\/§—1)7 /gjdlea fixgi(x)=27" 1 O;.

Da har f =>2/f; och g = > 277g; den 6nskade egenskapen.

100. For fixt T &r Fr mitbar och |Fr(z)] < Clf(hx + s1)|, s& [ |Fr(z)Pdz <
C?|| fll,P/|t1], vilket visar att Fp € LP. Lat K C {(t1, 12, 51, S2, $3); tita # 0} vara kompakt.
For att visa kontinuitet av fr som funktion av 7" € K antas forst att f har kompakt stod och
att f, g &r begransade. Detta medfor att |z| < M da x € supp Fr, T € K, for nagon konstant

M. Lat A; vara en foljd av kontinuerligt deriverbara funktioner som konvergerar likformigt
mot A i {y € R*|y1| < sup|f|,y2| < suplgl,ys < M, |ys| < supy|ss|}. Ersitter vi A med A;

far vi en f6ljd F}J) med stod i en fix kompakt méangd som konvergerar likformigt mot F7r, och
B = FR)| < Gyl (ha+ s10) = [(1 + )| + lg(tar + 52) = (t52 + )| + |5 — ss).
Eftersom g(tox + so) — g(t3+s3) — 01 LY, och f(tix+s1) — f(t92+s9) - 0i LP dA T — T°

foljer kontinuiteten i detta fall.

Om f och g har kompakt stod men f och ¢ inte lingre antas begrinsade sa sitter vi
¥ = max(—v,min((f,v)) och definierar ¢g” analogt. D& &ar f“ = f och ¢* = g utom i en
méngd E” med m(E”) — 0 da v — oco. Om F} svarar mot f,¢” sa &r F} = Fr utom da
tix + s; € B eller toxr + so € B vilket ger

(4.4.2) ||F¥ — Fr|,> < 2”C’p/ |f(tix + 51)|P do

tjz+s;eEY,j=1 eller 2

f§%%ﬁﬁﬂ1</l]f@ﬂﬁdx+l[

@) dz) =0
2(z—s1)/t1+52
da v — oo och kontinuiteten foljer av det redan behandlade fallet.

Om f inte har kompakt stod sa konstaterar vi att
[ AU+ s gl + s sl dr <l [ jf@pds 0
[t1z+s1|>p || >M

da M — oo, och beviset fullbordas genom att ersitta f med funktionen som &r lika med f
i (=M, M) och noll i komplementet och ersidtta g med en funktion som &ar lika med g i ett
tillrackligt stort intervall som beror pa M.

Ovningen har méanga varianter. Man kan lika vil betrakta en funktion

A(filttix + s1),..., fn(tiz + sn), , SN+1)
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dar fi,..., fx € L? medan fiq,..., fy bara &r métbara, forutsatt att |A(y)| < C Z’f ly;|. Har
kan sy,; beteckna manga parametrar. Vi kan ocksa lata x € R%, med sq,...,sy € R? och
inverterbara linedra transformationer ¢, ...,ty i R%
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