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F�orord

Gummimaterialens unika egenskaper utnyttjas i m�anga till�ampningar och har

ofta en avg�orande betydelse f�or en konstruktions mekaniska beteende. En v�al
genomf�ord konstruktion med gummikomponenter kan ofta ers�atta era mekaniska
delar. Tyv�arr utnyttjas inte m�ojligheterna med gummi som konstruktionsmaterial

fullt ut av konstrukt�orer. I m�anga fall beror det p�a att konstrukt�oren inte k�anner
sig beh�arska materialet och dess egenskaper tillr�ackligt.

Den h�ar texten har som syfte att ge en f�orsta inblick i och �oversikt av ber�aknings-

metoder och typiska mekaniska egenskaper f�or gummimaterial.
Texten togs fram v�aren 1999 som ett kompletterande kursmaterial i 'Gummi!

Ett utbildningsmaterial f�or gummindustrin' YFIND (Yrkesn�amnden f�or fabriksin-

dustrin) p�a uppdrag av Sveriges Gummitekniska F�orening.

Per-Erik Austrell
LTH i oktober 2000
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1 Inledning

Gummimaterialens unika egenskaper utnyttjas i m�anga tekniska till�ampningar.

Komponenter av gummi anv�ands som kopplingselement mellan styva strukturer.
Exempelvis som vibrationsisolatorer, st�otupptagare, exibla leder, t�atningar mm.
Dessa kopplingselement har ofta en avg�orande betydelse f�or konstruktionen som

helhet. Det �ar d�arf�or av stor betydelse att k�anna till materialegenskaper och
ber�akningsmetoder f�or dessa material med sina unika egenskaper.

Utvecklingen av datorer och ber�akningsprogram har �aven p�averkat gummi-

omr�adet. Nya kraftfulla ber�akningsverktyg �nns nu tillg�angliga f�or konstruktion
av gummikomponenter. Datorsimuleringar med hj�alp av �nita elementmetoden
har d�armed blivit mer anv�andbara genom utvecklingen av datorer och program

som ger m�ojligheter att studera produkter med komplicerad geometri, komplexa
belastningsfall, varierande materialegenskaper mm. Men datormetoderna utes-
luter inte anv�andning av enklare traditionella metoder att konstruera gummikom-
ponenter. Dessa metoder �ar fullt tillr�ackliga f�or m�anga produkter. �Aven f�or mer

komplicerade fall �ar det bra att f�orst unders�oka komponentens mekaniska be-
teende med hj�alp av enklare mer �overslagsm�assiga metoder.

Texten har som syfte att ge en �overblick av s�av�al enkla som mer komplicerade

ber�akningsmetoder. Dessutom beskrivs typiska mekaniska egenskaper f�or gummi-
material. Texten �ar indelad i tv�a huvuddelar d�ar den ena behandlar statiska och
den andra behandlar dynamiska f�orh�allanden. Uppdelningen �ar motiverad av att

man ofta har lastfall som best�ar av en statisk last och en �overlagrad dynamisk
belastning. Konstruktionsarbetets f�orsta fas best�ar d�a i att dimensionera f�or den
statiska lasten och i den andra fasen ta h�ansyn till den dynamiska lasten. F�or

Figur 1: Till�ampning med en maskin uppst�alld p�a gummid�ampare.

att vara mer speci�k, betrakta en typisk applikation enligt �gur 1, som visar en

maskin uppst�alld p�a gummid�ampare. Det f�orsta kravet �ar att d�amparna skall kun-
na b�ara den statiska lasten p�a ett tillfredst�allande s�att. D�arut�over kan det �nnas
krav p�a de dynamiska egenskaperna tex att den kraft som transmitteras genom
d�amparna till underlaget �ar tillr�ackligt liten eller att maskinens vibrationsampli-

tud begr�ansas. D�a blir det viktigt att ocks�a k�anna till dynamiska storheter som
tex transmissibilitet, dynamisk styvhet, d�ampning och resonansfrekvens.

Statiska egenskaper och samband f�or gummimaterial och komponenter be-

handlas i avsnitt 2. Dynamiska f�orh�allanden diskuteras i avsnitt 3. Ett antal
till�ampningsexempel ges i avsnitt 4 tillsammans med n�agra textfr�agor. Texten
avslutas med referenser f�or ytterligare l�asning.
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2 Statisk analys

I det h�ar avsnittet som ber�or konstruktion med h�ansyn till statisk eller l�angsam

belastning behandlas mekaniska egenskaper f�or gummi, metoder f�or konstruk-
tionsber�akningar och n�agot om olinj�art elastiska materialmodeller.

2.1 N�agra de�nitioner av storheter

St�angen i �gur 2 som antages vara av linj�arelastiskt material, anv�ands f�or att
de�niera storheter och begrepp p�a material- och strukturniv�a, som f�orekommer i
forts�attningen.

u

P P

L

l

A

Figur 2: Elastisk st�ang belastad med kraften P.

F�or ett materials styvhet anv�ander man sig av begreppet elasticitetsmodul
som anger kvoten mellan samh�orande v�arden p�a sp�anning och t�ojning i n�agon

typ av belastning, tex i dragbelastning. P�a materialniv�a ger Hookes lag genom
E-modulen ett samband mellan sp�anningen och t�ojningen i st�angen enligt

� = E� (1)

d�ar sp�anning och t�ojning de�nieras av

� = P=A respektive � = u=L (2)

eftersom sp�anning och t�ojning �ar konstant i detta enkla fall. I forts�attningen
kommer �aven andra tillst�and p�a materialniv�a att diskuteras.

I samband med gummimaterial anv�andes ofta t�ojningsm�attet stretch, som
de�nieras av l�angdf�orh�allandet dvs deformerad delat med odeformerad l�angd.
F�or st�angen f�ar man d�a

� = l=L = 1 + � ;

eftersom den deformerade l�angden l = u+ L.
Utg�aende fr�an materialniv�an kan samband p�a strukturell niv�a h�arledas. St�angens

styvhetK ger en koppling mellan strukturstorheterna kraft och f�orskjutning enligt
sambandet

P = Ku :

Ins�attning av (2) i (1) ger st�angens styvhetssamband

P =
EA

L
u dvs K =

EA

L

som kopplar kraft och f�orskjutning f�or st�angen. Styvhetsuttryck f�or gummikom-
ponenter i tryck och skjuvning kommer att diskuteras i avsnitt 2.4.
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2.2 Mekaniska egenskaper

De viktigaste mekaniska egenskaperna hos gummimaterial som utnyttjas i tekniska
till�ampningar �ar den t�ojningsupptagande f�orm�agan, den vibrationsd�ampande egen-

skapen och n�otningsstyrkan.
Den mest framtr�adande och karakteristiska egenskapen hos gummimaterial �ar

den stora elasticiteten dvs f�orm�agan att t�ala stora t�ojningar utan permanenta de-

formationer efter avlastning. Det inneb�ar ocks�a att gummimaterial har en f�orm�aga
att lagra mycket t�ojningsenergi per volymsenhet och dessutom frig�ora det mesta
vid avlastning. Den goda elasticiteten har sin f�orklaring i den molekyl�ara struk-

turen. De l�anga veckade polymerkjedjorna kan str�ackas och orienteras i t�ojningens
riktning. Orsaken till detta �ar att polymerens byggstenar i kjedjan har en f�orm�aga
att rotera i kopplingspunkterna mellan enheterna (monomererna). D�arigenom �ar

det m�ojligt att uppn�a t�ojningar p�a era hundra procent.
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Figur 3: Sp�annings-t�ojningsdiagram f�or ett 60 IRHD naturgummi. V�anster:
tryck/drag belastning. H�oger: Enkel skjuvning.

F�or statiska ber�akningar beh�ovs ett m�att p�a materialets styvhet. Figur 3 visar

sp�annings-t�ojningsdiagram f�or naturgummi med h�ardhet 60 IRHD i tryck/drag-
belastning respektive skjuvbelastning. Enkel skjuvning enligt �gur 3 ger ett mer
linj�art samband mellan sp�anning och t�ojning �an vad som �ar fallet vid tryck/drag-

belastning. Det �ar d�arf�or mer motiverat att anv�anda skjuvmodulen G som en ma-
terialkonstant �an E-modulen eftersom den senare varierar kraftigt med t�ojningen.
(Modeller som beskriver det olinj�ara beteendet enligt �gur 3 behandlas kortfattat

i avsnitt 2.5.1.)
H�ardhetsm�atning �ar ett indirekt s�att att klassi�cera materialstyvhet. Det �nns

tv�a dominerande metoder att m�ata h�ardhet f�or gummi: IRHD (International

Rubber Hardness Degrees) och Shore metoden. B�ada metoderna inneb�ar att man
trycker en spets mot ytan av en provbit eller en f�ardig komponent, med en kon-
stant kraft och avl�aser hur mycket spetsen sjunker in i ytan. Metoderna skiljer

sig �at bla genom utformningen av spetsen. Vid IRHD m�atningen anv�ander man
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Figur 4: Sambandet mellan skjuvmodulen G och h�ardheten enligt Lindley.

en n�al med halvsf�arisk spets eller en liten kula, medan man i Shore m�atningen
anv�ander en n�al med en spets i form av en kapad kon. Metoderna ger ungef�ar
samma numeriska h�ardhetsv�arde f�or material med h�ardhet inom intervallet 30-
80 IRHD. Detta v�arde �ar ibland det enda m�att p�a materialstyvheten som �nns

tillg�angligt. Det beh�ovs d�a en relation mellan h�ardheten och materialets styvhet.
I �gur 4 visas sambandet mellan h�ardheten och skjuvmodulen (enligt Lindley

[6] tabell 3, sid.8).

Vissa typer av vulkaniserat gummi utan fyllmedel som tex naturgummi har
h�og elasticitet med sm�a f�orluster vid cyklisk belastning. I regel �ar det dock
n�odv�andigt att tills�atta fyllmedel f�or f�a tillr�acklig styvhet i materialet och up-

pn�a tillr�acklig n�otningsbest�andighet. Det vanligaste fyllmedlet, sot eller s�a kallad

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Displacement (mm)

F
or

ce
 (

kN
)

Figur 5: Kraft-deformationssamband f�or ett kimr�oksfyllt naturgummi utsatt f�or
cyklisk belastning.

kimr�ok har egenskaper som �okar d�ampningen och minskar elasticiteten. Vid up-

prepad p�a- och avlastning av ett kimr�oksfyllt naturgummi av h�ardhet 60 IRHD
f�ar man ett typiskt kraft-deformationssamband enligt �gur 5.

F�orutom att man f�ar en skillnad mellan p�a- och avlastningskurvorna som in-

dikerar att materialet inte �ar idealt elastiskt, f�ar man ocks�a en viss s�ankning av
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materialets styvhet. Denna s�ankningen �ar dock begr�ansad och n�ar ett station�art
v�arde efter ett f�atal belastningscykler enligt �gur 5. Det t�ojningsmjuknande be-

teendet (som ocks�a kallas Mullins e�ekt) beror av molekyl�ara omlagringar och
brott i tv�arbindningar mellan polymer och fyllmedelspartiklar. T�ojningsmjuknandet

�okar med �okande m�angd fyllmedel.

En annan karakteristisk egenskap f�or gummi �ar den stora skillnaden mellan
skjuvmodulen och bulkmodulen. Typiska v�arden f�or gummi �ar en skjuvmodul
G � 1 MPa och bulkmodul B � 2000 MPa. Den stora volymetriska styvheten

j�amf�ort med skjuvstyvheten betyder att volym�andring kr�aver v�asentligt st�orre
kraft �an form�andring genom skjuvning. Den stora skillnaden indikerar att mate-
rialet �ar i det n�armaste inkompressibelt och i m�anga sammanhang betraktar man

d�arf�or gummi som fullst�andigt inkompressibelt.
Avslutningsvis kan n�amnas att statiska mekaniska egenskaper f�or gummima-

terial beskrivs mer utf�orligt i [3] och [4].

2.3 Ber�akningsmetoder - statiskt elastiskt

H�ar f�oljer tv�a avsnitt som behandlar statiska elastiska ber�akningsmetoder f�or
gummielement. Avsnitt 2.4 behandlar styvhetuttryck och avsnitt 2.5 behand-
lar datormodeller. I b�ada fallen betraktas materialet som idealt elastiskt. I 2.4

diskuteras styvhetsuttryck f�or n�agra olika belastningsfall med utg�angspunkt fr�an
linj�ar elasticitet. I 2.5 behandlas �nit elementanalys med f�oruts�attningen att ma-
terialet �ar olinj�art elastiskt.

2.4 N�agra uttryck f�or styvhet i tryck och skjuvning

I inledningen n�amndes att man ofta som ett f�orsta steg i designprocessen av en
gummikomponent beh�over en uppskattning av den statiska styvheten. Exempelvis

f�or att komponenten skall klara att b�ara upp en tyngd eller f�or att man beh�over
k�annedom om komponentens fj�adrande egenskaper.

�Aven om gummi �ar k�ant f�or sin f�orm�aga att fungera elastiskt vid stora t�ojningar

s�a �ar m�anga gummifj�adrar i praktiska till�ampningar utsatta f�or relativt sm�a
t�ojningar. Det �ar d�arf�or motiverat i vissa sammanhang att utg�a ifr�an att ma-
terialet fungerar linj�art elastiskt.

τG p

p

p

p B

τ

τ

γσ
E

σ
τ

Figur 6: Grundl�aggande sp�anningstillst�and och motsvarande materialkonstanter.

Gent [4] (kapitel 3 s.35) anger ungef�arliga gr�anser f�or giltigheten av styvhet-
suttryck som baserar sig p�a linj�ar elasticitet. Vid skjuvning g�aller uttrycken upp
till ungef�ar 75% skjuvt�ojning och f�or drag och tryck ungef�ar till 25% t�ojning. N�ar
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det g�aller st�orre t�ojningar eller mer komplicerade geometrier �ar datorbaserade
metoder som bygger p�a �nita elementmetoden mer l�ampliga.

Styvhetsuttrycken f�or tryck- och skjuvfj�adrarna som behandlas h�ar utg�ar fr�an
tillst�anden i �gur 6. Det f�orsta linj�arelastiska sambandet enligt �gur 6, �ar tidigare
n�amnda Hookes lag f�or enaxligt sp�anningstillst�and

� = E�; (3)

d�ar � �ar sp�anningen och � �ar t�ojningen i sp�anningens riktning.

Det andra sambandet beskriver kopplingen mellan skjuvsp�anning � och skju-
vt�ojning  enligt

� = G (4)

d�ar skjuvt�ojningen r�aknas som skjuvdeformation delat med h�ojden vinkelr�at skju-
vriktningen, vilket f�or sm�a t�ojningar �ar lika med vinkeln  enligt �gur 6.

Det tredje sambandet, som ocks�a illustreras i �gur 6 g�aller materialets voly-

metriska styvhet. Kopplingen mellan den volymetriska t�ojningen �V=V och det
hydrostatiska trycket p enligt

p = B
�V

V
(5)

ges av bulkmodulen B.

Ofta anv�ander man E-modulen E och tv�arkontraktionstalet � f�or att beskri-
va ett linj�arelastiskt material. F�or gummi �ar det l�ampligare att anv�anda skju-
vmodulen G och bulkmodulen B. Skjuvmodulen varierar betydligt mindre med

t�ojningen �an E-modulen och bulkmodulen har en mer konkret tolkning enligt (5),

�an tv�arkontrationstalet. E-modulen kan uttryckas i termer av bulkmodulen och
skjuvmodulen enligt

E =
9BG

3B +G
(6)

eftersom endast tv�a oberoende konstanter beh�ovs f�or att karakterisera ett linj�ar-

elastiskt material. Observera att (6) f�or stora v�arden p�a bulkmodulen kan f�orenklas
till E = 3G.

De grundl�aggande sambanden (3) - (6) �ar basen f�or de styvhetsuttryck som

beskrivs nedan.

2.4.1 Skjuvfj�adrar

P

A

H

u

Figur 7: Skjuvfj�ader.Tv�arsnittsyta A och h�ojd H.
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Det grundl�aggande uttrycket f�or skjuvfj�aderns styvhet ges av (4). Genom
ins�attning av � = P=A och  = u=H f�ar man uttrycket f�or skjuvfj�adern

P = Ks u �! Ks =
GA

H
(7)

Uttrycket g�aller s�a l�ange b�ojning inte avsev�art inverkar p�a deformationsformen,

vilket kr�aver att h�ojden �ar liten j�amf�ort med utbredningen. F�or tillr�ackligt sm�a
h�ojder �ar avvikelsen fr�an ideal enkel skjuvning enligt �gur 7 obetydlig. �Overg�angen
fr�an enkel skjuvning, som dominerar f�or en relativt l�ag skjuvfj�ader, till b�oj-

deformation som inverkar f�or en relativt h�og skjuvfj�ader, diskuteras i [4] s.40
och s.213.

2.4.2 Tryckfj�adrar

Figur 8 illustrerar tryckfj�adrar med olika bredd-h�ojdf�orh�allanden. F�or den v�anstra
tryckfj�adern �ar en utvidgning i sidled endast lite f�orhindrad, medan fj�adern till
h�oger �ar mer inst�angd och l�ast mellan de tv�a fastvulkade metallytorna. Vid

P

A

H

u

P

A

H

Figur 8: Tryckfj�adrar med olika formfaktorer. Tv�arsnittsyta A och h�ojd H.

m�attliga t�ojningar �ar det d�arf�or rimligt att anta att Hooke's lag (3) approxi-

mativt g�aller f�or fj�adern till v�anster och att det volymetriska styvhetsuttrycket
(5) �ar av betydelse f�or fj�adern till h�oger i �guren. Det �ar en betydande skillnad
mellan tryckstyvheterna i de tv�a fallen eftersom B � 2000G.

F�or att beskriva �overg�angen fr�an inverkan av E-modulen till inverkan av bulk-
modulen inf�ors den s�a kallade formfaktorn S, de�nierad som

S =
belastad yta

obelastad yta
: (8)

I de�nitionen (8) �ar den belastade ytan begr�ansad till den �ovre ytan utsatt f�or

kraften P , och den obelastade arean �ar den fria omgivande (buktande) ytan.
Genom att de�niera en s�a kallad kompressionsmodul Ec som �ar beroende p�a
formfaktorn, kan tryckstyvheten f�or olika formfaktorer beskrivas i ett enda uttryck

Kc = Ec(S)
A

H
: (9)

Enligt Lindley [6] s.33, kan kompressionsmodulens beroende av formfaktorn

uttryckas som
Ec(S) = E0 (1 + 2k S2) (10)

d�ar k �ar en faktor i storlek mellan 0.9 och 0.5 som minskar med �okad gum-
mih�ardhet, enligt tabell 1. (En likv�ardig tabell �nns i [4] kapitel 8 s.215.)
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Hardness E0 G k

IRHD (MPa) (MPa)

30 0.92 0.30 0.93

35 1.18 0.37 0.89

40 1.50 0.45 0.85

45 1.80 0.54 0.80

50 2.20 0.64 0.73

55 3.25 0.81 0.64

60 4.45 1.06 0.57

65 5.85 1.37 0.54

70 7.35 1.73 0.53

75 9.40 2.22 0.52

Tabell 1: Beroendet av h�ardheten f�or moduler och faktorn k f�or kimr�oksfyllda
naturgummin, enligt Lindley.

2.4.3 Kombinerade skjuv- och tryckfj�adrar

u

α

P

Figur 9: Kombinerade skjuv- och tryckfj�adrar.

Ett vanligt belastningsfall f�or gummielement �ar en kombination av tryck och

skjuvning. Den kombinerade skjuv- och tryckfj�adern illustreras h�ar genom ett
exempel. Figur 9 visar tv�a gummielement utsatta f�or samtidig skjuvning och
tryck p�a grund av den snedst�allda monteringen.

Betraktas tryck och skjuvning oberoende av varandra s�a ges kraftkomponen-
terna i respektive rikting, av styvhetsuttrycken Pc = Kc uc och Ps = Ks us.
Genom att kombinera ekvationerna f�ar man uttrycket f�or fj�aderstyvheten K f�or

det kombinerade lastfallet

K = 2(Kccos
2�+Kssin

2�) (11)

d�ar man kan se att styvheten �ar beroende av vinkeln �.

2.4.4 Andra styvhetsuttryck

Flera andra styvhetsuttryck behandlas i referenserna [4] och [6]. Gummifj�adrar

diskuteras �aven av Grafstr�om i [3] (kapitel 8.1). D�ar presenteras �aven halvem-
piriska diagram, som inkluderar rekommenderade sp�anningsniv�aer f�or design av
gummifj�adrar med olika h�ardhet.
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2.5 Finit elementanalys

F�or gummielement med komplex geometri och belastning r�acker inte metoderna
som beskrevs i f�oreg�aende avsnitt. D�a kr�avs datormetoder som �nita element-

metoden, som inkluderar materialmodeller som kan beskriva gummimaterials
olinj�ara elastiska egenskaper.

Figur 10: Finit elementanalys av gummikomponent.

Finita elementmetoden �ar den mest allsidiga och framg�angsrika datormeto-
den inom h�allfasthetsl�aran och strukturmekaniken. Den erbjuder ett systematiskt
tillv�agag�angss�att f�or analys av komponenter av olika typer av material och god-

tycklig geometrisk form. Strukturen som ska analyseras delas in i mindre delar,
element, sammankopplade i noder. F�or varje element de�nieras en styvhetsre-
lation dvs ett samband mellan krafterna och f�orskjutningarna som verkar p�a

elementet. F�or att ta fram elementstyvheten f�or ett enskilt element, kr�avs att
relationen mellan sp�anning och t�ojning i elementet �ar k�ant. Denna relation ges
av en materialmodell, som beskriver det aktuella materialet. H�ar antages att ma-

terialmodellen �ar olinj�art elastisk. (Materialmodeller diskuteras i n�asta avsnitt.)
Elementstyvhetsuttrycken bygger upp ett ekvationssystem genom sammankop-
plingen av krafter och f�orskjutningar i noderna.

Figur 10 visar principen f�or �nit elementanalys av en gummikomponent. F�or
att bygga upp en modell som beskriver den verkliga komponentens mekaniska
funktion kr�avs f�oljande moment.

� Kalibrering av materialmodellen f�or det aktuella gummimaterialet med hj�alp
av provdata.

� Geometrisk modellering av komponenten som inneb�ar en indelning i ett
med h�ansyn till noggrannheten, tillr�ackligt antal element.

� De�nition av laster och insp�anningsf�orh�allanden.

I det f�orsta steget anv�ands de experimentellt framtagna t�ojnings- och sp�annings-

v�ardena f�or gummimaterialet ifr�aga till att genom en passningsprocedur kalibr-
era materialmodellen som beskriver gummimaterialets elastiska egenskaper. Olika
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Initial position

Mounting

Compression

Figur 11: Analys av ett tv�arsnitt av en betongr�orst�atning genom datorsimulering
med �nita elementmetoden.

typer av s�adana materialmodeller �nns inlagda i de st�orre generella kommer-
siellt tillg�angliga �nita elementprogrammen. Kalibreringen resulterar i en up-
ps�attning av indataparametrar vilka de�nierar materialmodellen. Dessa parame-

trar, tillsammans med en geometri- och lastbeskrivning enligt steg tv�a och tre ger
n�odv�andiga indata f�or datormodellen som beskriver den verkliga komponentens
elastiska egenskaper.

Flera generella �nita elementkoder som ABAQUS, ANSYS, MARC och NAS-
TRAN, kan anv�andas f�or olinj�ara elastiska analyser. Ett exempel p�a de m�ojligheter
�nita elementanalyser erbjuder ges i �gur 11. Figuren visar en simulering av

montering och kompression av en betongr�orst�atning. Stela element anv�ands i
monterings- och kompressionsstegen f�or att modellera betonginneslutningen. Anal-
ysen kan bland annat avsl�oja huruvida kontakttrycket mellan r�oret och t�atningen

�ar tillr�ackligt h�ogt. Det visade exemplet �ar ett relativt komplicerat problem som
inneh�aller era ber�akningsm�assiga sv�arigheter, s�asom stora t�ojningar, olinj�art
material, kontaktvillkor, och inkompressibelt materialbeteende.

2.5.1 Olinj�ara elastiska materialmodeller

Mooney och Rivlin utvecklade under 1950-talet den olinj�ara fenomenologiska
elasticitetsteorin f�or stora deformationer. Mooney initierade arbetet genom att

utveckla en speciell materialmodell varefter Rivlin utvecklade en generell teori
baserad p�a ett t�ojningsenergiuttryck. I de s�a kallade hyperelastiska materialen
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enligt Rivlin de�nieras en t�ojningsenergifunktion W som �ar att betrakta som
en potentialfunktion f�or sp�anningarna i materialet. De elastiska egenskaperna

best�ams med hj�alp av funktionen W , som representerar t�ojningsenergi per volym-
senhet f�or det aktuella materialet.

u

P P

L

l

A

Figur 12: Elastisk st�ang belastad med kraften P.

F�or att illustrera hur t�ojningsenergin kan de�niera relationen mellan sp�anning

och t�ojning betraktas f�orst fallet med en linj�arelastisk st�ang enligt �gur 12.
T�ojningsenergin per volymsenhet ges i detta fall av

W =
1

2
E�2

d�ar � = u=L �ar t�ojningen i st�angen. Sp�anningen � kan f�as genom derivering med

h�ansyn till t�ojningen enligt

� =
dW

d�
= E� :

Resultatet �ar allts�a den v�alk�anda Hookes lag f�or det enaxliga fallet. Exemplet

visar att det �ar m�ojligt att erh�alla materialsambandet f�or ett elastiskt material
genom att anv�anda t�ojningsenergin som en potentialfunktion. I den generella er-
axliga och olinj�ara teorin �ar principen f�or att h�arleda materiallagen densamma.
Men i det olinj�ara fallet kr�avs i regel er materialparametrar. Dessutom m�aste

t�ojningsm�attet generaliseras f�or att �aven t�acka eraxliga tillst�and av t�ojning
som uppkommer vid godtyckligt belastade kroppar. T�ojningsm�att som kallas
t�ojningsinvarianter inf�ors som grundl�aggande variabler i t�ojningsenergiuttrycket.

T�ojningsinvarianterna uttrycks ofta i stretch (som de�nierades tidigare).

T�ojningsenergiuttryck

Tv�a generella t�ojningsenergifunktioner som anv�ands i samband med hyperelastiska
modeller ges av ett uttryck p�a polynomform i t�ojningsinvarianter eller av ett ut-
tryck i huvudstretchv�arden enligt Ogden.

Den generella polynomformen av t�ojningsenergifunktionen W, som ing�ar i de
esta �nita elementprogram som inneh�aller hyperelastiska material, ges av serien

W =
NX

i=0;j=0

Cij(I1 � 3)i(I2 � 3)j (12)

d�ar Cij �ar materialkonstanter. I1 och I2 �ar de generaliserade t�ojningsm�atten, de

s�a kallade t�ojningsinvarianterna.
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Den generella formen av Ogdenmodellen uttrycks ocks�a som en serie men
t�ojningsm�attet �ar, som n�amndes ersatt av stretchv�arden �i enligt

W =
NX
i=1

2�i

�2
i

(��i

1 + ��i

2 + ��i

3 � 3) ; (13)

d�ar �i och �i �ar materialkonstanter. Ogdenmodellen kan generellt inte direkt
j�amf�oras med polynomformen, f�orutom f�or speciella val av konstanterna. F�or

b�ada formerna beh�over i regel endast ett f�atal termer i summorna anv�andas.
Ett stort antal av t�ojningsenergiuttryck har f�oreslagits och till�ampats p�a olika

typer av gummimaterial. Modellernas giltighet beror bland annat p�a hur stort

t�ojningsomr�ade som skall t�ackas. En noggrann beskrivning av ett gummimaterials
beteende �over ett stort t�ojningsintervall kr�aver komplicerade modeller och m�anga
materialparametrar.
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Figur 13: Mooney-Rivlin modellen i j�amf�orelse med faktiska beteenden av ett
kimr�oksfyllt gummimaterial i tryck/drag och enkel skjuvning.

Mooney-Rivlin modellen, som har tv�a parametrar, C10 and C01, �ar ett spe-

cialfall av polynomformen. Den har anv�ants i m�anga fall f�or modellering av gum-
mielasticitet, och den har anpassats framg�angsrikt till experimentella data f�or
ofyllda material. Men f�or kimr�oksfyllda material ger denna enkla modell d�alig

�overensst�ammelsen med experiment. Figur 13 illustrerar detta i en j�amf�orelse
av tv�a-parameters Mooney-Rivlin modellen och det faktiska beteendet f�or ett
kimr�oksfyllt gummi med en h�ardhet runt 65 IRHD. F�or h�oga t�ojningsv�arden

�ar Mooney-Rivlin modellen linj�ar i drag medan experimenten visar en progres-
siv kurva. Modellen avviker �aven fr�an experiment i enkel skjuvning vid h�ogre
t�ojningsv�arden, d�ar Mooney-Rivlin modellen visar ett linj�art beteende medan

det verkliga beteendet ocks�a h�ar �ar progressivt.
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En tre-parameters modell framtagen av O.H. Yeoh [7], de�nierad genom

W = C10(I1 � 3) + C20(I1 � 3)2 + C30(I1 � 3)3 (14)

speglar korrekt det kvalitativa beteendet f�or kimr�oksfyllda gummimaterial enligt
illustrationen i �gur 13. Modellen ger korrekt fysikaliskt beteende och �ar gans-

ka enkel att anv�anda, eftersom den bara har tre konstanter som dessutom har
ett linj�art funktionsberoende eftersom den �ar p�a polynomform. Den ger ofta en
noggrann och stabil passning till experimentella data.

Ytterligare l�asning om hyperelastiska materialmodeller och best�amning av
materialparametrar ur experiment behandlas i [1] och [2].
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3 Dynamisk analys

Det h�ar avsnittet behandlar gummimaterials dynamiska egenskaper och mod-

eller f�or beskrivning av dessa egenskaper i termer av linj�ar dynamik och viskoe-
lasticitet. Speciellt betonas dynamisk modul och styvhet och dess beroende p�a
frekvens, temperatur och amplitud.

3.1 Mekaniska egenskaper

�Aven om gummi �ar mycket elastiskt, �ar det inte idealt elastiskt. Avvikelser i form

av belastningshastighetsberoende, tidsberoende och f�orluster genom omvandling
av energi till v�arme kan identi�eras i materialbeteende s�asom krypnings- och
relaxationsfenomen samt som hysteres vid cyklisk belastning.

Dynamisk provning i enkel skjuvning vid sm�a amplituder f�or ofyllda gummi-
material ger linj�art dynamiskt beteende som karakteriseras av att sinusformad
exitation ger sinusformad respons, som har samma frekvens som exitationen.

Responsen �ar dock fasf�orskjuten fasvinkeln �, vilket ger en elliptisk sp�anning-
t�ojningskurva enligt �gur 14.

2τ

κ

τ

κ

κ

0τ

s

0

s

2

Figur 14: Statisk och dynamisk skjuvsp�anning (�) och skjuvt�ojning (�).

Den elliptiska hystereskurvan �ar associerad med omvandling av energi. Vid
cyklisk belastning av gummimaterial �ar det d�arf�or alltid en del av energin som om-
vandlas till v�arme. Den inneslutna ytan mellan p�alastnings- och avlastningskur-
vorna motsvarar den energin som omvandlas till v�arme. Vid fria vibrationer

medf�or detta en minskande amplitud med tiden och man s�ager d�arf�or att ma-
terialet uppvisar d�ampning. Genom att tills�atta fyllmedel i gummiblandningen

�okar d�ampningen.

Anv�andning av gummikomponenter involverar ofta utnyttjande av b�ade statiska
och dynamiska egenskaper. F�or att beskriva statiska och dynamiska materialegen-
skaper �ar det anv�anbart att studera skjuvmodulen i de b�ada fallen. Den statiska

(sekant) skjuvmodulen och dynamiska skjuvmodulen �ar de�nierade som

Gstat =
�s

�s

Gdyn =
�0

�0
;

med beteckningar enligt �gur 14. Den dynamiska modulen �ar alltid st�orre �an den
statiska modulen, vilket ocks�a illustreras i �guren. De dynamiska egenskaperna
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f�or gummimaterial �ar beroende av b�ade temperatur och frekvens, vilket visar
sig i den dynamiska modulen och fasvinkeln. En �okning av temperaturen har en

mjukande e�ekt, och en �okning av frekvensen har en h�ardnande e�ekt.

3.1.1 Dynamiska modulens frekvens- och temperaturberoende

T
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Figur 15: Dynamiska skjuvmodulens och fasvinkelns frekvensberoende f�or ett or-
din�art naturgummi med fyllmedel. Temperaturens inverkan visas ocks�a.
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Figur 16: Dynamiska skjuvmodulens och fasvinkelns temperaturberoende f�or ett
ordin�art naturgummi med fyllmedel. Frekvensens inverkan visas ocks�a.

Figur 15 visar den dynamiska modulens och fasvinkelns frekvensberoende f�or
ett ordin�art gummimaterial med fyllmedel. Den dynamiska skjuvmodulen och

fasvinkeln �okar med frekvensen. E�ekten av f�or�andringar i temperatur visas ocks�a.
Figur 16 visar den dynamiska skjuvmodulens och fasvinkelns temperaturberoende

f�or ett gummimaterial med fyllmedel. Den dynamiska modulen minskar kraftigt

med �okad temperatur. E�ekten av f�or�andringar av frekvensen visas ocks�a. Det
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generella beteendet som illustreras i �gur 16, �ar detsamma f�or alla gummityper,
men temperaturskalan �ar olika och kan f�orskjutas genom olika tillsatser i gummi-

blandningen.
Tre temperaturregioner �ar indikerade. Den f�orsta �ar glasomr�adet d�ar molekyler-

nas termiska r�orelse �ar kraftigt reducerad och n�astan ingen intermolekyl�ar r�orelse

�ar m�ojlig. Materialet �ar styvt och spr�ott. Mekaniska beteendet i glasomr�adet

�ar beroende p�a de interatom�ara bindningarna och inte p�a de intermolekyl�ara
r�orelserna. Modulen �ar d�arf�or v�aldigt h�og (�1 GPa) och d�ampningen repre-

senterad av fasvinkeln �ar l�ag. Den andra regionen �ar �overg�angsomr�adet d�ar en
drastisk nedg�ang i den dynamiska modulen �ager rum och d�ampningen visar ett
maximalt v�arde representerat av en topp i fasvinkeln. Den tredje temperatur-

regionen �ar gummiomr�adet d�ar den dynamiska modulen �ar l�ag (�1 MPa) och
materialets mekaniska egenskaper p�averkas av m�ojligheten till intermolekyl�ara
r�orelser. F�or gummiliknande egenskaper kr�avs att materialet �ar n�ara slutet av

�overg�angsomr�adet eller i gummiomr�adet.
De angivna v�ardena i �gurerna 15 och 16 �ar approximativa och �ar ocks�a starkt

beroende av amplituden.

3.1.2 Den dynamiska modulens amplitudberoende

Olinj�ariteter i det dynamiska beteendet visar sig som en distorsion av den el-
liptiska hysteresloopen och som en minskning av den dynamiska skjuvmodulen

d�a amplituden �okar. S�adana dynamiska olinj�ariteter orsakas av gummin�atverkets
olinj�ara elasticitet, och f�or fyllda material av fyllmedelsstrukturens nedbrytning
och�aterformning. H�ar betonas speciellt den dynamiska modulens och fasvinkelns

beroende av t�ojningsamplituden.
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Figur 17: Dynamiska skjuvmodulens och fasvinkels amplitudberoende f�or n�agra

fyllda naturgummin med varierande fyllmedelsinneh�all. A-E representerar �okat
fyllmedelsinneh�all. (Reproducerad fr�an Harris och Stevenson.)

Harris och Stevenson [5] har genomf�ort experimentella studier av olika olinj�ara
dynamiska egenskaper f�or gummimaterial. Man unders�okte e�ekter av frekvens,
amplitud och elastisk olinj�aritet f�or fyllda och ofyllda gummimaterial. F�or de
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ofyllda materialen redovisades ett viskoelastiskt beteende, med en hystereskurva
av elliptisk form f�or sm�a amplituder. F�or de fyllda materialen, visade experi-

menten att den dynamiska modulen var starkt beroende av t�ojningsamplituden.
Figur 17 (reproducerad fr�an [5]), visar den dynamiska modulens amplitudberoende
f�or naturgummin med olika kimr�oksm�angder. Materialen hade alla approxima-

tivt samma h�ardhet (omkring 55 IRHD), vilket kunde �astadkommas genom att
anv�anda tre olika typer av kimr�ok och balansera de f�orst�arkande e�ekterna av
fyllmedlen genom tillsats av en h�ogvisk�os aromatisk olja. Figur 17 visar inverkan

av t�ojningsamplituden vid enkel skjuvning. Materialen �ar markerade A,C,D,E
ordnade efter �okad andel kimr�ok, varierande mellan 30 phr (f�or A) och 75 phr
(f�or E), (hundradelar av vikten gummi). Materialet med den h�ogsta d�ampande

e�ekten (representerat av fasvinkeln) och den st�orsta variationen i den dynamiska
modulen �ar det med det h�ogsta inneh�allet av fyllmedel.

3.1.3 Utmattning

H�ansyn till utmattning �ar viktigt i m�anga ingenj�orstill�ampningar f�or komponenter
som �ar utsatta f�or l�angvarig cyklisk belastning. Sp�anningskoncentrationer vid
defekter eller sm�a skador kan orsaka sprickor som utvecklas vid cyklisk belastning.

I v�arsta fall kan utmattning resultera i att komponenten kollapsar.
Rivenergin �ar utg�angspunkten f�or att f�orutse brott och utmattning. F�or m�anga

gummiprodukter som uts�atts f�or dynamisk belastning �ar brott orsakade av v�axande

sprickor den begr�ansande faktorn f�or livsl�angden.
Brottmekanik och utmattning behandlas mer utf�orligt i [4] (av Lake och

Thomas i kapitel 5 och av Ellul i kapitel 6).

3.1.4 Kryp- och relaxationsfenomen

Krypning visar sig som en med tiden �okande t�ojning, som ett resultat av en

pl�otsligt p�alagd belastning som sedan h�alls konstant.
Relaxation �ar en minskning av sp�anningen som ett resultat av en pl�otsligt

p�alagd t�ojning som sedan h�alls konstant i tiden. Ett relaxationstest utf�ores allts�a

genom att l�agga p�a ett t�ojningssteg enligt �gur 18.
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Figur 18: Relaxationsbeteende: Sjunkande sp�anning som resultat av en p�alagd
stegt�ojning.

Stevenson och Campion i [4] s.172, diskuterar krypning och relaxation och
beskriver ett linj�art logaritmiskt samband f�or krypt�ojning och relaxationssp�anning

med avseende p�a tiden.

22



3.2 Modellering

I det h�ar avsnittet behandlas modellering av gummikomponenters dynamiska
egenskaper. Begrepp med teoretisk bakgrund i linj�ar dynamik och viskoelastisk

materialmodellering, som resonansfrekvens, transmissibilitet och dynamisk styvhet
diskuteras.

En enkel modell av en gummid�ampare visas i �gur 19. Modellen best�ar av

en linj�ar fj�ader parallellkopplad med ett linj�art d�amparelement. Den kraft som
utvecklas i d�amparelementet �ar direkt proportionell mot hastigheten dvs Fv = c _u.
(Pricken betyder allts�a tidsderivata.) Vid cyklisk belastning orsakar d�ampar-

elementet en fasf�orskjutning mellan kraft och f�orskjutning vilket ocks�a illustr-
eras �guren. Avs�attes kraft och f�orskjutning i samma diagram uppkommer en
elliptisk hystereskurva av samma typ som i �gur 14. Detta g�aller generellt f�or al-

la linj�ara dynamiska system. Egenskapen att svaret p�a en sinusformad exitation
ger en f�ordr�ojd sinusformad respons av samma frekvens m�ojligg�or anv�andningen
av komplexa kvantiteter och till�ater de�nition av en komplex styvhet som beror

enbart p�a frekvensen.
Linj�ara system kan uttryckas i form av mekaniska analogier i form av fj�adrar

och d�amparelement. En godtycklig kombination av dessa element resulterar alltid

i ett linj�art dynamiskt system.
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t

T

Figur 19: Ett linj�art dynamiskt system utsatt f�or station�ar sinusformad belastning.

Responsen �ar en f�ordr�ojd sinusformad funktion med samma frekvens.

De linj�ara dynamiska modeller och samband som presenteras h�ar utg�or grun-

den f�or beskrivning av gummikomponenters egenskaper men kan inte beskriva
alla aspeketer av deras dynamiska beteende. En del egenskaper som tex am-
plitudberoendet av den dynamiska styvheten, n�arvaron av multipla frekvenser i

responsen vid harmonisk exitation och distorsion av hysteresloopen, som ber�ordes
i avsnitt 3.1 kan inte beskrivas genom linj�ar dynamik.

3.3 Ett endimensionellt modellsystem

Viktiga egenskaper och begrepp som anv�ands vid dynamisk analys av gummikom-

ponenter kan h�arledas ur det enkla endimensionella systemet i �gur 19. Systemet,
som best�ar av en linj�ar fj�ader och en visk�os d�ampare parallellkopplade till en mas-
sa, beskrivs av en andra ordningens di�erentialekvation

m �u(t) + c _u(t) + k u(t) = P (t) : (15)
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Sambandet (15) h�arleds ur r�orelseekvationen f�or massan (Newtons andra lag),
d�ar den visk�osa d�amparkraften �ar proportionell mot hastigheten enligt Fv = c _u

och den elastiska kraften �ar proportionell mot f�orskjutningen Fe = k u.

3.3.1 Fria vibrationer

Den fria responsen f�or systemet (15) �ar en exponentiellt avklingande harmonisk
funktion av tiden. Vibrationsfrekvensen vid fria vibrationer dvs. f�or P = 0, kallas
egenfrekvensen.

Det od�ampade systemet dvs med c = 0, har en egenvinkelfrekvens !0 som ges
av

!0 = 2�f0 =

s
k

m
: (16)

Egenfrekvensen f0 f�or systemet (15) med m�attlig d�ampning avviker endast mycket

lite fr�an det od�ampade systemets egenfrekvens givet av (16).

3.3.2 P�atvingade vibrationer

Det tekniskt sett mest intressanta fallet �ar det med p�atvingande sinusformade
vibrationer dvs station�ara sv�angningar d�ar systemet drivs av en harmonisk pe-
riodisk kraft. Responsen i detta fall �ar en sinusformad f�orskjutning med samma

vinkelfrekvens som kraften, men med en f�ordr�ojning. F�or ett od�ampat system
(c = 0) i fallet med p�atvingade vibrationer med P = P0sin(!t) ger den sta-
tion�ara l�osningen vibrationsamplituden

u0 =
P0

k

1

1 � ( !
!0
)2

(17)

d�ar ! �ar den drivande kraftens vinkelfrekvens.

Uttrycket (17) kan tolkas som den statiska l�osningen P0=k multiplicerad med
en f�orst�arkningsfunktion. Detta uttryck illustrerar ett viktigt fenomen, n�amligen
att vibrationsamplituden kan �oka obegr�ansat n�ar den drivande kraften har en

frekvens som �overenst�ammer med systemets egenfrekvens. Vid denna frekvens
f�ar man sk resonans och en alternativ ben�amning f�or egenfrekvens �ar d�arf�or res-
onansfrekvens.

Genom introduktion av m�attlig d�ampning begr�ansas amplituden vid resonans
samtidigt som systemets egenfrekvens, som n�amndes ovan p�averkas mycket lite.
Det betyder allts�a att i ett m�attligt d�ampat system intr�a�ar den maximala vi-

brationsamplituden vid ! � !0.

3.3.3 Transmissibilitet

En viktig fr�aga vid vibrationsd�ampning �ar hur mycket av den drivande kraften
som �overf�ors genom d�amparen till underlaget. Kvoten mellan den �overf�orda kraften
och den drivande kraften kallas transmissibilitet som f�or det od�ampade systemet
ges av

T = j

ku0

P0

j = j

1

1 � ( !
!0
)2
j (18)
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dvs fj�aderkraftens amplitud dividerat med den drivande kraftens amplitud. Ut-
trycket (18) visas gra�skt i �gur 20. F�or m�attligt d�ampade system g�aller ut-

οω/ω
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

T

Figur 20: Transmissibilitet mot normaliserad vinkelfrekvens f�or ett od�ampat sys-
tem.

trycket approximativt om den drivande kraftens frekvens �ar st�orre �an resonans-
frekvensen, vilket ocks�a kr�avs f�or en reduktion av den �overf�orda kraften. Enligt

diagrammet m�aste drivfrekvensen vara h�ogre �an resonansfrekvensen f�or att vi-
brationsd�ampningen skall fungera.
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3.4 Linj�ar viskoelasticitet

Det f�oreg�aende avsnittet behandlade en enkel dynamisk modell p�a strukturell niv�a
best�aende av en parallellkoppling mellan en linj�ar fj�ader och en visk�os d�ampare.

Det h�ar avsnittet behandlar mer so�stikerade modeller p�a materialniv�a uttryckt
i linj�ar viskoelasticitet. Tids- och frekvensberoende egenskaper som ocks�a in-
nefattar kryp- och relaxationsfenomen, t�acks av den linj�ara viskoelastiska teorin.

Diskussionen h�ar kommer emellertid att begr�ansas till station�ara p�atvingade vi-
brationer och dynamiska materialegenskaper, som kan beskrivas med en komplex
elasticitetsmodul. Dessutom ges en kortfattad behandling av reologiska modeller.

3.4.1 Harmonisk exitation och komplex modul

Sambandet mellan sp�anning och t�ojning vid station�ar sinusformad exitation �ar

av intresse vid m�anga praktiska till�ampningar. Harmonisk exitation av ett linj�art
viskoelastiskt material ger en harmonisk respons med samma frekvens som driv-
frekvensen. Responsen �ar dock fasf�orskjuten j�amf�ort med drivfrekvensen, vilket
ger en elliptisk kurva enligt �gur 21 d�a t�ojningen � = �0 sin(!t) och sp�anningen

� = �0 sin(!t+ �) avs�attes i (�; �) planet.

ε

σ

ε

0

0σ

Figur 21: Elliptisk hysteresis kurva. Sp�anningen � = �0sin(!t+ �) och t�ojningen

� = �0sin(!t) plottade i (�; �) planet.

Fasf�orh�allandet f�or sp�anning och t�ojning kan representeras med en roterande
vektorbeskrivning och det �ar d�arf�or praktiskt att anv�anda ett beteckningss�att som
utnyttjar komplexa tal i analogi med metodiken i v�axelstr�omsl�aran. T�ojningen

och sp�anningen kan skrivas som de komplexa storheterna

�� = �0e
i!t respektive �� = �0e

i(!t+�) : (19)

Sp�anningens och t�ojningens tidshistoria ges d�a av realdelen av de komplexa funk-
tionerna i (19).

Beteendet vid station�ar harmonisk belastning kan karakteriseras genom en

komplex modul som �ar beroende av vinkelfrekvensen, enligt

�� = E�(!)�� :

En tolkning av den komplexa modulen uttryckt i m�atbara storheter ges av

j E�

j=
�0

�0
och arg(E�) = � :
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Absolutv�ardet j E�(!) j och vinkeln arg(E�(!)) skall d�arf�or tolkas som dynamiska
modulen respektive fasvinkeln enligt avsnitt 3.1.

Notera att den dynamiska modulen och fasvinkeln �ar funktioner av enbart
vinkelfrekvensen !. Den dynamiska modulen f�or ett linj�art viskoelastiskt material

�ar d�arf�or oberoende av t�ojningsamplituden �0.

s

E *

E

Im
El

δ Re

Figur 22: Sambandet mellan den pol�ara och den rektangul�ara formen av den
komplexa modulen.

Alternativt kan den komplexa modulen uttryckas p�a rektangul�ar form som

E� =
�0

�0
cos� + i

�0

�0
sin� = Es + iEl (20)

d�ar realdelen Es kallas f�or lagringsmodulen och den imagin�ara delen El f�or f�orlust-
modulen. Sambandet mellan modulerna illustreras i �gur 22. Lagringsmodulen
representerar den del av sp�anningen som �ar i fas med t�ojningen medan f�orlustmodulen

representerar den del av sp�anningen som �ar 90o ur fas i f�orh�allande till t�ojningen.
En alternativ representation av den rektangul�ara formen �ar

E� = Es(1 + i tan �) ;

d�ar tan � kallas f�orlustfaktorn.
Som n�amndes tidigare omvandlar viskoelastiska material mekanisk energi till

v�arme vid cyklisk belastning. Den av hysteresiskurvan inneslutna ytan enligt �gur
21 representerar energin som omvandlas till v�arme. Energin som omvandlas under
en cykel �ar

Uc = ��0�0sin �

d�ar det framg�ar att den omvandlade energin (d�ampningen) �okar med fasvinkeln
�.

3.4.2 Reologiska modeller

ε

σ
η

σ
ε

E

. ε
σ=ηεσ= E

Figur 23: Enkla element i reologiska modeller: Den linj�ara fj�adern och den linj�ara
d�amparen.

Ett illustrativt s�att att beskriva och tolka viskoelastiskt beteende �ar att anv�anda
reologiska modeller, som �ar analoga kombinationer av linj�ara fj�adrar och d�ampare.
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Det mekaniska beteendet f�or ett speci�kt viskoelastiskt material �ar analogt med
beteendet f�or en motsvarande kombination av fj�adrar och d�ampare. I reologiska

modeller ges det elastiska beteendet av fj�adrarna och det visk�osa beteendet av
d�amparna. Figur 23 visar grundelementen. Sp�anningen i den linj�ara fj�adern �ar
proportionell mot t�ojningen � = E�. Sp�anningen i d�amparen �ar proportionell mot

t�ojningshastigheten � = � _� (pricken betecknar tidsderivata) och � �ar viskositet-
skoe�cienten (Ns=m2).

Tv�a enkla viskoelastiska modeller kan �astadkommas genom att anv�anda en

fj�ader och en d�ampare i parallell- respektive seriekoppling. Seriekoppling ger
Maxwellmodellen som �ar en viskoelastisk uidmodell. Parallellkoppling ger Kelvin
modellen som �ar en viskoelastisk solidmodell, som �ar motsvarigheten p�a mate-

rialniv�a till modellen i avsnitt 3.3. Kelvin modellen ger i vissa avseenden ett
ofysikalisk beteende. Exempelvis ger en pl�otsligt p�alagd t�ojning en diskontinuerlig
respons i form av en sp�anningsspik.

Den enklaste viskoelastiska solidmodellen som uppvisar ett rimligt fysikaliskt
beteende ges av en fj�ader parallellkopplad med ett Maxwellelement. Detta �ar
den sk 'Standard Linear Solid' modellen, �aven kallad Zenermodellen, som �ar

E

ε
Eη

oo

σ

Figur 24: Zenermodellen.

den enklaste viskoelastiska solidmodellen som beskriver verkliga fasta materials

beteende genom att den ger ett acceptabelt relaxationsbeteende och begr�ansad
krypningsrespons.

I samband med harmonisk exitation har Zenermodellen f�oljande linj�ara dy-

namiska egenskaper:

� Den dynamiska modulen �ar oberoende av amplituden.

� Harmonisk exitation ger en fasf�orskjuten harmonisk respons med samma

frekvens som exitationen och hystereskurvan har elliptisk form.

� Den dynamiska modulen �okar med frekvensen. Elastiskt beteende (ingen
d�ampning, fasvinkeln g�ar mot noll) f�or b�ade l�aga och h�oga frekvenser.

En mer utf�orlig genomg�ang av modellering av dynamiska materialegenskaper
ges i [1].
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3.5 Dynamiska fj�aderstyvhetsuttryck

De statiska styvhetsuttrycken i avsnitt 2.4 kan konverteras till dynamiska genom
att inf�ora den komplexa modulen ist�allet f�or den statiska modulen i de tidigare

presenterade uttrycken. Till exempel, den komplexa skjuvmodulen

G� = Gs(1 + i tan�)

inf�ord i det statiska uttrycket (7) f�or skjuvfj�adern ger den komplexa styvheten

K�

s =
G�A

H
: (21)

Den dynamiska styvheten och d�ampningen f�or skjuvfj�adern ges som absolut-

beloppet respektive fasvinkeln av den komplexa styvheten (21).
Den dynamiska styvheten ger ett samband mellan f�orskjutningsamplituden

u0 och kraftamplituden P0 enligt P0 = jK�

s ju0 och fasvinkeln mellan kraft och

f�orskjutning ges av � = arg(K�

s ). Hysteresarbetet kan ocks�a best�ammas ur den
komplexa modulen.

3.6 M�ojligheter i �nita elementprogram

Response to cyclic loading:P

Material model analog 

δ σ

ε

PP

a) b)

δ δ

Figur 25: Viskoelastisk �nit elementanalys: a) Sm�a station�ara vibrationer

�overlagrade p�a en stor statisk elastisk deformation b) Transient analys med god-

tyckliga stora t�ojningar.

Konstitutiva modeller i �nita elementkoder skall kunna hantera eraxliga

sp�anningar och t�ojningar. Vedertagna materialmodeller som �ar anv�andbara vid
analys av gummikomponenter �ar antingen hyperelastiska (olinj�art elastiska) en-
ligt avsnitt 2.5.1 eller viskoelastiska enligt avsnitt 3.4. Viskoelasticitet erbjuder

ett s�att att i ber�akningarna ta med tids- och frekvensberoende egenskaper. Det �ar
dock endast ett f�atal program s�asom ABAQUS och MARC som har kapacitet att
hantera stora t�ojningar och viskoelasticitet samtidigt. De konstitutiva modellerna

i dessa koder kombinerar hyperelasticitet och viskoelasticitet genom en modi�er-
ing av linj�ar viskoelastisk teori som tar h�ansyn till stora t�ojningar. Dessa visko-
hyperelastiska modeller uppvisar olinj�ar elasticitet och rena t�ojningshastighets-

beroende d�ampningsegenskaper. En reologisk modell som �ar analog med dessa

29



viskoelastiska modeller illustreras i �gur 25. Skillnaden j�amf�ort med linj�ar viskoe-
lasticitet �ar att fj�adrarna �ar olinj�ara f�or att beskriva det hyperelastiska beteendet.

D�amparna �ar dock av samma typ som i linj�ar viskoelasticitet.
Det �nns tv�a versioner av den visko-hyperelastiska materialteorin. En erbjuder

ett s�att att hantera sm�a viskoelastiska vibrationer p�alagda p�a en stor statisk

elastisk deformation vilket illustreras i �gur 25 a) och den andra �ar avsedd f�or
transient viskoelastisk analys av stora och godtyckliga t�ojningar vilket illustreras
i �gur 25 b).

Experimentella unders�okningar [5] som tidigare diskuterats, visar att ofyll-
da gummimaterial kan beskrivas av dessa viskoelastiska modeller. Material med
mycket fyllmedel d�aremot, kr�aver en annan modell f�or att korrekt beskriva ma-

teriald�ampningen.
Ett exempel p�a en materialegenskap som inte kan beskrivas korrekt av visko-

elastisk teori �ar den dynamiska styvhetens beroende av amplituden. Detta diskuteras

mer ing�aende i [1].
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4 Exempel

Ex 1

Best�am tryckstyvheten Kc hos en gummicylinder med radien R och h�ojden H
vulkad till st�alplattor. Den initiella E-modulen E0 antas approximativt st�amma

�overens med ett 50 IRHD material enligt tabell 1. Cylinderns dimensioner och
E0 ges i �guren

o

u

P

H

R

E

R=0.15m H=0.1m

=2.1MPa

L�osning: Fj�aderns tryckstyvhet Kc ges av (9) enligt

Kc = Ec(S)
A

H
med Ec(S) = E0 (1 + 2k S2)

enligt tabell 1 �ar faktorn k = 0:75 f�or E0=2.1 MPa. Formfaktorn f�or den cylin-
driska komponenten �ar

S =
�R2

2�RH
= 0:75 :

Tryckstyvheten kan nu ber�aknas som

Kc = 2:1(1 + 2 � 0:75 � 0:752)
� � 152

10
= 273N=mm :

...............................................................

Ex 2

Best�am resonansfrekvensen !0 och transmissibiliteten T vid vinkelfrekvensen

! = 3!0 f�or den cylindriska komponenten med statiska fj�aderstyvheten Kc=273
N/mm som analyserades i Ex 1. Cylindern �ar sammankopplad med en massa
m=20 kg, enligt �guren

o

t)

sin(P=P ωt)

m=20 kg

=273 kN/mKc

o sin(F=F ω
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L�osning: Resonansfrekvensen f0 ber�aknas med hj�alp av uttrycket (16),

f0 =
1

2�

s
273 � 103

20
= 18:6 Hz:

Transmissibiliteten ges av uttrycket (18),

T = j

ku0

P0

j = j

1

1� 32
j = 0:125;

vilket betyder att 12.5% av exitationskraftens amplitud transmitteras genom
d�amparen och till underlaget vid frekvensen ! = 3!0.

...............................................................
Ex 3

Uppskatta den dynamiska styvheten Kdyn vid 10 Hz f�or den cylindriska kom-
poneten som analyserades i Ex 1 och Ex 2. Gummimaterialet antas ha dynamiska
skjuvmodulen Gdyn = 0:9 MPa vid l�aga frekvenser.

L�osning: Statiska tryckstyvheten Kc enligt (9) �ar Kstat
c = Ec(S)A=H d�ar

Ec(S) = E0 (1+2k S2), ber�aknades i Ex 1 med E0 = 2:1 MPa vilket gav Kc=273

N/mm.
Den komplexa dynamiska styvheten kan uppskattas genom att ers�atta den

statiska E-modulen E0 med den komplexa modulen E
�. Genom att till�ampa sam-

bandet mellan E-modulen och skjuvmodulen f�or ett inkompressibelt material ges
den komplexa modulen av E� = 3G�. D�armed kan den dynamiska tryckstyvheten
ber�aknas

Kdyn
c =

3Gdyn

E0

Kstat
c =

3 � 0:9

2:1
� 273 N=mm = 351 N=mm :

...............................................................
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5 Textfr�agor

Avsnitt 2.1

� Hur de�nieras sp�anning, t�ojning och stretch f�or en dragbelastad st�ang?

� Visa hur man h�arleder styvhetsuttrycket f�or en st�ang.

Avsnitt 2.2

� Skissa sp�annings-t�ojningskurvorna f�or ett gummimaterial i enaxlig sp�anning

respektive enkel skjuvning.

� Hur yttrar sig Mullins e�ekten?

� Det �nns material som �ar volymetriskt mycket styvare �an gummi som

�and�a inte betraktas som inkompressibla. Varf�or betecknas gummi som i
det n�armaste inkompressibelt?

Avsnitt 2.4

� Ange materialsambanden f�or enaxligt sp�anningstillst�and, skjuvning och ren
tryckbelastning f�or ett linj�art elastiskt material.

� Ange sambandet mellan kraft och f�orskjutning f�or en skjuvfj�ader.

� Ber�akna formfaktorn f�or en kubisk tryckfj�ader.

Avsnitt 2.5

� Vilka �ar de grundl�aggande momenten vid analys av gummikomponenter

med �nita elementmetoden?

� Vad kallas och hur de�nieras funktionsuttrycket som �ar grunden f�or den
hyperelastiska materialteorin?

� Rita en principskiss av Mooney-Rivlin modellen i enaxligt sp�anningstillst�and
och skjuvning.

� Hur m�anga materialparametrar har Yeoh modellen?

Avsnitt 3.1

� Hur de�nieras den statiska och dynamiska skjuvmodulen?

� Hur p�averkas dynamiska skjuvmodulen av en �okning i frekvens respektive

temperatur?

� Ange ett typiskt v�arde p�a dynamiska skjuvmodulen f�or ett ordin�art gum-
mimaterial vid rumstemperatur.
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� Hur p�averkas dynamisk styvhet och fasvinkel f�or ett fyllt gummimaterial
av amplituden?

� Vad �ar mekanismen bakom utmattning av gummimaterial?

� Hur de�nieras krypning och relaxation?

Avsnitt 3.3

� F�orklara inneb�orden av begreppen egenfrekvens, resonansfrekvens och trans-
missibilitet.

Avsnitt 3.4

� Hur tolkar man den dynamiska modulen i m�atbara storheter?

� Ange hur mycket mekanisk energi som omvandlas till v�arme f�or en cykel

vid sinusformad p�atvingad vibration av ett viskoelastiskt material.

� Hur kombineras fj�adrar och d�ampare i den reologiska modell som kallas
Zenermodellen?

Avsnitt 3.5

� Beskriv hur man tar fram den dynamiska styvheten f�or en skjuvfj�ader. Vilka
storheter kopplas av de dynamiska styvhetsuttrycken?

Avsnitt 3.6

� Beskriv de tv�a m�ojligheter man har med �nita elementmetoden f�or viskoe-

lastisk analys av gummikomponenter.
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