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REFERAT

Rapporten ar ett resultat av erfarenheter frén tva decenniers arbete med utveckling av berdknings-
modeller och genomforande av omfattande berdkningsarbeten inom projekt gillande tjilnedtringning
i mark, virmebalans i byggnader och lagring av virme i mark.

Grundliggande problem vid berdkning av temperaturforlopp i fasta material ir bland annat gitter-
och tidsstegsval, sneda rdnder, randvillkor och temperaturberoende termiska egenskaper (speciellt
frysning).

Rapporten beskriver en berdkningsteknik som till sin formulering direkt anknyter till det fysikaliska
forloppet. Detta gor metoden lattoverskadlig och utvecklingsbar for olika typer av komplikationer.

Tidsskala och geometrisk rickvidd &r karakteristiska egenskaper fér ett temperaturfériopp. Det
visas hur dessa egenskaper pa ett naturligt sitt resulterar i ett recept pa gitterstruktur. Kunskap om
grundliggande processers tidsskala och rackvidd kan vidare anvandas for att forenkla ett beraknings-
problem. )

Det visas hur cellstrukturen kan anpassas till olika former pa berdkningsomradet. Speciellt visas hur
sneda rander kan hanteras i en Cartesisk gitterstruktur och hur randvirmemotstand darvid beh6ver
korrigeras.

Ett problem vid temperaturberoende termiska egenskaper ar hur varmeflédet genom en cellrand
skall beraknas d& virmeledningsférmagan ir en funktion av temperaturen. Problemet kan elimineras
genom val av en ny temperaturskala.

Tillimpningar redovisas for fall med frysning i mark och 6r fall med virmelagring i ett vattenfyllt
bergrum dir man har en komplicerad konvektiv/diffusiv process i bergrummet och en ren diffusiv
process i det omgivande berget. Den termiska processen i bergrummet ges, genom antaganden om
tidsskalor f6r olika delprocesser, en starkt férenklad beskrivning. Erhallna berdkningsresultat stimmer
val &verens med maétresultat frén sdvil modellférs6k som fullskaleanldggningar.
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FORORD

Arbetet bakom féreliggande skrift har utférts vid Institutionen fér Byggnads-
konstruktionslira och Institutionen fér Teoretisk fysik, avdelningen for matematisk
fysik vid Lunds Tekniska Hogskola. Arbetet initierades i slutet av 60-talet av professor
Bo Adamson, Byggnadskonstruktionslira. Vid denna institution utférdes arbete forst
inom ett projekt gillande tjalnedtrangning i mark runt byggnader och darefter inom
ett projekt gillande virmebalans i byggnader. I slutet av 70-talet initierade docent
Johan Claesson, Matematisk fysik, ett projekt gillande varmelagring i mark.

Rapporten ar ett resultat av dvergripande erfarenheter fran dessa projekt betraf-
fande utveckling av berdkningsmodeller och genomférande av omfattande berédkningar.
Projekten har finansierats av Statens Byggforskningsrdd, Namnden for energiproduk-
tionsforskning samt Statens Energiverk.

Férfattaren vill rikta ett tack till Bo Adamson och samtliga 6vriga medarbetare
i de olika projektgrupperna for manga berikande meningsutbyten. Jag vill hir speci-
ellt nimna och tacka Johan Claesson, som med aldrig sviktande energi stallt upp pa
talrika intensiva diskussioner om stort och smétt betriffande rapportens innehall och
uppliggning.

Jag vill dven rikta ett tack till Pia Bruhn och Ewa Westberg, Matematisk fysik,
vilka pa ett tidigt stadium flitigt arbetade med ordbehandlaren innan den blev mitt
eget verktyg. Till sist ett stort tack till Hans Follin, Byggnadskonstruktionsldra, som
utfort ett omfattande arbete med rapportens figurer.

Lund i augusti 1990

Bengt Eftring



SAMMANFATTNING

Rapporten ar ett resultat av erfarenheter frén tva decenniers arbete med utveckling
av berdkningsmodeller och genomférande av omfattande berdkningsarbeten inom pro-
jekt géllande tjalnedtringning i mark, virmebalans i byggnader och lagring av virme
i mark.

Grundldggande problem vid berdkning av temperaturforlopp i fasta material &r
bland annat gitter- och tidsstegsval, sneda rander, randvillkor och temperaturberoende
termiska egenskaper (speciellt frysning).

Rapporten beskriver en berdkningsteknik som till sin formulering direkt anknyter
till det fysikaliska forloppet. Detta gor metoden littoverskadlig och utvecklingsbar for
olika typer av komplikationer.

Tidsskala och geometrisk rackvidd ar karakteristiska egenskaper for ett tempera-
turforlopp. Det visas hur dessa egenskaper pa ett naturligt sitt resulterar i ett recept
pa gitterstruktur. Kunskap om grundldggande processers tidsskala och rdckvidd kan
vidare anvindas f6r att forenkla ett berdkningsproblem.

Det visas hur cellstrukturen kan anpassas till olika former pa berdkningsomradet.
Speciellt visas hur sneda riander kan hanteras i en Cartesisk gitterstruktur och hur
randvirmemotstand dirvid behover korrigeras.

Ett problem vid temperaturberoende termiska egenskaper ar hur virmeflédet ge-
nom en cellrand skall beraknas d& virmeledningsférmagan 4r en funktion av tempera-
turen. Problemet kan elimineras genom val av en ny temperaturskala.

Tilldmpningar redovisas for fall med frysning i mark och for fall med varmelag-
ring i ett vattenfyllt bergrum dir man har en komplicerad konvektiv/diffusiv process
i bergrummet och en ren diffusiv process i det omgivande berget. Den termiska pro-
cessen i bergrummet ges, genom antaganden om tidsskalor fér olika delprocesser, en
starkt forenklad beskrivning. Erhallna berdkningsresultat stimmer vil Gverens med
métresultat fran savil modellférsék som fullskaleanlaggningar.



Kapitel 1

INLEDNING

Foreliggande skrift behandlar huvudsakligen numerisk berdkning av transient var-
meledning i fasta material. Framstéllningen omfattar bland annat gitter- och tidsstegs-
val, sneda rdnder, randvillkor och temperaturberoende termiska egenskaper (speciellt
frysning). I den redovisade berdkningsmetoden efterstrivas fysikalisk enkelhet vid be-
skrivningen av det termiska forloppet. Vidare behandlas olika vigar att forandra be-
skrivningen av en given problemstillning sa att man far ett enklare problem att 16sa. De
redovisade betraktelsesdtten tillimpas bland annat vid berdkning av det komplicerade
konduktiva/konvektiva forlopp som uppstar vid virmelagring i vattenfyllda bergrum.

Framstéllningen behandlar inte berdkning av stationir temperaturférdelning dven
om sadana berdkningar i nagra fall redovisas. Dessa har d& utférts med en metod med
6verrelaxation.

Framstéllningen behandlar inte andra numeriska lésningsmetoder som kan anvéan-
das vid berdkning av tidsberoende forlopp. Dock redovisas resultat fran referenser
avseende jamforelser av berdkningstid och minnesbehov for olika berdkningsmetoder.

Viktiga resultat redovisas inom foljande omraden:

o gitterstrukturens koppling till den studerade termiska processens tidsskala vilket
resulterar i ett recept pa gitterstorlekar

e sneda rander i férhallande till anvand gitterstruktur. Korrigering av motstands-
varde vid en sned rand

e olika cellgeometrier
o temperaturberoende termiska egenskaper, speciellt frysning

e berdkningsmetodens koppling till det studerade férloppets fysikaliska principer
mojliggor en 1attoverskadlig och utvecklingsbar berakningsmetod

o forenkling av ett problem med hjilp av ingdende processers tidsskalor och geo-
metriska rackvidder

Berdkning av termiska forlopp kan medféra olika typer av komplikationer. Bland
sadana kan ndmnas komplicerad geometri, olika tidsskalor fér de inblandade processerna
samt icke-konstanta termiska egenskaper i berdkningsomradet (omfattande saval rums-,
tids- som temperaturberoende egenskaper). Vissa problemstdllningar kan l6sas med
analytiska metoder, men i det allménna fallet 4r man hénvisad till numeriska metoder
i kombination med datoranvindning.



Tillgang till datorer med ”obegransat minnesutrymme och med obegransad snabb-
het” skulle férenkla situationen. Fysiska begransningar av datorkapaciteten innebar
emellertid alltid granser for hur exakt den numeriska beskrivningen av ett problem kan
goras. Detta innebdr att numerisk 16sning av ett termiskt problem i allménhet omfattar
en avvigning av minnesanvindning och tidsadtgang vid datorberdkningen.

Vid ett specifikt problem kan en reduktion av datorkapacitetsbehovet f6r 16sning-
ens genomforande ha avgbrande betydelse for tillimpningen. Vid realtidsstyrning av
ett system kan berdkningssnabbheten vara direkt avgorande for styrningens funktion.
I styrprogram for till exempel hela energisystem har man av detta skal tidskrav pa
berakningen av varje ingdende del.

Denna skrift bygger pa erfarenheter fran tva decenniers forskningsarbete inneba-
rande utveckling av berdkningsmodeller for olika termiska processer. Arbetet har till
storsta delen bedrivits inom en forskargrupp som, under olika perioder, finansierats
av Statens Byggforskningsrad, Ndmnden for energiproduktionsforskning och Statens
energiverk. Erfarenheterna har lett till betraktelsesitt vilka varit effektiva vid beskriv-
ningen av system med stor komplikationsgrad.

Framstéllningen presenterar kirnpunkterna i dessa betraktelsesitt och ger en sys-
tematisk sammanfattning av dem. Detta medfér att, for lasare med erfarenhet inom
omradet, framstéllningen i vissa delar ar 6vertydlig. Skilet till detta ar att framstall-
ningen &ven skall kunna ldsas som en introduktion till omradet.

Det traditionella sdttet att 16sa ett varmetransportproblem ar att utgd fran varme-
ledningsekvationen CAT /0t = V - (AVT). Bakgrunden till denna ekvation ir en upp-
stdlld varmebalans for en kontrollvolym dar man anvander linjira, experimentellt fast-
lagda samband vid beskrivningen av virmeflédet genom kontrollvolymens rander. Den-
na formulering, vilken giller fér den betraktade kontrollvolymen, omformas genom en
limesovergang till att gilla momentan virmebalans for en punkt.

Med den erhéllna varmeledningsekvationen kan i princip alla termiska problem
i fasta material formuleras. Vid termiska problem som &ven omfattar konvektion
kravs ytterligare en ekvation for att beskriva massabalansen i en punkt. For vissa
problemstéllningar finns analytiska 16sningar. Dar sddana saknas kan 18sningar &n-
da erhéllas genom att pa ekvationen tillimpa metoder som utvecklats inom omradet
numerisk analys. Dessa metoder innebér, grovt sett, att man diskretiserar ingdende
derivator i virmeledningsekvationen. Med hjélp av olika konstgrepp skapas numeriska
16sningsmetoder med olika egenskaper vad betriffar till exempel konvergens, insta-
bilitet, ovillkorlig stabilitet (som dock i allmanhet ar férknippad med svingningar i
I6sningen, vilket i alla fall introducerar tidsstegsbegransningar). Studiet av dessa egen-
skaper ingar i dmnet numerisk analys och har ingen direkt koppling till fysiken i det
problem som skall 16sas.

En nackdel med datorprogram som bygger pa avancerade numeriska principer ar
att anvandare, vilka har god fysikalisk insikt men saknar 6verblick inom omradet nu-
merisk analys, endast kan hantera programmen som ”svarta lador” déar férandringar
kan vara svara att infora. Det kan dven vara svart for anvindaren att bedéma berik-
ningsmodellens begransningar. En utméirkt numerisk metod kan silunda resultera i ett
verktyg med oavsiktligt begransad anvindbarhet och med dalig utvecklingsbarhet vid
férindrade problemstéillningar.

Numerisk berdkning av ett termiskt férlopp innebir i allménhet att férloppet be-
skrivs tidpunkt fér tidpunkt. Om den termiska processens tillstand ar kint vid en viss
tidpunkt s medf6r det i framstallningen redovisade betraktelsesattet att bestimningen
av processens tillstand vid nédsta tidpunkt enbart gérs med varden frén den kinda tid-



punkten. Den fysikaliska anknytningen ar uppenbar. Forloppets matbara egenskaper i
ett visst 6gonblick avgdr processens tillstand ett 6gonblick senare.

Avstandet mellan de tidpunkter vid vilka processen beskrivs beror pa processens
karaktdar. Om den betraktade processen ar tidsoberoende sker inga ytterligare forand-
ringar fran ett kint tillstand. Inga ytterligare berdkningar behévs. Om processen ar
tidsberoende paverkas tidpunktsavstandet av hur tidsvariationen sker. Det &r till ex-
empel uppenbart att, vid ett periodiskt férlopp, tidpunkterna maste ligga titare om
periodlidngden &r 1 sekund &n om den &r 1 ar.

En viktig del i det redovisade betraktelsesdttet dr studium av olika enkla grundpro-
cesser. Visentliga egenskaper for grundprocesser ar deras tidsskalor och geometriska
rackvidder. Réackvidden beskriver utstrackningen av den volym inom vilken grundpro-
cessen har betydelse. Vid berdkning av en termisk process kan anpassning till egenska-
per hos ingdende grundprocesser medféra stora forenklingar och effektivitetsvinster.

Avsikten med framstdllningen ar inte att behandla andra l6sningsmetoder, vilka
férvisso har sina avgjorda fordelar i vissa situationer. Det grundliggande syftet ar
att visa att dven komplicerade termiska processer kan hanteras pa ett enkelt, effektivt
och anpassningsbart sitt om 16sningsmetoden binds till det fysikaliska forloppet. Man
erhéller en konkret och i allminhet littbegriplig berdkningsmetod vilket, i manga si-
tuationer, gor den till en enkel och utvecklingsbar metod. Detta kan ha avgérande
betydelse vid manga typer av tillimpningar.

Datorprogram enligt den beskrivna metoden har utvecklats under lang tid for o-
lika problemstallningar. Den forskargrupp, inom vilken forfattaren varit verksam, har
till exempel utvecklat stora datormodeller 6ver system for varmetransport till och fran
marken. Systemen, vars funktion huvudsakligen géller langtidslagring av varme i mar-
ken, omfattar bland annat berg rumsvirmelager [Eftring, 1984], borrhalsvirmelager
[Hellstrom, 1984] och akvifervirmelager (lagring av virme i grundvattenférande skikt
i marken) [Hellstrom et al., 1984] Organisationen IEA (International Energy Agency)
utférde under mitten av 1980-talet en internationell utvirdering av tillgingliga dator-
modeller for de beskrivna systemen. Organisationen valde i samtliga fall de av gruppen
utvecklade programmen f6r vidare anvindning inom organisationens ram [IEA, 1983, s
39] och [IEA, 1989). De tre modellerna kategoriserades som ”the best available ones”.
Ett skl till modellernas framgang ar att den anvinda metodens grundlaggande enkel-
het gor det mojligt att beskriva forlopp, som innehaller ménga typer av komplikationer.

For gruppens senaste generation datorprogram, vilka avser ren konduktion i fasta
material, hinvisas till [Blomberyg).

1.1 Fysikalisk principbeskrivning av 16sningsmetoden

I en volym pagar en virmeledningsprocess (figur 1.1.1). Det fysikaliska férloppet
bestims av en virmestromning inom volymen. Andring av virmeinnehallet i en punkt
medf6r att dess temperatur T' (°C) fordndras.

Fér den givna volymen bestims den termiska processen av temperaturen i voly-
men vid nagon starttidpunkt (begynnelsevillkor) och av temperaturer eller virmefléden
langs volymens rander (randvillkor) fran och med starttidpunkten. Experimentellt har
man funnit att virmeflddet ¢, (W/m?) i riktningen # i en punkt bestims av Fouriers
lag:



=2 (1.1.1)

rand

Figur 1.1.1. Volym med en virmeledningsprocess.

Det fysikaliska férloppet inom volymen kan, med 6nskad noggrannhet, bestimmas ge-
nom temperaturméitning i punkter som ligger tillrickligt tatt intill varandra. Den mo-
mentana varmetransporten inom volymen kan, med kidnnedom om temperaturfiltet,

berdknas enligt formel (1.1.1).

Volymindelning
Den betraktade volymen delas in i delvolymer enligt figur (1.1.2).

&

Figur 1.1.2. Indelning i delvolymer med temperaturpunkter.

For delvolymerna géller:

e En delvolyms varmeinnehall definieras av ett enda temperaturvirde i en tempe-
raturpunkt inom delvolymen

e Temperaturpunkterna maste ligga sa tatt inom den betraktade volymen att vir-
metransporten inom volymen kan beskrivas tillrackligt korrekt enligt formel (1.1.1)



Lat T;(to) beteckna temperaturen i delvolym 7 vid begynnelsetidpunkten to. Enligt
férutsittningarna ar T;(to) kdnda for alla i. Problemet dr nu att for varje ¢ bestdmma
temperaturen vid nista tidpunkt ¢;.

Metoden innebir att T;(t;) berdknas som om allt baserades pa fysiska observationer
vid tiden 5. Med kinda T;(Zo) kan virmeflodet genom samtliga delvolymers rander
beraknas. Randflédena betraktas som konstanta for tg < t < t;. For varje delvolym
kan nettoinflédet av varme under ett tidssteg fran tidpunkten ?p till tidpunkten ¢y
bestdmmas och darmed kan dess nya temperatur beriknas. Processen kan upprepas
tidssteg efter tidssteg.

Tidsstegsval

Antagandet om oférandrat virmefldde genom en delvolyms rdnder efter tidpunkten
to medfér att tidpunkten t; inte kan viljas fritt. Betrakta en delvolym ¢ och dess
omgivande delvolymer. Se figur 1.1.3.

Figur 1.1.3. En delvolym och dess omgivning.

Vid tidpunkten %o ar samtliga temperaturer kinda. Vid bestdmningen av ny tem-
peratur i den betraktade cellen ¢ paverkas denna nya temperatur inte av forandringar
i de omgivande delvolymernas temperatur. Den nya temperaturen i cell 7 skall vara fy-
sikaliskt korrekt dven om de omgivande delvolymernas temperaturer halls oférandrade
for t Z to.

Om delvolym ¢ fir variera fritt mot de lasta omgivningstemperaturerna kommer
dess temperatur T; att asymptotiskt nirma sig en sluttemperatur Tek, vilken bestdms
bland annat av temperaturpunkternas ligen i berérda delvolymer och av de konstan-
ta temperaturerna i de omgivande delvolymerna. Se kapitel 5 for en mer detaljerad
beskrivning.

Det dr av termodynamiska skil inte rimligt att, med det forenklade antagandet
om oférandrade varmefléden efter tidpunkten g, en numeriskt berdknad temperatur
T; skulle tillldtas passera det korrekta temperaturvirdet Tei,. Man skulle erhalla ett
fysikaliskt ogrundat svingningsforlopp.

Med konstant virmefléde genom delvolymens rand kommer dess temperatur att
andras linjart med tiden. Lutningen bestdms av tangenten till den asymptotiska kur-
van vid tidpunkten tg. Den tidpunkt t; mq, vid vilken den rita linjens virde ar Tox,
definierar hur ldngt fram tidpunkten ¢; maximalt kan ligga utan att man erhaller en
fysikaliskt omojlig 16sning. Detta stérsta virde beror endast av temperaturpunkternas



ligen och av de termiska egenskaperna i omradet.
Storheten t1,maz — to definierar den betraktade delvolymens maximala tidssteg.

Oversiktlig 16sningsmetod
Metoden att numeriskt berikna processen tidpunkt for tidpunkt kan summariskt sam-

manfattas pa foljande sitt:

1. bestiam begynnelsetemperaturerna
2. bestam randvillkor f6r aktuell tidpunkt
3. bestim viarmeflodet genom varje rand

4. bestam ackumulerat varmetillskott till varje delvolym under det betraktade tids-
steget. Det nya varmeinnehallet i varje delvolym bestdmmer deras respektive
temperaturer i slutet av det betraktade tidssteget

5. om sluttid ej uppnadd: hoppa till 2

Krav pa delvolymerna

Den redovisade metoden efterstravar fysikalisk enkelhet. Virmeflédet genom en randdel
skall berdknas pa enklaste satt.

e Virmeflodet g, i riktning A ges av ¢, = —AdT'/On. Temperaturgradienten 07 /dn
kan enklast berdknas med hjilp av tva temperaturpunkter.

e Flodet skall berdknas i en riktning som &r vinkelrit mot randdelen. Flodet be-
stams till sin riktning av temperaturgradienten vilken beraknas med hjilp av
ovan nimnda temperaturpunkter. Sammanbindningslinjen mellan de tva tem-
peraturpunkterna maste skira randdelen under rat vinkel. Se figur 1.1.4. Man
har:

aT| _T-T

— ~ 1.1.2
on rand Az ( )

Figur 1.1.4. Temperaturpunkter vid en randdel.



Om sammanbindningslinjen mellan temperaturpunkterna inte bildar rdt vinkel mot
randdelen kommer man att 16sa en ekvation som avviker fran virmeledningsekvationen.
Se avsnitt 3.6.

Exempel pa delvolymer
Nagra huvudtyper av delvolymer som uppfyller villkoren ovan ges av:
e Delvolymernas rander ar parallella med koordinatplanen i ett Cartesiskt koordi-

natsystem. Se figur 1.1.5 som ger exempel pa delvolymer i ett tvadimensionellt
fall.

y o o .

Figur 1.1.5. Tvadimensionella Cartesiska delvolymer.

e Delvolymernas rinder sammanfaller med ytor som definieras av att en koordinat
ar konstant i ett allmant ortogonalt koordinatsystem.

e Delvolymerna utgor spetsvinkliga trianglar. Temperaturpunkten i en triangel lig-
ger i mittpunktsnormalernas skirningspunkt. Kravet pa spetsvinklighet medfor
att temperaturpunkten ligger inne i triangeln.

En foérdel med de tva forsta delvolymstyperna ar att man i ett datorprogram snab-
bare kan lokalisera en delvolyms omgivande temperaturpunkter.

Metoder att hantera delvolymers olika maximala tidssteg
Man kan sérskilja nagra olika situationer vid indelningen i delvolymer.
o Berdkningsomradet bestar av en enda ”delvolym” vars maximala tidssteg ar At;.

Temperaturen i omradet berdknas i tur och ordning for tidpunkterna o+ n - Aty,
n=123..

e Beridkningsomradet bestar av flera delvolymer med olika maximala tidssteg. Man
har tva olika grundprinciper:



1. Alla delvolymer berdknas med ett tidssteg At,;;, som bestims av delvoly-
men med det kortaste maximala tidssteget. Alla delvolymers temperatur
berdknas for tidpunkterna to + n - Atyuin, n = 1,2,3...

2. Varje delvolym berdknas i enlighet med sin egen tidsskala, det vill siga med
ett tidssteg i samma storleksordning som dess maximala tidssteg. F6r en
nirmare beskrivning hinvisas till avsnitt 6.5. Med denna metod att orga-
nisera berdkningen kan antalet beriknade delvolymtemperaturer reduceras
kraftigt om berdkningsvolymen omfattar delvolymer med stor skillnad pa de
maximala tidsstegen.

Separata delvolymbeskrivningar

En delvolym kan ha en inre struktur som helt avviker fran &vriga delvolymer. Ett
exempel pa detta ir till exempel den volymstruktur, som anvénts vid berdkning av
temperaturforlopp i ett vattenfyllt bergrum. Marken har delats in i en delvolymstruk-
tur med hjilp av ett tredimensionellt Cartesiskt koordinatsystem. De delvolymer som
beskriver bergrummets volym har slagits ihop till en egen delvolym for hela bergrum-
met. Denna bergrumsdelvolym har sedan delats in i ett nytt system delvolymer med
hjilp av ett endimensionellt vertikalt Cartesiskt koordinatsystem. Se figur 1.1.6.

symmetriplan

Figur 1.1.6. Delvolymer med separat beskrivning.

Med den beskrivna indelningen kan man enligt ovan ha olika berakningstidsskalor
i och utanfor bergrummet. Vid berdkningen av virmeflodet mellan olika delvolymer ar
det vésentligt att en noggrann energikonservation iakttas.



1.2 Exempel pa berakningsgang

Ett temperaturforlopp skall berdknas for en kropp som ar 0.3 m lang och vars
tvirsnittsyta ar 0.01 m%. Materialets virmeledningsformaga A ar 3 (W/mK). Dess
varmekapacitet ar 2 - 10° (J/m3K). Kroppens langsidor ar totalisolerade varfor
ingen varmetransport sker genom dem.

Vid tiden t = 0 ar kroppens begynnelsetemperatur 0 °C. Vid tider ¢ > 0 har de bada
kortsidorna temperaturerna 100 respektive 0 °C. Man erhéller en endimensionell
temperaturprocess i materialet mellan de tva kortsidorna.

De grundlaggande principerna for berakningsmetoden skall visas for ett fall dar
berdkningsomradet delats in i tre delvolymer. Se figur 1.2.1.

12 1172 212 312

10.05, 0.10 | .0.10 10.05},
— 7 gl — A

'

Figur 1.2.1. Omrade med tre delvolymer.

Delvolymerna numreras 1, 2 och 3. Deras rander numreras enligt figuren. Vid
randen 1/2 ar randtemperaturen Ty = 100 och vid randen 3 1/2 &r randtempera-
turen Ty = 0 °C. Varje delvolym har lingden 0.1 m och tvérsnittsytan 0.01 m?.
Delvolymernas temperaturpunkter ligger i deras respektive mittpunkter.

Vérmetransporten i den betraktade kroppen beskrivs av virmeflédet genom de oli-
ka cellranderna. Enligt (1.1.1-2) kan varmeflédet vinkelratt genom en cellrand i-1/2
approximativt beraknas som K;_y/s - (T;—1 — T;) dér K;_y;3 (W/K) &r kopplings-
konduktansen mellan temperaturpunkterna ¢ — 1 och . Man har i det betraktade

exemplet:
3.0.01
K1/2 = Ka 1/2 = m = 06
3.0.01
Kiija2=Kz1/2= 001 =06

Nettovarmeflodet till en delvolym 7 under ett tidssteg forandrar dess temperatur
med ett belopp som bestims av cellens virmekapacitet C; = 0.01-0.1-2-10% =
2000 (J/K). Forloppet i den betraktade kroppen skall beraknas for tidpunkterna
t = 2000, 4000, ... . Vid tiden t = 0 galler for det totala virmeflodet Q (W) genom
de olika randerna:

Q1/2 = (To - Tl) . K1/2 = (100 - 0) -0.6 =60
Qi1/2=Q21/2=Q31/2=0

De nya temperaturerna vid tidpunkten ¢ = 2000 s ges av:
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Ty =0+ (Q1/2 — Q11/2) - 2000/Cy = 60
To=T3=0

Vid tidpunkten ¢ = 2000 s galler:
Q1/2 = (100 —60) - 0.6 = 24
Q11/2=(60-10)-03=18
@21/2=Q31/2=0

Vid tidpunkten ¢ = 4000 s ges de nya temperaturerna av:
Ty = 60 + (24 — 18) - 2000/2000 = 66
T> = 0+ (18 — 0) - 2000/2000 = 18
T3=0

Temperaturforloppet kan f6ljas genom att forfarandet upprepas tidpunkt efter tid-
punkt. Man erhaller en temperaturfront som vandrar in i den betraktade kroppen.
Vid tiden ¢ = 2000 s ar temperaturen i delvolymerna 2 och 3 opaverkade. Vid
tiden t = 4000 s ar delvolym 3 fortfarande opaverkad. Man har ett transient
temperaturforlopp med ett intrangningsdjup som ar beroende av den betraktade
tidpunkten.

Temperaturférdelningen gar mot en stationar slutfordelning, vilken karakteriseras
av att nettovarmeflodet in till varje delvolym ar noll. Det totala varmeflodet genom
varje cellrand ar 10 W. Det sker inga ytterligare temperaturférandringar inom den
betraktade volymen. Den transienta delen av temperaturforloppet har klingat av.
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Kapitel 2

TERMISKA GRUNDBEGREPP

For att en varmetransportprocess skall kunna beskrivas i ekvationsform maste nag-
ra elementira grundbegrepp definieras.

2.1 Varmekapacitet

Lat dT (K) vara den temperaturférindring som intréffar da en liten virmemingd
dE (J) tillfors en massenhet av ett smne. Virmekapaciteten c per massenhet, (J/(kgK)),
definieras av:

dE = cdT (2.1.1)

Viarmekapaciteten ¢ beror allmént sett pa under vilka férhallanden virmetillskottet
sker. Om varmetillskottet sker under konstant tryck betecknas virmekapaciteten c,.
Om processen dger rum vid konstant volym betecknas virmekapaciteten ¢,. For luft
géller sambandet:

2 =140 (2.1.2)

Cy

For vatten har man:

2 = 1001 (2.1.3)

v

Det hoga virdet ar karakteristiskt for gaser. Virdet néra ett dr karakteristiskt for -
vitskor och fasta material. I rapporten betraktas framfor allt fasta och, i viss man,
flytande material. For dessa férsummas i allménhet skillnaden mellan ¢, och ¢, och den
allminna beteckningen ¢ anvinds. Angivna virden avser virmetillforsel vid konstant
tryck.

I den fortsatta framstallningen kommer i allminhet virmebalansen for olika voly-
mer att behandlas. Fér en volymsenhet av dmnet giller:

dE = pcdT = CdT (2.1.4)

Amnets volumetriska virmekapacitet betecknas C (J/(m3K)).
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2.2 Varmeledningsformaga

Figur 2.2.1 visar ett skikt av ett homogent, fast material. Skiktets tjocklek ar d (m).
Temperaturskillnaden 6ver skiktet ar T4 — T_ (°C). Det stationira, endimensionella
virmeflédet per ytenhet genom skivan betecknas ¢ (W/m?). Man finner experimen-
tellt att virmeflédet ar direkt proportionellt mot temperaturdifferensen och omvént
proportionellt mot skiktets tjocklek.

q (W/m?)

T, T

Figur 2.2.1. Stationért virmefléde genom ett homogent skikt.

Man har:

T, - T-

y (2.2.1)

g=A
Viarmeflodet ¢ definieras positivt i riktning fran sidan med temperaturen T till si-
dan med T_. Proportionalitetsfaktorn A dr materialets virmeledningsférmaga. Dess
dimension ir (W/mK) eller (W/m?)/(K/m).

Uttrycket (2.2.1) kan tillimpas pa godtyckligt tunna skikt. Lat den endimensionella
temperaturfordelningen i ett material vara T'(z,t). Genom ett tunt skikt mellan z och
z + Az ar virmeflodet ¢(z,t), dir g(z,t) ar positivt i z-axelns riktning. Flédet ¢(z,t)
kan approximativt beskrivas med det stationdra uttrycket (2.2.1). Man erhaller:

T(z,t) - T(z + Az,t)

g(z,t) ~ A s (2.2.2)
I grinsen, nir Az gar mot noll, vergér (2.2.2) exakt i uttrycket:
T (z,t)
- 2.
9z, 1) = =A—p- (2:2.3)

Detta dr Fouriers lag for endimensionell virmetransport. I en direkt generalisering
till det allmanna fallet i tre dimensioner ges Fouriers lag av:

7= (45,9 9:) (2:2.4)
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T= —AVT = -\ ((?T orT (’9T>

9z’ By’ 0z
I komponentform erhalls:

_)\aT(:c, Y, 2, 1)

‘Ix(x,y,z,t) = 5

a(a971) = ALY (2.2.5)
dy

w(a,9,5,1) = A2

2.3 Konduktans och varmemotstand

Harledningen av virmeledningsekvationen grundar sig pa att temperaturen varierar
linjart genom ett tunt skikt. Den tidsberoende virmetransporten mellan tva punkter i
ett material kan i varje 6gonblick approximativt beskrivas som stationdr om punkterna
ligger tillrackligt ndra varandra. Detta kommer till anvindning i den valda metoden
att berdkna virmetransporten i ett material. Formler for virmefléde och temperatur-
fordelning vid stationara forhallanden skall ges for nagra olika fall.

Figur 2.2.1 visar ett snitt genom en homogen, plan skiva med ytan A m?. Enligt
formel (2.2.1) kan sambandet mellan temperaturdifferensen Ty — T &ver skivan och
det totala virmefl- det @ (W) genom den skrivas:

T, - T- = RQ (2.3.1)

Skivans totala virmemotstand betecknas R (K/W). Man har:

d
= — 3.2
R A (2.3.2)
Sambanden (2.3.1-2) kan dven formuleras som:
Q=K -T.) (2.3.3)
A
K= A'J

Skivans totala konduktans betecknas K (W/K).

2.3.1 Plan geometri

Figur 2.3.1 visar ett tvérsnitt genom en plan skiva med varierande virmelednings-
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férmaga A = A(z).

7

T(0) A=A(x) T(d)
/
|

] d

Figur 2.3.1. Plan skiva med varierande virmeledningsférmaga.

Det stationira virmeflodet ¢ (W/m?) genom skivan ir av kontinuitetsskil oberoende
av z. I analogi med formel (2.2.3) giller:

q= —/\(w)% (2.3.4)

Pa differentialform kan detta skrivas:

dz

qX(T) = —dT (2.3.5)

Formeln uttrycker sambandet att virmeflodet genom ett skikt multiplicerat med skik-
tets virmemotstand ger temperaturdifferensen —dT 6ver skiktet. Integration ger, vid
konstant ¢:

‘o 4T = T(0) - T(d (2.3.6
0 3 =" =10 -1 36)
Virmemotstindet R (K/(W/m?)) for skivan ir, i analogi med formel (2.3.1):
4 dz
R= / — 2.3.7
b 3@ (23.7)
For specialfallet A(z) = A erhlls:
d
R=3 (2.3.8)

For en skiva med n skikt med olika A-virden (figur 2.3.2) erhalls i analogi med
(2.3.7):

™M=

R =

R; (2.3.9)
1

=17 i

d &
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T T, T Taat Tn
Vx‘ ﬂ - M
% d o, dn |

Figur 2.3.2. Skiva med n skikt med olika A-varden.

Det totala virmemotstandet R (K/W) for en yta A av skivan &r:

n n di
R= ;R; =25 (2:3.10)

=1 7"

I forhallande till varmeflodet ligger de n skikten i serie. Seriekopplade motstand adde-
ras.

Figur 2.3.3 visar tva delar av en skiva, vilka virmeflédesmassigt ar parallellkopp-
lade. Delarnas totala virmemotstand ar R; och R;. De totala virmeflédena genom
delarna ar @, respektive Q2 (W).

T, T

Figur 2.3.3. Tva parallellkopplade delar av en skiva.

Det totala virmeflodet @ (W) genom de tva delarna &r:

Q=Q1+Q: (2.3.11)
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Den resulterande konduktansen K (W/K) for de tva delarna skall enligt (2.3.3) upp-
fylla:

Q=K(Ty-T-) (2.3.12)
Man erhaller:
K=K+ K, (2.3.13)

Allmént géller for n delar som &dr virmeflédesmissigt parallellkopplade:
K=Y K; (2.3.14)

Vid parallellkoppling av virmemotstdnd &r den totala konduktansen summan av de
enskilda delarnas konduktans. Ekvation (2.3.14) kan &ven skrivas:

_ z": % (2.3.15)

&)=

=1

T, —MAMA— T T, T.- QR

Figur 2.3.4. Symbol for varmemotstand.

E
;

2
N
-
+
le_.

Figur 2.3.5. Seriekoppling (Gverst) och parallellkoppling av virmemotstand.
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Vid beskrivning av en virmestrémningskrets kan det vara férdelaktigt att anvinda
en grafisk representation. Ett virmemotstand kan till exempel beskrivas med en mot-
standssymbol enligt figur 2.3.4. Med denna symbol kan pa ett enkelt sitt serie- och
parallellkoppling av virmemotstand visas enligt figur 2.3.5.

For den stationdra temperaturfordelningen rader nagra enkla samband. Tempera-
turdifferensen T;_; — T; Gver ett skikt ges enligt (2.3.1) av:

T;—1 —T; = Riq (2.3.16)
For temperaturdifferensen 6ver hela skivan galler:

To— T, = Rq (2.3.17)

Foér temperaturen T} i randytan mellan tva skikt erhalls:

k k
Ti=To+ Y (T — Tie1) = To + (Tn — To) (Z Ri) /R (2.3.18)

i=1 i=1

2.3.2 Plan radiell geometri

Figur 2.3.6 visar ett tvirsnitt genom en kropp som begrinsas av tva koncentriska
cylinderytor. Véirmeledningsférmagan varierar med radien r. Temperaturen ges av
T = T(r). Virmemotstandet i radiell led genom kroppen skall bestimmas.

T("z)

7O

)

Figur 2.3.6. Cylindersymmetrisk kropp.

Det radiella, stationira vairmeflédet ar g(r) (W/m?). Enligt Fouriers lag, formel (2.2.3),
galler:



18

qa(r) = _,\(T)‘(ii_f (2.3.19)

Genom en cylinderyta med radien 7 dr virmeflédet ¢ (W/m) per ldngdenhet lings
axeln:

g =2mrq(r) = —27r7‘/\(r)%§ (2.3.20)

Av kontinuitetsskal dr virmeflddet ¢ oberoende av r. Integration ger:

T2

e 1 27('1')\(7‘) / T = T(T]) T('I‘z) (2321)

Vérmemotstandet R (K/(W/m)) ar:

2 dr
R= | 5ty (2.3.22)

For specialfallet A(r) = A erhalls:

In(ry/r1)

R= 2rA

(2.3.23)

Fér en kropp med n koncentriska skikt, dar skikt ¢ har virmeledningsférmagan A;,
erhélls virmemotstandet R (K/(W/m)):

ln(7'1+1/7't) .
; ; < 3.
R = Z} TN Titl > T 1<i<n (2.3.24)

For langden L av kroppen ar det totala virmemotstandet R (K/W):

In(riz1/m)
R= E W (2.3.25)

2.3.3 Allmant varierande tvarsnittsyta

I en kropp varierar temperaturen med en lingdkoordinat s. Temperaturen &r
T = T(s). Virmeledningsférmagan ar A(s). Kroppens tvirsnittsarea ges av A(s) (m?).
Se figur 2.3.7.
Det stationira virmeflédet r ¢(s) (W/m?). Enligt Fouriers lag, formel (2.2.3), giller:

dT
q(s) = —A(S)E- (2.3.26)
Totalvirmeflodet @ = A(s)q(s) (W) ar av kontinuitetsskél konstant. Man erhaller:

Q= A(s)q(s) = —A(s))\(s)% (2.3.27)
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T(s)
.m
4% ! s
Sy 82

Figur 2.3.7. Endimensionellt virmefléde vid varierande tvarsnittsyta.

Integration fran s; till sy medfor:

52

e/, A(s)A(s / dT = T(s1) - T(s2) (2.3.28)

Det totala virmemotstandet R (K/W) mellan de tva positionerna sy och s ér, i
analogi med formel (2.3.1):

2 ds
B= [ e (2.3.29)

Fér ett plant radiellt fall (s = r) enligt avsnitt 2.3.2 &r, for lingden L av kroppen:
A(s) = 2msL (2.3.30)
Vid konstant virmeledningsférmaga, A(s) = A, ger ekvation (2.3.29):

2 de _ In(sz/s1)

- - 3.31
R sy 2msLA 2w LA (2:3:31)
Detta uttryck ir lika med uttrycket (2.3.25) for ett enda skikt.
For ett endimensionellt fall med sfdrisk geometri ar:
A(s) = 4ns? (2.3.32)

Det totala virmemotstdndet mellan de tva koncentriska sfiriska ytorna med radierna
sy respektive sy ir enligt (2.3.29):

2 ds
= —e 2.3.33
= s AmsZA(s) (2.3:33)

Vid konstant virmeledningsfdrmaga A(s) = A erhalls:
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1,1 1
= oG (2.3.34)

2.3.4 Temperaturberoende virmeledningsférmaga

I de betraktade fallen har virmeledningsformagan varit konstant och oberoende av
temperaturen. Figur 2.3.8 visar ett tvirsnitt genom en plan skiva med den temperatur-
beroende virmeledningsférmagan A = A(T"). Man kan definiera en ekvivalent, konstant
virmeledningsférmaga Ack, med vilken de tidigare givna formlerna fér motstand och
konduktans kan anvindas.

7

T(0) A=MT) T(d)

iz

Figur 2.3.8. Plan skiva med temperaturberoende virmeledningsformaga.
Enligt formel (2.2.3) giller for ¢ (W/m?):
dT
Y e 2.3.
¢=-XNT)o- (2.3.35)

Integration ger, med konstant ¢:

q= 5 /T Z:) AT)dT = )\eva—(O)—;T@ (2.3.36)
Man har:
Aeto = mm [ N(T)T (2.3.37)
O -1
Virmemotstindet R (K/(W/m?)) for skivan ar:
r=2 (2.3.38)

Aek'u
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Kapitel 3

VARMELEDNINGSEKVATIONEN I DISKRET OCH I
KONTINUERLIG FORM

Vid ett allmant, dynamiskt temperaturforlopp i ett fast material har man i varje
punkt en balans mellan temperaturférindring och virmetillskott genom virmeledning.
Denna balans uttrycks av virmeledningsekvationen. Vid numerisk berdkning av ett
temperaturforlopp kan den kontinuerliga temperaturfordelningen representeras av var-
den i ett dndligt antal diskreta punkter. Virmebalans i varje punkt ger en approximativ
formulering av virmeledningsekvationen.

I kapitlet formuleras virmeledningsekvationen fér Cartesiska 1-, 2- och 3-dimensio-
nella koordinatsystem samt fér ett allmént ortogonalt koordinatsystem i tre dimensio-
ner. Vidare behandlas nigra grundliggande egenskaper hos virmeledningsekvationen.

3.1 Endimensionellt forlopp

Vid ett plant endimensionellt temperaturforlopp beror temperaturen T' och varme-
flédet ¢ pa koordinaten z och tiden :

T=T(z,t) gq=q(z,t) (3.1.1)

Funktionerna T och ¢ 4r definierade i varje punkt i omradet. De ar kontinuerliga
i tiden. I en diskret representation av till exempel temperaturen definieras vardet i
ett antal punkter lings z-axeln. Lt avstandet mellan dessa punkter vara Az. Aven
tidsforloppet delas in i diskreta steg med lingden At. Temperaturen i punkt ¢ vid
tidpunkten nAt 4 ¢y betecknas T} ,:

T;n = T(iAz + z0,nAt + to) 1=0,1,2,... n=0,1,2,... (3.1.2)

Referensliget 2o och begynnelsetidpunkten ¢y kan viljas godtyckligt. Koordinataxeln
kan delas in i en cellstruktur dir varje cell har lingden Az. Strukturen definieras s3 att
varje temperaturpunkt ¢ befinner sig mitt i en cell. Temperaturen i cellens mittpunkt
representerar cellens virmeinnehdll. Se figur 3.1.1.
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Qj-1/2,n Qi41/2,n

—_— —_—
| Tian 1 Tin | Tetn ) -
N i J i+ !

Figur 3.1.1. Diskret representation av temperatur och varmeflode.

Virmeflodet fran cell i—1 till cell ¢ vid tidpunkten nAt+1o betecknas ¢;_y /5, (W/m?).
Virmeflodet fran cell 4 till cell i + 1 betecknas analogt ¢;11/2,,- Vérmekapaciteten per
ytenhet vinkelratt mot z-axeln ir for cell i lika med CAz (J/m2K). Okningen av cellens
varmeinnehall under tidssteget fran nAt + tg till (n + 1)At + ¢ ar:

CAz(Tipny1 — Ti,n) (3.1.3)
Under detta tidssteg beskrivs varmeflodena genom cellens tva rinder approximativt av

de aktuella virdena vid tidsstegets bérjan, nir ¢ = nAt + to. Nettovarmetillskottet till
cell ¢ under tidssteget ar:

(=Gis1/2,n + Gic1/2,0) A (3.1.4)

Viarmebalans for cellen medfér féljande ekvation:
CAz(Tins1 — Tin) = —(€Gi41/20 — qi-—l/2,n)At (3.1.5)

Division med AzAt ger:

Ting1 —Tin %i+1/2n — Gi-1/2,n
. - = - : : 1.
¢ At Az (31.6)
I vénsterledet ingdr en diskret approximation av temperaturens tidsderivata i cell
i. Hogerledet ar en diskret approximation av virmeflédets derivata i z-led. Da Az
och At gir mot noll (iAz och nAt definierar en bestdmd punkt i rum respektive tid)
erhélls i grinsen:

oT dq
c = 9z (3.1.7)
Detta ar en kontinuerligt formulerad varmebalansekvation. Véinsterledet uttrycker
energiokning per volyms- och tidsenhet i en godtycklig punkt. Detta balanseras av
hogerledet som uttrycker energitillskott via virmeledning till punkten.
Om temperaturfordelningen mellan cellerna i den diskreta representationen ap-
proximativt betraktas som stationir under tidssteget kan, enligt (2.2.2), virmeflddena
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¢i—1/2,n OCh Giy1/2,5 skrivas:

T‘i—l n_T;' n
Gi-1/20 = A Az

(3.1.8)

T _,I‘i n
D

Insittning i (3.1.6) ger:

Ti+l,n_T&,n Tx',n_Ti—l,n
CTi,n+l —Tin - A Az —A Az (3.1.9)
At Az

Ekvation (3.1.9) 4r en diskret approximation av:

c

o _ o (,\aT) (3.1.10)

9t~ 9z \" 0z

Detta ir en kontinuerlig formulering av virmeledningsekvationen. Vid konstant virme-
ledningsformaga erhalls:

16T 0°T
5 = a7 (3.1.11)
Virmediffusiviteten a (m?/s) bestimmer hur snabbt en temperaturfront sprider sig
genom materialet. Formel (10.1.4) anger att frontpositionen vid tiden ¢ (s) ir propor-
tionell mot +/at.

I vissa fall har man virmeutveckling i materialet. Ett exempel pa detta ar hdrdande
betong dir kemiska processer i materialet utvecklar virme. Ett annat exempel ar
uppvarmning via mikrovagor. Man har i dessa fall ett extra virmetillskott per tids-
och volymsenhet. Detta tillskott A ir allmént en funktion av rum och tid. Man har for
endimensionella férhallanden:

h = h(z,t) (3.1.12)

Sorten for virmeutvecklingen h (J/ms) viljs med tanke pa att de uppstillda varme-
balansekvationerna bygger pa volymsbetraktelser och inte pa massabetraktelser. I den
diskreta representationen blir nettovarmetillskottet till cell i:

(=Gi+1/2,n + Gic1/2,n + hAZ)AL (3.1.13)

I analogi med utvecklingen (3.1.5-7) erhalls foljande kontinuerliga formulering av vérme-
balansekvationen:

oT dq
= 1.14
¢ ot Oz th @ )
Jamfort med ekvationen (3.1.7) har hdgerledet, virmetillskottet per volyms- och tids-
enhet, 6kats med termen h som ger ett extra virmetillskott i punkten. Med hjilp av
Fouriers lag (2.2.3) dvergar (3.1.14) till:
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aT & (. 0T
Cor = 3a (Aa—x> +h _ (3.1.15)

Om temperaturfordelningen ar stationdr har tidsderivatan virdet noll. Ekvatio-
nerna (3.1.7), (3.1.10) och (3.1.16) &vergdr dirmed till:

=0 (3.1.16)
d dT
£ (’\E> - (3.1.17)
d dT
= (A%) +h=0 (3.1.18)

Vid konstant virmeledningsformaga kan ekvationen (3.1.18) skrivas:

&aT b
‘;1?2' + Y =0 (3.1.19)

3.2 Tvadimensionellt forlopp

Vid ett plant tvadimensionellt temperaturférlopp beror temperaturen av de Car-
tesiska koordinaterna z,y och av tiden t. Virmeflédet § (W/m?) &r en vektor med
komponenterna g i z-led och gy i y-led. Man har:

T =T(z,y,t)
(3.2.1)
7= (z(=,9,t),qy(2,9,1))

Funktionerna T och § ar kontinuerliga i rum och tid.

*l
ay x X x
(i,is1)
Ay x x x
Lodum |G | Gen
ay x x X
(i,i-1)

iyy
" aAX %Al n AX "
X
i

Figur 3.2.1. Rektanguldrt gitter.



25

Planet indelas i en rektangulir cellstruktur enligt figur 3.2.1. Cellerna har kant-
lingden Az i z-led och Ay i y-led. Temperaturen i cellernas mittpunkter ger en diskret
representation av temperaturférdelningen i planet.

Cellerna identifieras i z-led med index ¢ och i y-led med index j. I analogi med det
endimensionella fallet avser beteckningen T} ;, temperaturen i cell 7,5 vid tidpunkten
nAt + to.

Tijn = T(iAz + 20, jAY + yo,nAt + to) (3.2.2)

Virmeflédet (W/m?) i positiv axelriktning genom de fyra sidorna i cell 4,5 betecknas
enligt figur 3.2.2.

Qi-1/2,j——= (Q) —= dis/2,j

Yy
qi,j-1/2
X

Figur 3.2.2. Virmefléden (W/m?) genom en cells fyra sidor.

En vérmebalansekvation skall uppstéllas for cell i, j. Virmekapaciteten for cell 4, j
ar, per lingdenhet vinkelritt mot (z,y)-planet, CAzAy (J/mK). Okningen av cellens
varmeinnehall (J/m) under tidssteget fran nAt + tq till (n + 1)At + o &r:

CABAYT: i1 — Toin) (3.2.3)
Under tidssteget beskrivs virmeflodena genom cellens rander approximativt av de ak-

tuella virdena vid tidsstegets bérjan, nir t = nAt + to. Nettovirmetillskottet (J/m)
till cell ¢,j under tidssteget ar;

(=Gi41/2,5m + G172, )AYDL + (=G j11/20 + Gij—1/2,0) DAL (3.24)

Kravet pa virmebalans for cellen medfor att uttrycken (3.2.3) och (3.2.4) skall vara
lika stora. Efter division med AzAyAt erhalls:
CT.',j,n+1 —Tijn _ _ %41/25m = %i=1/2in _ Bg+1/2n = %ij=1/2n
At Az Ay

(3.2.5)

Ekvation (3.2.5) innehaller diskreta approximationer av olika derivator. D3 A¢, Az och
Ay gar mot noll (iAz, jAy och nAt definierar en bestimd punkt i rum och tid) erhélls
i gransen:
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or _ 9% 94y
Cor =" i (3.2.6)

Detta ar en kontinuerligt formulerad virmebalansekvation. Med vektorbeteckningen
erhalls:

or o 0

& v.g V=|(— — 3.2.7

Cor =V (Bx’ay) (32.7)
Ekvationen (3.2.7) uttrycker en balans mellan energitillskottet i en punkt genom

temperaturandring och nettovirmeflode till punkten genom varmeledning. Uttrycket

V . q, divergensen av flédet ¢, ger saledes nettoutflodet av virme fran en punkt. Sorten

ar energi per volyms- och tidsenhet. I analogi med Fouriers lag (2.2.4) erhalls:

aT _\aT
= (¢orqy) = (—/\5;,—/\3—3,) (3.2.8)

Formel (3.2.8) giller dven for anisotropa material dir man har olika virmeledningsfor-
magor A\; och )y i de tva koordinatriktningarna. Insdttning i (3.2.7) ger:

aT 9 (,0T\, 8 (OT
CS =V (VD) = (,\ (‘?:c)+ (,\b?) (3.2.9)

Vid en volumetrisk virmeutveckling h = h(z,y,t) (W/m?) modifieras (3.2.7) till:

c‘;—f - V.§+h=V-OVT)+h (3.2.10)

Vid konstant virmeledningsférmaga kan ekvation (3.2.9) skrivas:

10T _ _,, 0T  &°T

Vid stationira temperaturférdelningar ar tidsderivatans viarde noll. Ekvationerna
(3.2.7), (3.2.9) och (3.2.10) andras till:

g O _
Vq= Gt pe=0 (3.2.12)
v-(WT)—i( ) ( ) (3.2.13)
=% 2
_V.§+h=V. (,\VT)+h—ai(A3—T) ai(Aa—T)M 0 (3.2.14)

Vid konstant virmeledningsformaga kan (3.2.13) och (3.2.14) skrivas:
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T 8T
VT = F7 t F i 0 (3.2.15)

h 9T 8T  h

VIT+5=575+ T30 (3.2.16)

3.3 Tredimensionellt forlopp

I det tredimensionella fallet ar temperaturen och virmeflodet funktioner av de
Cartesiska koordinaterna z,y, z och av tiden ¢.

T =T(:l), Y, Z)t)
(3.3.1)
7= (4:(2, 9, 2,1),44(2, 9, 2, 1), ¢:(2, 9, 2,1))
Volymen indelas i parallellepipedformade celler med kantlingderna Az, Ay och Az
i respektive axelriktning. Temperaturen i varje cells mittpunkt ger en diskret repre-

sentation av den kontinuerliga temperaturfordelningen. I analogi med tidigare avsnitt
betecknar T j i, temperaturen i cell ¢, 3,k vid tidpunkten nAt 4 to.

Tijkn = T(EAZT + 20, jAY + yo,kAZ + 29, nAL + 1g) (3.3.2)
Varmeflodena genom en cells sex sidoytor har beteckningar som dr analoga med

dem i det tvadimensionella fallet. Det totala virmeflodet genom till exempel randen
mellan cellerna 7, j,k och ¢ + 1,7,k ar:

AyAz-giy125km (3.3.3)
Randens area ir AyAz. Vérmebalansekvationen for en cell skall uppstéllas enligt
samma monster som i avsnitt 3.2. Okningen av virmeinnehallet i cell 7,3,k under
tidssteget fran nAt + tg till (n + 1)At + ¢ ar:

CA:BAyAZ(T;’j'kYn.'_l - Ti,j,k,n) (3.3.4)

Med samma approximation som anvinds i (3:2.4) ir nettovarmetillskottet till cell ¢, 5, k
under tidssteget:

(=Git1/2.5km T+ Gie1/2,5,kn) AYAZAL: |
(=i j41/24m + Gij-1/2,kn) ATDZAL+ (3.3.5)
(=i k+1/2m + i e—1/2,0)ATAYAL

Kravet pd virmebalans for cellen medfor att uttrycken (3.3.4) och (3.3.5) skall

vara lika stora. Efter division med AzAyAzAt och griansévergangar som vid (3.2.5-6)
erhélls:
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T . (8 @
G ="VT V= (g

Q::IQ,

) (3.3.6)

Med Fouriers lag (2.2.4) erhalls:

CQE —v.ovn) =2 (,\‘Zf) + (;9—?/ (AaT) v (A‘;—T) (3.3.7)

Vid volumetrisk virmeutveckling h = h(z,y, z,t) (W/m3) modifieras (3.3.7) till:

c%—t— V-§+h=V-(AVT)+h (3.3.8)

Vid konstant virmeledningsformaga kan ekvation (3.3.7) skrivas:

LVOT _ oy 8T 0T 6T

aor V=g taataz (3.3.9)

Vid stationaritet ar tidsderivatans varde noll. De tvadimensionella ekvationerna
(3.2.12-14) motsvaras av:

94 | 04y , 9g:

V=gt gl e =0 (3.3.10)
6 oT 0 oT 17} oT
V.(AVT) = (A Ba:) + o (/\a—y-) ‘o (Ag) =0 (3.3.11)
~V-§+h=V-(AVT)+h= (3.3.12)
0 oT 1} oT 0 oT
52 (a) oy () + 3 () =0

Vid konstant virmeledningsférmaga erhalls:

8°T  0*T 9T

2 __ - —_—
VI=9aztoz7 o2~

=0 (3.3.13)

h _0*C 82T 0T | h
2 o 4= 3.14
VT+,\ 6x2+3y2+6z2+/\ 0 (3.3.14)

3.4 Allmanna ortogonala koordinater

Virmeledningsekvationen skall formuleras i ett allmént ortogonalt koordinatsys-
tem. Harledningen baseras, liksom i avsnitt 3.1-3, pa en approximativ virmebalans for
en gittercell.



29

Figur 3.4.1. Allmant ortogonalt koordinatsystem.

Koordinaterna i det allmdnna ortogonala koordinatsystemet ges av (u, v, w). Ko-
ordinaterna i det Cartesiska systemet ar (z,y,2). Se figur 3.4.1 . Ett samband mellan
de tva systemens koordinater ges av:

z = z(u,v,w)
y = y(u,v,w) (34.1)
z = z(u,v,w)
I vektorform blir detta:
(z,y,2) = (z(u,v,w), y(u,v, w), z(u, v, w)) (3.4.2)

Enhetsvektorer i de tre koordinatriktningarna blir:

u-riktning:  é, = hlgf—;
v-riktning:  é, = hi-g—f (3.4.3)
w-riktning: €, = hl%

For skalfaktorerna hy, h, och h,, géiller:
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’ + (g%)z (3.4.4)

€u-€y=0 €y-€y=0 €y €y=0 (3.4.5)
Man har féljande differentialsamband:

=4 + O o4 2T gy = huéudu + hyéydv + hyéydw (3.4.6)
ou ov ow

ds? = de? + dy® + dz* = dr - dr = h2du® + h2dv® + h% dw?

En infinitesimal volym mellan punkterna (u,v,w) och (u + du,v + dv,w + dw) i det
allmanna ortogonala systemet och dess motsvarighet i det Cartesiska systemet aterges
i figur 3.4.2.

Figur 3.4.2. Infinitesimal kontrollvolym i det ortogonala (u, v, w)-systemet.

I analogi med avsnitt 3.3 uppdelas berakningsvolymen i delvolymer av lika storle-
kar. Temperaturen mitt i cell ¢, j, k vid tidpunkten nAt + o ges av:
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Tijkn = T(EAU + uo, jAV + vo, EAw + wo, AL + 1o) (34.7)

Referensligena ug, vo och wg och begynnelsetiden to valjs pa lampligt sitt.

I avsnitt 3.3 uppstilldes virmebalansekvationen for en parallellepiped som defi-
nieras av de tvd punkterna (z,y,z) och (z + Az,y + Ay,z + Az). I det allminna
fallet definieras en cellvolym av punkterna 7(u,v,w) och (v + Au,v + Av,w + Aw).

Kantlingderna for cellen ges av:

u-riktning: 7w + Au,v,w) — F(u,v,w)| = g%’ Au = hyAu
v-riktning: |T(u, v + Av,w) — Tu, v, w)| = g‘ Av = hyAv (3.4.8)

w-riktning: |7, v,w + Aw) — F{u,v,w)| = ‘%l Aw = hyAw

Cellens volym &r hyAu-hyAv-hy,Aw (m®) och dess virmekapacitet &r C-hyAu-hyAv-
hyAw (J/K). Randytan mellan cell i,5,k och cell i + 1,5,k &r h,Av - hy,Aw (m?).
Viarmeflédet genom randytan betecknas quliy1/2,jkn (W/m?). Det totala virmeflddet
(W) fran cell ¢, 5,k till cell z + 1,5,k genom randytan &r:

th’U . hu,Aw . qu|£+1/2,j,k,n (349)
Viarmebalansekvationen f6r den betraktade kontrollvolymen ar:

C - huAu - hyAv - hyy AW(T; j g nt1 — Tijkn) = (3.4.10)
{~hov - hy B0 qulirjajin + hoAAV - huAw - Gulim12jkn—
byl - hyAw - quli jy1/2.0m + hudt - huAw - qoli jo1/2, k0 —
hulhu - hyAV - Gl g kr1jzn + Bult - hyAv - Gulij g1 /on} Ot

Ekvationen divideras med AuAvAwAt. I gransen, da Au, Av, Aw och At gar mot noll
(thuAu, jkyAv, khyAw och nAt definierar en bestimd punkt i rum och tid) erhalls
den kontinuerliga virmebalansekvationen for ett allmént ortogonalt koordinatsystem.
or (7] 7] 7]
hyhyhyC— = — | 7= (hohwqu A \ullyqy - VluyQu ..
huhuC g (au(hh q_)+av(hhq)+aw(hhq)) (3.4.11)

Avstandet i u-led mellan tva punkter ar h,du. Virmeflodet ¢, i u-led ges av:

- 10T
T = h, Ou
Fouriers lag i det allminna systemet &r:

(3.4.12)

tj’:—AVT:—-A(laT" 10T, 16T~>

Insdttning av detta i (3.4.11) ger:
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hyhohyC (3.4.13)

O _ 0 (Iuha0T) | 0 (hubo0T)
ot~ Ou\ h, ~Ou Ov \ h, ~Ov

_a_(huhuAa_T)
Ow \ hy Ow

Ekvation (3.4.13) ar virmeledningsekvationen i ett allmant ortogonalt koordinatsystem.

Faktorerna h,, h, och h,, definieras av (3.4.4).

For Cartesiska koordinater giller:

Ekvation (3.4.13) 6vergar i ekvation (3.3.7).

For Cylinderkoordinater giller:

T =Tcos¢
y=rsing r>0, 0<¢p<27 (3.4.14)
2=z

Skalfaktorerna &r enligt (3.4.4):

Ekvation (3.4.13) 6vergar i:

or 10 ( 0T\ 10 (. 0T\ 0 [, 0T '
G =13 ("5r) + 75 (055) + 5 (55) (3.4.15)

Ekvationen (3.4.15) formulerar virmeledningsekvationen i cylinderkoordinater.

For Sfariska koordinater giller:

z = rsinfcos ¢

y = rsin@sin ¢ r>0, 0<f<m 0<¢p<2r (3.4.16)
z=rcosl
Skalfaktorerna blir:

h, =1, hg=r, hg =rsiné
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Virmeledningsekvationen blir:

oT 1 9 oT
—_— — 2 — ————— —— 1 —
C(‘?t o (r )\ar) +r2sin00¢ (Asnn03¢)+ (3.4.17)

—
r2sin’0 8¢ \" 0¢

3.5 Dimensionslos formulering

Vid konstanta termiska egenskaper ges den endimensionella virmeledningsekﬁatio—
nen enligt (3.1.11) av:

18T 8T

Lat L vara en for problemet karakteristisk lingd. En dimensionslds lingd z’ kan
definieras enligt:

' =z/L (3.5.2)
Enligt (3.5.1) har at dimensionen m?. En dimensionslés tid ¢’ kan definieras enligt:

t' = at/L? (3.5.3)
Ekvation (3.5.1) kan formuleras om enligt:.

T _ 9°T
3 = 5 (3.5.4)

Temperaturférdelningen i ett omrade kan karakteriseras av en temperaturniva Tp och
ett temperaturspann 73 — Tp. En dimensionslos temperatur 7’ kan definieras enligt:

T=T+ (T1 - T()) T (355)

Den endimensionella virmeledningsekvationen i dimensionsl6s form ges av:

or T
o (3.5.6)
Med skalade rand- och begynnelsevillkor ges en 16sning till (3.5.6) av ' = T'(z',¢').
En allmén 18sning till (3.5.1) ges av:

T =T+ (T1 - To)-T' (2/L,at/1?) ' (3.5.7)
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Losningen géller for valfria kombinationer av L, a, Tp och T under forutsdttning att
de dimensionslost formulerade randvillkoren &r oféridndrade.

Ett virmefléde (W/m?) i z-riktning ges av:

_ 0T NBi-To) 0T _ NI - To)
= Aaz L " 9’ L ¢ (3-58)
Det dimensionslésa virmeflédet ¢’ definieras som ¢ = —87'/dz’. Skalfaktorn vid
&vergang till dimensionslést virmefléde ar A(Ty — Tp)/L (W/m?).

Det redovisade skalningsforfarandet kan genomféras pa analogt sitt for tva- och
tredimensionella fall.

3.6 Icke-ortogomnal cellstruktur

I avsnitten 3.1-3 har den kontinuerliga virmeledningsekvationen givits en approx-
imativ, diskret formulering. Den betraktade en-, tva- eller tredimensionella rymden
har indelats i en ortogonal cellstruktur. Varje cellrand karakteriseras av att en av de
ortogonala koordinaterna &r konstant. Den kontinuerliga temperaturfordelningen har
givits en diskret representation, definierad av en temperaturpunkt i varje cell. En ap-
proximativ varmebalansekvation har uppstéllts fér en cell. Ekvationen har visat sig
vara en diskret approximation av virmeledningsekvationen.

En visentlig egenskap i det ortogonala cellsystemet &r att sammanbindningslinjen
mellan tva angrinsande cellers temperaturpunkter skir den gemensamma randen un-
der rit vinkel. Detta medger en enkel approximation av virmeflédet genom randen.
Situationen skall belysas genom uppstillning av virmebalansekvationen for en cell i en
icke-ortogonal cellstruktur enligt figur 3.6.1.

Vi

=7

/(-;,n/(-,nZ(mn//
N iy awg
1_')‘ —Mm

Figur 3.6.1. Icke-ortogonal cellstruktur.

Virmeflodet (W) genom de fyra randytorna till cell 7,5 dr, med samma approxi-
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mation som anvants i avsnitt 3.2:

Tiy;—T

5 \hg cos a (3.6.1)
1
M)\hg cos o (3.6.2)
h1
ZW—i’--j;l—“—?ﬁ)\l'zl cos (3.6.3)
2
Ej;h?ﬁj—"'—l-/\hl cosa (3.6.4)
2

Nettovarmeflodet (W) till cell 4,5 &r:

h
/\h—2 cosa(Tim1,j — Thj + Tipa,j — Tig)+ (3.6.5)
1

h
A cosalTijo1 = T + T — Tij)

Med hjilp av serieutveckling av det kontinuerliga temperaturfaltet T'(z,y) runt
centrumpunkten i cell 7,5 kan uttrycket (3.6.5) omformuleras. Fér temperaturen i de
fem cellernas mittpunkter giller:

T; =T(z,y)

T’i-—l,j = T(:E - hlyy)

Tit1,i=T(z + h1,y) (3.6.6)
Tij-1=T(z — hgsina,y — hycosa)

T;j+1=T(z + hesina,y + hy cos o)

Serieutveckling, dar derivator av tredje ordningen och hégre férsummas, ger:

2
+... (3.6.7)

g (3.6.8)
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Tijo1—Ti;= ’g—:(—hg sina) + %%(—hz cos a)+ (3.6.9)
1 2 o'T
3 ( hg)?sin? o + 2 ( hg sin @)(—hg cos o)+

0°T
ayz( hg)? cos a) +...

Thz sina + 3—Th2 cos a+ (3.6.10)

0
Lijar =T = 5= By

2 2
(g = sm a+ 2;g hg sin ahg cos a + Z fhzcos a) +...
Nettovirmeflsdet (W) till cell ¢, 5 enligt uttrycket (3.6.5) 6vergar med hjilp av (3.6.7-
10) till:

ha o°T hy 0T , .
)\h— cosa (3 5hi ) + )\ cosa (wh2 sin® a+ (3.6.11)

2 2
T ——hlsinacosa + 9 Th%cosza)

8 dy 0y?

Andringen per tidsenhet av virmeinnehallet (W) i cell ¢, j pa grund av temperaturfo-
randring ar:

Chihs cosaa—T

= (3.6.12)

Krav pa varmebalans medfér att uttrycken (3.6.11) och (3.6.12) skall vara lika stora.
Man erhaller:
oT T 0T T

—_— = A0 in? ——— i -_— ‘. .
Cat /\ax2 (1+sm a) +/\61:3y sm(2a)+)\6y2 cos’ o (3.6.13)

Av ekvation (3.6.13) framgar att man med den anvinda 16sningsmetodiken lser
en differentialekvation som avviker fran virmeledningsekvation genom att det intro-
ducerats vinkelberoende koefficienter i de termer som omfattar rumsdifferentieringar.
Avvikelsen avtar med minskande vinkel « i figur 3.6.1. Fér a = 0, dvs. ortogonal cell-
struktur, 6vergar ekvation (3.6.13) exakt i (3.2.9) med konstant virmeledningsférmaga.

Felet som begas i den diskreta approximationen sker i formuleringen av virme-
flédena genom cellens fyra riander. Cellranden bildar ej rdt vinkel med sammanbind-
ningslinjen mellan de omgivande temperaturpunkterna. Virmeflodet genom en rand
paverkas darfor av bade 9T /dz och 9T /dy. Vid de enkla uttrycken (3.6.1-4) for virme-
flédet genom en cellrand anvinds, felaktigt, ett approximativt uttryck fér endast den
ena av de tva ingdende derivatorna. Den enkla formuleringen av virmeflodet genom
en rand kriver att den approximativt formulerade gradienten ar vinkelrdt mot randen.
Se dven avsnitt 4.4.
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Forhallandet illustreras ytterligare av den triangulira cellstruktur som definieras
i avsnitt 8.3. Triangelcellerna ar visserligen ej celler i en ortogonal cellstruktur, men
sammanbindningslinjen mellan angrinsande trianglars temperaturpunkter skir den ge-
mensamma randen under rdt vinkel. Enkla virmeflédesekvationer av samma typ som
(8.1.8) kan dirmed anvindas vid den approximativa formuleringen av virmelednings-
ekvationen.

3.7 Superpositionsprincipen

Virmeledningsekvationen ar en linjir partiell differentialekvation. Om tva tem-
peraturférdelningar 16ser ekvationen f6r en given geometri s utgér dven summan av
temperaturfordelningarna en l6sning. Principen tillater att de termiska egenskaperna
ar funktioner av tid och position. Principen giller inte om de termiska egenskaperna
ir temperaturberoende.

Superpositionsprincipen skall illustreras av féljande problem [Hagentoft, Thesis).
Se figur 3.7.1. P& plan mark ligger en platta Gver vilken temperaturen ar konstant Tj,.
Plattan bestar av ett virmeisolerande skikt med forsumbar tjocklek. Dess virmemot-
stand ar R. Randtemperaturen utanfér plattan ir summan av tva temperaturvariatio-
ner T% och T2,

Figur 3.7.1. Superposition dir temperaturen vid markytan spaltas upp i tva delar.
Innetemperaturen T, liggs i den {6rsta delen [Hagentoft, Thesis)

Det totala férloppet kan delas in i tva delar enligt f6ljande. I den forsta delen &r
temperaturen 6ver plattan Tj, och randtemperaturen utanfor plattan T%. I den andra
delen ir temperaturen 6ver plattan 0 och randtemperaturen utanfér plattan T?2,. Tem-
peraturfordelningen i de tva forloppen betecknas T%(z,y, 2,t) respektive T®(z,y, 2,1).
De tva temperaturférdelningarna uppfyller virmeledningsekvationen (3.3.7):

are
ot

V.(A\VT%) =C (3.7.1)
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b
V.(\VT) = C%Tt— (3.7.2)

Den linjéra egenskapen hos V och 8/dt medfér att summering av (3.7.1-2) ger:
V-(AVT®) + V- (AVT®) = V- (AVT® + A\VT?) =

il ot o(T* + T%)

= e b —_—= ol
V.-(AV(T*+T°)=C +Cat c 5 (3.7.3)
Salunda erhalls:
a b
V. (AV(T + %) = cf’g—#—) (3.7.4)
Randvillkoret vid plattan ger for férloppet T%:
T —T° ore
== 7.5
R on (3.7.5)
Har definierar » normalriktningen ned i marken under plattan. Man erhaller
Tin = ,\RBBT (3.7.6)
For forloppet TP erhalls:
b
o=1 % (3.7.7)
on
Summering av (3.7.6-7) ger randvillkoret T%°! fér hela forloppet:
a b
T =T+ 0=T"+T" - ,\R"’(—Ta—:—T—) (3.7.8)
Vid markytan giller direkt:
=Tt Tb=T(1) (3.7.9)
Summering ger randvillkoret T%* for det totala forloppet:
T = T° + T = T%(t) 4+ T,(t) (3.7.10)

Den totala temperaturfordelningen T%(z,y, z,t) erhills siledes genom summering
av de tva delforloppen T och T*:

T*Y(z,y,2,t) = T*(z,9, 2,t) + T(z,y,2,t) (3.7.11)

Vid transienta férlopp maste dven begynnelsetemperaturen (t=0) beskrivas. Man
har allméint:
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Ttat,t=0 = Ta]t=o + Tb|t=o (3712)
Man kan d3 till exempel lita T° beskriva begynnelseférdelningen och lita T® bérja med
temperaturen noll i hela omradet.

Virmeflédet genom plattan for hela forloppet @t erhills genom summering av
virmeflédena Q% och QP for delférloppen:

Q™) = Q°(t) + Q*(t) (3.7.13)

Superpositionsprincipen skall tillimpas pd nagra belysande exempel.

Exempel 1.

/////////

T(x,0) = 0
T(O,8) = Ty

00

Figur 3.7.2. Enhetssprang vid plan rand.

Ett enkelt grundfall visas i figur 3.7.2. I en plan halvoandlig rymd ar be-
gynnelsetemperaturen noll. Vid tider ¢ > 0 ar randtemperaturen 1. Enligt
avsnitt 10.2.1 ges 16sningen av:

T(z,t) = (3.7.14)

erfc(m)

Om begynnelsetemperaturen i stéllet ar T och randtemperaturen vid tiden
t > 0 sitts till 71 kan problemet separeras i tvd delar enligt figur 3.7.3.

R

T(x,0) = T,0

Figur 3.7.3. Stegindring vid rand. Separation i tva delprocesser.

Med hjilp av grundfallslésningen (3.7.14) erhalls 16sningen:
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T(l‘,t) = To + (T] - To) (3715)

erfc( \/%)

Exempel 2.

Ett mer komplicerat problem definieras som problem (a) 6verst i figur 3.7.4.
Problemet kan till exempel beskriva ett temperaturférlopp i en homogen

vagg.

(a)

TOt) =Ty T-sln(o) 1) ?(/{o/)/’//-rg TLY=T,
t20 /////// t20

L] L

{//)//// o {//)////
Tm T(x,0) = Ty T + T, sin(e? T(x,0) = T,74 0
////Z W

(b) (c)

i

L v e YE o ]
E///// NN 777 227

(d) (o) ®

Figur 3.7.4. Temperaturforlopp i en vigg. Separation i delprocesser.

Problemet kan férst spaltas upp i delarna (b) och (c). Problem (b) karak-
teriseras av sprangtemperaturer vid de tva rinderna. Problem (c) karakte-
riseras av en sinusvarierande randtemperatur. Ur problem (b) kan delarna
(d), (e) och (f) separeras. Losningen till ursprungsproblemet karakteriseras
av de tva grundfall som definieras i figur 3.7.5.
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2 s

1 T(x,0)=0 0 1-sin(wt) T(x,0=0"} o

v s

Figur 3.7.5. Tva grundfall som ger l6sningen till problem (a) i figur 12.1.3.

Lat 16sningarna till de tva grundfallen i figur 3.7.5 vara Tyeq4(z,t) och
Tsinus(z,t). Losningen till ursprungsproblemet (a) ges av summan av 16s-
ningarna till problem (c), (d), (e) och (f). Man erhaller:

T(z,t) = Ty - Tsinus(2,t) + To + (T — To)Tsteg(x,t)  (3.7.16)
+ (Tl - TO)Tsteg(L - .'t,t)

Exempel 3.

Lésningar till grundfall som ligger forskjutna i tiden kan superponeras. Be-
trakta foljande exempel. I en plan halvoindlig rymd ar begynnelsetempe-
raturen noll. Randtemperaturen definieras enligt delfigur (a) i figur 3.7.6.

to 4y

Figur 3.7.6. Superponering av sprangtemperaturer vid rand.
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Av figuren framgar hur problemets randtemperatur (a) kan separeras i de-
larna (b) och (c). Dessa delproblem loses direkt av grundfallslésningen
(8.7.14). Man erhéller den totala l6sningen:

t<to: T(z,t)=0
<t <ty T(z,t) = Tp erfc (ﬁ)
>t T(z,t) = To erfe (Wtﬁﬁ)
+(T1 - To)erf§ (ﬁﬁj)

En randtemperatur som utgdr en i tiden strickvis konstant funktion kan
beskrivas som summan av ett antal temperatursprang vid olika tidpunkter.

(3.7.17)

Exempel 4.

Figur 3.7.7 visar ett tvérsnitt genom en linjekilla pd konstant avstand fran
en rand med temperaturen noll. Fallet kan till exempel beskriva virmeut-
vinning genom ett horisontellt ror i mark.

7
47

Figur 3.7.7. Spegling av linjekélla.

Figuren visar hur markytans konstanta temperatur kan representeras med
hjilp av en extra, speglad linjekilla med negativt tecken. Den resulterande
temperaturfordelningen erhélls som en summa av losningarna f6r respektive
linjekédlla i en odndlig, homogen omgivning. Den geometriska komplikatio-
nen med markytan har férsvunnit.
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Kapitel 4

LOSNING BASERAD PA ENERGIBALANSER

Grunder fér 16sningsmetoden och dess genomférande beskrivs i féljande avsnitt.

4.1 Cellstruktur och termiska data

De i kapitel 3 givna diskreta formuleringarna av virmeledningsekvationen begran-
sas av nagra generella forutsittningar. Cellindelningen ar ekvidistant i de tre koordi-
nataxlarnas riktning. De termiska egenskaperna ar konstanta inom hela det betraktade
omradet.

Den valda beskrivningen kan emellertid generaliseras till att gilla en mer kompli-
cerad cellstruktur med varierande cellstorlekar enligt figur 4.1.1.

R A A A a-a a-a a e a-a-a-a-,
A, x X x x
I q
& i
] c”
q “i
Ay; x xq x x
q (i)
9
e - g
Yj-1 x x % =

Figur 4.1.1. Del av allmén cellstruktur i ett plant tvidimensionellt fall.

Cellstrukturens indelning i till exempel z-led definieras genom en uppsittning linjer
(tva- dimensionellt fall) eller plan (tredimensionellt fall) vilka ar vinkelrita mot z-
axeln. Avstindet mellan intilliggande linjer eller plan ir Az;. P& motsvarande sitt
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definieras en indelning lings Gvriga koordinataxlar. I en tredimensionell struktur ges
dimensionerna for en cell med beteckningen (3, j, k) av lingderna Az;, Ay; och Az.

De termiska egenskaperna ar konstanta inom varje cell, men kan variera godtyckligt
fran cell till cell. Varmeledningsformagan i en cell (7, 7, k) betecknas med A; jx (W/mK)
och virmekapaciteten med C; ;x (J/m3K).

Liangs varje cells rand kan ett varmeisolerande skikt med forsumbar tjocklek place-
ras. Ett skikt med motstdndet R;_y /5 (K/(W/m?)) ligger mellan cellerna (i —1, 5, k)
och (1, 5, k).

s

4.2 Losningsmetodens princip

I avsnitt 3.3 visades att varmebalans fér en cell resulterar i en approximativ for-
mulering av virmeledningsekvationen. Man har allmént for energiinnehallet E; ; x n41
(J)ien cell 4,4,k vid tidpunkten n + 1:

Eijknt1 = Eijpn + (Z and,m,n) At (4.2.1)

En ekvivalent formulering ger, vid temperaturoberoende varmekapacitet C, ett
explicit uttryck for temperaturen T} jk n+1 vid tidpunkten n + 1:

1
Tz,],k,n-}-l = my]ykyn + ‘/i,j,kci,j,k (; Qrand,m,n) At (422)
T; i km temperatur i en cell vid den diskreta
tidpunkten n, definierad av o + nAt
Viik cellens volym (m?)
Cijk cellmaterialets virmekapacitet (J/m3K)

Qrandmn varmeflode in till cellen genom dess
randyta nummer m vid den diskreta
tidpunkten n (W)

At tidssteg mellan de diskreta tidpunkterna n-
och n + 1. Tidsstegets lingd behéver ej vara
konstant (s)

Formel (4.2.2) ger ett recept pa hur en cells nya temperatur vid tidpunkten n 4 1
skall berdknas, nar dess temperatur och randvarmefléden ar kinda vid tidpunkten n.
Varierande cellvolym och viarmekapacitet inom berdkningsvolymen vallar inget pro-
blem, da produkten V; ;- C;;x ar vildefinierad for varje cell. I avsnitt 4.3 visas hur
Qrand,mn berdknas. Formlerna (4.2.1-2) beskriver mycket tydligt det fysikaliska forlop-
pet.
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Anmdrkning

Genom insattning av explicita uttryck for Qrandm,n 1 (4.2.2) erhalls:

At
$.7 = -_——_ K,‘_ ; Ki H 42
Tij e ntr (1 CiinViin ( 125k T Kipryaht (42.3)

Kijojon + Kijyiae + Kije-12 + K-‘,f,lc+1/z)) Tijkent

Kio1ja kAt Kiy1/2;5,p8

Ciip  Limtikn Ciop Littikn+ — oo Thjo1knt

7y 3,3, Iy

K"'+1 Z,kAt K',' E-1 2At I{',“k 1728

—”—CT/_—;————T,-,J-H,A:," + %T},]‘,k—l,n + % i k410
LEV N I 210

Denna typ av formulering beskriver den nya temperaturen i en punkt som ett viktat varde av
de gamla temperaturerna i den betraktade punkten och dess omgivande punkter. Kopplings-
konduktanserna K (W/K) definieras i avsnitt 2.3 och 4.3. Det beskrivna forloppets fysiska
karaktar framhavs inte av formuleringen, som principellt 6verensstimmer med den beskrivning
metoden brukar ges under namnet metoden med explicit framatdifferens.

4.2.1 Tterationsférfarande

Figurerna 4.2.1 och 4.2.2 visar en endimensionell och en tvidimensionell gitterstruk-
tur. Den endimensionella strukturen omfattar 7; celler. Den tvadimensionella struk-
turen omfattar 4; - j; celler. En motsvarande gitterstruktur i tre dimensioner omfattar
t1 - j1 - k1 celler. Cellstorlekarna kan variera enligt beskrivningen i avsnitt 4.1.

=5 Y
[SR3

Figur 4.2.1. Endimensionell gitterstruktur.
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(1111) (i1jj1)

1,1) (iq,1)

ilv (

Figur 4.2.2. Tvadimensionell gitterstruktur.

Temperatur vid tiden ¢ + nAt betecknas:

1-dim.: Tjn, icell 2
2-dim.: Tij, icelli,j
3-dim.: Tijr, icelld,j,k

Totala virmefloden (W) genom en cellrand vid tiden tg + nAt betecknas:

1-dim.: Q,‘_]/zyn

2-dim.: Qi_1/2,n
i,j—1/2n

3-dim.: Qi_1/2,5km
Qij-1/2.km
Qijk-1/2n

fran cell (i — 1) till cell

fran cell (¢ — 1,7) till cell (4,5)
fran cell (¢,7 — 1) till cell (¢,7)

fran cell (i — 1,7, k) till cell (3, 7, k)
fran cell (4,7 — 1,k) till cell (3,4, k)
frén cell (4,7,k — 1) till cell (¢,4,k)

(4.2.4)

(4.2.5)

En gittercells volym (m®) betecknas med V;, Vi eller V; ; beroende pd cellstruk-
turens dimension. Den volymetriska virmekapaciteten (J/m®K) i en cell betecknas pd
motsvarande sitt med C;, C;; eller Cj ; ;.

Vid iterationen anvinds det totala virmeflodet @ (W) genom varje cellrand. Ite-
rationen paverkas ej av om gitterstrukturen har till exempel plan eller radiell geometri.
Geometrin bestimmer endast hur varmeflodet Q skall beraknas.



Iterationsférfarandet har foljande principiella struktur:

1. Vid starttidpunkten (n = 0) ansitts temperaturer i samtliga celler.

2. Randtemperaturer bestams f6r den aktuella tidpunkten. Samtliga temperatu-
rer ar darmed kdnda.

l-dim.: T, 0<i<ip+1
2-dim.: Tijn 0<i<ig+1, 0<j<p+1 (4256)

3-dim.: T;kn 0<:<u+1, 0<j<n+1,
0<k<k+1

3. Virmeflodet (W) genom alla cellers samtliga rander bestdms (avsnitt 4.3):

1-dim.: Qi—-l/2,n 1< 7 < il +1
2-dim.: Qi—1/2,j,n 1<i<ia+1,

Qij-1/2m 1<j<n+1 (42.7)
3-dim.: Qi-l/2,j,k,n 1<i<+1,

Qij-1/2km 1<j<n+1,

Qi jk=1/2,n 1<k<k+1

4. Nettoviarmetillskottet (J) till varje cell under ett tidssteg At (s) bestams:
1-dim.: AEi,n = (Qi~1/2,n - Qi+1/2,n)At

2-dim.: AE;jn = (Qic1/2,jn — Qit1/2,jm+
Qij-1/2,n — Qij41/2,n) A (4.2.8)

3-dim.: AE;;rn = (Qic1/2,jkn — Qit1/2,j,knt
Qij—1/2,kn — Qij41/2,knt
Qijk—-1/2n = Qijk41/2,0)A8

5. Ny temperatur (°C) berdknas i varje cell:

. AEI n
1-dim.: Tin4y =Tin TC"—
. AEI i n
2-dim.: T jn41 = Tijn + Wé:_; (4.2.9)

AFE; ;x
-dim.: T:: =T —nEn
3-dim.: Tijknsr = Tijjen + Vijk-Cijk

47

Iterationspunkterna 2 till 5 upprepas tills 6nskad simuleringstidpunkt dr uppnadd.
Tids- stegslangden At kan varieras for varje iteration. Tidssteget har en 6vre begréns-
ning, stabilitetstidssteget, vilket ej far Sverskridas. Storleken av stabilitetstidssteget

beror av de termiska egenskaperna och av den valda gitterstrukturen. Se kapitel 5.
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4.2.2 Termiska komplikationer

Det i avsnitt 4.2.1 redovisade iterationsférfarandet vid 16sning av ett virmeled-
ningsproblem kan kompletteras vid olika typer av termiska komplikationer.

Om randvillkoret vid berdkningsomradets grins utgbrs av ett givet virmefléde
(W/m?) anvinds detta vid bestimningen av det totala virmeflddet Q (W) genom
berérda cellers rander. Detta sker i punkt 3. Se aven kapitel 7.

Temperaturberoende virmeledningsformaga paverkar berdkningen av virmefléden
genom cellrdnder (punkt 2). Vid berdkningen bestims varje cells virmeledningsformaga
av dess aktuella temperatur. Se kapitel 12.

Externt tillférd volymetrisk virmeutveckling (W/m3) i materialet piverkar berdk-
ningen av nettovirmetillskottet AFE till varje ber6rd cell. Man ligger till en extra term
i berdkningen. Detta sker i punkt 4.

Temperaturberoende virmekapacitet paverkar berdkningen av ny temperatur i var-
je cell vilket sker i punkt 5. Vid berdkningen bestdms varje cells temperatur som en
funktion av dess nya volymetriska virmeinnehdll. Se kapitel 12.

4.3 Berakningsuttryck for varmeflode genom en cellrand

Ett allmént uttryck for virmeflodet Q qndmn (W) i formel (4.2.1), ér:

Qrund,m,n = m(Trand,m,n - T) (43.1)

K,, (W/K) ér en kopplingskoefficient, den totala konduktansen, mellan den punkt
som definierar cellens temperatur T' och den punkt utanfér cellen, vars temperatur
Trandmn anvands vid berdkningen av virmeflodet genom randdel m. I det foljande
definieras ett virmefldde som positivt om virme transporteras i positiv axelriktning,.

4.3.1 Plan geometri

I figur 4.3.1 visas tvd celler med gemensam rand i en plan gitterstruktur. For
enkelhets skull markeras ingdende storheter endast med det ligesindex som varierar
lings sammanbindningslinjen mellan de tva cellernas temperaturpunkter.
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7;,5 1/2
1
Ti-1 P4 T;
P T
i :z Ai
| Axiq l Ax [

Figur 4.3.1. Tva celler med gemensam rand. Plan geometri.

Viarmeledningsféormagan i de tva cellerna dr A; och A\i_; (W/mK). Cellernas lingd
i z-led 4r Az; och Az;_; (m). Deras gemensamma kontaktyta ir A (m?). Virmemot-
stindet i randen mellan cellerna ar R, ;_,/, (K/(W/m?)).

Det totala virmeflodet Q;_;/; (W) fran cell i —1 till cell i genom den gemensamma
randen skrivs i analogi med (4.3.1):

Qi-1/2 = Ki_1/2(Tie1 = T3) (4.3.2)
Konduktansen K;_,/, (W/K) blir med hjilp av (2.3.10):

1 A
Ki—1/2 =
Rl'—l/Z Azl—‘ +R3 '_1/2+ 2A

(4.3.3)

Vérmemotstandet R;_,/, (K/W) ir summan av virmemotstanden for halva cellen i -1,
det isolerande skiktet mellan cellerna och halva cellen 3.

Om cell 7 ar en randcell i berdkningsomradet erhills en situation av den typ som
illustreras i figur 4.3.2.

jl,| -1/2

1
Tia x

M

AX|

Figur 4.3.2. Randcell i berdkningsomradet.
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Temperaturen T;_; ar yttemperatur pa randen till cell <. I detta fall blir konduktansen
K;_y/; mellan temperaturpunkterna i — 1 och ¢

1. A
Ki 1= = , (4.3.4)
/ Ri—l/? Rs,i—l/2 + ‘——"3;'

Exempel:

For tydlighets skull ges exempel pa en beskrivning av formlerna med full-
stindiga index for ett fall med tredimensionella Cartesiska koordinater. F16-
det genom randen mellan cellerna (¢,5 — 1,k) och (3, 7, k) ar:

Qij-1/2k = Kij_1726(Ti i1,k — T jik)

Konduktansen K;;_;/9 &r:

Kijo1jon = —— = R
ii-1/2k = B T Ay Ay
Rij-1/2 Kj_—:: + Ryij-1/2% + EXL

Arean A;;_1/;; mellan cellerna ér:
Aijo12k = Azilz
Cellens volym V; ;x ar:

Viik = Az;Ay;Azy

Anmdrkning:

Konduktansen mellan tva celler med olika viarmeledningsformaga kan berdknas
med hjalp av ett viktat varde A.i, for virmeledningsformagan mellan cellernas
mittpunkter. Varmeflédet Q, 172 (W) mellan cellerna 1 och 2 kan skrivas:

Q1172 =K1 12(T1 - T2)
_ dekdA
Kii2= 3—‘*"1——_31_ .Y
2 2

Ett korrekt uttryck for Ao, skall ge det stationira varmeflodet mellan cellerna.
Foljande viktning uppfyller detta:
Az 1+ AZg

Az Az,
A1 + Ao

Féljande viktning, som ibland férekommer, ger felaktigt stationart varmefléde mel-
lan cellerna:

(4.3.5)

(4.3.6)

/\eku, korrekt =

AIIAI + Alg/\z
Az + Azy
Kvoten mellan de erhallna flodena med felaktig respektive korrekt viktning blir

4/3 for ett fall med A\; = 1, A, = 3 W/mK och Az; = Az,. Varmeflsdet mellan
cellerna blir 33 % for stort.

)\ekv,fel = (437)
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4.3.2 Cylindergeometri

Figur 4.3.3 visar tv celler med gemensam rand i en cylindersymmetrisk gitterstruk-
tur. Randen har lingden L (m) i axiell riktning.

Rg,i-1/2

Figur 4.3.3. Tva celler med gemensam rand. Cylindersymmetri.

Virmeledningsférmagan i de tva cellerna &r A; och A\;—; (W/mK). Cellernas dimen-
sioner (m) framgdr av figuren. Varmemotstandet for skiktet i randen mellan cellerna
ir R, ;172 (K/(W/m?)).

Det totala virmeflsdet Q;_q/o (W) fran cell i — 1 till cell ¢ ges av formel (4.3.1). I
detta fall &r konduktansen K;_;/, (W/K) med hjilp av (2.3.31):

1 L
K’—-l 2 = = 3 T 438)
Y Rz hn r"':_llz R, i1z In ’i—r1/2 (
271 + 2mri_yy2 + 27 A;

Det totala virmemotstandet R;_;/, (K/W) ar summan av de totala virmemotstdnden
for halva cellen 7 — 1, det isolerande skiktet mellan cellerna och halva cellen .

Om cell 4 r en randcell i analogi med det plana fallet, illustrerat i figur 4.3.2,
erhalls:

1 L
Ki_1/2 = = T (4.39)
Riovy2 Rsi-1/2 + Ti-1/2
2mri_1/2 27A;
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4.3.3 Sfarisk geometri

I detta fall utgérs cellerna av koncentriska skikt. Beteckningarna dr analoga med
dem, som anvénds i radiell led i det cylindersymmetriska fallet (se figur 4.3.3). Vir-
meledningsférméagan i angrinsande celler ar A; och A;_; (W/mK). Virmemotstindet i
randen mellan cellerna r R,; 1/, (K/(W/m?)).

Det totala virmeflddet Q;_1/; (W) fran cell i — 1 till cell ¢ ges av formel (4.3.1). I
detta fall &r konduktansen K;_;/, (W/K) enligt (2.3.34):

1

= 4.3.10
Ri_1p2 ( )

Ki—1/2 =

1
1 | Ryi-1/2 1 11
4Ty (r,-_l 7';'—1/2) + 47rr.f"_1/2 + A7) (Ta'-l/z r;)

Det totala virmemotstandet R;_;/, (K/W) &r summan av de totala virmemotstdnden
for halva cellen ¢ — 1, det isolerande skiktet mellan cellerna och halva cellen <.

Om cell ¢ ar en randcell erhdlls i analogi med det plana fallet, illustrerat i figur
4.3.2:

1 1
K; 1/2= = 4.3.11
1/2 R;_l/g Ryi_1/2 1 ( 1 _1_) ( )

47rr'._1/2 A di \ri-1/2 T

4.3.4 Allméanna ortogonala koordinater

Med utgdngspunkt fran figur 3.4.2 och med indexbeteckningar enligt figur 4.3.1 kan
uttryck fér konduktanser mellan celler i ett allmint ortogonalt cellsystem formuleras i
analogi med de uttryck som ges i avsnitt 4.3.1 géllande plan geometri.

Konduktansen K;_j/5 ;% (W/K) mellan tv celler (i — 1,5, k) och (3,7, k) ges av:

s

hyAvj - hyAwy

Ki 125k = & (4.3.12)
Wy u . h,Au;
2,\,-1:1 S Roiajagne+ Ty
Om cellen (i — 1,7,k) inte ingar i berdkningsvolymen har man:
hyAv; - hyAw,
Ki_12,k = . : (4.3.13)

hyAuy
Boic12k + 7% ,\'.u
En cells volym V (m?®) ges av:

V = huAu; - hyAv; - hy Ay (4.3.14)
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4.4 Den lokala temperaturfordelningen

Den givna lésningsmetoden beskriver ett temperaturférlopp med hjilp av tempe-
raturen i ett antal diskreta punkter i berdkningsvolymen. Karakteristiska egenskaper
fér den approximativt beskrivna kontinuerliga temperaturférdelning runt dessa tempe-
raturpunkter skall belysas.

4.4.1 Temperaturférdelning i en cell

Figur 4.4.1 visar en cell i en tvadimensionell Cartesisk gitterstruktur. De termiska
egenskaperna ir konstanta i cellen.

Ay > X

L
B
»

*

Figur 4.4.1. Rektanguldr gittercell.

Lat temperaturen i cellen beskrivas av ett allmdnt andragradspolynom enligt:
T(z,y) = az? + bey +cy? +dz + ey + T (4.4.1)
Temperaturen i cellens mittpunkt ar:
T(0,0) =To (4.4.2)

Enligt den anvinda diskreta approximationen skall cellens mittpunktstemperatur Ty
representera cellens energiinnehdll. Dirmed skall Tp vara cellens medeltemperatur.
Man har foljande villkor:

Al A o) dady = AsAyCT, 4.43
SN (z,y)dzdy = zAyCTo (4.4.3)

Temperaturfunktionen (4.4.1) uppfyller detta villkor om a@ = ¢ = 0. Temperaturférdel-
ningen i cellen ges av:
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T(z,y) = bzy + dz + ey + To (4.4.4)

Temperaturférdelningen uppfyller V2T = 0. Den utgor en stationir fordelning
i form av ett plan med en eventuell &verlagrad sadelfunktion. Temperaturen ar Tp i
cellens centrum. Planets lutning i z- och y-led, liksom den 6verlagrade sadelfunktionen,
saknar betydelse for cellens energiinnehall.

4.4.2 Temperaturfordelning mellan tva cellers temperaturpunkter

Temperaturfordelningen mellan temperaturpunkterna i tva celler med gemensam
rand avgér virmeflodet genom randen. Tva celler och ett koordinatsystem definieras i
figur 4.4.2.

y
T. T,
Ay 2! 2 > %
L AX1 L AXZ L
7 1 #

Figur 4.4.2. Tva celler med gemensam rand.

De termiska egenskaperna 4r konstanta inom respektive cell. For varje cell an-
sitts en allmin temperaturfordelning enligt formel (4.4.4). Férdelningarna viljs s att
temperaturen i respektive cells mittpunkt &r 7) respektive T3. Man erhaller:

Ti(z,y)=bi(z+Az1/2)y+di1(z+ Az1/2) + ey + Th (4.4.5)

Ta(z,y) = ba(z — Azg/2)y + d2 (z — Azy/2) + e2y + T2 (4.4.6)

Det totala virmeflédet (W/m) genom randen mellan cellerna bestims av uttryck
av foljande typ for var och en av de tva cellerna:

Ay/2 oT
[0
—-Ay/2 {)z

Totalflédet mellan cellerna bestdms av temperaturfaltets lutning d i z-led. Virmeflodet
genom randytan maste vara kontinuerligt i z-led:

) dy = —\dAy (4.4.7)

=0

Aldl = Aady (4.4.8)
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Temperaturférdelningen lings sammanbindningslinjen mellan cellernas mittpunkter ar:
Ti(z,0) = di (z + Az1/2)+ Th (cell 1) (4.4.9)
Tz(:l:,O) = %dl (:c - A22/2) + Tg (cell 2) (4.4.10)
2

Kontinuitet i temperaturférdelningen mellan cellernas temperaturpunkter innebér att
temperaturen i randen (z = 0) skall vara lika i (4.4.9) och (4.4.10). Man erhaller:

-1
Mdy = [rrany-vy (4.4.11)
2M1 22
Insdttning i (4.4.7) ger i analogi med (4.3.3) flodet @ (W/m) mellan cellerna:

Q=K(Ty - Ty) (4.4.12)
jgp——

240 4 8%

2\ 22

Flodet mellan tva celler ges av den endimensionella stationira temperaturférdelningen
mellan deras temperaturpunkter.

Temperaturfordelningen i vardera cellen kan beskrivas som plan dar lutningen lings
sammanbindningslinjen mellan temperaturpunkterna ar definierad enligt ovan. Planen
kan ha godtycklig lutning vinkelrdtt mot sammanbindningslinjen utan att virmeflodet
genom randen paverkas. Grunden till detta enkla férhallande &r att sammanbind-
ningslinjen mellan temperaturpunkterna skiar randen under rat vinkel. Se dven avsnitt
3.6.

4.5 Schematisk bild av en varmestromningskrets

Metoden att 16sa virmeledningsekvationen bygger pa en ortogonal cellindelning av
berdkningsomradet. Varje cells energiinnehall definieras av en temperatur. Virmeflodet
mellan tva angransande celler bestims av produkten av cellernas temperaturdifferens
och en kopplingskonduktans mellan dem. '

Den termiska kopplingen mellan tvd temperaturpunkter visas i figur 4.5.1 dir K
(W/K) star for kopplingens konduktans och R (K/W) star for kopplingens virme-
motstand (K = 1/R). Figuren dskadliggor schematiskt sambanden mellan K, R och
varmeflodet @ (W):

T -T, =QR (4.5.1)
och

Q=K -T) = §(T1 - Tp) (4.5.2)
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R,K

Ty —>ANN—0T,

Figur 4.5.1. Termisk koppling mellan tvi temperaturpunkter.

En cells temperatur ar T och dess virmekapacitet 4r C (J/K). Cellen har en enda
kopplingskonduktans K (W/K) till en temperaturpunkt med temperaturen Ty. Var-
mestréomningskretsen beskrivs schematiskt i figur 4.5.2.

LA VAV A, c

Figur 4.5.2. Gittercell med termisk koppling till en temperaturpunkt.
Cellens temperaturférlopp beskrivs av f6ljande differentialekvation:
dar
Cm‘ =K(T1-T) (4.5.3)

Ett vanligt forekommande sitt att askadliggéra formel (4.5.3) visas i figur 4.5.3.

71'—le
C

-

Figur 4.5.3. Schema grundat pa en elektrisk analogi.

I den elektriska analogin motsvaras temperatur av spanning och virmeflode av strém-
styrka. Den elektriska analogin medfor krav pa definiering av en jordpotential. Detta
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undviks genom anvindning av symboler enligt figur 4.5.2.

En del av en tvadimensionell gitterstruktur visas i figur 4.5.4.

—/VV

3 3

W WA T W
2k

AN s FARR T LR 1, s
.

I I i A i I A
L. s s 3

Figur 4.5.4. Schematisk bild av en tvidimensionell gitterstruktur.

Man kan betrakta de enskilda cellerna som ”uppsagade bitar” av den avbildade mate-
rien. Mellan angridnsande bitar kan virme transporteras via kopplingskonduktanserna.
Bilden avspeglar vil den enkla fysikaliska bakgrunden till den redovisade metoden.

En kontinuerlig beskrivning av temperaturen T;; ges av:

dT; ;
Ci,j—dti = Ki1/2,j(Ti-1,5 — Tiy) + Kiyay2,j(Tipr,5 — Tij)+ (4.5.4)

Kij172(Tij-1 = Tig) + K jya72(Tig1 = Tij)

Lat en temperaturpunkt ha termisk kontakt med ett antal (') andra temperatur-
punkter enligt figur 4.5.5.
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Figur 4.5.5. Reduktion av kopplingar till en temperaturpunkt.

Man har:
Qi=(T: - T)K; (4.5.5)
Nettoflédet @ (W) till centrumpunkten &r:

Q=YN,Qi=xN\(T: - T)K; = (Tn - T)Kn,

dirK, = YN, K; (W/K) (4.5.6)
1, - T o)

m

Om det finns flera kopplingar till en temperaturpunkt kan dessa reduceras till en
enda enligt (4.5.5-6). Se dven kapitel 7.
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Kapitel 5

STABILITETSTIDSSTEG

Vid 16sning av virmeledningsekvationen enligt den i kapitel 4 beskrivna metoden
delas tidsforloppet in i diskreta tidssteg. Om tidsstegets lingd Sverskrider ett visst
varde uppstar en orimlig oscillation i den enskilda cellens temperatur for varje nytt
tidssteg. Den erhallna svingningen av temperaturen markerar tydligt att berdkningen
genomfors med fel forutsdttningar. Man talar om ett stabilitetstidssteg, vilket definierar
en 6vre grans for det vid iterationen anvianda tidssteget.

5.1 Langsta tidssteg for en cell

Tidsstegets maximala langd skall belysas pa tva olika satt.

5.1.1 Tidsskala fér en cell. Fysikalisk betraktelse

Figur 5.1.1 visar en del av en tvadimensionell ortogonal gitterstruktur. I figuren
visas dven schematiskt den termiska kopplingen mellan de fem cellerna.

T
K4
xT,
K, Kq
T2 *To =Ty LW/ Tt —VWV\—T,
x T3 K
3
Ts

Figur 5.1.1. Termisk koppling till omgivande celler for en cell i en tvadimensionell
gitterstruktur.
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Centrumcellens totala varmekapacitet dr Co (J/K). Centrumcellens temperatur vid
tiden ¢ betecknas T'(t). De omgivande cellernas temperaturer Tj ... Ty 4r konstanta i
tiden. Man har K; = 1/R; (W/K). Det totala virmeflédet Q(¢) (W) till centrumcellen
i figur 5.1.1 kan skrivas:

Q(t) = K1(Th — T(t)) + Ko(T2 — T(t)) + K3(T3 — T(t)) + K4(Ts — T(t))(5.1.1)
Omformulering ger:

KTy + KTy + K3Ts + K4T,
Ki+ K+ K3+ Ky

Q(t) = (K1 + K2+ K3 + Ky) ( - T(t)) (5.1.2)

En ekvivalent formulering ges, i 6verensstimmelse med (4.5.5), av:

Q(t) = Keku(Teku - T(t)) (513)

1
Re kv

Kepy =K1+ K;+ Kz + Ky =

T = KTy + K T + K3T3 + K4Ty
ek K1+ Ko + K3 + Kq

K ekv

To VWV —Tekv

Figur 5.1.2. Ekvivalent omgivningstemperatur fér centrumcellen.

Ekvationen (5.1.3) innebir att medelomgivningstemperaturen for centrumcellen i figur
5.1.1 &r Tegy- Se figur 5.1.2. Centrumcellens temperatur narmar sig slutvirdet Teg,
vid okande tid. Differentialekvationen for centrumcellens temperatur nir det totala
varmeflédet till cellen formuleras enligt (5.1.3) &r:

d
Kekv(Teku - T(t)) = CO%Q (5.1.4)

T(0)=To
Losningen ges av:

—Kepy
T(t) = Tekv + (TO - Teku)e Co (5.15)
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Figur 5.1.3. Centrumcellens temperatur som funktion av tiden.

Vid tiden ¢t = 0 4r cellens temperatur Tg. Vid stora tider gar temperaturen asymptotiskt
mot vardet T,g,. Se figur 5.1.3.

Vid den numeriska 16sningen berdknas virmeflédet till centrumecellen vid tidsstegets
borjan, dvs. i detta fall vid tiden ¢ = 0. Enligt den anvinda metodens approximationer
betraktas virmeflédet som konstant under tidssteget. Centrumcellens temperatur f6ljer
darfor den analytiska 16sningens tangent i punkten ¢ = 0.

Av termodynamiska skil kan celltemperaturen vid det beskrivna férloppet ej pas-
sera omgivningens temperatur. Vid tidpunkten ¢t = t,,,, sammanfaller cellens och
omgivningens temperatur. Analys av (5.1.5) ger:

I Co Co
T T Kekw K1+ Ko+ Kz + Ky

(5.1.6)

Om tidssteget At viljs i intervallet 0 < At < t,,45 erhalls vid varje iteration en fysika-
liskt acceptabel 16sning. Ett annat val av At medfor en fysikaliskt orimlig fordndring
under tidssteget.

En generalisering av (5.1.6) ger -ett allmént uttryck f6r en cells lingsta tidsteg.
Cellens totala virmekapacitet i Co (J/K). Den ir termiskt kopplad till omgivande
temperaturpunkter med n konduktanser K; (W/K). Cellens lingsta tidssteg At,,q5 (s)
ges da av:

Co

At'rn.az (-_- tmaz) = o
K

(5.1.7)

Vid genomférandet av ett tidsstegs berdkningar skall tidsstegets langd At viljas enligt:
At < Atmas (5.1.8)

Av figur 5.1.3 framgar att tidslingden ¢4, &r ett matt pa hur snabbt den betraktade
cellens temperatur anpassar sig till en plotsligt fordndrad omgivningstemperatur.
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5.1.2 Stabilitetstidssteg. Egenskap hos differensekvationen

Varmeflodet till centrumcellen i figur 5.1.1 under ett tidssteg At bestams av cel-
lernas temperatur i borjan av tidssteget. Virmebalans ger:

(K1 (T1 - T(0)) + K2(T; — T(0)) + K3(T5 — T(0)) + Ka(Ts — T(0)))At =

= Co(T(At) — T(0)) (5.1.9)
1
dar K,’ = E

Omformulering ger (se dven (4.2.2-3)):

KAt KAt KsAt,. KAt
LT AT Ty T
Co CO

T(At) = & &

(5.1.10)

At
+ (1 - C_O(Kl + K2+ K3 + K4)) T(0)

Temperaturen T'(At) i centrumcellen ir ett viktat medelvirde av temperaturerna i de
fem cellerna vid tidsstegets start, At = 0.

Stabilitetskravet for ett iterativt schema, dér varje cell fors framat i tiden enligt
formuleringen i (5.1.10), &r att de olika vikterna i hégerledet &r ickenegativa och att
summan av dem ir 1. Se till exempel [Ames, s 45]. Den sista termen ger f6ljande
villkor for At:

At
1= (K1 + Ko+ Ko + Ki) 2 0 (5.1.11)
)
eller
At < Co = Aty = At (5.1.12)
T Ki+ Ko+ K3+ Ky st mes -

Det av stabilitetsskil erhallna uttrycket f6r tidsstegets dvre grans, Atg,s, ar identiskt
med det som pa fysikaliska grunder erh6lls i avsnitt 5.1.1.

Tidssteget At,qp utgérs av kvoten mellan cellens totala virmekapacitet (J/K) och
summan av dess konduktanser (W/K) till omgivande temperaturpunkter. Den analy-
tiska beskrivningen (5.1.5) av centrumcellens avklingning mot den ekvivalenta omgiv-
ningstemperaturen kan siledes skrivas:

t
T(t) = Tepw + (T(O) - Teku)e Atstap (5.1.13)

Stabilitetstidssteget fér en cell dr ett matt pa hur snabbt cellens temperatur an-
passar sig till omgivningens temperatur. Ju mindre cellen dr desto kortare blir dess
stabilitetstidssteg (se avsnitt 5.2.1) och desto snabbare kan den anpassa sig. Storleken
av de enskilda cellerna i en cellstruktur, vilken skall dterge ett visst temperaturforlopp,
bor anpassas till hur snabbt temperaturforloppet sker i olika delar av cellstrukturen.
Se avsnitt 6.2-3.
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5.2 Stabilitetstidsstegets langd

Lingden av stabilitetstidssteget skall anges fér nagra grundliggande situationer.

5.2.1 Stabilitetstidssteg i olika gitterstrukturer

Stabilitetstidsstegets langd (s) skall anges fér nagra olika gitterstrukturer. Enligt
(5.1.7) och (5.1.12) giller for en cell:

Co

Atstab =51 o
i=1Ki

(5.2.1)

Summeringen i ndmnaren skall omfatta cellens samtliga konduktanser till angransande
temperaturpunkter.

I en plan endimensionell struktur véljs den konstanta cellstorleken Az. Randytan
mellan angrinsande celler har arean A (m?). Man erhiller:

Ki=24 i=12 (W/K)
Co = CAzA (J/K) (5.2.2)

Az? Az?
M= § =52 ()

Stabilitetstidssteget ar oberoende av randarean A.

I en tvadimensionell Cartesisk struktur viljs de konstanta cellstorlekarna Az och
Ay i z- respektive y-led. Cellernas utstrackning i den tredje dimensionen &r L (m).
Man erhaller:

sled: K= 2-AyL (W/K)
led:  Ki= z-Aal (W/K)
Co = CAzAyL (J/K) (52.3)
Atyyap = - 1 - (s)
2a As? + As
Om Az = Ay erhalls:
Atsep = A‘l—f (s) (5.2.4)

Stabilitetstidssteget ar oberoende av storheten L.
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I en tredimensionell Cartesisk struktur erhalls:

oled:  Ki= 2-AyAz (W/K)
yled:  Ki= A AcAz (W/K)
A
z-led: K; = 1;AzAy (W/K) (5.2.5)
Co = CAzAyAz (J/K)
Atstab = 1 (S)

1 1
2a(m tTagt zlzf)
Om Az = Ay = Az erhalls:

Az?
At”ab = -G—a- (S) (5.2.6)

Stabilitetstidssteget for en gittercell ar proportionellt mot kvadraten pa cellens
linjira dimension. Tidssteget skall anges for nagra cellstorlekar i en tredimensionell
gitterstruktur. Virmeledningsférmagan ar A = 2 W/mK och den volymetriska virme-
kapaciteten ir C = 2-10° J/m3K.

Az = Ay = Az Atysiap
(m)

0.001 0.17 s

0.01 17s

0.1 28 min

0.3 4.2 tim

1.0 46 tim

3.0 420 tim

10.0 4600 tim

~ 0.53 ar

Tabell 5.2.1. Stabilitetstidssteg i en tredimensionell gitterstruktur.

Tabell 5.2.1 ger stabilitetstidssteget for olika cellstorlekar i omradet 0.001 till 10 m.
Ju storre cellen ar desto lingre tid behdver den fér att komma i jamvikt med omgiv-
ningen, dvs for att reagera pa temperaturforandringar i omgivningen (se till exempel
formel (5.1.13)). Det ar darfor till exempel orimligt att anvénda cellstorlekar som har
stabilitetstidssteget 50 timmar for att beskriva ett férlopp som varierar med 24-timmars
periodicitet. Cellstorleken maste av fysikaliska skil anpassas till det forlopp som skall
simuleras. Se dven avsnitt 6.2-3.
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5.2.2 Stabilitetstidssteg vid givet randvarmeflode

Betrakta en cell vars ena rand sammanfaller med den yttre randen av ett berak-
ningsomride. Virmeflddet genom randen har ett freskrivet virde ¢ (W/m?). Se figur
5.2.1.

q (W/m2)
g / Kg
5 T, Q, (W)
" —— AN T A
— K, KG

Y .

Figur 5.2.1. Randcell med givet virmeflode.

Viarmeflodet genom den cellrand som sammanfaller med omradesranden har det
konstanta virdet @i (W). Detta virde ar explicit givet och ir siledes icke resultat
av en approximativ formulering som utnyttjar en momentan temperaturdifferens 6ver
konduktansen K7 mellan cellens temperaturpunkt och omrédesranden. I analogi med
(5.1.1-6) kan det totala varmeflodet Q(¢) (W) till den betraktade randcellen skrivas:

Q(t) = Q1 + Ko(Ty — T(t)) + Ka(Ts — T(t)) + Ka(Ts — T(t)) (5.2.7)
Omformulering ger:
Q(t) = Ql + Kekv(Tekv - T(t))

= -Keku(Tekv + 'KQG;—J - T(t))

(5.2.8)

Kepy = Ko+ K3 + K4

T = KDt KaTat KoTy

ekv = kv
I analogi med (5.1.5) ges den kontinuerliga l6sningen av:
— Koy
T(8) = Topo + & + (T(O) Ty — @) e G (5.2.9)
K, K,

Cellens temperatur narmar sig asymptotiskt vardet Tex, + Q1/K1. Det langsta fysika-
liskt acceptabla tidssteget vid den numeriska 16sningen ges av:
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Co

- 5.2.10
K+ K3+ K4 ( )

At < ez =

Vid bestdmningen av en cells stabilitetstidssteg enligt formel (5.1.7) skall de konduk-
tanser genom vilka virmeflodet ar foreskrivet ej tas med i konduktanssumman. -

Vid volumetrisk varmeutveckling i en cell har man ett extra varmetillskott till
cellen under tidssteget. Virmeflodet genom cellens rinder bestdms pa vanligt sitt av de
omgivande temperaturerna. Darmed skall cellens samtliga konduktanser till omgivande
temperaturpunkter tas med vid bestdmning av cellens stabilitetstidssteg.

5.3 Tidsstegets betydelse for 16sningen

I avsnitt 5.1 visades att iterationstidssteget maste véljas mindre an det fysikaliskt
erhéllna 6vre gransvirdet Aty = Atgqp. I detta avsnitt visas hur valet av At paverkar
den iterativa 16sningen.

Betrakta ett tvadimensionellt gitter med odndlig utstrackning. Alla konduktanser
K; har samma vérde K. Temperaturen i cell (3,7) vid iteration n betecknas T} ;. En
kombination av (5.1.10) och (5.1.12) ger:

At At o
Tijmer = (1 B m) Tijmt m(T'—l,j,n +Ti41,im + Tij-1,0+ T j41,0)(5.3.1)

Uttrycket (5.3.1) visar hur en ny temperatur vid tiden (n +1)At¢ kan berdknas f6r varje
cell med hjélp av de kinda temperaturerna vid tiden nAt. Vilj tidssteget At sd att:

At

—=1+c¢€ 5.3.2
At.stab ( )

Foljande iterationsformel erhalls:

1+¢
Lijntr = =€ Tijn + ——(Li-14n + Titrjm + Tij-1n + Tijarn) (533)

Vid tidpunkten n = 0 véljs begynnelsetemperaturer enligt figur 5.3.1. Gittret har
oindlig utstrickning. Temperaturen i en cell (¢, ) ges av T} ;0 = (—1)*(—1).
Vid tidpunkten n = 1 erhalls:

Tocell:  Tigy =—e-14+3F5-1-1-1-1)=
—1-2¢= (~(1+29)'Tiz0

0-cell: Ti;n =-—e-(-1)+ %(1 +1+141)=
1+2¢ = (=(142€)'Ti 0
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-1 111 1

1 ]-t 1 |-1

i]-1 1 |-1

Figur 5.3.1. Begynnelsetemperaturer.

Efter den férsta iterationen har man:
Tija = (—1) - (=1) - (=(1 + 2¢))"

Temperaturen i samtliga celler har samma absolutvirde, men tecknet ar olika i celler
med gemensam rand. Man erhaller foljande uttryck for temperaturen i en cell (2, 5) vid
tidpunkten n:

Tijm = Tijo(—(1 + 2¢))" n=0,1,2,... (5.3.4)

Om € > 0, dvs om At > Atgy,y, vixer beloppet av temperaturen i en gittercell obe-
gransat med antalet iterationer. Temperaturen byter tecken for varje iteration. Om
€=0, dvs. om At = Atg,p, ges temperaturen i en gittercell av:

Tijm = (-1)"Ti;0 n=0,12,... (5.3.5)

Den erhallna l6sningen varken konvergerar eller divergerar. Om € < 0, dvs. At <
Atsiqp, blir 16sningen ovillkorligt stabil.

Den numeriska 16sningens karaktir vid olika val av At skall belysas av tva fall.
I det forsta fallet viljs en tvadimensionell gitterstruktur si att uttrycket (5.3.1) kan
anvindas vid iterationen. Tidssteget At véljs enligt At = 2At,4,5. Man erhaller:

1
Tijm+1r = =Tijn + 5(T-1n + Tivvin + Tijo1n + Tijan) (5.3.6)

Temperaturen i cellstrukturen f6ljs i figur 5.3.2 under tre tidssteg. Begynnelsetem-
peraturen i omradet ges i figuren av n = 0. I det odndliga gittret har alla celler
starttemperaturen 0 utom en enda cell, som har virdet 1. Da temperaturfiltet ir sym-
metriskt runt denna punkt, dterges i figuren en representativ fjirdedel for n = 1, 2 och
3.



68

0j0flO[0O]0
0[O0fo0fofoO
0j]0f1]0]0 n=0
0fO0jfofojo
ofolofojo

0 0 {0

05] 0 |0

-1 [05]0 n=1

0 0 0 |0
025] 0 0 |0

-1 05 0 |0

2 -1 102510 n=2
0.125 0 0

2.625 | -1.5 | 0.375
-4 2.625 | -0.75

0
-0.75 | 0.375 0 0
0
0

Figur 5.3.2. Iteration med At = 2At4p.

Exemplet visar hur temperaturen i en cell oscillerar med varje iteration. Oscillationens
amplitud vixer snabbt med antalet iterationer. Med det valda tidssteget erhalls redan
efter fa iterationer en karakteristisk felaktig temperaturfordelning i omradet. Trots den
felaktiga temperaturfordelningen ir det totala energiinnehallet oférandrat genom varje
iteration.

Som fall tva viljs f6ljande endimensionella virmeledningsproblem. Begynnelsevill-
koret &r:

1 -L/2<z<L/2
T(z,0) = (5.3.7)
0 |2|>L/2

En analytisk 16sning fér ¢ = 0 ges i avsnitt 10.4.2. Man har:

T(0,1) = exf (2#@) (5.3.8)
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L 21.5A'J'sgab
H _4a
' Tt
i
i 11ATstab T-0:
" T=1
h T=0 | T=0 X
' T
i -L/2 0 L2
)
1

10

1.01AT 5tab
) 1.01AT;,

Figur 5.3.3. Jamforelse mellan analytisk 16sning och numerisk 16sning med
At > Atgigp.

I figur 5.3.3°ges den analytiska 16sningen med heldragen linje. Tiderna &r skalade till
dimensionslés form enligt:

4
= lo, (5.3.9)

Figuren ger dven nagra numeriskt erhallna 16sningar till problemet. Vid berdkningen
av dessa har z-axeln indelats i en gitterstruktur med konstant cellstorlek Az. Denna
har valts si att lingden L indelas i 9 celler. Resultatet ges fran l6sningar med tre
olika tidsstegslingder. Dessa utgérs av stabilitetstidssteget Aryiqp multiplicerat med
faktorerna 1.5, 1.1 och 1.01.

Det framgar att temperatursvingningarna i lésningen mycket snabbt blir kraftiga
for de tva langre tidsstegen med faktorerna 1.5 respektive 1.1. Med faktorn 1.01 dr
utvecklingen av instabiliteten forhallandevis langsam. Den erhallna 18sningen for den
betraktade punkten har samma karakteristiska utseende som beskrivs av uttrycket

(5.3.4).



70

f
iteration | 0.90  0.99  1.00  1.01

4| 0.018 0.024 0.024 0.25

51-0.003 -0.016 -0.018 -0.021

6| 0014 0.032 0.035 0.039

7 | -0.006 -0.032 -0.036 -0.041

8| 0.009 0.036 0.042 0.047

9| -0.006 -0.038 -0.046 -0.054
72> 1.90

n | -0.001 0.008 -0.041 -0.184
n+1|-0.001 -0.009 -0.038 0.185
n+2|-0.001 0.007 -0.040 -0.191
n+3|-0.001 -0.009 0.039 0.192
n+4]-0001 0.006 -0.040 -0.196

Tabell 5.3.1. Trum(0,7) — Tanat(0,7) vid olika tidsstegs lingder f - ATgiqp.

I tabell 5.3.1 ges avvikelsen mellan den numeriska och den analytiska l6sningen vid
anviandning av olika tidsstegslingder. Resultat ges for ett antal konsekutiva tidssteg
efter tidpunkterna ¢ = 0 (berdkningsstarten) och ¢ = 1.90. Stabilitetstidssteget ar
Atsiap = 0.025. D3 omrddet |z| < L omfattar nio celler ar cellen ¢ = 0 vid berdk-
ningsstarten pa varje sida omgiven av 4 celler med temperaturen ett. Darfor dndras
temperaturen i punkten z = 0 forst under det femte tidssteget. Tabellen visar hur
felets belopp 6kar nar At > Atgya,. Med At = 0.99At 4, avtar felet 1angsamt och med
At = 0.90At;4p avtar det snabbt. Nir At = Aty ar felets belopp ungefir oforandrat
genom berdkningen. Se dven avsnitt 6.1.
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Kapitel 6

VAL AV GITTER OCH TIDSSTEG

Avsnittet belyser hur valet av gitterstruktur och tidsstegslingd paverkar den er-
hallna 16sningen vid ett antal grundliggande problemstallningar.

6.1 Nagra karakteristiska egenskaper hos l6sningsmeto-
den

Nagra karakteristiska egenskaper hos losningsmetoden skall studeras for ett endi-
mensionellt fall som avser temperaturutjamning i en stav med obegransad utstrackning.
I startogonblicket har staven temperaturen 0 utom inom en begrinsad delstricka dar
temperaturen ar 1. Problemet definieras i avsnitt 10.4.2 med T; = 1 och L = 1.

Loésningen &r:

T'(z',7) = 0.5 {erf (Q%c_ﬁ) + erf (0’\5/'?1)}

T=T7

(6.1.1)

Berdkningsresultatet, skall jaimforas med den exakta losningen for de tidpunkter
som representeras av de sex forsta tidsstegen .

Koordinataxeln delas in i en cellstruktur med den konstanta cellstorleken Az’ =
0.2. Det vid tidpunkten ¢t = 0 uppvirmda omradet omfattar fem celler. Cellstrukturen
ar grov men ger 4nd4 kvalitativ information om 16sningsmetodens egenskaper.

Enligt formel (5.2.2) ar stabilitetstidssteget Atgq, (s) vid plan, endimensionell
viarmeledning;:

A 2
Atgtap = —52_

(6.1.2)

=]
Il
Ql>

Vid skalning till dimensionslés form enligt (6.1.1) dr stabilitetstidssteget:

2
ATgep = %Atstab =2 (%ﬂi) =2 (Aa:’)2 =0.08 (6.1.3)
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T(XT)

1.0

0.0

AX  ax', ax' ax' ax' ax'
——+ t t—t—

T'(x\T)

1.0

0.0

n=68
T=0.432

0.0

Figur 6.1.1. Analytisk och numerisk 16sning vid temperaturavklingning.

(Fem celler).

x!
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Berdkningstidssteget A7t viljs till:
AT = 0.9AT5405 = 0.072 (6.1.4)

I figur 6.1.1 visas den exakta och den numeriska 16sningen for de sex forsta tidsste-
gen. Starttemperaturen ir markerad med streckad linje.

Vid varje tidpunkt har varannan cell for hég och varannan cell fér 13g temperatur.
Temperaturen i en godtycklig cell varierar for varje tidssteg mellan fér hogt och for
lagt virde. Pa grund av den grova cellstrukturen ir det maximala absoluta felet i
den numeriska l6sningen under de férsta tidsstegen ganska stort, cirka 0.15. Darefter
minskar felet for varje tidssteg. Efter det sjdtte tidssteget ar felet mindre &r 0.05.

Viarmeflédet genom en cellrand ar proportionellt mot temperaturgradienten, dvs
mot temperaturkurvans lutning, vid cellranden. Figur 6.1.1 illustrerar hur det nu-
meriskt berdknade virmeflodet genom t ex cellranden vid z’ = 0.5 for varje tidssteg
alternerar mellan ett fér hogt och ett for 13gt varde. Avvikelser fran det korrekta virdet
minskar med tiden.

7'(0,7)

1.0

0.0 1.0 2.0

Figur 6.1.2. Analytisk och numerisk 16sning for centrumpunktens temperatur.
(3 och 5 celler).

I figur 6.1.2-3 visas temperaturen i punkten 2z’ = 0 som funktion av tiden. Vid den
numeriska beridkningen har den konstanta cellstorleken Az’ valts sd att omradet |z'| <
0.5 delats in i 3, 5, 7 och 9 celler. Fér varje cellstruktur har berdkningen genomforts
sa att tidssteget At ar 90% av stabilitetstidssteget for den aktuella gitterstrukturen.

Figurerna visar att precisionen i berdkningarna snabbt 6kar med antalet celler.
Med 7 celler ar det storsta absoluta felet 0.03. For en given cellstruktur avtar det abso-
luta felet med antalet genomriaknade tidssteg. Figurerna visar dven att den numeriskt
berdknade centrumtemperaturen med tiden sjunker under det korrekta virdet. Feno-
menet beror pa sa kallad dispersion, vilket dr en effekt av den diskreta beskrivningen
av virmeledningsprocessen. Resultatet kan ses som en fiktiv okning av virmelednings-
férmagan.



74

0.7 +

.....

0.6
0.0

0.2

Figur 6.1.3. Analytisk och numerisk 16sning f6r centrumpunktens temperatur.
(7 och 9 celler).

I det betraktade fallet erhalls saledes en nagot forhojd virmetransport ut fran det
varma omradet, |2| < 0.5. Vid berdkning med fem celler ligger centrumcellens tempe-
ratur hela tiden under det analytiska vardet for tider 7 > 0.90. For den nist yttersta
och yttersta cellen intriffar detta efter 7 = 1.00 respektive 7 = 1.08. Temperaturen i
cellerna i omradet |z’| > 0.5 erhiller pd motsvarande satt for hoga virden (fig. 6.1.1).
Medelfelet i centrumcellen ar vid tiden 7 = 0.9 av storleksordningen 0.01.

T 7'(0,7) T'(7)
an. | num. | an. | num.
1.00 || 0.520 | 0.551 || 0.486 | 0.466 || 3 celler
2.00 |f 0.383 | 0.365 || 0.369 | 0.369
4.00 | 0.276 | 0.273 || 0.271 { 0.270
5.80 | 0.231 | 0.230 || 0.228 | 0.227
1.080 || 0.504 | 0.496 || 0.472 | 0.470 || 5 celler
2.088 || 0.375 | 0.373 || 0.362 | 0.361
4.248 || 0.268 | 0.268 || 0.263 | 0.263
5.688 || 0.233 | 0.233 || 0.230 { 0.230
1.065 || 0.507 | 0.504 || 0.475 | 0.474 | 7 celler
2.167 || 0.368 | 0.369 || 0.356 | 0.356
4.004 || 0.276 | 0.276 || 0.271 | 0.270
5.841 [ 0.230 | 0.230 || 0.227 | 0.227
1.089 || 0.502 | 0.501 || 0.471 | 0.470 || 9 celler
2.200 || 0.366 | 0.366 || 0.354 | 0.354
4.200 || 0.270 | 0.270 || 0.265 | 0.265

Tabell 6.1.1. Analytisk och numerisk 16sning vid olika cellindelning.

I tabell 6.1.1 visas T'(0,7) och T/(r) (medeltemperatur inom omradet |z’| < 0.5).
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Av tabellen framgar att felet avtar med 6kande 7. Den for snabba virmetransporten
vid tiden 7 < 1.0 medfér att hela temperaturprofilen ”slitas ut” fér snabbt. Darmed
blir virmetransporten mindre dn enligt den analytiska 16sningen, och den ”numeris-
ka processen” gér langsammare. Avvikelsen frdn den analytiska 16sningen blir i viss
utstrackning sjalvkorrigerande.

I tabell 6.1.3 ges kvoten mellan den numeriskt berdknade temperaturen och det
analytiska vardet. Kvoten ges for varje tidssteg. Eftersom tidssteget AT = 0.9ATsq
ar olika langt for de olika cellstrukturerna betyder till exempel tidpunkten efter tidssteg
3 olika tider for de olika strukturerna. Tabell 6.1.2 ger tidsstegets lingd for de olika
fallen.

cell- AT =
antal | 0.9AT¢qp
3 0.200
5 0.072
7 0.037
9 0.022

Tabell 6.1.2. Tidsstegets lingd for de olika cellindelningarna.

cellantal
tidssteg 3 5 7 9
1 1.129 | 1.108 | 1.000 | 1.000
2 0.808 | 1.066 | 1.009 | 1.001
3 1.089 | 0.938 | 1.034 | 1.006
4 0.863 | 1.041 | 0.982 | 1.018 T'(0,7)
5 1.060 | 0.945 | 1.023 | 0.997 T:.(0,7)
6 0.906 | 1.024 | 0.978 | 1.015
7 1.036 | 0.957 | 1.013 | 0.994
8 0.934 | 1.011 | 0.981 | 1.010
9 1.020 | 0.969 | 1.008 | 0.993
10 0.953 | 1.005 | 0.984 | 1.006

Tabell 6.1.3. Kvot mellan numeriskt berdknad temperatur och analytiskt virde,
T'(0,7).

Det maximala felet i punkten 2’ = 0 ar for de forsta tio tidsstegen 19, 11, 3 och
2 procent for indelningarna med 3, 5, 7 respektive 9 celler i omradet |z'| < 0.5. Det
momentana felet avtar snabbt med cellantalet.

Det dar karakteristiskt att de numeriskt beraknade temperaturerna for varje tids-
steg pendlar runt det korrekta virdet. Detta géller dven for till exempel virmeflodet
i punkterna z’ = —0.5 och 2’ = 0.5. Man kan darfor forvinta sig att det frén berdk-
ningsstarten ackumulerade virmeflodet genom dessa punkter skall ha storre precision
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4n de momentana virdena. Som matt pa det ackumulerade virmeflddet fran omra-
det |2’| < 0.5 tas medeltemperaturen inom omradet. Kvoten mellan den numeriskt
berdknade och den korrekta medeltemperaturen ges i tabell 6.1.4.

cellantal

tidssteg 3 5 7 9
0.936 | 0.966 | 0.976 | 0.983
1.036 | 1.020 | 1.013 | 1.010
0.944 | 0.985 | 0.990 | 0.993 ~
1.019 | 1.010 | 1.006 | 1.005 T'(1)
0.959 | 0.989 | 0.996 | 0.996 T an(7)
1.009 | 1.005 | 1.004 | 1.003
0.970 | 0.990 | 0.997 | 0.997
1.002 | 1.000 | 1.003 | 1.003
0.977 | 0.991 | 0.999 | 0.999
1.000 | 0.998 | 1.000 | 1.001

S © 00 OO W

Tabell 6.1.4. Kvot mellan berdknat och korrekt virde pa medeltemperaturen i omra-
det |z'| < 0.5.

Av tabellen framgar att felet i medeltemperaturen, dvs i energibalansen for omradet
|z’| < 0.5, ar klart mindre an felet i de momentana virdena i enskilda punkter.

I tabell 6.1.5 visas hur kvoten mellan berdknad och korrekt temperatur i punkten
z' = 0 4r beroende av det anvinda tidssteget. Detta har varierats mellan virdena 20.0
och 99.9 procent av stabilitetstidssteget. For de olika fallen ges felet f6r tva pa varandra
foljande tidssteg vid de skalade tidpunkterna 7 = 0.2, 0.6 och 1.0. Vid tiden 7 = 1.0 har
temperaturen i punkten z’ = 0 fallit till ungefir hilften av begynnelsetemperaturen.
Koordinataxeln &r indelad i en cellstruktur med konstant cellstorlek si att omradet
|z'] < 0.5 indelas i nio celler.

.f (AT = f N ATstab)

T 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 0.95 | 0.99 | 0.999
0.2 1.002 | 1.002 | 1.001 | 1.001 | 0.993 | 1.021 | 1.040 | 1.046
0.2+ A7 | 1.002 | 1.002 | 1.001 | 1.000 | 1.005 | 0.979 [ 0.955 | 0.948

0.6 1.002 | 1.001 | 0.999 | 0.997 | 0.996 | 0.990 | 1.047 | 1.075
0.6+ A7 | 1.002 | 1.001 | 0.999 | 0.997 | 0.997 | 1.001 | 0.945 | 0.915

1.0 1.002 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.997 | 0.998 | 1.038 | 1.083
1.0+ A7 | 1.002 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.997 | 0.996 | 0.956 | 0.910

Tabell 6.1.5. Kvot mellan beriknad och korrekt temperatur i punkten z’ = 0.0
(9 celler).
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Den biasta precisionen erhalls i intervallet:
0.4A 7505 < AT < 0.6AT510p
Felkurvan ar flack upp till A7 = 0.95A7y,s. Precisionen i de momentana virdena

sjunker avsevart nidr tidssteget viljs i ndrheten av stabilitetsgrinsen. I tabell 6.1.6
visas p& motsvarande sitt felet i medeltemperaturen inom omradet |z’| < 0.5.

7 109 095 099 [0999
0.2 [ 0.999 | 1.004 | 1.009 | 1.010

1.001 | 0.996 | 0.991 | 0.990 | =
06 | 0999 | 0998 | 1.004 | 1007 | -
0.999 | 0.999 | 0.993 | 0.989 | T'an(7)
1.0 | 0.999 | 0.999 | 1.003 | 1.007
0.999 | 0.998 | 0.994 | 0.989

Tabell 6.1.6. Kvot mellan berdknad och korrekt temperatur inom omradet |z’| < 0.5.

I analogi med tidigare resonemang ér felet avsevéart mindre i medelvirdena &n i de
enskilda punkterna. Felet ar hér litet dven i nirheten av stabilitetsgransen.

6.2 Grundlaggande delprocess. Temperatursteg vid rand

En i tiden godtycklig varierande randtemperatur kan med 6nskad precision beskri-
vas som en i tiden strickvis konstant funktion. Enligt superpositionsprincipen, avsnitt
3.7, kan ett sidant problem losas som summan av ett antal delproblem, dar varje
delproblem omfattar ett temperatursteg vid randen. Berdkning av den resulterande
temperaturfordelningen efter ett temperatursteg vid randen ar darfér av grundlaggan-
de betydelse.

6.2.1 Gitterstruktur och tidsskala

I en cellstruktur representerar varje cell ett delomrade i den studerade geometriska
volymen. Varje cell bor vara anpassad till det temperaturforlopp som cellens tempera-
turpunkt skall representera (se avsnitt 5.1.1-2).

Betrakta ett endimensionellt halvodndligt plant fall (z > 0) dir randtemperaturen
(z = 0) varierar enligt nagon tidsberoende funktion. Denna randtemperatur kan med
6nskad precision beskrivas som en summa av temperatursteg.

Problemet definieras i skalad form av:
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T'(z,0)=0 z>0
(6.2.1)
T'(0,t) =1 t>0
Losningen ges enligt (10.1.3) av:
2 T:; _e2
T'(z,t) = f("”):l——/ ¢ 6.2.2
(z,t) = erfc it 77 Jo e~ d¢ ( )
Temperaturfordelningens forandringshastighet i en punkt ges av:
ou 1 z 2
& Vi @R (6:23)
Tidpunkten fér extremvérde i en punkt ges av:
2
z
t=— 6.2.4
o (6:24)

Den snabbaste temperaturforandringen (1/s) i en punkt ges av:

a 54  _s5p a
=-$—2,/7-e / ~0.9251— (6.2.5)

Enligt avsnitt 5.1 dr stabilitetstidssteget f6r en cell i en gitterstruktur ett matt pa
hur snabbt cellens temperatur kan folja férdndringar i de omgivande temperaturerna.
Betrakta en gitterstruktur av foljande konstruktion:

ou
ot

mazx

Az, =27z, i>2 (6.2.6)

Gitterstrukturen har egenskapen att for varje cell som adderas fSrdubblas strukturens
utstrackning. Koordinaten z; for temperaturpunkten i cell ¢ ges av:

z; = 3-273Ax, (6.2.7)

Stabilitetstidssteget for cell ¢ ges av:

. 2

At = 2575 égl (6.2.8)
Av avsnitt 5.1 framgar att fordndringshastigheten for en cell, med den anvanda beskriv-
ningen, ges av den streckade linjen i figur 5.1.3. Med en skalad temperaturbeskrivning,
To — Tekv = 1, ges fordndringshastigheten ( 1/s) for cell ¢ av:

1 _ a _ 4.5a
Atgtapi T 92i-5. Az% - (2:)?

(6.2.9)

Varje cell i cellstrukturen har en tidsskala som medfor att dess féréndringshastighet
ar direkt proportionell mot den enligt (6.2.5) analytiskt funna maximala fordndrings-
hastigheten. Proportionalitetskonstanten har fér samtliga celler samma vérde for den
punkt som representerar cellens temperatur. Den foreslagna typen av cellstruktur inne-
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bédr en anpassning till varje transient férlopp vid en plan yta.
Gitterstrukturens inre rand skall placeras si 1angt in i omradet att tillrickligt stor

del av temperaturfallet ticks. Randplaceringen blir beroende av under hur lang tid
temperaturprocessen skall foljas.

6.2.2 Plant fall

Problemet definieras i avsnitt 10.1.1. Med T, = 1 erhélls 16sningen:

T'(z,t) =erfc (%) (6.2.10)

’ z

z=7c=t;

T (x,t)
1
Ax' =0.2
L x X,=2.0
+ X,=3.0
L x « X;=4.0
%
0 1 L x'
[+] 1 2 3 4

Figur 6.2.1. Numerisk 16sning vid olika placering av den inre randen samt analytisk
16sning.

a + AX'=0.4

L o Ax'=1.0
X, =3.0

Figur 6.2.2. Numerisk 16sning med cellstorlekarna Az’ = 0.4 och 1.0.
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I figur 6.2.1 visas resultat fr&n berdkningar dar den konstanta cellstrukturen &r
Az’ = 0.2. Den inre randens koordinat, z, har i tre olika berakningar haft virdena
z. = 2, 3 och 4. Randvillkoret vid den inre randen &r valt som du/8z' = 0, vilket
motsvarar total virmeisolering. Av figuren framgar att den inre randens koordinat bor
viljas s3 att z] > 3.

Figur 6.2.2 visar resultatet fran berdkningar med storre cellstorlekar. Fér den inre
randen giller z = 3. Berdkningsprecisionen ir god dven med sé grov cellstruktur som
Az’ = 1. Hela berdkningsomradet omfattar da endast 3 celler.

T'(x,t)
1
x Ax'=1.5
L s Ax'=3.0
X, = 6.0
- o
x
0 Il 1 1 o X
0o 1 2 3 4 5

Figur 6.2.3. Numerisk 16sning med cellstorlekarna Az’ = 1.5 och 3.0.

Figur 6.2.3 visar resultat fran rikningar med Az’ = 1.5 och 3.0. Den inre randens
koordinat dr z/ = 6. Felet okar markant nir cellstorleken viljs enligt Az’ > 1.5.

For att i ett icke skalat fall erhalla en temperaturprofil enligt figur 6.2.2 vid en
tidpunkt ¢; efter ett temperatursteg med Az’ = 1 skall omradet delas in i celler med
storleken Az = \/af;. Stabilitetstidssteget ges enligt (5.2.1) av:

C A.’Ez tl
Alggp = ——— =5—=% (6.2.11)
®T A2 73 3
xpztas !

For att erhalla den 6nskade temperaturprofilen riacker det att indela omradet
i tre gitterceller och att genomfora fyra tidsstegsiterationer, dvs tre tidssteg med
At = 0.9At545 och ett avslutande tidssteg med At = 0.3A%,¢0p.

Berakningsinsatsen ar saledes densamma antingen man vill bestimma temperatur-
profilen i ndgot material en minut efter ett temperatursprang vid dess randyta eller den
temperaturpaverkan som erhallits i marken tiotusen ar efter inlandsisens bortsmaltan-
de, dd temperaturen vid markytan grovt beskrivet 4ndrades som en stegfunktion.

Lat ett temperatursteg intriffa vid randen vid tiden t = 0. Man vill berdkna
temperaturfordelningen vid nagra tidpunkter under tidsintervallet ¢; <t < ¢,. For att
vid tidpunkten t; uppnd den berikningsprecision som erhdlls med Az’ = 1.0 maste
cellstrukturen inom omradet z < 3+/at; uppfylla Az < \/at;.
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For att erhalla motsvarande berdkningsprecision vid tidpunkten t, rédcker det att
cellerna uppfyller Az < \/af, inom berikningsomrddet = < 3 /af;. Beridkningsomra-
dets inte rand m3ste ha koordinaten z, > 3./at,. Om cellstorleken Az = +/at; an-
vinds i hela cellstrukturen kommer darfor cellerna att vara onddigt sma i omradet
3/at; < z < 3+/at,.

Cellantalet kan reduceras genom val av en expansiv cellstruktur enligt (6.2.6):

A:Dl = Amz = ka/ail k S 1
(6.2.12)
Az; = 2Az;_4 1> 2

Har ar k en konstant som bestammer cellernas dimensionsl6sa storlek. I cellstrukturen
medtas s3 manga celler att det for den inre randen z, giller:

T, > 3/ at, (6.2.13)

For varje cell som adderas till strukturen fordubblas cellstrukturens geometriska ut-
strackning. Principen for det valda gittret framgar av figur 6.2.4.

=+
Axs
) 2Vat
T s
Axgq i
I
|
1__ ; Vat
Axy
AXz 7771 7
Bxy | AXy  |Axgu2B8X, Axg=2AX3 ‘
t tp=4t, tz=4t,

Figur 6.2.4. Konstruktion av ett expansivt gitter (k = 1).

1 figuren ar de tva funktionerna +/at och 2+/at inritade. Vid den forsta utskriftstid-
punkten t; dr storleken for de tva férsta cellerna markerade. For dessa giller:

Azl = Amg = k\/llt] (6.214)

Tidpunkten ?, i figuren definierar den punkt dar:
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A$3 = k\/atg = 2A$2 = 2k\/at1

(6.2.15)
1o = 4ty
P3 samma sitt erhdlls f6r tidpunkten t3:
A(E4 = k\/at;; = 2A23 = 2k\/at2
(6.2.16)

t3 = 4tq

Den valda cellstrukturen har egenskapen att vid varje tidpunkt ¢;, 2 = 1,2,3... inom
intervallet t4 < t; < t,; giller:

Az < Vat; inom omradet z < 2+/at; (6.2.17)

Sluttidpunkten ¢, for det tidsintervall inom vilket gitterstrukturen uppfyller villkoret
(6.2.13) 6kas med faktorn 4 f6r varje cell som adderas till strukturen.

Den berdkningsnoggrannhet som erhalls med den foreslagna expansiva gitterstruk-
turen belyses av foljande exempel. Temperaturledningstalet har virdet a = 10~¢ m?/s.
Vid tiden t = 0 stiger randtemperaturen 1°C. Temperaturférdelningen skall beréknas
for tidpunkterna ¢ = 1-10°, 4-106 och 16106 s, dvs efter ungefir 12, 48 och 190 dygn.

Den yttersta cellens storlek Az; (m) &r, med k = 1:

Az =V1076-1.10= 1.0

Gitterstrukturens cellstorlekar blir 1, 1, 2, 4 och 8 m. Den inre randens koordinat &r
16 m, vilket uppfyller villkoret (6.2.13).

z (m) [05 15 30 60 120

T (°C)

an 0724 0.289 0034 0000 0000 ¢t=1-10° (s)
num 0733 0313 0.027 0.000 0.000

num-an | 0.009 0.024 -0.007 0.000  0.000

an 0860 0596 0289 0034 0000 t=4.10° (5)
num 0.865 0.611 0292 0035 0.000

num-an | 0.005 0.015 0.003 0.001 0.000

an 0930 0.791 0596 0289 0034 ¢=16-10° (s
num 0932 0.798 0.605 0286 0.036

num-an_ | 0.002 0.007 0.009 -0.003 0.002

Tabell 6.2.1. Analytiska och numeriskt berdknade varden for temperatursteg vid plan
rand.

Av tabell 6.2.1 framgar att vid den forsta tidpunkten ar det stérsta absoluta felet
0.024 °C, dvs 2.4 % av temperatursteget vid randen. Felet upptrider i det omride dar
temperaturgradienten ar storst.

Felet avtar tidpunkt for tidpunkt. Detta beror pd att hela temperaturfallet vid
den forsta tidpunkten ¢ = 1-10% s beskrivs av tre gitterpunkter, medan vid tiderna
t =410 och 16 - 10° temperaturfallet beskrivs av fyra respektive fem gitterpunkter.
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Den anvinda cellstrukturens skalade storlek vid de olika tidpunkterna 1, t; och 3
ar:

1.0
tp=1-108 (s) Az} = = 1.0
to=4-10°  (s) Ay =L — 05 (6.2.18)
2= 1= at2 - e
ts=16-106  (s) Az, = 1L _ 0295

1 :;ata .

De i tabell 6.2.1 angivna felen beskriver siledes berikningsprecisionen vid berak-
ning av temperaturfordelningen vid en tidpunkt ¢;, nir man anvinder ett gitter enligt
(6.2.12-13) och valjer k = 1, 0.5 eller 0.25. Ju ldgre virde pa k desto hogre blir preci-
sionen.

Av tabellen framgdr att sluttidpunkten for ett givet gitters anvindbarhet enligt
den angivna beridkningsprecisionen ar nddd néir temperaturen i den innersta cellen 6kat
med cirka 5 % av temperatursteget vid randen. Temperaturfordndringar i denna cell
kan siledes anvindas som kontroll pd att simuleringen ej drivits for langt i tiden med
det anvinda gittret.

Vid valet av randvillkor vid den inre randen kan man vilja mellan 9T/0z = 0
(total varmeisolering) eller konstant temperatur. Den senare typen av villkor dimpar
emellertid temperaturférandringen i randcellen. I allminhet ir darfoér randvillkoret
dT [0z = 0 att foredra.

I en gitterstruktur som definieras enligt (6.2.12-13) har cellerna olika storlek och
darmed olika langa stabilitetstidssteg (se kapitel 5). Lingden av tidssteget vid iteratio-
nen bestims av cellen med det kortaste stabilitetstidssteget, dvs av den minsta cellen,
randcellen. Fér denna giller enligt (5.2.1):

CAz Azy)? 1
Atstab= Y ! By =( 31) ‘E (6219)

Az 2 T An

Med Az = \/aty, dir iy ar den f6rsta tidpunkt vid vilken temperaturer skall berdknas,
erhalls:

t
Atyay = (6.2.20)

Berikningsprecisionen kan enligt tabell 6.2.1 hojas genom att i gitterbeskrivningen
(6.2.12) andra k’s véarde fran 1 till 0.5. Detta innebir, som enda f6rindring, att den
forsta gittercellen delas i tva lika stora delar. Den forsta cellens storlek blir Azy =
0.5v/at. Man erhller:

t
Aty = 4-}—3 (6.2.21)

Antalet iterationer som behdver genomféras fér att uppnd tidpunkten ¢; Skar med en
faktor 4. Antalet genomriknade celler kan reduceras sa att varje cell genomraknas i en
takt som ar anpassad till dess tidsskala. Se avsnitt 6.5.
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6.2.3 Horn

Ett fall med ett temperatursteg vid ett tvadimensionellt horn definieras i avsnitt
10.5. En skalad l6sning ges av:

T'(z,y,t) = 1 — erf(z’) - erf(y')

g =
o (6.2.22)
L

Y = Vat

Berdkningsresultat skall ges for ett fall som &r analogt med exemplet i avsnitt
6.2.2. Temperaturledningstalet ir @ = 10~® m?/s. Temperaturférdelningen beriknas
for tidpunkterna ¢ = 1, 4 och 16-10° s. Ett expansivt gitter konstrueras enligt (6.2.12).
Cellstrukturen i - och y-led viljs till 0.5, 0.5, 1, 2, 4 och 8 (m). Exakta och berdknade

varden lings linjen 2 = y ges i tabell 6.2.2. Det st6érsta absoluta felet intréffar vid den
forsta tidpunkten for z = y = 0.75 m. Felet 4r 1 % av temperatursteget vid randen.

z=y (m)][025 075 15 30 60 120
T (°C)
an 0.980 0.837 0.494 0.067 0.000 0.000 t=1-10° (s)
num 0.982 0.847 0.495 0.070 0.002 0.000
num-an 0.002 0.010 0.001 0.003 0.002 0.000
an 0.995 0.956 0.837 0.494 0.067 0.000 ¢=4-10° (s)
num 0.995 0.959 0.844 0.490 0.072 0.002
num-an 0.000 0.003 0.007 -0.004 0.005 0.002
an 0.999 0.989 0.956 0.837 0.494 0.067 t=16-10° (s)
num 0.999 0.990 0.959 0.843 0.489 0.073
num-an 0.000 0.001 0.003 0.006 -0.005 0.006
Tabell 6.2.2. Exakta och beriknade virden vid tvadimensionellt hérn.
c=y=z (m)|025 075 15 30 60  12.0
T (°C)
an 0.997 0934 0.640 0.098 0.000 0.000 ¢t=1-10° (s)
num 0.998 0.940 0.640 0.105 0.003 0.000
num-an 0.001 0.006 0.000 0.007 0.003 0.000
an 1.000. 0991 0.934 0.640 0.098 0.000 t=4-10° (s)
num 1.000 0.992 0.938 0.635 0.107 0.003
num-an 0.000 0.001 0.004 -0.005 0.009 0.003
an 1.000 0.999 0.991 0.934 0.640 0.098 t=16-10° (s)
num 1.000 0.999 0.992 0938 0.634 0.107
num-an 0.000 0.000 0.001 0.004 -0.006 0.009

Tabell 6.2.3. Exakta och beriknade virden vid tredimensionellt hérn.
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Ett motsvarande tredimensionellt fall definieras i avsnitt 10.5. Losningen ges av:

T'(z,y,2,t) = 1 — erf(z') - erf(y’) - erf(2’)
(6.2.23)

!

- -z r_ Y S
r= V4at vy= V4at z= V4at

I tabell 6.2.3 ges exakta och berdknade varden for ett fall som ar analogt med det
som ges i tabell 6.2.2. Virdena ar givna for linjen z = y = 2. Det st6rsta absoluta felet
ar 0.9 % av temperatursteget vid randen.

En jimforelse mellan 16sningarna for de en-, tva- och tredimensionella fallen visar
att, med samma gitterindelning, felet ir storst i det endimensionella fallet och minst
i det tredimensionella. Detta beror pa att temperaturprofilen ar flackast i det tredi-
mensionella fallet. Darmed anvénds fler gitterpunkter vid beskrivningen av den del av
temperaturfordelningen dir temperaturgradienten ar storst.

6.3 Grundliaggande delprocess. Periodisk randtempera-
tur

En godtyckligt varierande periodisk randtemperatur kan genom Fourieranalys be-
skrivas som en summa av sinusvariationer med olika amplitud och periodldngd. Berak-
ning av den temperaturfordelning som erhalls vid en sinusvarierande randtemperatur
ar darfor av grundlaggande betydelse.

6.3.1 Gitterstruktur

Ett fall med halvoandlig plan geometri definieras i avsnitt 10.1.2. En skalad 18sning
ges av:

T'(z!,7) = e~ - sin(277 — &)

6.3.1
r_ Z d, = atp _t ( )
a:—dp P T T-tp

I figur 6.3.1 ges den analytiska 16sningen och varden fran numeriska berdkningar
med konstant cellstorlek. I dessa har randvillkor och koordinat varierats for den inre
randen. Berdkningsomradet har indelats i celler med storleken Az’ = 0.2. Vid de nu-
meriska berdkningarna ir starttemperaturen 7”(z’,0) = 0. De i figuren givna virdena
har tagits fran den femte berdkningsperioden.
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T'(x,0
(x,0) 1 2 3
o X T 37 T X
x x X . +
L . =,
x IR
F x Ax'=0.2
- x x x Xl,=1.0
+ X,=20
- o X,=30
-1

Figur 6.3.1. Numerisk 16sning vid varierande randplacering och randvillkor.

I figur 6.3.2 visas berdknade temperaturer under den femte perioden for tva fall
med cellstorlekarna Az’ = 0.4 respektive 0.8. Virdena ar givna for 7 = 0 och 0.25.
Den inre randens koordinat ar z, = 4.

T(x,7T)
1
L ° AX'z0.4
x Ax'=0.8
L T=0.25
x
o + > x'
x X
)
L o< ° T:0.0
L
-1 L 1 1
(] 1 2 3 4

Figur 6.3.2. Numerisk 16sning vid varierande cellstorlekar.

Av figurerna 6.3.1-2 framgar att cellstorleken bér viljas s3 att Az’ < 0.4. Vidare
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bér den inre randens koordinat uppfylla z!. > 4. Enligt (10.1.10) ddmpas savil tem-
peratur som virmefldde exponentiellt med avstindet fran randen ' = 0. I punkterna
z' = 3 och =’ = 4 4r ddmpningsfaktorn e~3 = 0.050 respektive e~* = 0.018. I omrdden
dir 2’ > 4 ir amplituden mindre dn 1.8 % av amplituden vid randen z’ = 0.

1 tabell 6.3.1 f6ljs den numeriska l6sningen under de tio forsta perioderna. Begyn-
nelsetemperaturen ar 7'(z',0) = 0. Viarden ges vid tidpunkterna 7 = 0 + n - 27 och
7 =0.25+ n - 27. Cellstorleken ir Az’ = 0.4.

z’ 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0
T., -0.163 -0.310 -0.310 -0.243 -0.161 -0.090 -0.038 -0.007
i 7=04n-27
Téum - Tén
n=11]-0.030 -0.011 0.005 0.017 0.025 0.027 0.023 0.016
2 (-0.033 -0.022 -0.011 -0.003 0.003 0.005 0.003 0.000
31-0.034 -0.023 -0.013 -0.005 0.000 0.002 0.000 -0.003
41-0.034 -0.023 -0.013 -0.006 -0.001 0.001 0.000 -0.003
9 ]-0.034 -0.023 -0.013 -0.006 -0.001 0.001 0.000 -0.003
T, 0.802 0.453 0.199 0.042 -0.038 -0.065 -0.064 -0.049
7=025+4+n 27
T —
num an
n=110.020 0058 0.08 0.104 0.105 0.093 0.074 0.052
2 | -0.003 -0.005 -0.004 -0.001 0.003 0.004 0.006 0.006
31-0.005 -0.011 -0.014 -0.013 -0.011 -0.009 -0.006 -0.004
41-0.005 -0.012 -0.015 -0.015 -0.013 -0.011 -0.008 -0.005
9 | -0.005 -0.012 -0.015 -0.015 -0.013 -0.011 -0.008 -0.005

Tabell 6.3.1. Insvingning till periodisk 16sning.

Temperaturen konvergerar snabbt mot den periodiska, insvingda fordelningen. Ef-
ter genomrakning av tre perioder avviker temperaturerna endast obetydligt fran in-
svingda forhallanden. For 7 = 0 och n = 9 ar det storsta absoluta felet 0.034 vid
¢’ =0.2. Fér 7 = 0.25 tn = 9) ir det stérsta felet 0.015.

z’ 0.1 0.5 0.9 1.3 1.7 2.1 2.5 2.9
7=0
T, -0.090 -0.291 -0.319 -0.263 -0.181 -0.106 -0.049 -0.013
Trum -0.100 -0.297 -0.322 -0.264 -0.181 -0.106 -0.051 -0.018
Thum — Tan | -0.010 -0.006 -0.003 -0.001 0.000 0.000 -0.002 -0.005
T=0.25 '
Tin 0.900 0532 0253 0.073 -0.024 -0.062 -0.066 -0.053
Thum 0900 0529 0249 0.068 -0.028 -0.066 -0.070 -0.057
Tt wm — Tan | 0.000 -0.003 -0.004 -0.005 -0.006 -0.004 -0.004 -0.004

Tabell 6.3.2. Jimforelse mellan exakt och numerisk 16sning med Az’ = 0.2.
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I tabell 6.3.2 jamfors exakta och numeriska virden fran den femte perioden (n = 4).
Cellstorleken dr Az’ = 0.2. Vid tidpunkten ¢ = 0 ir det storsta absoluta felet inom
berdkningsomrddet 1 % av amplituden vid randen. Felets storlek avtar med avstindet
fran ytan. Vid tidpunkten ¢ = 0.25 ir det storsta felet 0.6 % av randens amplitud.

Antalet celler i berdkningsomradet kan reduceras genom anvindning av ett expan-
sivt gitter av den typ som ges av (6.2.12). Cellstrukturen blir da likartad oavsett om
randtemperaturen ir ett temperatursteg eller en periodisk variation. Lat den expansiva
gitterstrukturen definieras av:

Aa:l = Aa?z =k- dp (k S 02)
A(L‘,‘ = 2Az;_1 1>2
6.3.2
zr > 4dp ( )
. at
dar dp = —;—

I tabell 6.3.3 ges felet i den numeriska losningen vid expansivt gitter med minsta
cellen Az = 0.2d,. Losningen avser femte perioden. Vid tiden 7 = 0 &r det storsta
absoluta felet 0.017. Vid 7 = 0.25 ir felet 0.011. Inom avstandet 1.2d, fran ytan ar
det absoluta felet mindre &n 0.012.

z’ 0.1 0.3 0.6 1.2 2.4 4.8
=0

T, -0.090 -0.219 -0.310 -0.281 -0.061 0.008

T, -0.098 -0.221 -0.319 -0.293 -0.044 0.007

T — T, | -0.008 -0.002 -0.009 -0.012 0.017 -0.001
=102

T, 0.900 0.708 0.453 0.109 -0.067 0.001
Thum 0.903 0.716 0.461 0.108 -0.056 -0.001
Trum — Tan | 0.003  0.008 0.008 -0.001 0.011 -0.002

Tabell 6.3.3. Jimforelse mellan exakt och numerisk 16sning vid expansivt gitter med
minsta cellen Az’ = 0.2.

z’ 0.2 0.6 1.2 2.4 4.8
T=0
T, -0.163 -0.310 -0.281 -0.061 0.008
Thum -0.196 -0.329 -0.301 -0.039 0.014
Trum — Tan | -0.033 -0.019 -0.020 0.022 0.006
=025
Tin 0.802 0453 0.109 -0.067 0.001
T 0.803 0461 0.097 -0.057 0.006

Trum — Tan | 0001  0.008 -0.012 0.010 0.005

Tabell 6.3.4. Jimforelse mellan exakt och numerisk 16sning vid expansivt gitter med
minsta cellen Az’ = 0.4.
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I tabell 6.3.4 ges felet i den numeriska 16sningen vid expansivt gitter med minsta
cellen Az = 0.4d,. Den nya strukturen erhalls genom att de tva forsta cellerna i den
gamla strukturen slas ihop. Vid tiden ¢ = 0 dr det storsta absoluta felet 0.033. Vid
tiden ¢ = 0.25 ar storsta felet 0.012.

I den gitterstruktur som definieras av (6.3.2) har randcellen det kortaste stabilitets-
tidssteget. Detta ar enligt (5.1.7):

2
Atggap = _X%— = A_z (633)

A 3a
Az/2 t Az

Med Az = 0.2d, erhalls:

04
Atgyap = (’3—?r—t,, ~ 0.0042t, (6.3.4)

I det definierade gittret utgér randcellens stabilitetstidssteg ungefér fyra tusendelar
av den aktuella periodtiden. Simulering av en period omfattar ungefir 250 tidssteg

oberoende av periodens lingd. Om de tva minsta cellerna viljs enligt Az = 0.4d,
erhalls

0.16
Atstab = ?;'tp ~ 0017tp (6,35)

Med denna gitterstruktur omfattar simuleringen av en period ungefir 60 tidssteg.
Berdkningsarbetet reduceras till en fjardedel jamfért med den finare strukturen.

En cells stabilitetstidssteg ar ett matt pa dess tidskonstant, dvs vilken tid cellen
behover for att folja en temperaturforandring i dess omgivning. Forhallandet skall
belysas genom jamférelse mellan tva fall med sinusformad respektive stegvis dndrad
randtemperatur.

Vid den sinusformade 18sningen viljs enligt ovan en cellstruktur vars randcell har
ett stabilitetstidssteg av storleksordningen 0.0042¢, till 0.017¢,. Detta skall jamforas
med stabilitetstidssteget for den cellstruktur som behévs om sinusvariationen i stéllet
beskrivs som en féljd av temperatursteg.

ﬁm %
- " t

o l;/A to

—— ] —— R

Figur 6.3.3. En sinusformad randtemperatur approximativt beskriven som en f6ljd
av temperatursteg.
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Figur 6.3.3 visar hur en sinusvariation approximativt kan beskrivas som en f6ljd
av temperatursteg. Vid tidpunkterna ¢t = n - (t,/2), ddirn = ... —1,0,1,2..., dndras
temperaturen stegvis.

I avsnitt 6.2 visas att valet av cellstruktur vid berdkning av temperaturer efter en
stegindring bestdms av vid vilken tidpunkt ¢; man 6nskar fa resultat med den angivna
precisionen. En cellstruktur enligt (6.2.12-13), som uppfyller ¢; = t,/16, har en randcell
vars storlek Az ges av:

0.5\/at, /16 < Az < \/at,/16

Randcellens stabilitetstidssteg ligger enligt (6.2.19) i intervallet 0.0052¢, till 0.021t,.
Detta stammer vil 6verens med det tidigare erhallna stabilitetstidssteget 0.0042¢,, till
0.017t, for den periodiska 16sningen.

Exemplet illustrerar att problemets tidsskala och cellstrukturens dimensioner har
en likartad koppling oavsett hur tidsvariationen ar beskriven.

6.4 Stationidr temperaturfordelning

Temperaturprocesser, som beskrivs av i tiden konstanta randvillkor, gar i manga
fall mot en stationir, slutlig temperaturfordelning. Avsnittet belyser nagra olika pro-
blemstéllningar.

6.4.1 Platta pa mark. Given randtemperatur

Ett tvddimensionellt fall definieras i avsnitt 10.6.1. En skalad 16sningen ges av:

' o
T'(2',2') = _% {a.rctan (1 -l;,z ) + arctan (1 zlz )} (6.4.1)

Virmeflodet genom randen 2’ = 0 ir proportionellt mot §7”/82'. Man har:

or
0z

1/ 1 1 .
= (l—_l_—;; + 1_—z,> 2’| < 1 (6.4.2)

2/=0 T

Virmeflodet vixer obegransat nira de punkter som ges av |z’| = 1, 2/ = 0.

Vid den numeriska 16sningen kan problemets symmetri runt z-axeln utnyttjas. Som
berakningsomrade véljs kvadranten z’ > 0, 2/ > 0. Omradet har indelats i en expansiv
cellstruktur med minst cellstorlek i omradet dir temperaturgradienten ir storst, dvs
omkring punkten z’' =1, 2/ = 0.

Vid den numeriska bearbetningen av problemet har berakningsomradet dndlig ut-
stridckning. Vid berdkningsomradets yttre rinder kommer dirfor att rdda férhéllanden
som ej 6verensstdmmer med problemformuleringen. Ett fel introduceras i 16sningen.
Felets storlek belyses av tabell 6.4.1 i vilken resultat ges frén rakningar med tre olika
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omradesstorlekar.
, o1’ . . .
z B2 12'=0 Relativt fel i den numeriska
16sningen (%)
analytisk | z’,27 <91 [, 2/ <11 [2',27 <6
16sning
0.15 | 0.651 -1.4 -2.0 -3.8
0.40 | 0.758 -0.39 -0.9 -2.3
0.60 | 0.995 -0.40 -0.8 -2.0
0.75 | 1.46 4.7 47 34
0.85 | 2.29 6.6 6.1 5.7
0.95 | 6.53 -21 -21 -21

Tabell 6.4.1. Analytisk 16sning av 8T'/92'|,1=¢ samt relativt fel i den numeriska 16s-
ningen vid tre olika omradesstorlekar.

I tabellen ges exakta och beriknade virden for §77/92', 2’ = 0, 0 < z’ < 1. Felet
i de beriknade virdena Skar kraftigt i nirheten av punkten z’ = 1, 2/ = 0. Detta
ar rimligt d& temperaturgradienten hir vixer obegrinsat. I omradet z’ < 0.60 ar det
relativa felet mindre dn 2.0 % for de tv3 storre berdkningsomradena. For det minsta
berdkningsomradet i4r motsvarande fel mindre in 3.8 %.

Av tabell 6.4.1 framgar att berdkningsomradets storlek huvudsakligen paverkar
berdkningsresultatet i plattans centrala delar. Felet vid plattans kant &r ett lokalt
problem som berdrs forsumbart av randvillkoren vid stora z och z.

I figur 6.4.1 och 6.4.2 visas analytisk 16sning och beriknade virden for 97" /07'|,/—
respektive 77(0.15, 2').

o
oz
10

=0

Figur 6.4.1. 8T'/02'|,1=0. Analytisk 16sning och berdknade varden.
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1
T015,7)

Figur 6.4.2. T7(0.15, 2'). Analytisk 16sning och berdknade virden. Tva omradesstor-
lekar.

Av figur 6.4.2 framgar hur de beriknade virdena 77(0.15,2') vid 2’ = 1.5 glider
isar for de tvad omradesstorlekarna. Felet vixer snabbare med 6kande z' i det lilla
berdkningsomradet dir felet vid de yttre rinderna har ett starkare inflytande. Felet ar
dock litet.

I den fortsatta framstillningen viljs omradet z’,2’ < 11 som berdkningsomrade,
dvs de yttre rinderna placeras pa ett avstand som ar cirka 10 gdnger den f6r problemet
karakteristiska laingden. I det aktuella fallet utgors denna av lingden av randdelen med
temperaturen 1. Berdkningarna fér den valda storleken pa berdkningsomradet gav som
resultat att det relativa felet av §7/dz' i punkterna z’ = 0.85 och z’ = 0.95 4r 6
respektive 21 %.

I de redovisade berakningarna var cellstorlekarna:

z'-led 2’ <1.0: 0.3,2%x0.2,3x0.1
e >1.0: 3x0.1,2x0.2,03,2x05,1.,2,5  (6.43)
#-led 3x0.1,2x0.2,0.3,2x 0.5, 1., 2., 5.

I tabell 6.4.2 ges resultat frin en rikning dir cellerna nirmast punkten z’ = 1,
z' = 0 halverats. Av tabellen framgar att, vid den finare cellindelningen, omradet med
fel mindre dn 2 % har vuxit till 0 < z’ < 0.85. Felet i de tva cellerna narmast ' = 1
ar i stort sett oforandrat med 7.7 respektive -21 %. Detta understryker att det stora
felet i nirheten av punkten z’ = 1, 2/ = 0 ar av lokal karaktar.
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z' 0.15 040 060 0.75 085 0.925 0.975
6T’|

57 1/=0
Analytisk 16sning | 0.651 0.758 0.995 146 2.29 441 12.9
Relativt fel (%) 27 -12 -20 00 04 77 -21
i numerisk 16sning

Tabell 6.4.2. T"/92'|,1=0. Analytisk 16sning och relativt fel i den numeriska 16sning-
en.

Motsvarande tredimensionella fall definieras av (10.6.5-7). Den resulterande tem-
peraturférdelningen ges av (10.6.8). Funktionens derivata i 2’-led ges av (10.6.9). Be-
rakningsnoggrannheten har testats for fallet L/B = 1. Den anvidnda cellstrukturen &r
analog med den som anvinds i det tvadimensionella fallet.

1
0 . r . r T(0.15,015,7)

Figur 6.4.3. T7(0.15,0.15,2"). Analytisk 16sning och beriknade virden.

I figur 6.4.3 ges exakta och beriknade virden f6r 77(0.15,0.15,2'). I figur 6.4.4 ges
varden f6r 8T"/dz'|,1=¢ inom omradet 0 < z’ = y' < 1.0. Tva berdkningsresultat visas.
I det ena fallet har en med (6.4.3) analog cellstruktur anvints. I det andra fallet har
cellerna narmast plattans rinder halverats.



94

o7 lx'-y" z-0

0 r

Figur 6.4.4. 9T'/92'|,1=0. Analytisk 16sning och beriknade varden. Tva cellstruk-

turer.
z' =y 015 0.40 060 0.75 0.85 0.925 0.95 0.975
T, 0926 1.11 152 232 3.7 737 11.0 21.2
Rel. fel (%)
grovt gitter | -1.1  0.90 066 65 75 — -23 —
fint gitter .12 00 -13 13 11 88 — -21

Tabell 6.4.3. 0T"/02'| 1=y ;1=0. Analytisk 16sning och relativt fel i berdknade varden.

I tabell 6.4.3 ges de relativa felen i de berdknade virdena av 8T"/d2'|,1=¢. Liksom
i det tvidimensionella fallet avtar noggrannheten kraftigt nira randpunkten 2’ =1,
y'=1,2 =0. Med den grova strukturen ir det relativa felet mindre dn 1.1 % for
z' =y < 0.60. Med den finare strukturen ar det relativa felet mindre an 1.3 % i
omradet ¢’ = y' < 0.85.

6.4.2 Platta pd mark. Givet randvarmeflode

Det plana, tvadimensionella stationdra problemet definieras i avsnitt 10.6.2. En
16sning i skalad form ges av:
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T, ) = @R+ S+ 7

(6.4.4)
f_ 1+(2")2—($I22
- 2

Problemets symmetri runt 2’-axeln kan utnyttjas vid 16sningen. Som berakningsom-
rade viljs kvadranten z’ > 0, 2’ > 0. Omradet indelas i en expansiv cellstruktur med
minst cellstorlek i omradet dar temperaturgradienten ar storst.

Figur 6.4.5. Funktionen 7”(z’,0). Analytisk 16sning och beriknade varden.

Figur 6.4.6. Funktionen T7(0, 2'). Analytisk 16sning och berdknade virden.
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aT

9z' | 2'=0

_" _—_.—,

Figur 6.4.7. Funktionen 87"/dz'|,1=¢. Analytisk 16sning och berdknade virden.

De i figurerna redovisade berdkningarna har anvants vid en analys dér den berdk-
nade medeltemperaturen T, &r visentlig [Claesson, Eftring, 1980]. Man har:

1
T = / T'(«!,0)dz’ = /4 (6.4.5)
0

Felet i det sokta vardet T, ir beroende av felet lings hela strackan 0 < z’ < 1. Den
anvanda cellstrukturen omfattar 39x26 celler. Omradet z’ < 1 ticks av 13 celler.
De anvinda cellstorlekarna framgar av figurerna. De yttre rindernas koordinater ar
z’ = 10 och 2z’ = 10. Losningen paverkas endast férsumbart om rianderna flyttas lingre
ut.

I tabell 6.4.4 ges det relativa felet i T}, fér nagra olika gitterstrukturer.

Totalt cellantal 39x26 19x13 17x12 15x11
Cellantal langs 13 6 5 4
0<z<1

Relativt fel 1 7, (%) 2.6 6 8 16

Tabell 6.4.4. Relativt fel i T, for olika cellstrukturer.

Det relativa felet dr stort vid plattans kant for alla gitterstrukturerna. I likhet med
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fallet i avsnitt 6.4.1 vixer temperaturgradienten obegransat i nirheten av punkten
z! =1, 2/ = 0. Felets betydelse for T avtar nir cellerna nira z = 1 gérs sma.

6.5 Beriakning dir varje gittercell foljer sin egen tids-
skala

Vid genomforandet av 16sningen for ett problem &r bearbetningstiden direkt pro-
portionell mot det antal iterationer som behéver genomforas fér att 6nskad tidpunkt
skall uppnds. Antalet iterationer bestdms av langden pa det anvanda tidssteget. Det
lingsta mojliga tidssteget under iterationen bestims av cellen med det kortaste stabi-
litetstidssteget. Genomférandet av en iteration innebér berdkning av ny temperatur i
samtliga celler.

Metoden innebdr att endast de minsta cellerna bearbetas i en takt som Gverens-
stdmmer med deras tidsskala. Ovriga celler bearbetas onédigt ofta i jaimforelse med
sina egna stabilitetstidssteg. Detta innebar att antalet cellbearbetningar kan reduceras
genom att man i berdkningsomradet definierar delomréden med olika tidsstegslingder
vid iterationen.

I det enklaste fallet har man endast tva delomraden med olika iterationstidssteg.
Denna situation kan hanteras pa féljande sitt. Vid en tidpunkt ¢ ar temperaturen kdnd i
samtliga temperaturpunkter. Innan en iteration genomférs for omradet med det langsta
tidssteget At; utfors iterationer fér det andra omradet sa att dettas temperaturer vid
tidpunkten t + At; ar kdnda. Vid genomférandet av dessa iterationer ackumuleras
randflédet mellan de tva omradena pa sadant satt att, for varje randcell i det trogare
omradet, randflédet under tiden ¢ till ¢ + At; blir kidnt. Darmed kan en iteration
for det trogare omradet genomforas. Forfarandet upprepas till 6nskad tidpunkt. Den
beskrivna metoden ar utnyttjad bland annat vid simulering av ett bergrumsvarmelagers
termiska funktion (kapitel 13).

I en lingsta utveckling av tekniken kan man tidsstegsmassigt behandla varje cell i
enlighet med dess egen tidsskala. Cellen med det langsta stabilitetstidssteget bestam-
mer d& ett globalt tidssteg Aty vid iterationen. Om samtliga cellers temperaturer ar
kdnda vid en given starttidpunkt ¢,¢4,; kommer, efter en global iteration, samtliga celler
att vara genomriknade vid tidpunkten tstar¢ + Atg. For celler med kort stabilitetstids-
steg innebar en global iteration manga genomrikningar medan cellen med det lingsta
stabilitetstidssteget endast bearbetas en ging. Genomrikningen fér hela omradet kan
systematiseras pa foljande sitt.

Fér varje enskild cell bestims ett berdkningstidssteg At..y. Detta &r, med utgangs-
punkt fran cellens stabilitetstidssteg Atsiap, cetl, valt sa att foljande villkorsuttryck géiller
med sa lagt virde pa n som méjligt: )

At
Ateep = 2—:I < Atatab,cell n2>0 (651)

Man far ett antal grupper av celler, dir samtliga celler inom en grupp har samma
berdkningstidssteg. Grupperna numreras i ordning med vixande Aty s3 att gruppen
med det kortaste tidssteget kommer f6rst. Genom vanlig iterativ berdkning fors den
forsta gruppens celler fram till den tidpunkt som motsvaras av den andra gruppens
tidssteg. Under dessa berdkningar ackumuleras samtliga randvirmefléden genom rén-
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der till celler som hor till grupper med hdgre nummer (> 1). Randvirmeflédet genom
rénder mellan celler i grupp 1 och 2 4r nu kdnda infor en iteration géillande cellerna i
grupp 2. Vid denna iteration ackumuleras ater virmeflodet genom rander till celler i
grupper med hégre ordningsnummer (> 2). Efter denna iteration har samtliga celler
i grupp ett och tva forts fram till den tidpunkt som motsvarar ett berdkningstidssteg
for grupp tva.

Forfarandet upprepas for grupp 1 och grupp 2 till den tidpunkt som motsvaras av
ett berdkningstidssteg enligt grupp tre. Dairefter genomfors en iteration f6r cellerna
i grupp tre. Darmed har samtliga celler i grupp ett, tva och tre forts fram till den
tidpunkt som motsvaras av ett tidssteg i grupp tre. Det hela upprepas gang efter gang
dar allt trogare grupper blir inblandade. Till sist blir dven gruppen med det lingsta
tidssteget genomriknad. D& har berdkningar for ett globalt tidssteg Aty genomforts
och samtliga cellers temperaturer vid tidpunkten t,¢er¢ + Aty ar kdnda. Vid denna
berdkning har varje enskild cell behandlats med ett tidssteg som ar anpassat till cellens
egen tidsskala.

Den redovisade berdkningsstrategin kan sikerligen i olika situationer optimeras i
syfte att minimera antalet nddviandiga cellrdkningar. Detta ligger dock utom ramen
for framstéllningen. Syftet hir 4r endast att visa en princip.

6.6 Exempel pa gitterval

Som standardvirden for givna exempel giller att materialets virmeledningsfor-
méga ir A = 2 W/mK och att dess virmekapacitet &r C = 2-10% J/m3K. Tempera-
turledningstalet dr a = A/C = 10~ m?/s. Med hjilp av (6.2.12-13) och (6.3.2) skall
gitter konstrueras fér nagra enkla men illustrativa fall.

Temperatursteg vid endimensionell plan geometri

Temperaturen skall berdknas vid tidpunkten #; (s) efter ett intraffat temperatursteg
vid omradets rand. For berédkningens sluttidpunkt ¢, giller t; = t;. Formlerna (6.2.12-
13) definierar gitterstrukturen. Formel (9.1.2) anger direkt cellernas stabilitetstidssteg
for ett endimensionellt gitter. Randcellen har det kortaste stabilitetstidssteget Atz =
k2t1/3 (s). Berikningstidssteget At skall enligt avsnitt 6.1 uppfylla At < 0.95A%44s-

Exempel 1.

Det betraktade omradet ar halvodndligt. Med t; = 1 s erhalls Az; =
v/at; = 0.001 m. Gittrets inre rand z, skall uppfylla z, > 3./at; = 0.003
m. De tre nédvéndiga gittercellernas storlekar ar 0.001, 0.001 och 0.002 m.

Om ¢; = 10000 ar erhdlls Az; = +/at; = 560 m. De tre nédvindiga
gittercellernas storlekar ar 560, 560 och 1120 m.

Exempel 2.

Det betraktade omradet utgdr en vigg med tjockleken 0.1 m. Starttem-
peraturen i viggen ar 0 °C. Vid tider ¢ > 0 r temperaturen pa viggens
tva sidor T; respektive Tp. Viggens temperaturférdelning skall berdknas



vid de tva tidpunkterna 100 och 400 s efter temperatursprangen vid de tva
sidorna. Man har ¢; = 100 och ¢, = 400 s.

For ett gitter som skall kunna hantera temperatursteget vid en viggyta
erhélls, med t; = 100 s, den forsta cellens dimension till Az; = \/at; = 0.01
m. Den inre randen for den betraktade gitterstrukturen bestims enligt
(6.2.13) till z, > 3+/af, =0.06 m. Den nddvindiga gitterstrukturen ges av

0.01, 0.01, 0.02 och 0.04 m, vilket placerar den inre randen pa avstandet
0.08 m fran den betraktade viggytan.

Gittret skall kunna hantera ett temperatursteg vid varje yta. Det viljs
darfor symmetriskt och man erhaller gitteruppdelningen 0.01, 0.01, 0.02,
0.03, 0.02, 0.01 och 0.01 m, vilket ticker hela viggen. Den fjirde cellen
fran varje viggyta har da krympts fran 0.04 till 0.03 cm, vilket endast hojer
precisionen vid berdkningen. Den sdlunda definierade gitterstrukturen kan
anvandas fér berdkning vid varje tidpunkt ¢ > ¢; eftersom cellerna for den
gitterstruktur som borjar vid en viggyta ar mindre dn de storlekar som
bestims av (6.2.12).

Exempel 3.

Detta fall 4r identiskt med Exempel 3, men temperaturspranget ar lika stort
vid vaggens bada ytor. Man erhaller ett symmetriplan mitt i viggen. Vir-
meflodet genom denna yta ar, pa grund av symmetrin, noll. Gitterstruktu-
ren ges av 0.01, 0.01, 0.02 och 0.01 m, vilket ticker omradet mellan viggens
yta och symmetriplanet. Varmeflddet genom den innersta cellens rand mot
symmetriplanet halls totalisolerad s& att virmeflddet genom den &r noll.
Den ovan definierade gitterstrukturen kan sorteras om till 0.01, 0.01, 0.01
och 0.02 m. Samtliga cellers dimension &r lika med eller mindre &n vad som
bestams av (6.2.12).

Periodisk temperatur vid endimensionell plan geometri

Exempel.

Temperaturen i ett halvoandligt omrade skall berdknas vid en sinusvari-
erande randtemperatur med periodlingden t, (s), medeltemperaturen T,
och amplituden 7, (°C). Formel (6.3.2) definierar gitterstrukturen. Formel
(9.1.3) anger direkt cellernas stabilitetstidssteg for ett endimensionellt git-
ter. Randcellen har det kortaste stabilitetstidssteget Atyqp = k2t,/37 (s).
Berakningstidssteget At skall enligt avsnitt 6.1 uppfylla At < 0.95A%445.

Med ¢, = 1 dygn = 86400 s erhalls Az; = 0.2d, = 0.2y/at,/7m = 0.033 m.
Gittercellernas storlekar ar 0.033, 0.033, 0.066, 0.132, 0.264 och 0.528 m.
Med dessa sex gitterceller tacker gittret strackan 1.056 m, vilket uppfyller
kravet fran (6.3.2) att gittret skall ticka minst 4d, = 0.66 m.

Vid berdkningen anvinds medeltemperaturen T;, som starttemperatur i
berdkningsomradet. Som slutresultat kan de virden anvindas som erhalls
under den fjirde berdknade perioden. Se avsnitt 6.3.1.
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Blandade exempel

Exempel 1.

I ett halvodndligt plant omrade ar temperaturen 0 °C vid tidpunkten ¢ = 0.
Vid tider ¢t > 0 ges randtemperaturen av Ty + Tgy sin ((27/t,)t). Man vill
kunna f6lja temperaturférloppet for tider ¢ > 400 s. For temperaturva-
riationens periodlingd ¢, giller ¢, = 86400 s. Berdkningens sluttid ar
t, = 1 vecka = 604800 s.

For att kunna berdkna temperaturstegets resulterande temperaturer erhalls,
med ?; = 400 s, Az; = 4/af; = 0.02 m. Gittrets inre rand skall ha koor-
dinaten z, > 3+/af, ~ 2.4 m. Gittercellernas storlekar ir 0.02, 0.02, 0.04,
0.08 ,0.16, 0.32, 0.64 och 1.28 m.

For att erhdlla den periodiska 16sningen med t, = 86400 s skall den forsta
cellens dimension enligt féregaende avsnitt vara 0.033 m.

Vid berdkning av totalforloppet for tider ¢ > 400 s maste den cellstruk-
tur som definieras fér temperatursteget anvandas, eftersom den periodiska
16sningens cellstruktur ej uppfyller kravet (6.2.12) vid berdkningen av for-
loppet fran temperatursteget.

Om férloppet efter det forsta dygnet skall foljas (¢ > 86400 s) blir situa-
tionen annorlunda. Med t; = 86400 erhdlls Az = +/af; =~ 0.29 m. Ett
sadant gitter dr for grovt f6r den periodiska 16sningen. Féljaktligen mas-
te det gitter anvindas som &dr dimensionerat for den periodiska 16sningen
aven om detta gitter ir onddigt finstrukturerat for att berdkna svaret pa
stegtemperaturen.

Exempel 2.

Det betraktade omradet utgdr en vigg med tjockleken 0.15 m. Virme-
ledningsformégan A = 0.2 W/mK och dess virmekapacitet ir C = 2 - 10°
J/m3K. Temperaturledningstalet &r ¢ = A/C = 1077 m?/s. Begynnelse-
temperaturen i vaggen ar 0 °C. Vid tider ¢ > 0 ir temperaturen pa viggens
randytor Ty + T,1 respektive Ty + T,2. Hir star T,; och T,, for ampli-
tuder vid periodiskt varierande temperaturer med periodlingden 1 dygn
respektive 1 timme.

Temperaturen skall beriknas i det omrade som ligger inom 0.05 m fran
vaggen med dygnsvariationen. Man ar endast intresserad av det insvingda
forloppet. Enligt avsnitt 6.3 kan, vid periodiskt varierande randtemperatur,
berdknade varden efter 3 perioders variation anvédndas.

Det gitter som beh6vs {6r dygnsvariationen skall enligt (6.3.2) ha en inre
rand ¢, som uppfyller z, > 4d, ~ 0.21 m. Detta gitter omfattar hela

vaggen. Med Az; = 0.2d, ~ 0.01 m erhalls gittret 0.01, 0.01, 0.02, 0.04 och
0.07 m. ‘

Det gitter som behovs for timsvariationen skall enligt (6.3.2) ha en inre rand
z, som uppfyller z, > 4d, ~ 0.04 m. Detta gitter nar inte fram till det vid
berdkningen intressanta omradet. Den periodiska variationen med period-
lingden 1 timme behover inte beaktas vid den givna problemstéllningen.

Det aterstdr att beakta nédvandigt gitter for de tva temperatursprang som
astadkoms vid tiden ¢ = 0 av de tva randtemperaturerna 7; och T5. Enligt
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ovan ir endast berdknade temperaturer efter 3 dygns variation intressanta.
Med t; = 3 dygn ger (6.2.12) Az, = y/al; ~ 0.16 m. Det {6r den periodiska
erforderliga gittret har battre upplSsning &n vad som krivs fér berdkning
av de forlopp som orsakas av stegtemperaturerna.

Vidare ir endast det insvingda fSrloppet intressant. Formel (10.4.5) ger
ett métt p&4 hur snabbt det transienta forlopp som astadkoms av de tva
temperaturstegen avklingar. Exponentialfaktorn ger virdet 0.000012 foér
tiden ¢ = 3 dygn, vilket markerar att forloppet &r ndra den stationira
slutférdelningen. Detta indikeras ocksa av att den forsta cellen i gittret for
temperatursteget ar 0.16 m, vilket &r stérre 4n hela viggens tjocklek.

Erforderligt gitter f6r den 6nskade berakningen ges av gittret for dygnsva-
riationen.

Exempel 3.

Det betraktade omradet utgdr ett hérn dir tva viggar mots. Viggarnas
tjocklek ar 0.06 respektive 0.12 m. Se figur 6.6.1.

temperatur ? :[0.06

l 0.12 ‘
Figur 6.6.1. Temperaturer vid hérn dir tva viggar mots.

Temperaturledningstalet for materialet i viggarna ar @ = 107 m?/s. Tem-
peraturen langs den i figuren markerade linjen skall berdknas. Linjen strack-
er sig fran ytan och 0.03 m in i viggen. Linjen ligger i férlingningen av den
ena viggens insida. Begynnelsetemperaturen i omrddet ar 0 °C. Vid tider
t > 0 &r viggarnas randtemperatur 77 och T3 enligt figuren.

Avstandet fran det intressanta omradet till den ena viggytan med tempe-
raturen T ar 0.06 m. Formel (10.1.4) anger att 1 % av temperaturspranget
nétt strickan 0.06 m vid tiden ¢ =~ 2800 s. Den enda rand som under den-
na tid paverkar det intressanta omradet dr den rand fran vilket omradet
utgar. Fore tidpunkten 2800 s kan, inom det angivna felet, de termiska for-
héllandena beskrivas som endimensionella i ett halvoindligt plant omrade.
Ett endimensionellt gitter enligt (6.2.12-13) kan anvandas vid berdkning av
temperaturen.
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Kortaste avstandet fran det intressanta omradet till rinderna med tempe-
raturen 7% ir 0.09 m. Med samma beskrivning som ovan tar det 6250 s
innan det intressanta omradet paverkas av dessa rander. I tidsintervallet
2800 < ¢t < 6250 s kan berdkningsomradet beskrivas som ett tvadimen-
sionellt horn utan influens av rinderna med temperaturen Tp. Fallet blir
analogt med det som beskrivs i avsnitt 10.5.

Vid tider ¢ > 6250 s har rinderna med temperaturen 7% betydelse fér tem-
peraturen i det intressanta omradet. Berdkningsomradet kan inte ges en
férenklad beskrivning utan den fullstindiga geometrin maste aterges.
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Kapitel 7

BEHANDLING AV RANDVILLKOR

Det har i tidigare avsnitt visats hur virmetransporten i ett berdkningsomrade
kan foljas tidssteg for tidssteg med den redovisade 16sningsmetoden. Férandringen av
en berakningscells temperatur under ett tidssteg bestims av virmeflodet genom dess
rander. Dessa floden bestams i sin tur av temperaturen i de temperaturpunkter som
omger cellen. Hela forloppet styrs sdledes ytterst av de termiska férhallandena lings
berakningsomradets randytor.

7.1 Given temperatur eller givet varmeflode

En grundldggande situation visas i figur 7.1.1.

—
—

o

Ty T2

Qy/2

Figur 7.1.1. Randcell.

Yttemperaturen ar kdnd i borjan av ett tidssteg. Den analytiska formuleringen av
virmeflodet ¢(z) (W/m?) genom randen z = 0 ir:

oT
9(0) = A o= L (7.1.1)
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L3t den betraktade cellens randyta ha arean A (m?). I figur 7.1.2 visas en schematisk
bild av situationen.

Ry/2 Riv2

Figur 7.1.2. Schematisk bild av randcell.

Det totala virmeflédet Q;/, (W) genom randen kan i analogi med (4.3.2) skrivas:
1 204
_ Loy = 24 7.1.2
Q1/2 Rl/2(T Tl) Aa:l (T3 Tl) ( )

Detta virde pa virmeflddet genom den betraktade cellranden anvands vid iterations-
forfarandet enligt avsnitt 4.2.1, punkt 3. Om randvillkoret i stédllet utgors av ett fore-
skrivet virmeflode ¢, (W/m?) tilldelas @, /2 det foreskrivna virdet Ag, (W).

I vissa fall &r den kidnda temperaturen inte yttemperatur till berdkningsomradet.
Detta ar fallet vid t ex en vigg dir man kinner den ostérda luftens temperatur 7,
ett stycke fran viggytan. I ett gransskikt varierar lufttemperaturen mellan den kinda
lufttemperaturen och viggytans temperatur. Betrakta en delyta av viggen med arean
A (m?). Grinsskiktet kan d& tillskrivas ett virmemotstind R, (K/W). Situationen
visas schematiskt i figur 7.1.3.

Ry2
Ax,
Ry 2)\A Ry
T-—'VV‘—*—'T VV— 7 W T VW—
a ®

Figur 7.1.3. Randyta med virmedvergangsmotstand.

Yttemperaturen 75 bestims av en varmebalansekvation. Man har:

T.—Ts 2)A
22T — = 1.
Bt A (=T =0 (7.1.3)

Man erhaller:
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1 20A
R_aTa + Kz_lTl

1 20A
y

s =

(7.1.4)

Det totala virmeflodet @1/, (W) genom randen kan skrivas:

Q12 = —lé_ﬂ‘(Ta -T1) (7.1.5)

Ibland definieras gransskiktets termiska egenskaper som ett virmeGvergangstal o
(W/m?K). Man har:

1
_ 1 7.1.6
B, aA ( )
A
Q2 = l_:'_A’;—(Ta -Ti) (7.1.7)
a 2

Man kan i 6verensstammelse med (4.3.4) och (7.1.2) definiera virmemotstandet R,
(K/W) s att dven R, omfattas:

_ A.’B]
R1/2 — Rs + 2AA (7-1.8)

7.2 Varmekalla i randytan. Ekvivalent omgivningstem-
peratur

Lat viggytan i féregdende avsnitt triffas av virmestralning, till exempel solstral-
ning. En del, ¢; (W/m?), absorberas av ytan. Betrakta arean A (m?) av viggytan. En
schematisk bild av situationen visas i figur 7.2.1.

Ax
Ry I, 2)\A Riq2

Figur 7.2.1. Absorption av strilning i en yta.
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Yttemperaturen T, bestims av en viarmebalansekvation dir Q, = Ags:

1 20A
2Ty +0,+ 241 -1, = 2.1
R,(T T)+Q +Az1(T1 T,)=0 (7.2.1)
Man fér:
1 2)A
T_R_’Ta‘l'A_lel'l‘Qs (722)
T 1, 2)4 -
R, Az1
Med R, = 1/(Aa) erhills:
2\
oo+ 2--Ti+gs
Ty= —Bm = (7.2.3)
a+ -
A:El
Det totala virmeflédet @4/, (W) genom cellranden blir:
_ A s
Q2= m— (Ta +- - T1) (7.2.4)
«a 2)

Jamforelse med (7.1.7) visar att inflytandet av den absorberade stralningen kan beskri-
vas med en fordndrad, ekvivalent lufttemperatur Te,, dar:

Tepy = Ta + % (7.25)

Virmeflodet @1/, (W) kan da skrivas:
1
Qup = g (Tekw = T1) (7.2.6)
1/2

Ett fordndrat virde pa ¢s paverkar endast virdet av Tek, i uttrycket (7.2.6). Termen g
kan omfatta savél kortvagig som langvagig varmetransport till eller fran den betraktade
ytan. Termen kan &ven omfatta den virmekilla eller virmesanka som uppstar om till
exempel vattendnga kondenserar pa ytan eller vatten avdunstar frdn den.

7.3 Langvagigt stralningsutbyte vid randyta

I foregdende avsnitt visas hur en i randytan absorberad eller avgiven virmeeffekt
paverkar randvillkoren. I den beskrivna situationen hade den absorberade effekten ett
foreskrivet varde. En yta med en temperatur som Gverstiger absoluta nollpunkten avger
emellertid en temperaturberoende virmestralning till omgivningen. Virmestralningen
Q (W) frn en yta ges av:
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Q = AeoT} (7.3.1)
A ytans area (m?)
€ ytans emissionsfaktor 0 < e <1
o Stefan Boltzmanns konstant (5.7 -10~8 W/m2K*)
Tk ytans absoluta temperatur i Kelvin (K)

Emissionsfaktorn € ar i allminhet beroende av ytans temperatur och av stralningens
véaglingd och riktning. Foér en ideal svart kropp giller ¢ = 1. All stralning som
traffar en svart kropp absorberas. Tva ytor 1 och 2, vilka ar synliga fér varandra,
kommer stralningsmaissigt att paverka varandra. Deras areor ar A; och A;. Yta 1
avger stralningseffekten Q1 (W) enligt (7.3.1). Av @, kommer Q1_,o (W) att triffa yta
2. Under forutsattning att bada ytorna uppfyller € = 1 bestiams storleken av Q1,2 av
synfaktorn (vinkelfaktorn) Fy_,, mellan yta 1 och 2. Synfaktorns belopp bestims av
en dubbelintegral 6ver de bada berorda ytorna. Se till exempel [Brown], [Claesson et
al., Virme, kap 6] eller [Siegel, kap 7-10]. Man erhaller:

Q12 = 0T 1 AvFio (7.3.2)

All denna stralningseffekt absorberas av yta 2. Man har en analog stralningseffekt
@2—1 som lamnar yta 2 och som helt absorberas av yta 1. Man kan visa féljande
samband:

AFig = APy (7.3.3)

For nettovirmeflodet Q12 (W) fran yta 1 till yta 2 erhalls:
Q12 = Q12 — Q201 =0 A1 Fis (Tf(,l - T}‘{,g) (7.3.4)

Situationen blir mer komplicerad om emissionsfaktorn for den ena eller bada ytorna
ar mindre dn ett. Da absorberar inte yta 2 hela den avgivna stralningseffekten Q12
fran yta 1, utan en del reflekteras fran yta 2. Av denna reflekterade stralning traffar
en viss del yta 1. Storleken av denna del bestims av synfaktorn F5_,; mellan yta 2 och
yta 1. Utstralningen Q12 ger upphov till en oadndlig serie av stralningseffekter mellan
de tvd ytorna. P4 samma sitt erhiller man en serie stralningseffekter mellan ytorna
med upphov i utstralningen Q,_; fran yta 2.

Om ytorna har samma area, ir parallella och néstan ticker varandra (till exempel
rutorna i ett tviglasfonster) galler Fi_5 = Fp_,; &~ 1. Man kan visa att nettostralningen
Q12 (W) fran yta 1 till yta 2 ges av:

g
Q2 = Al—_l_ I, (Tf(,l - Tj‘gg) (7.3.5)
€1 €2

Uttrycket (7.3.5) kan omformuleras till:

Q12 = K12(Tx1 — Tk ,2) (7.3.6)
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Har ges stralningskonduktansen Ky (W/K) av:

Ao 4A10
Kz = -1——*11——— (T + Tk,2) (T}},l + Tzz{,z) R #Ti (7.3.7)
ate ! ate !
T, = Tk,1 + Tk,2

2

Nettovarmeflodet fran yta 1 till yta 2 kan saledes ges samma beskrivning som i tidigare
kapitel anvants for konduktiva virmefloden mellan temperaturpunkter. Se till exempel
(4.3.2). Den enda skillnaden ir att konduktansen i (7.3.6) ir temperaturberoende.

I ett allmint fall med manga ytor blir situationen mer komplicerad. Man har en
blandning av emission, absorbtion och reflexion vid samtliga ytor. Diffus respektive rik-
tad stralning maste behandlas olika. En ytas egenskaper betraffande nimnda processer
kan vara temperaturberoende. Vid beskrivning av det resulterande stralningsutbytet
mellan ytor kan man anvdnda fordelningsfaktorer F; ; dar F;; anger andelen av fran
yta ¢ totalt emitterad stralning som direkt eller via ett antal reflexioner absorberas i
yta j. Genom losning av ett ekvationssystem, i vilket vinkelfaktorer och emissionstal
for enskilda ytor ingar, kan férdelningsfaktorernas virden bestimmas. Det giller alltid
att 3°; F;; = 1 och i allménhet att F;; # 0.

Uttryck for nettovirmeflédet mellan ytor kan stéllas upp i analogi med (7.3.4).

Figur 7.3.1. Stralningsutbyte mellan tva ytor.

Figur (7.3.1) visar schematiskt en randyta som har ett langvagigt stralningsutbyte
med en yta med den kinda temperaturen Tp. Stralningskonduktansen K, mellan de tva
ytorna ir temperaturberoende. Temperaturen i den forsta cellen dr 7T;. Randtempera-
turen T kan bestdmmas ur féljande virmebalansekvation for yttemperaturpunkten:

K (To—T)) + Kyo(Ty = T,) = 0 (7.3.8)
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Detta ger:

7, = KrTot KippTh (7.3.9)
K, + Ky,
I uttrycket (7.3.9) erhéller Ky, och K, virden fran uttryck av typ (4.3.4) respektive
(7.3.7). Eftersom K, har ett virde som beror av den frin bérjan okinda temperaturen
Ts; maste (7.3.9) 16sas med till exempel en iterativ metod. Man ansétter ett virde for
Ts och berdknar ett K,. Dirmed ger (7.3.9) ett nytt varde pa T, vilket kan anvindas
{6r en ny berdkning av K, osv. Forfarandet avbryts nir 6nskad precision uppnatts.
Om man har ett extra virmetillskott Q, i randytan forindras (7.3.9) i analogi med
(7.2.2), dvs @, adderas till tiljaren av (7.3.9).

7.3.1 Bakgrundsstralning vid randyta

Randytan, vars emissionstal ir ¢,, 4r exponerad mot oskymd himmel. Ytan kan t ex
vara markytan eller en horisontell byggnadsyta. Vinkelfaktorn mellan ytan och rymden
har da vérdet ett. Ytan har ett langvagigt stralningsutbyte med rymden som betrak-
tas som en svart kropp (¢; = 1). Rymdens strilningstemperatur ar 7, (°C). I ytan
absorberas dessutom effekten g; (W/m?) frn till exempel solstrdlning. Ytan ir vidare
termiskt kopplad till den omgivande luften med en konvektiv virmedvergangskoefficient
a, (W/m?K).

En delyta av randen har arean A (m?). En schematisk bild av situationen visas i
figur 7.3.2. Man har K. = Aa.. I bilden aterges dven den férsta cellen, temperatur 73,
i materialet innanfor den betraktade ytan.

Ta T A=

Figur 7.3.2. Varmestromningskrets for en yta som ir exponerad mot rymden.

En virmebalansekvation ger ett uttryck fér yttemperaturen T.
(To = T)Ke + (Tr = To)K; + (T — T5)Kyj2 + Ags = 0 (7.3.10)

Man far:

T = KT, + KrTr + Kl/ZTl + Aq.s .
e Kc+Kr+K1/2

(7.3.11)
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K, = Acso (Tic,s + Tr) (T, + Tk, )  4A4€,0T5,

Tk T
T, = K1+ Tk, 2
2
€ emissionstal for ytan

Tk, ytans temperatur (K)
Tk, rymdens stralningstemperatur (K)

K, ytans stralningskonduktans mot rymden (W/K)

I likhet med (7.3.9) ger (7.3.11) ett implicit uttryck for Ty, vilket kan 16sas med en
iterativ metod. Nér T, ar berdknad med 6nskad noggrannhet kan det totala virmeflodet
(W) genom randen in till den férsta cellens temperaturpunkt beridknas enligt:

Qu/2 = K1po(T, — T1) (7.3.12)

7.3.2 Slutet halrum

I ett luftfyllt, slutet hdlrum antas luften vara sd vél blandad att dess temperatur
kan representeras med ett virde, 7,. Detta giller dock ej inom det tunna gransskiktet
vid halrummets ytor. Den inneslutna luften antas vidare ha sa kort tidskonstant jamfort
med berakningscellerna runt halrummet att luftens virmekapacitet kan férsummas.

.
2 3 \__7

10 9

Figur 7.3.3. Tvérsnitt genom slutet hlrum. Nigra stralningsvagar ar markerade.

Figur 7.3.3 visar schematiskt ett tvarsnitt genom halrummet. Halrummets omslut-
ningsyta har delats in i ett antal delytor vilka utgér randytor till celler i den omgivande
cellstrukturen. Ytorna har numrerats fran 1 till N = 10.
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Tm
T, Km
X
/ / Tm,s
Tm‘. \WAVAVAVAVAVAVAVAN XAp
T,
a T

Figur 7.3.4. Randyta till cell nummer m. Fysisk och schematisk beskrivning.

Ifigur 7.3.4 ges beteckningar for storheter vid randytan till cell nummer m. Virme-
Svergangskoefficienten mellan luften och ytan ar a,,. Cellens yttemperatur ar T, ,.
Randytans area ar A,,. Stralningskonduktansen mellan tvd ytor m och n betecknas
K. Se till exempel specialfallet som ges av (7.3.6-7). Viarmebalans for randyta
nummer m ger:

N
(Ta = Trms)omAm + (Tm = T ) Km + Y (T — Tmys) Kmn =0 (7.3.13)

n=1
Vérmebalans for luften ger:
N
E(Tn,s - Ta)anAn =0 (7.3.14)
n=1

Uttrycket (7.3.13) ger en ekvation for varje delytas yttemperatur. Uttrycket (7.3.14)
ger den extra ekvation, som behévs for att de okdanda yttemperaturerna och lufttempe-
raturen i halrummet skall kunna berdknas. Ekvationssystemet 1ses med nagon stan-
dardmetod.

7.4 Berakningsomrade med obegransad utstrackning

I avsnitt 7.1-3 behandlas randvillkor vid ytor med véldefinierad rumslig position.
Manga problem omfattar emellertid ett geometriskt omrdde med i princip odndlig ut-
strackning. Ett exempel pa detta dr virmeforluster till marken fran ett hus dir marken
enkelt uttryckt har "oindlig utstrackning” i saval vertikal som horisontell led.

Vid den numeriska 16sningen beskrivs berakningsomradet med en cellstruktur dar
varje enskild cell har begransad utstrickning. D& antalet celler dr &ndligt blir dven
berdkningsomradets utstrickning andligt. Det felaktiga randvillkoret introducerar fel i
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16sningen. Tva problemstéllningar uppstar. Var skall omradets yttre grinser férliggas?
Vilket randvillkor skall dessa rander ges?

En lamplig placering av de yttre granserna bestims av det betraktade problemets
tidsskala och av dess geometri. Tidsskalan avgdr hur langt in i omradet en termisk
stérning vid en randyta har natt under den intressanta tiden. Problemets geometri ger
ytterligare information till exempel om maximal temperaturfordndring som funktion
av avstandet fran randytan.

Valet av randvillkor vid den yttre randen star mellan given temperatur och givet
varmefléde. Problemstéllningarna &r belysta i kapitel 6 och 10. Typen av fel som
introduceras kan belysas pa foljande satt.

Antag att den stationdra temperaturfordelningen runt en platta p& mark skall
berdknas (se avsnitt 6.4.1). Vid 18sningen ir randvillkoret T = 0 ansatt vid de yttre
rdnderna. Detta villkor introducerar ett fel i beskrivningen av problemet.

Figur 7.4.1a visar en korrekt formulering av det givna problemet om det skall 16sas
numeriskt inom ett begransat omrade. Langs de yttre rinderna ansitts temperaturva-
riationerna Ty (F) och T3(7), vilka skall 6verensstimma med den analytiska 16sningens
variation ldngs rdnderna.

Figuren visar hur detta problem genom tillimpning av superpositionsprincipen kan
delas upp i tva delar. Den ena delen (b) ir det numeriskt l6sta problemet. Den andra
delen (c) &r ett nytt problem som visar (b)’s avvikelse frén det korrekta problemet.

T 'T-O X 1.0 > X LU —5 X
w < 0 + T(7)
(7 o T(7)
\ v \
z z z
a b c

Figur 7.4.1. Andlig beskrivning av ett berikningsomrade med obegransad utstrick-
ning.

Av figuren framgar att ju lingre ut berdkningsomradets grinser flyttas desto mind-
re absolutvirde far randtemperaturerna Ty och T3 i fall c. Felet i den numeriska l6sning-
en enligt b minskar saledes vid utflyttning av rinderna dels fér att randtemperaturerna
i avvikelseproblemet ¢ minskar och dels for att de yttre rinderna kommer lingre ifran
det intressanta omradet vid plattan pa4 markytan.

Det férda resonemanget ar relevant dven for transienta problem. Randtemperatu-
rerna Ty och T dr da tidsberoende funktioner vilka ger tidsberoende storningar som
tranger in i berdkningsomradet frdn de yttre rinderna. Intrdngningsdjupet beror pa
problemets tidsskala.



113

7.5 Tidsberoende randvillkor

Under ett tidssteg representeras varje randvillkor av ett konstant virde. Avsnittet
belyser hur detta virde skall viljas ndr det verkliga randvillkoret varierar med tiden.

7.5.1 Given temperatur eller givet virmeflode

Problemet skall belysas med ett exempel dar temperaturférdelningen i marken skall
bestimmas. Exemplet avser endast att illustrera ett principiellt problem, varfér bland
annat frysningsprocessen i marken forsummas. Randvillkoret vid markytan ges av den
tidsberoende lufttemperaturen som finns tillginglig i form av ett matvarde i timmen
under ett ar. Den uppmétta temperaturvariationen antas aterkomma ar efter ar. Med
hjilp av Fourieranalys kan lufttemperaturen T, ges f6ljande beskrivning:

> . 2T
To=Tm+ Y Tosin (1 -+ <I>,,> (7.5.1)

n=1

T, = —~_flirp g
1ar

Man ir endast intresserad av temperaturférloppet sa langt nere i marken att bara luft-
temperaturens arsvariation behdver beaktas. Se avsnitt 10.1.2. Formel (6.3.2) anvisar
en cellstruktur for berdkningen. Tabell 6.3.3 ger den erhdllna berdkningsprecisionen.
Vid berdkningen skall lufttemperaturen beskrivas enligt:

T, = Ty + Ty sin (Q—’Ct + <1>1> (7.5.2)
1 ar

Storheterna Ty och ®; definieras av (7.5.1).

Att anvanda de timvis uppmadtta vérdena i stillet for (7.5.2) kan ge upphov till
stora felaktigheter. Med den valda cellstrukturen foljer en viss tidsstegslingd At (se
avsnitt 5.2.1 och kapitel 5). I det aktuella fallet &r tidssteget av storleksordningen 2
till 6 dygn. Ur den uppmaitta lufttemperaturen kommer séledes endast enstaka virden
fran vissa dygn att anvdndas. Dessa virden behdver inte alls vara representativa f6r
arsvariationen enligt (7.5.2). Man kan till exempel raka fi den hogsta temperaturen
fran varje anvint dygn varvid rsmedeltemperaturen for luften blir felaktig.

Problemet kan 16sas genom att man vid berdkningen anvinder en lufttempera-
turfunktion enligt (7.5.2) eller att man anvinder de timvis uppméitta virdena, men
?jamnar ut dem”. Dirmed kan man fa ett anvandbart virde T} for lufttemperaturen i
borjan pa varje tidssteg. Man har till exempel:

1 t+(1—,3)At

"7 AtJt - pAt

T,(t)dt (7.5.3)

dar 0<8<1

Hir kan ( viljas pd olika sitt. Om § = 0.5 ir T, medeltemperaturen under ett
tidsintervall At vilket dr centrerat runt bérjan av det betraktade tidssteget.
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Om randvillkoret i stillet ir ett givet randfléde ¢(t) (W/m?) genom randen kan
det vara lampligt att vilja 8 = 0. D3 ges det anvinda randflodet g, av:

L 4 At
%= /t a(t)dt (7.5.4)

Storheten g ger d& exakt ritt virmetillskott till randcellen under det aktuella tidsste-
get.

Den visentliga egenskapen hos den valda representationen av det tidsberoende
randvillkoret ir medelvardesriktigheten. Detta innebdr att tidsintegralen av de anvén-
da randvérdena och de verkliga skall vara lika.

7.5.2 6verg5ngsmotst5nd mellan fluid och fast yta

Nér en fluid strémmar lings en fast yta med fran fluiden avvikande temperatur er-
halls en temperaturvariation i fluiden i normalriktningen mot den fasta ytan. I allman-
het upptrider den storsta delen av temperaturvariationen inom ett begrénsat avstand
fran den fasta ytan. Man har ett sa kallat gransskikt i strémningen.

Vid bestimning av virmeflddet mellan fluiden och den fasta ytan kan effekten
av gransskiktet beskrivas som ett virmemotstand. Varmemotstandets storlek beror
bland annat av fluidens virmeledningsférmaga, dess hastighet, ytans skrovlighet och
den betraktade konstruktionens geometri. Férandring av till exempel fluidhastigheten
under berdkningens gang medfdr siledes att gransskiktets virmemotstand dndras.

Det aktuella problemets art avgor hur noggrannt griansskiktet behover beskrivas.
Det varierande 6vergangsmotstandet R(t) K/(W/m?) kan omskrivas till en ekvivalent
skikttjocklek dgr, (m) av det fasta materialet. Man har:

deku = /\faat N R(t) (755)

Betrakta till exempel virmeovergingsmotstandet mellan markyta och luft. Lat
jordens virmeledningsférmaga vara A = 1 (W/mK) och virmedvergingsmotstandet R
variera i intervallet 0.05-0.2 K/(W/m?), vilket svarar mot virmedvergangstalet 5-20
(W/m?K). Den ekvivalenta marktjockleken blir d& 0.05-0.2 m. Det angivna virmes-
vergangsmotstandet motsvarar saledes ett extra skikt jord vars tjocklek varierar i in-
tervallet 0.05-0.2 m. Det ir uppenbart att gransskiktet maste beskrivas noggrannt om
temperaturfordelningen nara markytan ar intressant.

Det betraktade gransskiktet saknar emellertid praktisk betydelse for temperaturfor-
héllandena pa storre avstand fran markytan, till exempel runt ett bergrumsvarmelager
som ligger pd djupet 30 m under markytan. Om markens virmeledningsformaga varit
A = 3.5 W/mK (granit) hade den ekvivalenta marktjockleken i stillet varit 0.2-0.7 m.

Man far i varje enskilt fall bedoma om motstandets storlek har betydelse eller ej
for problemet. Om det har betydelse kan man 6verviga om det kan beskrivas som ett
konstant motstand eller om dess tidsvariation ar visentlig.
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7.6 Fluidstromning lings en kanal

I ménga tillimpningar har man en overforing av varme mellan en strommande fluid
och en omgivning bestdende av fast material. Detta ir en vanlig 6verforingsmetod i
manga markvirmesystem.

7.6.1 Endimensionell stromning langs en kanal. Stationér beskrivning

En fluid strémmar lings ett t6r. Inloppstemperaturen r Tj,. Volymflodet ges av
V; (m3/s) och fluidens virmekapacitet 3r C; (J/m3K).

L&t r6ret ha radiell symmetri. Det omgivande materialet ar indelat i ett gitter med
radiell symmetri. Overgdngsmotstdndet mellan fluiden och den forsta cellens tempera-
turpunkt ar R (K/(W/m)). Celltemperaturen ar T,.;;. Fluidtemperaturen langs roret
ges av T¢(z), dar inloppet ges av z = 0.

Man erhiller ett transient forlopp i fluiden. Vid oférindrad celltemperatur gar
detta forlopp mot en stationdr temperaturférdelning ldngs roret utanfér cellen. Var-
mebalans for fluiden ger:

T Tcell -T
Vfcfd—xf = —Ti (7.6.1)

Man erhéller f6r fluidtemperaturen:

_ z

Ty(2) = Teen + (Tin — Teen)e  BC1V (7.6.2)

I en tidsskala nar det transienta forloppet i fluiden kan forsummas kan randvarme-
flédet till gittercellerna bestimmas med hjalp av (7.6.1). Lat ¢ = 0 vara den punkt dar
en bestimd cells rand mot roret borjar. Cellens langd i fluidens flodesriktning ar Az.
Lat T4(0) vara kint. Fluidens temperatur vid cellens slut &r Ty(Az) enligt (7.6.2). Det
totala randflédet Qo (W) in till cellen ges av:

Qeenn = (T5(0) — Ts(Az)) CsV; (7.6.3)

Inloppstemperaturen fér nasta randcell 4r nu kdnd och forfarandet kan upprepas for
varje cell lings hela réret. Darmed &r det klart hur rorets randfléden kan behandlas
nér inloppstemperaturen till réret &r kand.

Situationen blir annorlunda om den totala effektéverféringen Qy,: via hela roret
ar given och nédvindig inloppstemperatur skall bestimmas. Med hjilp av det ovan
beskrivna stegvisa féljandet av fluidtemperaturen lings roret ger en analys foljande
linjira samband mellan rorets in- och utloppstemperatur [Eskilson, 1986, s 27}

Ty = aTin +b (7.6.4)

Konstanterna @ och b ir bildade av ingaende konduktanser mellan fluid och de olika
cellerna samt dessas respektive temperaturer. Konstanten a ir oberoende av tempera-
turen utanfor borrhalet. Dess varde dr darfor i allmanhet konstant under simuleringen.
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Detta giller ej for b som beh6ver berdknas pa nytt vid dndrade temperaturer utanfor
borrhélet.

Den so6kta inloppstemperaturen kan bestimmas pa féljande sitt. Den totala effekt-
6verforingen kan med hjilp av (7.6.4) skrivas:

Qtot = C_fo(Tin - ut) = Cfvf ((1 - a)Tin - b) (765)

Den totala effekten Q° som skulle erhillas med Ti, = 0 kan bestimmas genom en
stegvis genomrikning enligt ovan. Formel (7.6.5) ger dven direkt ett uttryck for Q%

QO = —Cfob (7.6.6)

Genom att subtrahera (7.6.6) fran (7.6.5) elimineras b och féljande uttryck fér den
s6kta inloppstemperaturen erhéalls:

L — Qtot_Qo
T,n - m (7.67)

Dérmed kan randflédet till de olika cellerna berdknas pa samma sitt som tidigare.

7.6.2 Transient beskrivning

I féregdende sektioner gavs beskrivningar pa fluidtemperatur och virmedverforing
mellan fluid och omgivning dar det transienta forloppet i fluiden forsummats. I vis-
sa situationer duger inte denna forenkling utan man behover en korrekt beskrivning
aven for korttidsvariationer. Detta ar till exempel fallet nir solfingare skall arbeta
tillsammans med ett borrhalslager. Solfangarnas termiska funktion &r starkt beroen-
de av temperaturen pa fluiden som kommer till dem. Vidare maste man kunna ta
hansyn till solintensitetsvariationer med varaktighet given i storleksordningen minuter.
Foér att klara detta maste fluidtransporten genom lagret beskrivas med motsvarande
tidsuppl@sning.

Berdkningarna fér fluiden maste genomféras med tidssteg som &ar anpassade till
fluidcellernas aktuella tidsskala (kapitel 5 och 6). Man kan emellertid ha olika tids-
stegslingder i fluiden och i den omgivande marken varfor denna kortare tidsskala inte
behover paverka markberdkningarna.

Med hinsyn taget till det aktuella volymflédet forflyttas fluiden framat i flédesrikt-
ningen. Denna process medfér samma typ av problem med numerisk dispersion som
redovisas i avsnitt 13.4. Se dven [Hellstrom, Thesis]
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Kapitel 8

ANPASSNING MELLAN GITTER OCH OMRADES-
RANDER

Problem kan uppstd nir geometrin i ett berdkningsomrade skall beskrivas med en
ortogonal cellstruktur. Nagra olika metoder att Gverbrygga problemen redovisas i de
foljande avsnitten.

8.1 Sned rand i en Cartesisk cellstruktur

I avsnitt 3.6 visades att det &r vidsentligt att sammanbindningslinjen mellan tva
intilliggande cellers temperaturpunkter skiar den gemensamma randen under rat vinkel.
Ortogonala cellstrukturer uppfyller detta krav. Problem kan bland annat uppsta vid
beskrivning av oregelbundna berdkningsomraden med hjalp av Cartesiska cellstruktu-
rer.

8.1.1 Yttre omradesrand

Figur 8.1.1 visar ett fall dar ett berdkningsomrades rand ej dr parallell med nagon
av axlarna i det valda koordinatsystemet.

% a
e

L.

Figur 8.1.1. Sned rand i en ritvinklig cellstruktur.

X
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Berdkningsomradet begrinsas av en plan randyta som &r tackt av ett tunt skikt
med virmemotstindet R (K/(W/m?)). Randen har sd stor utstrickning att tempera-
turfordelningen kan betraktas som endimensionell innanf6ér randytan.

Berdkningsomradet skall beskrivas med tva olika gitterstrukturer. Den ena struk-
turen ar endimensionell i ytans normalriktning och den andra ir tvadimensionell enligt
figur 8.1.2. Fér de tva strukturerna skall uttryck ges fér de nya temperaturer som er-
halls efter ett tidssteg. Vid korrekt tvadimensionell representation skall de berdknade
temperaturerna vara lika.

Rz

x 1‘1\\"».~

.
.7, <

AX

Figur 8.1.2. Cellindelning vid sned rand.

Den tvadimensionella cellstrukturen anpassas si att den plana randen skir randcel-
lernas.randytor i dessas mittpunkter. Darmed 6verensstimmer materialvolymen i cell-
strukturen med volymen i berikningsomradet. Vid randytorna ansitts virmemotstan-
den R; och R, (K/(W/m?)) enligt figuren. Cellernas kantlingder ir Az och Ay.

I den endimensionella gitterstrukturen ir cellstorleken Az vald sa att avstandet
frén cellernas mittpunkter till den plana randytan 6verensstimmer med motsvarande
avstand i den tvidimensionella cellstrukturen. Féljande samband erhélls:

Az
Y= s (8.1.1)
Ay
A tan a : (8.1.2)

I ett givet 6gonblick dr temperaturen i den endimensionella cellstrukturen T, T,
T, .... Med hjilp av dessa starttemperaturer skall temperaturen i randcellerna efter ett
tidssteg At bestimmas for de tva definierade cellstrukturerna. Uttrycken stills upp pa
samma sitt som ekvationen (5.1.10).
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I den endimensionella strukturen erhéller randcellen den nya temperaturen 77 ny:

1 A At
Tl,ny =1{1- E + E CAz Tl (813)
B+

R Sy S S
R+% Ccaz °T Az CAz

T

For den tvadimensionella strukturen blir motsvarande uttryck:

Az Ay Az Ay At
Ting={1- + + +— — | T1(8.14)
¢ ( (Rl + .%"l Ry + % Ay Az ) CAa:Ay)

A A At Az | Ay\ At
+( LA y) T,+(—z-+—y)

R+ 5 R+ 52) Chcdy °T\Ay " Az) CAzAy?

De bada uttrycken (8.1.3-4) for den nya temperaturen T} n, skall vara identiska. Detta
medfor:

R

Ri= — (8.1.5)
R

Ry= = (8.1.6)

Den konstruerade tvadimensionella gitterstrukturen ger exakt samma losning som den
mot randen vinkelrata endimensionella strukturen.

Den fysikaliska bakgrunden till de férandrade motstandsviardena kan beskrivas pa
foljande satt.

F‘1 1~T1 %TZ R I

i

RZ
1~T0

S

Figur 8.1.3. Varmemotstand vid en i férhallande till koordinatsystemet sned rand.

Den verkliga, plana randen ges en artificiell sdgtandformad geometri enligt figur 8.1.3.
En given temperaturdifferens AT 6ver motstandsskiktet skall for den artificiella randen
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ge korrekt virmefléde in i berdkningsomridet. Virmeflédet ¢ (W/m) genom strickan
Az langs den artificiella randen ar:

oSy = ATY (8.1.7)

q=AT 7 R

Uttrycket (8.1.7) beskriver dven det korrekta virmeflédet genom lingden ¢; av den
verkliga randen. Motsvarande giller for lingden £,.

En plan rand kan beskrivas med en sagtandformad rand enligt figur 8.1.3. Om den
verkliga randen har ett ytmotstand skall dettas virde korrigeras for varje linjesegment
av den sagtandformade randen. Det korrigerade vardet skall viljas s8 att konduktansen
per ytenhet verklig rand blir korrekt.

8.1.2 Inre rand mellan delomraden

Under stationédra férhallanden uppfyller temperaturfordelningen i ett plant omrade
ekvation (3.2.13):

d (,0T o (,0T
5085 058) -

Ekvationen uttrycker att nettovirmeflédet till varje punkt &r noll. Den giller
oavsett koordinatsystemets orientering i planet. I en diskret approximation motsvaras
ekvationen av att nettovirmeflodet till en gittercell dr noll. Detta skall gilla oavsett
gitterstrukturens orientering i planet.

Foljande situation skall studeras. Tva plana omraden har en gemensam ritlinjig
rand. Virmeledningsforméagan i de tva omrddena ar Ay och Ag. Lings randen har man
ett tunt skikt med virmemotstindet R (K/(W/m?)). Berdkningsomradet indelas i en
rektanguldr gitterstruktur med cellsidorna Az och Ay. Vinkeln mellan cellstrukturen
och randen ar a. Se figur 8.1.4.

Yo
1

LY mzm si:a R
AV W
;x/ Ax

Figur 8:1.4."Rand mellan tva delomraden.
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For att uppna volymkonservation for de tva delomradena anpassas cellstrukturen
till den rita omradesranden si att ber6rda randcellers sidoytor delas pa mitten. Den
rita randen representeras av en sigtandformad rand. Virmemotstindet langs randen
har de strackvis konstanta viardena R; och R,. Man har:

Ay
Az = tan o (8.1.9)

Enligt metoden att f6lja det termiska forloppet betraktas, vid berdkning av virme-
flédet genom en cellrand, temperaturfordelningen som stationidr mellan berérda tem-
peraturpunkter.

Viérmebalansen for en randcell i den betraktade situationen skall darfor undersokas
vid stationdra férhallanden. Pa grund av superpositionsprincipen ricker det att studera
forhallanden for tva endimensionella fall i vilka virmeflddet &r parallellt respektive vin-
kelrdtt mot randen. Om dessa fall 4r korrekta kan varje annan flédesriktning beskrivas
genom en kombination av de betraktade fallen.

En randcells temperatur ar Tp enligt figur 8.1.4. Dess temperaturpunkt ar via
konduktanserna K; kopplad till de fyra omgivande cellerna. Se figur 5.1.1. Nettoflodet
@ (W) till randcellen ges av:

Q = Kl(Tl — To) + Ifz(Tg — To) + I\"a(T;; — To) + .K4(T4 — To) (8.1.10)
Enligt ekvation (4.3.3) giller:

K Az

- Ay Ay
2/\1+R1+2/\2

K2=‘Az—AH—

Az, Az
o\, TRetay, (8.1.11)

A

Ky = 35Aq
A

Ky = 3Ly

Fall 1. Varmeflode vinkelratt mot randen

En z-axel i rdt vinkel mot omradesranden har sitt origo i randen. Axeln
ar riktad frdn omrdde 2 in i omrdde 1. Virmeflodet i z-riktningen ar ¢,

(W/m?).
Den endimensionella temperaturférdelningen i z-led definieras av:
Omradde 1.

T(+0)=0

(8.1.12)
T(z) = —f’\ilz z2>0
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Omradde 2.
T(_O) = Rq,

(8.1.13)
T(z):—%z+qu 2<0

Man erhaéller:

o _ % (__Aycosa 4 | Aycosa
T~ To =~ (—24%) + Re. + § - 545

Tn-To=T1-Ts
Ts—Tp = —%Aycosa
Ti-To=Ts—To

Insattning i (8.1.10) ger:

Avg. (24522 1+ e

Ay Ay
o, TRt 5y,

(8.1.14)

Q=

Ayg, (Ay{;\(;sa +R+ Ay;\(zsa)
Az Az
ﬂ+Rz+'272‘

(-—gz—) Aycosa+ A\ (—q—z) Aycosa
)\1 A1

Az

I analogi med (8.1.5-6) ansitts:

(8.1.15)

Ry = sin &

Med hjalp av (8.1.9), Aycosa = Azsin e, blir summan av term ett och
tre liksom av term tva och fyra i ekvation (8.1.14) noll. Nettovirmeflodet
till den betraktade cellen ir noll vid endimensionellt, stationdrt virmeflode
vinkelratt mot omradesranden.

Fall 2. Varmefléde parallellt med randen

Motsvarande virmebalans skall uppstéllas for ett fall med en linedr tempera-
turférdelning  parallellt med omradesranden. Den tidigare definierade z-
axeln vrids 90° i positiv riktning. Dess origo definieras i h6jd med tempera-
turpunkten 74. Se figur 8.1.4. Temperaturen i omrade 1 och 2 ges av:

T(z) = az (8.1.16)

Konstanten a har valfritt varde. Man erhaller:
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T, — Ty = —aAysina

Ty —To = aAzrcosa

(8.1.17)
T3 —To = aAysina
Ty —To = —alAz cosa
Insdttning i (8.1.10) ger:
_ Aéy_a:(—aAy sinéc‘;) AAxy alz cosgx (8.1.18)
oy TRitHgy, o tHRetay
Az . Ay
A A—yaAy sina + A\ E(_GAI cosa)
Med hjilp av (8.1.9) och inséittning enligt (8.1.15) erhalls:
—aAzAysina - cosa
Q= Aycosa Aycosa (8.1.19)

D, TR+ TGy,

aAzAysina - cosa
Azsina Azsina

>y TRY TS,

Nettovarmeflodet till cellen &ar noll vid endimensionellt stationart virmeflo-
de parallellt med omradesranden.

Med korrigering av det virmeisolerande skiktets motstandsvarde enligt (8.1.15)
uppfyller den diskreta approximationen virmeledningsekvationen for varje stationir
temperaturfordelning vid omradesranden oavsett gitterstrukturens vinkel @ mot omra-
desranden.

8.2 Val av koordinatsystem

Berdkningsmetoden grundar sig pa att ett betraktat problems geometri beskrivs
med ett ortogonalt cellsystem dar cellrinderna definieras av att en koordinat har kon-
stant varde.

8.2.1 Allménna ortogonala koordinater

I avsnitt 3.4 uppstilldes virmebalansekvationer for celler i ett allmidnt ortogonalt
ekvationssystem. Vid konstruktionen av en cellstruktur kan man vélja den ortogonala
cellstruktur som enklast beskriver det betraktade problemets berdkningsvolym. Det
anvdnda koordinatsystemet kan vara av Cartesisk, cylindersymmetrisk, sfarisk eller
annan typ.

Syftet med valet av koordinatsystem kan vara att fa en enkel geometrisk beskriv-
ning av ett betraktat berdkningsomrades rander. Antag till exempel att det termiska
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forloppet mellan tva rér i fast material skall berdknas. Lat problemet vara av sadan
art att det kan betraktas som tvadimensionellt i ett plan vinkelrdtt mot réren. Se figur
8.2.1.

A

S
N

Figur 8.2.1. Virmetransport mellan tva parallella rér.

Figuren visar hur man med ett bipolirt koordinatsystem kan beskriva de tva rorens
cirkelformade rinder. Fér att kunna genomféra berdkningar maste konduktanser och
varmekapaciteter bestimmas fér den valda cellstrukturen.

8.2.2 Konform avbildning

Lat koordinaterna i ett allmint 2-dimensionellt ortogonalt koordinatsystem ges av
(u,v). Koordinaterna i ett Cartesiskt referenssystem ar (z,y). Lat sambandet mellan
de tva systemen ges av f6ljande en-entydiga avbildning:

z = z(u,v)
(8.2.1)

y= y(u’ ’D)

Virmeledningsekvationen i det tvddimensionella (u, v)-systemet ar i analogi med (3.4.13)

oT @ (h, 9T\ @ (h, OT
hahoC o = o (HA%) to (E'\%) (8.2.2)

dar:
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2
=G0 (3)

2
e 6+ (@)

Ett specialfall av avbildningar utgér den konforma avbildningen, vilken definieras
med en analytisk funktion, dvs en funktion f(z) som &r deriverbar i den komplexa
variabeln z [Spiegel] Man har:

(8.2.3)

w = f(2) w=u+iv z=z+iy iZ=-1 (8.2.4)

Ekvationen beskriver en avbildning w = f(z) mellan de komplexa talplanen z och w.
For sddana avbildningar 4r vinkeln mellan tva linjer i deras skdrningspunkt oférdndrad
vid avbildningen. Vinkeln mellan sammanbindningslinjen mellan tva cellers tempe-
raturpunkter och cellranden mellan dem ar siledes oférdndrat rat. For en konform
avbildning géller:

| —

hy=hy=h= (8.2.5)

ale.
NIE

Storheten h definieras av det inverterade beloppet av den avbildande funktionens deri-
vata. Ekvationen (8.2.2) férenklas till:

aT 9 [ 0T\ 0 [ 0T
2V _ Y - —_ —_
oS = o (A (9u) o (A (91)) (8.2.6)

Ekvationen &r identisk med den vanliga virmeledningsekvationen (3.2.9) sa nir som pa
faktorn h? framfor virmekapaciteten C. Man kan siledes i (u,v)-planet arbeta med
den vanliga virmeledningsekvationen om man ersatter den verkliga virmekapaciteten C'
.med den fiktiva storheten h2C, dar storheten h varierar 6ver berdkningsomradet enligt
(8.2.3). Faktorn h? ir en ytkorrigering pa grund av transformationens ytférvrangning.
Man har h%du dv = dz dy.

Med hjalp av konforma avbildningar kan man avbilda ett omrade med komplicerad
geometri i (z,y)-planet till ett omrade med enkel geometri i (u,v)-planet. Problemet
16ses i (u,v)-planet och den funna temperaturférdelningen transformeras tillbaka till
(z,y)-planet.

Den konforma avbildningen kan endast formuleras i det tvadimensionella fallet.
Formuleringen kan emellertid utvidgas till tre dimensioner om den tredje dimensionen
ej berdrs av transformationen. Lat den tredje koordinaten betecknas med w respektive
z ide tva planen. Man har i analogi med (8.2.1):

z = z(u,v)
v =y(,v) (8.2.7)

Man har vidare:
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(8.2.8)

Den allminna virmeledningsekvationen i (u,v,w)-systemet ges enligt (3.4.13) av:

or o (,0T o (.0T 0 or
204 _ 0 (06 o (oI 0 (12,01
s ot  Ou </\ 6u) + Ov (A 81}) + ow (h /\aw) (8.2.9)

I det tredimensionella fallet kommer ytkorrigeringsfaktorn h? in &ven i den term som
beskriver det konduktiva virmeflodet vinkelratt mot det transformerade (z,y)-planet.

Storheten h ar i det betraktade fallet oberoende av koordinaten w varfor den sista
termen i (8.2.9) kan skrivas:

8 (0T
2— —
W <,\ 6w> (8.2.10)

Denna typ av transformation kan anvindas vid till exempel berdkning av virme-
transport i marken vid pumpning av vatten genom grundvattenférande skikt, vilket
sker vid virmelagring i akviferer [Hellstrom et al., 1986]. Transformationen anvands
for att omforma vattentransportens komplicerade flodesbild.

I [Claesson, Bennet, 1987] anvindes metoden for att berdkna virmemotstandet
mellan tva cirklar i kontakt med varandra och en omslutande storre cirkel. De tva inre
cirklarna har samma temperatur. Geometrin ges av ett tvarsnitt genom en konstruktion
av 16r vilka transporterar en fluid. Problemstéllningen giller virmedverforingen mellan
fluiden i de inre réren och det yttre rorets yta.

8.3 Triangulara celler

Ett berdkningsomrade kan ha en sadan form att det ej kan beskrivas med en ortogo-
nal cellstruktur. Detta problem kan vid t ex plan geometri 16sas genom anvandning av
trianguldra celler. Omradets rand beskrivs approximativt med en ldmplig f6ljd av rita
linjesegment. Med utgdngspunkt fran dessa linjesegment kan ett trianguldrt cellsystem
definieras i berdkningsomradet. Om cellerna genereras pa lampligt sitt kan samma
berdkningsmetoder, som tidigare definierats for ortogonala cellstrukturer, tillimpas pa
det trianguldra cellsystemet.

8.3.1 Triangulart cellsystem

Basen for den beskrivna berdkningsmetoden ar att sammanbindningslinjen mellan
tva angransande cellers temperaturpunkter skir den gemensamma cellranden under
rat vinkel. Det approximerat stationdra temperaturfiltet mellan punkterna utgors da
av ett plan vars lutning 1dngs sammanbindningslinjen bestimmer virmeflédet genom
randen. De bada temperaturerna representerar respektive cells virmeinnehall.

Berdkningsmetoden kan anvindas dven for trianguldra cellsystem. I ett plant
berdkningsomrade med en oregelbunden rand beskrivs denna approximativt med ett
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antal rita linjesegment. Omradet delas in i spetsvinkliga trianglar. I varje triangel de-
finieras en temperaturpunkt i skdrningen mellan triangelsidornas mittpunktsnormaler.
Pa grund av den valda triangelformen kommer en triangels temperaturpunkt att vara
beldgen i triangelns inre. I vissa trianglar sammanfaller en eller flera sidor med randen
till berakningsomradet. Mitt pa varje sddan triangelsida definieras en randtemperatur-
punkt.

Varje triangels temperaturpunkt omges av tre temperaturpunkter. Forbindelse-
linjen mellan en triangels temperaturpunkt och de tre omgivande temperaturpunkter-
na skir triangelns sidor under rat vinkel. Sidorna delas pd mitten. Fér varje sidan
férbindelselinje definieras ett varmemotstdnd pa samma sitt som fér de ortogonala
cellstrukturerna. Se figur 8.3.1.

Figur 8.3.1. Termisk koppling mellan triangulara celler.

I [MacNeal, 1953] visas att det pad detta vis definierade nitverket av virmemot-
stdnd och temperaturpunkter kan anvindas for att l6sa potentialproblem i omradet.
Nitverket kan saledes anvandas for att 18sa foljande stationira virmeledningsproblem:

V.- (AVT) =0 (8.3.1)

Natverket kan speciellt anvindas for att uttrycka stationira virmefloden lokalt inom
berdk- ningsomradet, till exempel mellan tvd temperaturpunkter. Triangelsystemet
kan darmed &ven anvdndas vid simulering av tidsberoende f6rlopp.

Vid berdkning av virmeflodet genom en cellrand anvinds samma metod som i
fallet med ortogonal cellstruktur. Se avsnitt 4.3. Vid beridkning av varmeflodet genom
en cellrand betraktas temperaturfiltet mellan de tva omgivande temperaturpunkterna
approximativt som stationart.

Virmeflodet Q;; (W) fran triangel ¢ till triangel j ges av:

Qi; = Ki(T; — Tj) (8.3.2)

Konduktansen K;; (W/K) mellan tva sammankopplade temperaturpunkter beriknas
pa samma sétt som vid plan geometri med Cartesiska koordinater.

Cellens virmeinnehall definieras av temperaturen Tp i mittpunktsnormalernas skar-
ningspunkt. Lat det linjira temperaturfiltet i en cell ges av (avsnitt 4.4):
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T=To+az+by (8.3.3)

Koordinatsystemets origo sammanfaller med cellens temperaturpunkt. Triangelns area
ar A. To skall utgora cellens medeltemperatur. Foljande integral 6ver triangelns yta
ger ett uttryck fér dess medeltemperatur:

1 1
To= /S (To+ az +by) dS = To + /S (az + by)dS (8.3.4)

Den sista termens virde skall vara noll. Detta uppfylls oavsett virdet pa a och b,
det vill siga oavsett planets lutning, endast om koordinatsystemets origo sammanfaller
med triangelns tyngdpunkt vilket sker om triangeln ar liksidig. I en sadan triangel
representeras temperaturfiltet av ett plan med godtycklig lutning. Situationen ar lik-
artad den som erhdlls med ortogonala celler.

For en allmén spetsvinklig triangel medfor kravet att Ty skall representera cellens
medeltemperatur foljande villkor enligt (8.3.4):

a=b=0 (8.3.5)

For en godtycklig spetsvinklig triangel utgérs den approximativt beskrivna tempera-
turfordelningen ett plan med lutningen noll.

Vid berdkning av det momentana virmeflédet genom en cellrand bestims detta
av de tva temperaturerna pa 6mse sidor om randen. Dessa definierar en lutning pa
temperaturplanet. I en ortogonal cell paverkar denna lutning ej virmeflédet genom de
randdelar som gransar till den betraktade randdelen. Sa sker emellertid i en trianguldr
cellstruktur.

Resonemanget markerar att den triangulira cellstrukturen inte till fullo utnyttjar
den ortogonala karaktédren i Fouriers lag:

(8.3.6)

Z= —AVT = i <8T 6T>

0z’ 0y

Formuleringen av Fouriers lag innebér att virmeflodet i tva vinkelrita riktningar ar helt
oberoende av varandra. Den triangulira cellstrukturen medf6r stérre begransningar
vid den approximativa beskrivningen av det kontinuerliga temperaturfiltet &n vad som
erhalls med en ortogonal cellstruktur.

8.3.2 Rektanguléra och triangulira celler

Ett oregelbundet plant beridkningsomrade kan enligt avsnitt 8.3.1 delas in i en
triangular cellstruktur. Detta forfarande medfér emellertid nagra olika delproblem:

1. En lamplig spetsvinklig triangelstruktur skall genereras.

2. Triangelstrukturen ar geometriskt odverskidlig. Det finns ingen naturlig numre-
ringsordning for cellerna. Det kravs extra organisation att bestimma vilka celler
som 4r grannar.

3. Triangelstrukturen ger enligt avsnitt 8.3.1 en nagot simre beskrivning av tempe-
raturfiltet in vad som erhélls med ett ortogonalt cellsystem, vilket kan férmodas
ge en nagot forsamrad berdkningsprecision.
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Det ar darfor attraktivt att dven i ett oregelbundet omrade anvanda en ortogonal
cellstruktur. Rénderna erhdller da en sigtandsstruktur av den typ som visas i avsnitt
8.1. Virdet pa viarmemotstind lings den verkliga randen maste korrigeras pa det
visade siattet. En slitare rand kan 3stadkommas med en blandad cellstruktur enligt
figur 8.3.2.

Figur 8.3.2. Blandad cellstruktur i ett oregelbundet omrade.

Genom lampligt val av cellstorlekar kan den rata randen anpassas till berdkningsomra-
det. Cellstrukturen i omradets inre utnyttjar virmeledningsekvationens enkla ortogo-
nala karaktir. Den mer komplicerade beskrivningen anvinds endast for att sldta ut
den oregelbundna randen.

Figur 8.3.3 visar en del av ett gittersystem vid en sned rand. En trianguldr cell
slatar ut randen mellan tva rektangelceller.Vinkeln mellan det ortogonala systemets
ena axelriktning och randen ir a.

Figur 8.3.3. Trianguldr cell vid sned rand.
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Det skall visas att en blandad cellstruktur enligt ovan och en vanlig endimensionell
struktur ger samma berdkningsresultat vid berdkning av varmetransport i randens
normalriktning,.

Den anvdnda rektangeln ABC &r rdtvinklig, varfor dess temperaturpunkt ligger
mitt pd hypotenusan BC. Dirmed sammanfaller den med omradesranden och dess virde
foreskrivs av randtemperaturen Tp. Energiinnehéllet i triangeln ABC kan dérmed inte
beskrivas av dess temperaturpunkt.

Problemet kan l16sas genom att triangeln ABC delas i de tva ratvinkliga trianglarna
ABD och ADC. For dessa trianglar ligger temperaturpunkterna pa randerna AC och
AB i det ortogonala cellsystemet. Dessa punkter dr ej lasta till ndgon féreskriven
temperatur. De kan dérmed representera energiinnehallet i respektive triangelcell dven
om de ar placerade pa triangelns rand.

En endimensionell cellstruktur 1ldggs in vinkelrdtt mot randen BC. Den forsta cel-
lens storlek ar Az/2. Ovriga celler har storleken Az. Cellstorleken ir vald si att
randen mellan forsta och andra cellen skir de tva hypotenusorna AB och AC p& mit-
ten. Den forsta cellens temperaturpunkt placeras pa randen mot nasta cell. évriga
endimensionella cellers temperaturpunkter placeras i respektive cells mittpunkt. Den
endimensionella strukturen har da temperaturpunkter som till sina avstand fran randen
6verensstaimmer med den blandade strukturens temperaturpunkter.

I ett givet 6gonblick &r temperaturen i den endimensionella gitterstrukturen 77,
T3, Ts.... Uttrycken for temperaturen i de yttersta lagren av celler efter tiden At skall
stallas upp f6r de tva cellstrukturerna.

For den endimensionella strukturen erhélls for de nya temperaturerna Ty, och
Tgynyt

20 24t 2) 2At 2) 2At 2\ 2At
Tiomy = (1 T AzCAz ECAz) 1+ AzCAs 0t Rocas e (B37)
22 At A At 22 At A At
Tony = (1 T AzCAz ECAZ) 2+ 3:ca: Y ascas e (B39
I blandstrukturen erhalls f6r triangel ABD:
22 2At 2 2At
Tiyny = (1 - K;Az cosaCAzA:c cosa A_yAzCAzAz cos a) it
2 240t 2 2At
K;Az cos aCAzAa: cos aTO + KyAxCAzAx cos aT2 (8.3.9)
For triangel ADC erhalls:
22 . 2A¢ 2\ 2At
Ty = (1 B —A_sz SmaCAysin alz EAyCAysin aAz) 1t
22 201 2 2At
—Aysing————— —Ay———T. 3.1
Az ysmaCAysinaAzTo + Az yCAysinaAz 2 (8.3.10)

Vid uppstéllningen av (8.3.9-10) har virmeflddet genom randen AD ej tagits med ef-
tersom temperaturen pd bada sidor om randen enligt férutsittningen ar lika. For den
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yttersta ortogonala cellen erhalls:

22 At A At
=(1-Z2ZZAp——  _ Z Ap——"__ _ 8.3.11
Tany <1 Ay Chzhy ~ By °Chshy ( )
2\ At A At
Z;AyCAa:Ay B EAyCAa:Ay> Tt
(Bry8y) LM (8x, by 1
Ay  Az) AzAy C ! Ay Az) AzAy C 8
Sambandet mellan cellstrukturerna ges av:
Az Az
= = .3.12
Ay cosa’ Ae sina (8.3.12)

Det framgar att uttrycken for Ti ny, (8.3.7), (8.3.9) och (8.3.10) &r identiska liksom
uttrycken (8.3.8) och (8.3.11) for T3 ,,. Den blandade strukturen ger samma berak-
ningsresultat som den endimensionella strukturen.

I avsnitt 6.2 undersdks noggrannheten vid berakning av temperaturer i ett halv-
oandligt plant fall nar ett temperatursprang intraffar vid randen. Ett expansivt gitter
foreslas i (6.2.12). Tabell 6.2.1 ger avvikelsen mellan numerisk och exakt 16sning.

I den ovan anvinda endimensionella cellstrukturen har temperaturpunkten i den
yttersta cellen flyttats fran cellens mittpunkt till dess rand mot nédsta cell. Flyttningen
av temperaturpunkten inom cellen medfor att konduktanserna K/, och Ky 1/, frén den
yttersta cellens temperaturpunkt ges annorlunda varden. Flyttningen medfor vidare att
temperaturfordelningen Gver randcellen representeras av ett konstant varde till skillnad
frén ovriga celler dar fordelningen kan vara en linjar funktion med godtycklig lutning.
Se avsnitt 4.4. Cellstrukturen for det betraktade fallet ar 0.5, 0.5, 1, 2, 4, 8 och 16 m.

z (m) | 0.50 0.75 1.5 3.0 6.0 12.0 24.0

T (°C)

an 0.724 0.596 0.289 0.034 0.0 0.0 00 t=1-10° (s)
num-an -0.015 -0.015 -0.020 -0.003 0.0 0.0 0.0

an 0.860 0.791 0.596 0.289 0.034 0.0 0.0 t=4-10° (s)
num-an 0.000 0.001 0.002 -0.010 0.001 0.0 0.0

an 0.930 0.895 0.791 0596 0289 0.034 0.0 ¢t=16-10° (s)
num-an 0.001 0.002 0.004 0.006 -0.006 0.002 0.0

Tabell 8.3.1. Berdkningsnoggrannhet vid expansivt gitter.

I tabell 8.3.1 jamfors analytiska och numeriskt berdknade varden som erhdlls nar
den yttersta cellens temperaturpunkt ar flyttad till cellens inre rand. En jamforelse av
virdena for (t = 1-10°%) med tabell 7.2.1 (¢t = 4 - 10°) visar att forflyttningen av tem-
peraturpunkten i den yttersta cellen medfor en Skning av det absoluta berdkningsfelet
vid den férsta, kinsligaste utskriftstidpunkten fran 0.015 till 0.020. Se avsnitt 6.2.2.
Vid de tva senare tidpunkterna &r felen mindre dn 0.01.
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Kapitel 9

RUMSLIGT VARIERANDE TERMISKA EGENSKAPER.

GITTER

Ikapitel 4 visas hur den beskrivna 16sningsmetoden kan anvandas i en gitterstruktur
dar de termiska egenskaperna varierar fran cell till cell. Mellan cellerna kan det finnas
ett skikt med givet virmemotstand. Skiktets tjocklek forutsatts vara féorsumbart. Dess
varmekapacitet ar noll. )

I kapitel 6 visas hur en lamplig gitterindelning, anpassad efter ett aktuellt pro-
blems tidsskala, kan véljas vid homogena termiska egenskaper. Grunden for den anvén-
da l6sningsmetoden ar att den lokala temperaturférdelningen mellan tva nirliggande
temperaturpunkter i gittret approximativt beskrivs som en stationir férdelning. Git-
terstrukturen dimensioneras i férhllande till problemets tidsskala. Se formel (6.2.12)
och (6.3.2).

I kapitlet redovisas hur detta betraktelsesitt kan anvéndas vid val av gitterstruktur
nir de termiska egenskaperna ej ar konstanta inom berakningsomradet. Infor det slut-
liga valet av cellstruktur skall det papekas att till exempel formel (6.2.12) endast ger
en rekommendation om cellstorlekar f6r att en viss berdkningsprecision skall uppnas.
Smarre forandringar av cellstorlekarna ger inga radikala foréndringar av berdkningspre-
cisionen. Man kan ddrmed ofta vilja dem sa att 6nskad passning mellan cellstruktur
och omraden med olika termiska egenskaper erhalls.

9.1 Endimensionellt halvoandligt omrade

I avsnitt 6.2 visas hur man, i ett omrade med homogena termiska egenskaper, med
hjilp av problemets tidsskala kan definiera en expansiv cellstruktur enligt (6.2.12).
Tidsskalan definieras av att man &r intresserad av berakningsresultat i tidsintervallet
11 <t < ts (s). De tva forsta cellernas storlek ar:

Az = Azy =k %Ltl = k\/ a1ty 0<k<1 (911)
1

For varje cell som utdkar cellstrukturen dubblas storleken. For berdkningsomradets
inre rand z, giller z, > 3,/a 1.

En visentlig egenskap hos den definierade gitterstrukturen ir att den &r anpassad
till det betraktade problemets tidsskala (se avsnitt 6.2.1). Stabilitetstidsstegen for den
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i(9.1.1) givna cellstrukturen kan berdknas enligt (5.2.1). Man erhaller:

cell 1: 3k%,
cell 2: 3k%t (9.1.2)

cell i: 2%—5k2¢, i1>3

Dessa stabilitetstidssteg ar matt pad de tidsskonstanter som cellerna skall ha for att
gitterstrukturen skall ge den i kapitel 6 redovisade precisionen.

Vid en periodisk randtemperatur med periodlingden ¢, definierar formel (6.3.2) en
cellstruktur. Tidskonstanterna for cellerna i denna gitterstruktur ges av deras respek-
tive stabilitetstidssteg. Dessa &r:

.12
cell 1: g;k tp

cell 2: 2k%, (9.1.3)
2i—-5

cell i: kztp 1>3
ks

Nar berdkningsomradet omfattar flera delomraden med olika termiska egenskaper
kan den erforderliga cellstrukturen konstrueras cell fér cell fran randen och in i ma-
terialet. Cellernas stabilitetstidssteg skall overensstimma med de av (9.1.2-3) givna
uttrycken.

I vissa situationer kan man genom lampliga approximationer astadkomma forenk-
lade beskrivningar vilket belyses av foljande enkla exempel. Temperaturférdelningen
skall beraknas for ett halvoindligt omrade. De termiska egenskaperna varierar enligt
figur 9.1.1.

dq

i m

Figur 9.1.1. Varierande termiska egenskaper i ett halvoindligt omrade.
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Vérmeledningsfé6rmégan och virmekapaciteten har virdet Ay respektive Cy utom i
omradet < dy dar de ir A; respektive C;. Vid tidpunkten ¢ = 0 intriffar ett tempe-
ratursteg vid randen. Den forsta tidpunkt vid vilken man vill f3 ett berdkningsresultat
ar t;. Berdkningen skall foras fram till sluttidpunkten ;.

Beroende pa tidpunkten t; kan randen mellan omrdde 1 och 2 komma pa olika
stallen i cellstrukturen. Négra olika situationer och nagra dirmed sammanhangande
férenklingsmojligheter skall beskrivas.

Fall 1. z, = 3/a1t, < d;

Hela berdkningsomradet ligger i omrade 1. Se figur 9.1.2. Forutsattningar-
na om homogena termiska egenskaper enligt (6.2.12) ir uppfyllda.

dq

S\

-
x

Figur 9.1.2. Cellstruktur om z, = 3/a;t, < d;.

r

Fall 2. 3\/a1t; > d;

Cellstrukturen strécker sig igenom hela omrade 1 och in i omréde 2. Struk-
turens celler skall konstrueras sa att deras respektive stabilitetstidssteg
stimmer 6verens med de ovan angivna vardena. Smérre avvikelser saknar
betydelse. Berdkningen av cellernas stabilitetstidssteg sker enligt formel
(5.2.1).

En cell som berérs av omradesranden kréaver speciell behandling. En av dess
konduktanser bestar av tva seriekopplade skikt, vilket medfér en berdkning
av den resulterande konduktansen enligt avsnitt 2.3.1. Om omradesranden
passerar genom cell ¢ pd avstindet = fran cellranden blir dess virmekapa-
citet, om strickan z ligger i omréde 1, 2C; + (Az; — 2)C2 (J/m?K).

Fall 3. v/ait; > dy och 22 > )

I detta fall ligger randen mellan omrade 1 och 2 mellan den forsta cellens
mittpunkt och den yttre omradesranden. Se figur 9.1.3.
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Figur 9.1.3. Omradesrand i den forsta cellen.

Man har i analogi med (4.3.4) fér den forsta cellens konduktanser Ky /2 och
K1 1/2 (W/K) med randytan A (m?):

A

Ky = &l—d (9.14)
4 2 7%
A A2
Az
Ky12 = zomaz74 (9.1.5)
2
Den férsta cellens virmekapacitet (J/K) ar:
Ceett 1 = A(d1C1 + (Azy — d4)C) = (9.1.6)
A(A:qu - dl(Cz - C]))
Om C; << C3 har man approximativt:
Ceett1 = A(Az1 — d1)Co (9.1.7)

Fall 4. Azy/2 >> d
Omrade 1 utgor, i forhallande till cell 1, ett tunt skikt nirmast den yttre
randen. Uttrycken (9.1.4) och (9.1.7), dir C; << C2, kan approximativt
skrivas:

Ky (9.1.8)
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Ceett1 = AAz1C,y (9.1.9)

Denna formulering av uttrycken for den forsta cellen motsvaras av cell-
strukturen i figur 9.1.4. Omrade 1 betraktas som ett isolerande skikt med
férsumbar tjocklek, varfor skiktets virmekapacitet ar noll. Skiktets virme-
motstand ir dy /).

Figur 9.1.4. Ett materialskikt representeras av ett virmemotstand.

Den férsummade virmekapaciteten i omrade 1 innebér att temperaturfor-
delningen inne i omrade 1 i varje dgonblick ges en stationdr beskrivning. I
den anvinda 16sningsmetoden betraktas den lokala temperaturfordelningen
mellan angrinsande temperaturpunkter som approximativt stationir un-
der ett tidssteg. Den gjorda forenklingen att, i den betraktade tidsskalan,
féorsumma virmekapaciteten i omrade 1 ligger saledes i linje med 16snings-
metodens principer.

Féljande exempel far illustrera val av gitter for en situation enligt fall 2 ovan.

Exempel pa gitterval enligt fall 2.

Omradet dr halvodndligt. Pa stérre avstdnd 4n 0.08 m frin randen &r
virmeledningsformagan A = 4 W/mK. Med t; = t, = 100 s erhélls Az; =
vat; = 0.01 m. De tre nédvindiga gittercellernas storlekar ir 0.01, 0.01 och
0.02 m. Cellerna ligger i ett omrade med homogena termiska egenskaper
och problemet med varierande termiska egenskaper uppstar inte.

Om t; = 3600 erhdlls Az; = /at; = 0.06 m. Cell nummer 2 kommer
att beréra omraden med olika termiska egenskaper. Avsnitt 9.1 anger hur
den forsta intressanta tidpunkten ¢, bestimmer den tidsskala (det stabili-
tetstidssteg) de olika cellerna skall ha.
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2 3 4
X X X X cellindelning
e "I, "L ﬂb ﬂb ,.I’ ,'I, nl'
0.06 0.02 x y 2y 2y 4y

Figur 9.1.5. Gitterindelning.

Lat avstdndet mellan omradesranden och den andra cellens mittpunkt vara
x (m). Avstandet frén cellens temperaturpunkt till cellranden mot cell 3 ir
y (m). Se figur 12.2.1. Den tredje cellens storlek sitts till 4y och den fjarde
cellen blir 8y. Cellerna 3 och 4 féljer formel (6.2.12) om dubblad cellstorlek.
Detta giller &ven den halva av cell 2 som grénsar mot cell 3 och som har
samma termiska egenskaper som cellerna 3 och 4.

Formel (9.1.2) anger att stabilitetstidssteget for cell 3 (¢ = 3 och k = 1)
skall vara 2¢; = 7200 s. For cell 3 erhdlls Kqq), = 4/3y, K312 = 4/6y
W/m?K och C3 = 8y-10° J/m?K. Man erhéller Atgq = 4y? - 10% s och
y = 0.0424 m.

For cell 2 erhdlls K1/, = 4/(z + 0.1), K31/, = 4/3y W/m?K och C; =
2(z + y + 0.02) - 106 J/m?K. Man erhéller med hjilp av (9.1:2) = = 0.0105
m.

Med den valda beskrivningen av cell 2 ligger dess temperaturpunkt inte i
cellens geometriska mittpunkt. Detta har ingen avgérande betydelse for
berdkningsnoggrannheten. Se till exempel tabell 8.3.1 som belyser hur felet
paverkas av att temperaturpunkten i den forsta cellen flyttas fran cellens
mittpunkt till randen mot nésta cell.

9.2 Flerdimensionellt omrade

Den i avsnitt 9.1 redovisade principen for gitterval kan tillimpas pa flerdimensio-
nella omraden. Betrakta ett tvddimensionellt omrade enligt figur 9.2.1.
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Figur 9.2.1. Tvadimensionellt omrade med olika termiska egenskaper.

I figuren visas ett grundliggande fall med tvad omraden med olika termiska egen-
skaper. For varje punkt mellan randen mellan de tva omradena kan man bestdmma det
kortaste avstandet till den yttre randen. L3t di och di,mas vara det minsta respektive
storsta av dessa virden som erhalls for ndgon punkt lings randen. Lat dp betyda det
storsta mattet for omrade 2.

Vid tidpunkten ¢ = 0 intraffar ett temperatursprang vid den yttre randen. I analogi
med de tidigare fallen i avsnitt 9.1 dr tidpunkterna t; och ¢, avgérande for gitterstruk-
turen. Féljande uppspaltning i olika fall visar 6versiktligt hur ett problems tidsskala
paverkar forenklingsméjligheterna.

Fall A. 3Vaits < dy

Omrade 2 ar vid tidpunkten t; endast forsumbart paverkat av tempera-
turtidssteget vid den yttre randen. Beridkningen behover endast omfatta
lamplig del av omrdde 1. Eventuellt kan problemet behandlas som endi-
mensionellt i normalriktningen mot den yttre randen.

Fall B. 3Vaqt; > dy

I samtliga delfall B paverkas bade omrade 1 och 2 av den dndrade randtem-
peraturen.

Fall B.1. /a1t >> dy, mez och agt, >> ds

Det betraktade omradets tidsskala ar sa liten i forhallande till tidslingden t;
att temperaturfordelningen approximativt har natt sitt stationéra slutvarde
i hela omradet redan vid den forsta intressanta tidpunkten.

Fall B.2. \/altl >> dl,ma:l:

I detta fall har omrade 1 si liten tidsskala jimf6ért med den intressanta
tidslingden t; att omradet kan behandlas som ett tunt skikt med férsumbar
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viarmekapacitet. Jamf6ér med fall 4 i avsnitt 9.1.

Fall B.3. \/ast; >> d;

I detta fall har omrade 2 sd liten tidsskala att, for varje tidssteg i det
dynamiska férloppet i omrade 1, temperaturen i omrade 2 approximativt
beskrivs av en stationdr temperaturférdelning. Denna fordelning bestdms
vid varje diskret tidpunkt av den aktuella temperaturen i omrade 1’s rand
mot omrade 2.

Fall B.4. 6vriga fall

Problemets tidsskala ar sadan att temperaturfordelningen maste behandlas
som tidsberoende i bade omrade 1 och 2. Inga littillgingliga forenklingar
kan goras i den storskaliga delen av problemet.
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Kapitel 10

INFORMATIVA ANALYTISKA LOSNINGAR

Ett virmeledningsproblem kan vara komplicerat till exempel pa grund av besvirlig
geometri och/eller tidsberoende randvillkor, vilka omfattar ett brett spektrum av fre-
kvenser. Superponeringsprincipen innebar, under vissa férutsittningar, att ett termiskt
férlopp kan ses som summan av enkla delférlopp eller grundfall.

Man kan definiera ett.antal karakteristiska grundfall, vilka innehéller avgérande
information vid analys av komplicerade situationer. Visentliga egenskaper ar rackvidd
(hur langt den termiska influensen frén en rand nir) och tidsskala (till exempel hur
lang tid temperaturutjamning tar for ett delomrade).

Man kan pa detta sitt klargdra vilka delar av den totala processen som har bety-
delse i de omraden och vid de tidpunkter man ar intresserad av. Resultatet kan bli en
férenkling saval av berdkningsomradets geometri som av de randvillkor man behéver
studera effekten av.

10.1 Intrangningsdjup i en randytas normalriktning

10.1.1 Temperatursteg
I en plan halvodndlig rymd, = > 0, &r temperaturen 7(z,t). Begynnelsetempe-

raturen ar T(z,0) = 0. Vid tider ¢ > 0 &r yttemperaturen T'(0,t) = Tp,. Se figur
10.1.1.

'/ o
T(0,t)=T, T(x,0)=0 > X

SN

Figur 10.1.1. Temperatursteg. Plan geometri.
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Problemet definieras i skalad form pa f6ljande satt.

Begynnelsevillkor:

T(z,00=0 z>0 (10.1.1)
Randvillkor:

T0,)=1 t>0 (10.1.2)

Lésningen ges av [Carslaw, Jaeger, 2.4}

T'(z,t) = ﬂTﬂQ =erfc(z’) =1 - %/m e de (10.1.3)
m 0

' = z/v4at

Losningen ges av erfc(z’), den komplementira felfunktionen, med argumentet z’ =
z/+/4at. 1 argumentet ar lingdkoordinaten z skalad med den tidsberoende lingden
V4at. Temperaturkurvan har i viss mening samma form vid alla tidpunkter (figur
10.1.2).

erfc(x)
1.0

-

\\

0.5 - 1--2 x\

3 "3 N

- 1 _x?

€

L !r?x
0.0....1..LL4....X
0.0 0.5 10 1.5

Figur 10.1.2. Funktionen erfc(z).

Enkla uttryck for temperaturfrontens lage i materialet kan ges pa foljande satt.
Lat o5, 0.1 och zo01 vara koordinaten dir temperaturen ar 0.5T},, 0.17}, respektive
0.017,,. Féljande samband gller:
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Tos ~ 095\/(3
zo1 ~ 2.3Vat (10.1.4)
To.01 X 36\/&

For ett materiel med a = 1-107% m?/s ger tabell 10.1.1 intringningsdjup vid olika
tidpunkter.

t 1tim | 1dygn | 1 vecka [ 2man | 14&r | 10 ar | 100 ar
zos | 0.06 | 0.30 0.78 2.3 56 | 18 56
201 | 0.14 | 0.69 1.8 5.3 13 41 130
zo.o1 | 022 | 1.1 2.8 8.3 20 | 65 200

Tabell 10.1.1. Intringningsdjup (m) f6r 50, 10 och 1 % av ett temperatursteg vid
randytan. Plant fall.

Av tabellen framgar att t ex inom ett ar efter ett temperatursprang har maximalt 10
% av detta ndtt lingre in i materialet &n 13 m. Funktionen erfc(z’) gar mot ett nir
argumentet =’ gar mot noll. Temperaturen i en godtycklig punkt z gar siledes mot
slutvardet T, vid vaxande t.

Motsvarande fall, men med sfirisk geometri, visas i figur 10.1.3. Vid tiden ¢t =0
hojs yttemperaturen i den sfiriska haligheten fran T = 0 till T = T,

il

T>0g

/

T('.yt)=Tm

VA /

Figur 10.1.3. Temperatursteg. Endimensionellt sfariskt fall.

Losningen ges av [Carslaw, Jaeger, 9.10}:

T(r,t)= %erfc (T\/;%’) T T, (10.1.5)

I det sfiriska fallet gar temperaturen i en punkt r vid vixande tid mot virdet:
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=T > (10.1.6)

Den maximala temperaturférindringen i en punkt &r omvént proportionell mot avstan-
det fran sfirens centrum.

L&t 7o.5, T0.1 och 79,01 beteckna koordinaten f6r den punkt dir temperaturen i ett
visst gonblick &r 50, 10 respektive 1 % av den maximala, slutliga temperaturférand-
ringen i punkten. Man erhaller:

Tos & 75 + 0.95vat
To1 & Ts + 2.3Vat (10.1.7)
To.01 & 75 + 3.6v/at

Betrakta foljande sfariska fall:

rs=10m a=1-10"%m?/s
T =80 °C (10.1.8)

I en punkt 40 m utanfér sfirens yta (r = 50 m) gar temperaturen enligt (6.2.6)
mot slutvirdet 16 °C. Med hjilp av (10.1.7) kan tidpunkten nir temperaturhéjningen
blivit 8 °C (ro.5=50 m) bestdmmas till ~ 50 &r.

I ett motsvarande plant fall 4&r ¢ = 40 m. Tidpunkten nir temperaturhdjningen
i denna punkt ar 8 °C ges av villkoret g3 = 40 m. Man erhaller tiden ~ 10 ar.
Temperaturen i punkten vaxer mot slutvirdet 80 °C. Exemplet illustrerar skillnaden i
rackvidd och tidsskala mellan plan och sfirisk geometri.

10.1.2 Periodisk temperatur

I en plan halvoindlig rymd, z > 0 ar temperaturen T(z,t). Den periodiska
randtemperaturen ges av

T(0,t) = T, sin (?) (10.1.9)
0

Losningen ges av [Carslaw, Jaeger, 2.6]

T(z,t) =T, -T'(z',7)

T'(a',7) = e~ sin(2r7 — &) (10.1.10)
=z
z Z
4
r=>
to
ato
"=V
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Den periodiska svingningens amplitud dimpas med faktorn e~%/4. Fasforskjutningen
i en punkt ges av —z/d,. Storheten d, betecknar temperaturvariationens intringnings-
djup. I tabell 10.1.2 ges ddmpningsfaktorn som funktion av z/d,.

z/d, 10 [20 [30 [40 [50
e —%/d | 037 [ 0.14 | 0.050 | 0.018 | 0.007

Tabell 10.1.2. Dampningsfaktorn e=%/d,

P4 avstandet 3d, fran randen &r variationens amplitud 5 % av randvariationens
amplitud. Temperaturvariationens amplitud T,mp skall ges for plan, cylindrisk och
sfarisk geometri. I de tva senare fallen ir randytans radie r. respektive rs.

Plan geometri:

_=z
Tump(z) = Tae % z>0 (10.1.11)

Cylindrisk geometri:

S
Tomp = Ta,/%f‘e dp >,

(10.1.12)
s=r—r/c
Sfirisk geometri:
5
Tomp = ToTte 9 >
P e = (10.1.13)
S=r—r1,

Dimpningen av amplituden ir en produkt av tva faktorer. Den ena faktorn, e=*/dr,
ar gemensam for de tre geometrierna. Den &r en funktion av avstindet s frén ytan
och av variationens periodlingd. Den andra faktorn har virdet 1 (plant fall), \/rc/7
(cylindergeometri) respektive r,/r (sfarisk geometri).

Intrangningsdjupet d, 4r en funktion av periodtiden t, och temperaturledningstalet
a. Tabell 10.1.3 ger d,, som funktion av ¢, nir a = 1-107¢ (m?/s).

t 1sek | 1min | 1tim | 1dygn | 1 vecka | 1 man | 1ar | 5 ar
d, (m) | 0.0006 | 0.004 | 0.034 | 0.17 0.44 0.91 32 |71

Tabell 10.1.3. Intringningsdjupet d, (m) for olika periodlingder ¢, (a = 1078 m?2/s).

Lat sq.5, 0.1, 0.01 och 80001 vara koordinaterna for den punkt dar vardet av e~*/dp

ar 0.5, 0.1, 0.01 respektive 0.001. Foljande varden erhalls:
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80.5 ~ 0.69dp

80.1 ~ 2.3dp ( )
10.1.14
$0.01 ~ 4.6dp

$0.001 ~ 6.9dp
I ett plant fall har temperaturvariationens amplitud dampats till 10 % pa avstandet
2.3d, fran ytan. Tabell 10.1.3 visar att en temperaturvariation med arsperiodicitet nar
cirka tjugo ganger lingre in i materialet 4n vid dygnsvariation. I det sfiriska fallet

tillkommer dampningsfaktorn 7,/r som minskar rackvidden ytterligare jamfort med
det plana fallet.

10.2 Intrangningsdjup under isoleringskant

Geometrin for de betraktade fallen dr den plana halvodndliga rymden, z > 0 (figur
10.2.1). Temperaturen ges av T'(z,2,t). Lings den positiva z-axeln finns en isolering,.
Randvillkoren framgar av figuren.

et
TN TT

Figur 10.2.1. Kantproblem dar ett isolerande skikt ligger lings hela positiva z-axeln.

Temperaturen T'(z,0,t) under isoleringen skall beskrivas fér nigra olika grundfall.
Den konstanta randtemperaturen T' = 0 f6r z > 0 dimpar forloppet. Ju tjockare isole-
ringen dr desto mindre blir influensen fran randtemperaturen T' = 0. Minst dampning
erhalls vid totalisolering, dvs d& dT'/dz = 0 for = > 0.

Denna maximala temperaturspridning under isoleringen skall ges fér samma rand-
temperaturer som anvinds i avsnitt 10.1.

10.2.1 Temperatursteg

Problemet definieras i figur 10.2.2.
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T
= —_:0
T=Tm v—T——— 5
=0 t>0

NNANNNNNANNNNN & x

T(x,z,0)= 0

Figur 10.2.2. Temperatursteg vid isoleringskant.

Temperaturen lings positiva z-axeln ges av [Hagentoft, 1985]:
T(z,0,t) = Trn - f(2')
z' =z //at

Funktionen f(z') ges i figur 10.2.3. P4 stort avstdnd frin isoleringskanten erhélls ett
endimensionellt forlopp i normalens riktning:

(10.2.1)

z/
T(—o0,2,t) = Trerfc <§)
(10.2.2)

!

_ =z
z—ﬁ

Funktionen erfc(2’/2) ges i figur 10.2.3.

1.0
RN
\
N\
\
\
AY
\ J
05| Nerfe( z/2)
N
~
~
#(x’) S
\\\\‘s zl
0.0 . L A T ——=d X'
0.0 10 20 3.0

Figur 10.2.3. Funktionen f(z') enligt (10.2.1) och erfc(z’/2) enligt (10.2.2).

Man kan ge enkla uttryck fér hur temperaturfronten rér sig in under isoleringen.
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Lat z, ange z-koordinaterna for temperaturnivén T'(z,0,t) = p-Tpn, 0 < p < 1 under
isoleringen vid tiden ¢. Man erhaller med hjalp av figur 10.2.3:

zo.5 ~ 0.30v/at
sos ~ L5v/al (10.2.3)
To.01 N 28\/(5

Enligt (10.1.4) och (10.2.2) har man pa stort avstand fran isoleringen fér den en-
dimensionella temperaturfronten féljande frontlégen efter tiden ¢ (endimensionell plan
temperaturférdelning):

20.5 ~ 0.95V/at
201 ~ 2.3/at (10.2.4)

2001 ~ 3 6\/&

Av (10.2.3-4) framgar att fronten rér sig langsammare in under isoleringen an vad
den ostérda fronten gér vid endimensionell intrangning vinkelrdtt mot en yta.

10.2.2 Periodisk temperatur

Problemet definieras i figur 10.2.4.

T=Tacos( 21t/ tp) —T_‘ -:%:o
z

Figur 10.2.4. Periodisk randtemperatur vid isoleringskant.

Problemet &r 16st i [Hagentoft, 1985]. Vid 16sningen har en komplex beskrivning an-
vénts. Temperaturen T'(z,2,t) &r en periodiskt varierande funktion, vars amplitud
minskar med avstandet fran randen. Enligt den analytiska l6sningen ges amplituden
for T(z,0,t), = > 0, av

(1492
erfc ( q

T, (10.2.5)
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Langdkoordinaten har, i likhet med 18sningen (10.1.10), skalats med faktorn dp:

d, = ,/ffr—" (10.2.6)

Amplituddimpningen som funktion av z/d, ges i figur 10.2.5. I denna ges dven ddmp-
ningen for det ostérda, endimensionella problem som erhalls pa stort avstind fran
isoleringskanten (z = —o0). Se &ven (10.1.10).

amplitud
1.0

0.5}
z/dp
0.0 . x/dp
0.0 [ 20

Figur 10.2.5. Amplitud f6r temperaturen T'(z,0,t) under plattan. Den streckade kur-
van ger som jamforelse den vertikala temperaturférdelningens amplitud
langt fran isoleringen.

Lat z, ange z-koordinaten for den punkt under isoleringen dar amplituden ar p-T,,
0 < p < 1. Man erhaller:

0.5 & 0.20d,
201 ~ 1.3d, (10.2.7)
To.01 32dp

Intréngningsdjupet under isoleringen ar en faktor 2-3 mindre &n det vertikala intrang-
ningsdjupet 1angt fran isoleringskanten, vilket beskrivs i (10.1.14).

For fall dar totalisoleringen (z > 0) ersitts med en begrinsad isolertjocklek och
déar rand- villkoret ar en konstant randtemperatur (z > 0) blir intrdngningsdjupet
under isoleringen mindre dn vad som ges i (10.2.7). Uttrycken i (10.2.7) ger maximalt
intrangningsdjup.

10.3 Global rackvidd for ett system

Vid uppskattning av hur temperaturen utbreder sig i den tredimensionella rymden
pé stort avstdnd fran en storningskilla kan man utgd fran det totala virmeflédet fran
denna. Man finner di analytiska l6sningar, som visserligen inte ar tillampliga i ome-
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delbar nirhet av storningskillan, men som ger karaktdren av temperaturfordelningen
pa storre avstand.

10.3.1 Punktkalla och dipol

Lat det konstanta virmeflodet frén en punktkilla i en odndlig rymd vara Q (W).
Temperaturfiltet ges av T'(z,y, z,t). Begynnelsetemperaturen ar:

T(z,y,2,0)=0 (10.3.1)

Punktkéllan dr placerad i origo. Losningen ges av [Carslaw, Jaeger, 10.4):

1
T(il?’?/,zﬂ) = gx . ;erfc (\/ZTt)
r=JITP TR

(10.3.2)

Funktionen erfc(s) ges i figur 10.1.2. Vid vixande tid ¢ gar funktionens argument mot
noll i varje punkt. Temperaturfordelningen gar mot:

Q 1
T(2,9,2,00) = 75— (10.3.3)
Anvéndning av (10.3.2) vid till exempél beskrivning av den globala temperaturfor-
dndringen fran ett uppvarmt bergrum innebér att ingen hénsyn tagits till markytans
paverkan pa temperaturfaltet.
Markytans betydelse kan beskrivas pa f6ljande sitt. Lat punktkillan ligga pa
djupet D. Markytans temperatur skall vid alla tidpunkter vara T'(z,y,0,t) = 0,¢ > 0.

Losningen erhalls genom spegling. Se figur 10.3.1.

0,0-D) -Q
( ) Y Tleo=0
Tlze0=0
"2
X
r
(x,y,2)
(0,0,0) { "
Q

Figur 10.3.1. Spegling av punktkalla pa djupet D.
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Man erhaller:
— L T j_ ' r
T(z,9,21) = 47")\1‘1erfc _\/zi‘T_t - 47rz\r2erfc ﬁ?
=22 +y2+ (z - D)? (10.3.4)

ro =122+ y2+ (24 D)?

Vid stora tider ¢ nirmar sig funktionen (10.3.4) grinsvérdet:

1 1
T(z,y,z,oo) = Z% (H - '1;) (1035)

Vid stora virden pa r; och rp giller approximativt:

To—T1 R 25) sina (10.3.6)

Ty T2 ~T
Funktionen (10.3.5) kan d3 skrivas:

@Q-2D sina

o (10.3.7)

T(z,y,z,00) =

De tvd punktkéllorna ger upphov till ett dipolfdlt. I varje riktning « fran dipolens
centrum avtar temperaturen med 1/r2.

10.3.2 Linjekalla

Det konstanta virmeflodet fran en linjekilla med oindlig utbredning ar ¢ (W/m).
Geometrin ir cylindersymmetrisk. Temperaturen ges av T'(7,t). Problemet definieras
av:

T(r,0)=0 r>0

(O =g 150 (10.3.8)
Losningen ges av [Carslaw, Jaeger, 10.4}
=
T(r,t) = Z’g—/\—El (m)
(10.3.9)

r= VTP

I funktionen E;’s argument ir radien r skalad med den tidsberoende lingden +/at.
Temperaturprofilen har i viss mening samma form vid alla tidpunkter. Funktionen
Ey(s) ges i figur 10.3.2 [Abramouwitz, 1979, s 228)
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E,(5)

Figur 10.3.2. Funktionen E;(s).

Approximativt galler:

Ei(s)~ %e" (1 - %) §>5
El(s)zln(%)—7+s 0<s<0.5
(10.3.10)
v = 0.5772 (Eulers konstant)

Vid vixande tid ¢ gar argumentet s mot noll i varje punkt. Det betyder enligt (10.3.9-
10) att temperaturen i varje punkt vixer obegrinsat. Detta kan jamféras med den
slutliga temperaturen runt en punktkilla dir temperaturen i varje punkt vixer mot ett
begrénsat slutviarde (10.3.3).

10.4 Insvangningstider

10.4.1 Temperatursteg vid skiva

I en skiva dr avstandet mellan de tva parallella ytorna L. Temperaturen ges
av T(z,t), 0 < z < L. Begynnelsetemperaturen dr T'(z,0) = Tp. Vid tiden ¢ > 0 ar
skivans randtemperaturer T(0,t) = T(L,t) = Tm. Se figur 10.4.1.
I skalad form kan problemet definieras pa foljande sitt:
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T(z,t) — T

T'(z,t) = T =T, (10.4.1)
Begynnelsevillkor:
T'(z,0) =1 (10.4.2)
Randvillkor:
T'(0,t) = 0
T’EL’t))z ) } t>0 (104.3)
T=T, T( X 0) To T=Tm
e 71 ~
O
Figur 10.4.1. Temperatursteg i en skiva.
Losningen ges av [Carslaw, Jaeger, 3.4):
0o _((2nt1)r\?
T'(z,t) = 4 E 2n1+ 1 sin ((211 zl)m:) e a( L ) t (10.4.4)

Termerna i serien dimpas kraftigt med vixande n. Den f6rsta termen, n = 0, blir darfor
avgorande for hur snabbt temperaturen i skivan ndrmar sig den slutliga, stationdra
temperaturfordelningen. Den forsta termen ger:

2
r.
T'(z,t) = smE Patyeal

T (10.4.5)

Exponentialfaktorn avgér hur snabbt temperaturen i plattan nirmar sig slutvardet
T'(z,00) = 0.

Formel (5.2.1) anger ett lingsta tidssteg vid den numeriska 16sningen. Om den
betraktade skivan representeras av en enda gittercell erhalls (endimensionella forhal-
landen):

Az?
Atstab = T

Q|-

Detta tidsvirde, insatt i ddmpningsfaktorn i (10.4.5), ger:

s
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e 4 ~0.085 (10.4.6)

Jamfért med den inledande temperaturférdelningen ar avvikelsen fran den slutliga tem-
peraturférdelningen T = 0 mindre &n 10 %.

Situationen kan utvidgas till allminna tredimensionella forhallanden. En parallell-
epiped har sidorna L, L, och L, i de tre koordinataxlarnas riktning. Origo ligger mitt
i den betraktade volymen. Begynnelsevillkoret, ¢t = 0, ar:

T’(:l:, Y,z, 0) = f(CE, Y, z) (10.4.7)

Hir &r f(z,y,z) en godtycklig temperaturfordelning. Randvillkoret for de sex rand-
ytorna ges av:

T(z,y,2z,t)=0 t>0 (10.4.8)

Den allménna 16sningen ges av:
T nyTY
/ — Loin (ReTZY oo (PuTY Y
T'(z,y,2,t) = E L — sm( T, ) sm( I, ) (10.4.9)

n:y"yqnz-_-l

2

2.2 n2xr n2n?
—at(ﬁ‘g— + 4=+ —‘z—)
sin (i_anz) e Lz Ly L

Summeringen utférs {6r alla kombinationer av ng, ny och n,. Faktorerna an,n,mn,
bestdms av begynnelsetemperaturen f(z,y,2).

Termerna i summan ddmpas kraftigt med ékande virden pa ng, ny och n,. For
den ligsta termen med n; = ny = n, = 1 kan man definiera en tidskonstant ¢., sa att
dimpningsfaktorn kan skrivas e~t/t:

t, = : ! — (10.4.10)
o (4 + 4 +135)
Stabilitetstidssteget for parallellepipeden ar enligt (5.2.1):
1
Atyyap = ] ] ] (10.4.11)
4a (E + L_f + 'ﬁ)
Man erhaller:
Atstab w?
Dhotab _ T 95 (10.4.12)
1. 1

Uttrycket (10.4.12) giller dven vid tvadimensionella (L, — o0) och endimensionella
(Ly, L, — oo) forhallanden.

Stabilitetstidssteget for en cell definierar en tidslingd som &r 2.5 ginger sa lang
som tids- konstanten for den langsammast avklingande termen i temperaturen (10.4.9).
Efter stabilitetstidssteget har temperaturen dimpats med faktorn 0.085 enligt (10.4.6).
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10.4.2 Temperaturavklingning i delvolym

I omradet —oo < z < oo ges temperaturen av T'(z,t). Begynnelsetemperaturen &r:
T, -L/2<z<L)2
T(z,0) = (10.4.13)
0 |z|>L/2

Enligt [Claesson et al.,1980] ar losningen for ¢ > 0:

T(z,t) =Ty-f(z',7)

fa't) =05 (erf (O-f/‘; ) +erf (O-f/? )) (10.4.14)
T= dat =2
- L? — L

Funktionen erf(s), felfunktionen, ges i figur 10.4.2. Funktionen f(z’,7) gesi figur 10.4.3.

erf(s)

X 33

0.0 1.0 2.0

Figur 10.4.2. Felfunktionen erf(s).

f é X,7)
1.
0.01
o1 0.02 7
Y 0.05
0.5
0.5 1
2
5
0 x’
4] 10 2.0 3.0

Figur 10.4.3. Funktionen f(z/,7).



156

Medeltemperaturen T, (t) i omradet —L/2 < & < L/2 ar:
4
Tm(t) =T - fm (LL})
1
fm(T):erf (&;)—ﬁ(l—e 1')

Funktionen f;, ges i figur 10.4.4.

(10.4.15)

'm(‘r)
1.0
05
) L N 1 T
o 10 2.0 30

Figur 10.4.4. Funktionen f, (7).

Dela in z-axeln i en gitterstruktur med cellstorleken Az = L sa att en av cellerna
tacker omradet |z| < L/2. Enligt (5.2.2) ir stabilitetstidssteget for en sddan cell:

L2
Atstab = %

Det skalade tidsvardet for stabilitetstidssteget ar:

4a 'L?

ATstub =

Figur 10.4.4 ger f,(2) =~ 0.38. Jamfort med den inledande temperaturen T i cellen
runt origo ar avvikelsen fran den slutliga medeltemperaturen 7' = 0 ungefar 38 % efter
tiden Atsqp. Med den i kapitel 4 beskrivna losningsmetoden ir, efter tiden Atgq,
cellens temperatur T' = 0. Se avsnitt 5.1.1.

For ett tredimensionellt fall ges begynnelsetemperaturen av:

Ty 2| < Ls/2,|y| < Ly/2,|2| < L2/2
T(z,y,2,0) = (10.4.17)

0  ovrig volym

Losningen ges av:
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z 4at y 4at z 4dat
T(z,y,2,t)=T1-f (f;, E) i (E» Tg) -f (L_z’ Tg-) (10.4.18)

Medeltemperaturen i det betraktade omradet ges av [Claesson et al.,1980]:

To(t) = Ti - fm (%3) o (i’%) o (%) (10.4.19)

Funktionen fm(7) ges i (10.4.15). Lat de tre lingderna L, Ly och L, vara lika stora.
Vid en indelning i en tredimensionell cellstruktur ger (5.2.5) stabilitetstidssteget for en
cell:

L2

Atgrgy = %a (10.4.20)

Det skalade tidsvardet for stabilitetstidssteget ar 7 = 2/3. Figur 10.4.4 och (10.4.19)
ger:

T (g_;) =Ty - (fm(2/3))° ~ 0.18T} (10.4.21)

Medeltemperaturen T}, (t) ir ett mitt ps virmeinnehallet i den betraktade kuben om
temperaturen T' = 0 viljs som referensnivd. Vid berdkningen behandlas virmetrans-
porten genom kubens rdnder pa ett exakt sdtt enligt virmeledningsekvationen. Efter
den tid som motsvaras av kubens stabilitetstidssteg &terstir 18 % av kubens virmein-
nehdll. Med den approximativa beskrivning som anvédnds vid den numeriska 16sningen
forlorar kuben hela virmeinnehallet under tidssteget. Se avsnitt 5.1.1.

10.5 Temperatursteg vid horn

I ett omrdde z > 0, y > 0 ges temperaturen av T(z,y,t). Begynnelsetemperaturen
ar T(z,y,0) = 0. Vid tiden ¢t > 0 ir randtemperaturen Ty, Se figur 10.5.1.

-l

T=Tm Tl x,y,O):/

T=Tm

= X

Figur 10.5.1. Temperatursteg vid tvadimensionellt h6rn.
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En skalad 16sning T"(z,y,t) ges av [Carslaw, Jaeger, 5.6]:

T'(z,y,t) = I(Z:Lt) = 1— erf(z’) - erf(y’) (10.5.1)
o' = —2
4at
y = Y

ﬁ

4at

Funktionen erf(s) ges i figur 10.4.2. Vid vixande s gar erf(s) mot virdet ett. Av
funktionen (10.5.1) framgar att for vixande y' giller:

T'(z,y,t)— 1 — erf(z’) = erfc(z’)
(10.5.2)
V4at -

Vid varje tidpunkt niarmar sig, pa tillrickligt stort avstdnd fran hornet, tempera-
turfordelningen en endimensionell 16sning i z-led vilken &r ostord av hornet. Lat y,
vara den punkt dir erf(y’) vid en viss tidpunkt ir stérre dn p (0 < p < 1). I analogi
med (10.1.4) erhélls:

Yo.90 ~ 2.3v/at
(10.5.3)
Yo.99 ~ 3.6v/at

Uttrycken i (10.5.3) ger mojligheten att vid valfri tidpunkt bestdmma var den tvadi-
mensionella 16sningen, med given feltolerans, Gvergar i en endimensionell 16sning enligt
avsnitt 10.1.1. Det s6kta avstandet dr proportionellt mot kvadratroten ur den passerade
tiden efter temperaturspranget.

I ett tredimensionellt fall definieras problemet pa foljande sitt. Temperaturen ges
av T(z,y,2,t).

Begynnelsevillkor:
T(z,y,2,0)=0 (10.5.4)

Randvillkor, ¢ > 0:

T(O’y7z,t)=Tm y>0,2>20
T(z,0,2,t) = Tn >0,2>0 (10.5.5)
T(Ovyvzvt)=Tm 1720,:(]20

Losningen ges i analogi med (10.5.1) av:

T'(e,5,2,1) = TG — 1 _ eri(a!) - erl(y) - exf(2)

r__ T
7' = = (10.5.6)
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4

N
N
]

4a

~

Enligt (10.5.6) gar 16sningen vid tillrickligt stort virde pa nagot av argumenten z’, y’
och 2’ mot tvidimensionella férhdllanden. Dessa virden erhalls i analogi med uttrycken
i (10.5.3). Vid tillrackligt stora virden pa kombinationen av tva av faktorerna ovan
gar 16sningen mot endimensionella férhéallanden.

I ett tredimensionellt fall kan man, beroende pa geometri och tidpunkt, eventuellt
férenkla problemets geometri till ett tva- eller endimensionellt fall.

10.6 Platta pa mark

10.6.1 Given randtemperatur

I en halvoindlig, tvidimensionell rymd, z > 0, 4r temperaturen T(z,z). Det
stationdra problemet definieras av féljande randvillkor:

T(z,0)=Tn |z|<B/2

(10.6.1)
T(z,0)=0 |z|> B/2
T=0 T=Tp —sp—T=0
+ A > x
B/ /l/ B/2
s s /s
z
Figur 10.6.1. Platta pd mark. Randvillkor.
Foljande skalning viljs:
T(z,2) =Tn-T'(z',2')
o= =
= B/2 (10.6.2)

/

-2
Z =B/2
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Losningen ges av:

’ ot
T'(z',2') = —% (arctan (1 —:,I > + arctan kl z’z )) (10.6.3)

Funktionens derivata i z-led ar:

or
0z

171 1 ,
z:o_w<1+w+1—w) o] < 1 (10.6.4)

Véarmeflodet i vertikalled lings randen |z| < B/2 &r proportionell mot funktionen
(10.6.4).

Vid tredimensionella férhallanden, z > 0, ges den stationdra temperaturen av
T(x,y,z). Plattan ticker ytan |z| < B/2, |y| < L/2. Féljande skalning viljs:

T(a;, Y, Z) = Tm * Tl(a:lv y,v Z,)

z =

o

o]
S~
S

(10.6.5)

Q\
Il
S
N
)

N\
]
|N

&
~
I

Problemet definieras i skalad form av:
T («/,y,0) = 1 lz'| <1, |¥|<L/B (10.6.6)
T (z',y',0) = 0 utanfor rektangeln (10.6.7)
Losningen ges av:
T'(z',y,2') = %;{A(l -2, L/B-y,Z)+ A1+, L/B -,z )+
Al-2,L/B+¢,2")+ Al +2',L/B+¥,2")} (10.6.8)
A(r, s,t) = arctan (Vﬁ%ﬁjﬁ)

Funktionens derivata i z-led ar:

/4 .
|,y =R ¥) + R(~2",¢/) + R(z',~y') + R(~z',~/)

(10.6.9)

! / 1 1 l
R(z',y') = E;\/(l_z')Z + (L/B-y')?

|z'l<1  och |¢|<L/B
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10.6.2 Givet randvarmeflode

I en tvadimensionell halvodndlig rymd, z > 0, ges temE————m orat
stationira problemet definieras av foljande randvillkor (figur——o- lo'ﬁu;;m av I(2,2). Det

3T(z 0)

et |z| < B/2

(10.6.10)

T(z,0)=0 |z| > B/2

Figur 10.6.2. Platta pd mark. Randvillkor.

Foljande skalning viljs:

T(z,z) = %‘T'(a",z')

(10.6.11)

" B2

Problemet definieras i skalad form av:

o1’
a2

=1 |z’ <1

(10.6.12)
T'(z',0) =0 |z'] > 1

Enligt [Claesson, Eftring, 1980, kap 6-7)] ges 16sningen av:

T'(2',2") = JVFFE 22+ f+ 2

f= 14+(z)*—(2')? (10.6.13)
- 2

Speciellt galler:
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T'(2',0) = /1 — (2')? 2| < 1 (10.6.14)

Vid cylindersymmetri ges temperaturen av T'(r, z). Det skalade problemet definie-
Tas av:

"
9 - 0<r<1

T'(+',0) =0 r>1
(10.6.15)

TI

=

ZI

I
ol

Temperaturen 77(7’,0) i omradet 7' < 1 ges av:

T/(r',0) = %,/1 —(y? (10.6.16)
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Kapitel 11

FORENKLINGSVAGAR.

Ett virmetransportproblem definieras av ett omrades geometri, randvillkor for var-
je delrand, starttemperatur i berdkningsomradet samt av termiska egenskaper inom
berdkningsomradet. Vid I6sning av problemet &r intresset i allminhet fokuserat p3
nagon speciell del av berdkningsomradet.

I manga situationer kan det beskrivna problemet forenklas p3 olika sitt utan att
oacceptabla fel introduceras i den intressanta delen av 1&sningen. I den fdljande be-
skrivningen ges en systematisk framstalining av ett tillvigagdngssiit.

Utgangspunkten &r ett virmetransportproblem av ovan beskriven typ. Problemets
karakteristiska egenskaper bestims av:

e berdkningsomradets geometri
e tidsskalor som definieras av cykliska randvillkors periodlingder

e tidsskalor som definieras av att temperatursteg vid en eller flera rinder orsakar
en eller flera temperaturfront(er) som rér sig in i omrédet frén respektive rand

P4 motsvarande sitt bestims 16sningens visentliga delar av:

e geometri: endast ett visst delomrdde ar intressant

e tid: losningen ar endast intressant vid viss(a) tidpunkt(er)

Genomférandet av en l6sning kraver att berdkningsomradet beskrivs i ett cellsys-
tem och att nédvindiga randvillkor definieras vid ldmpliga rander. Flera principiellt
olika férenklingsmoment kan anvandas vid en sadan beskrivning.

Reduktion av totalproblemet
1. Eventuella geometriska symmetrier medf6r att berdkningsomradet kan reduceras

genom inférandet av rinder i form av symmetriplen genom vilka virmeflédet ir
noll. Ett enkelt exempel ges i figur 11.1.
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T=0

—
Il

—
n

AN

symmetriplan

Figur 11.1 Symmetriplan som halverar ett berdkningsomrade.

2. Superpositionsprincipen medfér att det totala problemet f6r det reducerade omra-

det kan separeras i ett antal delproblem. Varje delproblem beskriver ett grundlag-
gande randvillkor vid en delrand av det reducerade omradet. Med grundliggande
randvillkor avses hir ett temperatursteg eller en periodisk variation med given pe-
riodlédngd. I [Eskilson, Thesis] tillampas superpositionsprincipen pé geometriskt
komplicerade problem.

Bed6émning av ett delproblems betydelse for den totala 16sningen

Paverkar ett delproblem det intressanta omraddet vid tidpunkter av intresse eller

har delproblemet férsumbar betydelse for den aktuella fragestillningen? Beddmning
av detta kan ske via riackviddsbetraktelser for delproblemets temperaturprocess. Man
kan urskilja flera orsaker till en begransad rackvidd:

1. tidsskala: Temperaturfronten fran ett temperatursteg har, vid intressanta tid-

punkter, endast rort sig sa langt in i omradet att temperaturen i omradets intres-
santa delar har forsumbar betydelse. Se avsnitt 10.2.1.

. ddmpning pd grund av periodiskt randvillkor: Ju kortare tidsperiod en varieran-

de randtemperatur har desto kortare ar den resulterande temperaturprocessens
intrangningsdjup. Se avsnitt 10.2.2.

. ddmpning pd grund av den aktuella l6sningens karaktdir: Man far i varje punkt

av berdkningsomradet en temperatur som med tiden vixer mot ett gransvérde.
Detta grinsvirde gar mot noll med avstandet fran randen. Oavsett tidpunkt kan
man se vilket storsta inflytande delproblemet kan ha inom den intressanta delen
av berakningsomradet. Se kapitel 10.

Foérenkling av ett delproblem

Ett uppstallt delproblem omfattar en geometrisk beskrivning och ett grundliggan-

de randvillkor vid en delrand. I vissa situationer kan problemets geometri férenklas
ytterligare.

1. Det intressanta omradet ligger sd langt fran vissa ridnder att dessas betydelse

kan férsummas. Dessa rinder kan da ges en sadan beskrivning att delproblemets
geometri férenklas. Ett exempel ges i figur 11.2.
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Figur 11.2 Forenkling av ett delproblems geometri. Geometriska rander ar
heldragna. Intressant omrade ar tatt strackat.

2. En rand i delproblemet kan ha en ”skrovlig” yta. Tidsskalan vid 18sningen av
problemstéllningen medfor att randcellen har en viss cellstorlek. Om skrovlighe-
ten har sma dimensioner jimfort med cellstorleken kan den skrovliga randytan
sldtas ut (att stérningen {rén skrovligheten hos en yta har en geometrigrundad,
begransad rackvidd bevisas inte hir utan far tas som ett intuitivt faktum).

3. Vid varierande termiska egenskaper inom omradet kan det betraktade problemets
tidsskala vara stor i férhallande till tidsskalan for ett delomrade med homogena
termiska egenskaper. Formel (9.1.2) anger stabilitetstidssteg for celler i en cell-
struktur som dr anpassad till det férlopp som orsakas av ett temperatursteg vid
randen. Man kan da se vilket stabilitetstidssteg en cell bér ha pa den plats i gitt-
ret dar det betraktade delomradet ar beliget. Beskriv det betraktade delomradet
som en enda cell med dimensioner som stdmmer Gverens med delomradets. Om
denna cells stabilitetstidssteg ar avsevirt mindre dn vad (9.1.2) anger, har man
inom delomradet en approximativt stationdr temperaturférdelning. Delomradet
kan, beroende pa geometrin i 6vrigt, eventuellt ges en beskrivning i form av ett
tunt skikt (forsumbar tjocklek och alltsd dven foérsumbar virmekapacitet) dar
skiktets virmemotstand ar lika med det betraktade delomradets virmemotstand.
Se avsnitt 9.1.

Vid berdkning av virmetransport i mark kan markisoleringar i form av skivor
ofta representeras pa detta satt. Marken kan da beskrivas med homogena termis-
ka egenskaper och markisoleringarna beskrivs som tunna motstandsskikt mellan
lampliga celler i cellstrukturen.

4. Genom en foérandring av problemstallningen kan berdkningsomradets geometri i
vissa fall avsevirt forenklas. Betrakta till exempel fallet med virmetransport till
och fran ett rér i mark. Berdkningen skall genomforas for ett vertikalt tvarsnitt
vinkelratt mot réret. Man har en komplicerad geometri som omfattar den plana
markytan och rérets cirkulira rand. Beridkningsomradet skall delas in i en git-
terstruktur. En visentlig del vid 16sningens genomférande ar att korrekt beskriva
varmetransporten genom olika cellrdnder.

Den fysiska nérvaron av réret medfor den svarbeskrivna geometrin. Om virme-
6verforingen mellan r6r och mark kan ges en annan beskrivning kan den geomet-
riska komplikationen elimineras. Berdkningsomradet kan till exempel indelas i en
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Cartesisk gitterstruktur si att rérets centrum hamnar mitt pa randen mellan tva
celler av samma dimension.

Den stationdra rotationssymmetriska temperaturfordelningen runt ett rér utan
inverkan av markyta har en kind temperaturprofil. Lat temperaturen nira det
aktuella roret i marken ha detta utseende. Lat, i den punkt som motsvarar mitt-
punkten av de omgivande cellerna, den antagna temperaturfordelningens virde
vara de tva berorda cellernas medeltemperatur.

Tidsskalan for den betraktade variationen i rorets temperatur ar sadan att tempe-
raturfordelningen i det betraktade omrédet kan betraktas som stationért (galler
alltid for omradet mellan tva temperaturpunkter). Virmedverféringen mellan rér
och mark bestims da av rorets temperatur, den ovan definierade medeltempera-
turen samt av virmemotstandet mellan de tva cirklar som definieras av rorradien
och av de tva cellernas mittpunkter. Se avsnitt 2.3.2. Det silunda bestimda
varmeflédet, positivt eller negativt, fordelas mellan de tva betraktade cellerna.

Det ursprungliga problemet med virmeé6verforing till och fran ett ror har fordnd-
rats till ett problem som kan uppfattas som volumetrisk virmetranport till tva cel-
ler i cellstrukturen. Resultatet ar en stor forenkling av berdkningsomradets geo-
metri. Foér ytterligare utveckling av denna metod hinvisas till [Hellstrom, Thesis]
avseende borrhélsvirmelager dir man har en dynamisk, endimensionell rotation-
ssymmetrisk beskrivning av temperaturférloppet nara roret och dar markcellerna
i stdllet kan géras mycket stérre. Den korta tidsskalan hanteras i det lokala en-
dimensionella problemet néra réret och det langsammare storskaliga forloppet i
marken hanteras med hjilp av en till denna tidsskala anpassad cellstruktur.

Anpassning av ett delproblem till ett cellsystem
For att ett relevant delproblem skall kunna 16sas méste det beskrivas i ett funge-
rande cellsystem. Foljande grundliggande majligheter finns:

1. Delproblemet beskrivs direkt i ett allmint ortogonalt gitter. En sned rand kan
i ett Cartesiskt koordinatsystem beskrivas sdgtandformat utan att berakningen
paverkas. Dock maste vid en siddan beskrivning virden for eventuella randvar-
memotstdnd korrigeras. Se avsnitt 8.1.

2. Berdkningsomradet omformas via en konform avbildning till en geometri som
passar ett allmédnt ortogonalt koordinatsystem. Se avsnitt 8.2.2.

3. Berdkningsomradet beskrivs med ett rent triangulirt eller med ett blandat tri-
anguldrt/ortogonalt cellsystem. Se avsnitt 8.3.

Oavsett typen av cellsystem skall ingdende cellers dimensioner viljas sa att cellernas
tidsskalor Gverensstammer med tidsskalan for den studerade processen. Se kapitel 6.

Om flera delproblem har samma geometri kan en gemensam losning erhillas ge-
nom att deras respektive randvillkor adderas. Vid valet av cellstorlek skall, i hela
berdkningsomradet, den minsta cellstorleken frin de bida delproblemen véljas.

Reduktion av antalet nédvandiga cellberakningar i en cellstruktur

Vid genomf6randet av en berdkning behdver inte alla celler genomraknas lika ofta.
Man kan systematisera berdkningen sa att varje cell bearbetas ungefir i enlighet med
sin egen tidsskala. Detta innebir kortfattat att sma celler genomraknas oftare &n stora
celler. Se avsnitt 6.5.
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Specialhantering av delomraden

Beriakningsomradet kan spaltas upp i delar med olika typ av bearbetning. Ett
exempel pd detta ir modellen for virmelagring i bergrum (kapitel 13). Den del av
marken som upptas av bergrummet behandlas som ett endimensionellt problem med
en blandad konduktiv/konvektiv virmetransport i vertikalled. Det omgivande bergets
temperaturer definierar randtemperaturer till bergrummet. Tidsiterationen sker med
kortare tidssteg i bergrummet an i berget. Virmeflddet genom bergrummets ytor
fordelas mellan berdrda randceller sd att en noggrann energikonservation upprétthalls.
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Kapitel 12

FRYSNING. TEMPERATURBEROENDE TERMISKA
EGENSKAPER

Virmeledningsekvationen enligt (3.3.7) skrivs pa foljande sétt vid temperaturbe-
roende virmeledningsférmiga och virmekapacitet:

C(T)aa—f =-V.§=V-(NT)VT) (12.0.1)

I kapitlet belyses hur de temperaturberoende termiska egenskaperna paverkar den i
kapitel 3 beskrivna l6sningsmetoden. Vidare anges en metod att undvika problemet att
bestimma de temperaturberoende konduktanserna mellan cellers temperaturpunkter.

12.1 Varmeledningsformaga

I ett material transporteras virme genom ledning, konvektion och stralning. Dessa
transportmekanismer ir till sin karaktir temperaturberoende iven om detta i mang-
a situationer kan forsummas. Fouriers lag (2.2.4) uttrycker sambandet mellan vir-
metransport och temperaturgradient. Nar temperaturberoendet inte kan férsummas
skrivs Fouriers lag:

. ~ oT 8T oT
7= ~\T)VT = -\(T) ( 5 3y E) (12.1.1)
For virmeflédet ¢, (W/m?) lings z-axeln har man:
oT
g = _)‘(T)(?_:c (12.1.2)

Vid den numeriska l6sningen av virmeledningsekvationen kan varmeflodet genom
en cellrand mellan tva temperaturpunkter berdknas med hjilp av (2.3.37) om funktio-
nen A(T) ar kidnd. Formeln definierar en medelvirmeledningsférmiga mellan de tva
cellernas mittpunkter. Formel (2.3.38) bestimmer virmemotstandet mellan cellerna.
Motstandets virde dndras infér varje nytt iterationstidssteg i berikningen. Se avsnitt
4.2.2. Betydelsen av temperaturberoendet skall belysas av foljande exempel.
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Exempel

Viarmeflodet genom en litt isolerskiva med tjockleken 0.16 m skall bestim-
mas. Virmeledningsformagan A\(T') antas variera linedrt mellan vardet vid
0 °C, Ap = 0.036, och virdet vid 60 °C, Agp = 0.051 W/mK. Materialets
virmekapacitet ar 30000 J/m3K.

Temperaturen pa skivans insida ar 20 °C. Tre olika temperaturvariationer
har ansatts vid skivans yttersida.

1. Tute = 20 + 20 cos(wgygn - t) (°C)

2. Tute = 50 + 30 cos(waygn - t) (°C)

3. Tute = 50 (°C)
2r

dar Wdygn = n—ygn

De valda fallen kan illustrera forhallandet vid taket pa ett hus under ett
normalt och ett extremt sommardygn.

varmelednings- | max varmeflode in energi in under
formaga ett dygn
(W/mK) (W/m?) (kWh/m?)
Fall Fall
1 2 3 1 2 3
A(T) 54 198 85 | 0.004 0214 0.204
Ao 47 142 71 0.000 0.170 0.170

Tabell 12.1.1. Varmeflode genom en skiva med temperaturberoende varmelednings-
formaga.

Av tabell 12.1.1 framgar att det maximala virmeflédet genom skivan vid
fall 1 4r 15 % stérre vid varierande virmeledningsformaga dn med konstant
A1o-varde.

Vid fall 2, som giller extrema temperaturférhallanden, ger den tempera-
turberoende virmeledningsférmigan A(T') ett maximalt virmeflode genom
skivan som ar 30 % storre dn vad som erhalls med Ajo. Den totala virme-
mingd som transporteras in genom skivan under ett dygn blir 15 % storre
med A(T') 4n med Ajo.
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12.2 Varmekapacitet

I formel (2.1.4) ges ett samband mellan den temperaturférandring dT' som erhalls
nir en volymsenhet av ett material tillfors virmemangden dE. Man har:

dE = CdT

Detta samband forutsitter att temperaturh6jningen dT &r lika stor oberoende av vid
vilken temperatur T virmetillskottet sker. I det allmanna fallet kan proportionalitets-
faktorn C (J/m3K), den volymetriska virmekapaciteten, vara en funktion av tempera-
turen 7. Man har:

dE = C(T)dT (12.2.1)

Vid den numeriska l6sningen av varmeledningsekvationen berdknas virmetillskot-
tet AFE; (J) till varje cell ¢ under ett tidssteg. Cellens temperatur fére och efter tids-
steget betecknas T}, respektive T;,4;. Cellens volym ar V;. Integration av (12.2.1)
ger:

Ting1
AE; = / ViC(T)dT (12.2.2)
Tt',n

Vid temperaturoberoende virmekapacitet ger (12.2.2):
AE; = (Tyns1 — Tin)ViC (12.2.3)

Denna formulering ar ekvivalent med uttrycket (3.3.4). Ur (12.2.3) kan den nya tempe-
raturen T; 41 enkelt berdknas nir nettovirmetillskottet AE; till cellen under tidssteget
At ar kant.

Vid temperaturberoende virmekapacitet kan man ur (12.2.2) definiera ett entydigt
samband mellan en cells virmeinnehall (J) och dess temperatur enligt:

T:
E{(T;) = /0 Vi C(T)dT (12.2.4)

Uttrycket (12.2.4) innebér att cellens virmeinnehall definitionsmassigt ar noll vid tem-
peraturen T; = 0 °C. Med hjilp av (12.2.4) bestims cellens temperatur T} 41 efter
tidssteget At av ekvationen:

Ei(Tin41) = ETin) + AE; (12.2.5)

Med utgéngspunkt frin sambandet (12.2.1) mellan virmetillskott och temperaturfor-
andring innehaller (12.2.5) inga approximationer. En cells virmeinnehall kontrolleras
exakt.

Anmdrkning
Féljande enkla approximation av sambandet (12.2.1) kan medfora stora fel.
AE; = V; - C(Ti)(Ting1 — Tin) (12.2.6)

Detta ger ett enkelt explicit uttryck for den nya temperaturen T;,. Approxima-
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tionen kan ge upphov till stora felaktigheter i en cells varmeinnehall och darmed i
dess temperatur.

E; (J)
C (J/m3K)
T /T
AE, A T
L 1 T /
T

Figur 12.2.1. Tva beskrivningar av temperaturberoende varmekapacitet.

Antag att temperaturen i en cell ar T} vid tidsstegets borjan (figur 12.2.1). Om
(12.2.6) anvands vid berdkning av den nya temperaturen ar den aktuella virmeka-
paciteten C(T1). Antag att varmetillskottet till cellen &r sa stort att den berdknade
nya temperaturen blir T. Vid nista tidssteg anvands vardet C(T2) som aktuell
varmekapacitet. Man har da helt férsummat den energiméngd som represente-
ras av den branta toppen i funktionen C(T'). Denna typ av fel undviks med en
beskrivning enligt (12.2.4-5) vilken grundas p& energikonservation.

Ekvationen (12.2.4) kan omformuleras till sorten energi per volymsenhet:
T
e(T) = / C(T)dT (12.2.7)
0

Detta samband definierar en materialegenskap. Dirmed kan en enda funktion anvindas
for alla celler som bestar av samma material, oavsett cellens dimensioner.

I avsnitt 4.4 anges att temperaturférdelningen i en cell representeras av ett plan
med godtycklig lutning och att cellens mittpunktstemperatur representerar cellens ener-
giinnehall. Vid temperaturberoende virmekapacitet ar temperaturplanets lutning noll.
Déirmed kan man férvinta sig att berikningsnoggrannheten sjunker jamfdrt med det
temperaturoberoende fallet. Se dven tabell 8.3.1 som visserligen avser en annan situa-
tion men dir det representerade temperaturplanets lutning ocksa ar noll.

12.3 Frysning

Nir vatten 6vergar fran flytande till fast form frigérs latent virme. Detta virme
deltar i den normala konduktiva virmetransporten i omradet. Processen kan iven ga
i den motsatta riktningen.
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Vid givet tryck fryser rent vatten vid en vildefinierad temperaturniva, fryspunk-
ten. Nar vatten i till exempel en fuktig jord fryser sker fasomvandlingen emellertid
inom ett temperaturintervall. Skalet till detta ar att vattnet pa olika sitt &r bundet
till det fasta materialet. Man har en termodynamisk balans mellan vattnets olika till-
standsformer. Balanspunkten &ndras bland annat med temperaturen. Over en viss
temperatur finns inga iskristaller. U~ "or denna temperaturniva okar andelen is med
sjunkande temperatur.

12.3.1 En cells varmeinnehall

Hela frysprocessen forutsitts ske i intervallet Ty, < T < 0 . Om frysvirmet for
ett material ir es, (J/m3) kan man definiera en konstant volymetrisk virmekapacitet
—ey, [Ty, inom frysintervallet. Materialets volymetriska virmekapacitet (J/m3K) ges
da av:

Cfr T< Tfr
C(T) = ::,%f— Ty, <T <0 (12.3.1)
c T>0

I analogi med (12.2.4) kan man d4 approximativt beskriva materialets virmeinne-
hall per volymsenhet som en strickvis linjir funktion av temperaturen. Figur 12.3.1
visar ett exempel pa detta.

e (J/m3)

=T (C°

( Ty ;40

Figur 12.3.1. Representation av varmeinnehall per volymsenhet for ett material i vil-
ket frysning kan intréffa.
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12.3.2 Viarmefléde genom en cellrand

Det momentana virmeflodet @y_y/, (W) mellan tva celler i — 1 och i kan enligt
(4.3.2) skrivas:

Qicrj2= Ki1p2(Tima - T) (12.3.2)

I avsnitt 4.3 definieras konduktansen K;_;,, for olika geometrier. Uttrycken grun-
das pa en stationdr approximation av temperaturfordelningen mellan de tva cellernas
mittpunkter och pa att virmeledningsférmagan dr temperaturoberoende.

Vid temperaturberoende virmeledningsformaga kan man definiera en ekvivalent
varmeledningsformaga Ak, f6r omradet mellan tva cellers temperaturpunkter. Ekva-
tion (2.3.37) uttrycker Ak, vid plan geometri:

1 T;
A u=_____./ A(T)dT 12.3.3
ek 11' _ :1'1“_1 1_“_1 ( ) ( )

Med hjélp av Ack, kan momentana virden for konduktansen K;_,/, bestdmmas for
varje cellrand i berdkningsomradet.

I manga tillimpningar kan varmeledningsférmagan approximativt beskrivas med
ett virde for ofryst och ett virde for fryst material. Frysning antas ske inom ett
temperaturintervall Ty, < T < 0. Approximativt kan vairmeledningsférmagan inom in-

tervallet beskrivas med en linjar funktion. En enkel beskrivning ges av:

)‘fr T< Tfr
MNT) =1 dos + %(,\f, — o) Ty <T <0 (12.3.4)
)‘of T>0

Virmeledningsférmigan A, mellan tva celler kan d& med hjilp av (12.3.3) anges
f6r nagra olika fall av celltemperaturer.

Fall 1: Ty, < Ty ST < 0

Tica+Ti Apr =2 _ MNTiz) + XT0)
2 T, )

Aekv = A+ (12.3.5)

I detta fall 4r Acx, ett medelvirde mellan den aktuella virmeledningsfor-
magan i de tva cellernas temperaturpunkter.

Fall 2: T;_y < Ty, och Ty, <T; <0

Arr+ AT
(Tgr = Tica)Apr + (T = Tfr)—%
T; - T

Aekv = (12.3.6)
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Fall 3: T;—y < Tfr och T; > 0

AprtA
(Tfr - Ti—l)’\fr - Tfr 92 + Tt)‘
Ak = (12.3.7)
T;-Tia

Fall 4: Ty, <T;_1 <00chT; >0

T;: - T

Aeky = (12.3.8)

Formlerna (12.3.5-8) bestammer ., for alla mojliga kombinationer av tempe-
raturer i tva narliggande celler nar A varierar lings linjen mellan de tva cellernas
mittpunkter.

Om frysintervallet ar litet, dvs absolutvardet av Ty, ar litet, kan man tala om en
frysfront vilken under ett frysférlopp forflyttas genom materialet. For endimensionella
férhallanden visar figur 12.3.2 ett exempel i vilket fronten har férsumbar tjocklek.

—_

|
N

——— ——— ——
-

Figur 12.3.2. Frysfront i en endimensionell gitterstruktur.

I ett givet 6gonblick befinner sig frysfronten pa avstanden £;_; och £; fran temperatur-
punkterna i — 1 respektive 7. Vid frysfronten ar temperaturen approximativt 0 °C. Om
frysfronten befinner sig i cell i — 1 ges det momentana virmeflodet (W/m?) genom den
gemensamma cellranden av:

0-T;
%i-1/2= — A (12.3.9)

Om fronten ligger i cell i ges virmeflédet (W/m?) genom celiranden av:

Tio1—0
Gi1j2 = ﬁ,\f, (12.3.10)

Med denna metod att berdkna virmeflodet mellan angrinsande celler erhélls enk-
lare uttryck an (12.3.5-8). Metoden innebar emellertid en noggrannare beskrivning av
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temperaturférdelningen inom den enskilda cellen &n vad 16sningsmetoden i andra fall
inneburit (se kapitel 4). I tva- och tredimensionella omraden blir den geometriska be-
skrivningen av frysfrontens lige dessutom avsevért besvérligare dn for endimensionella
fall.

Vid bestimning av momentant virde for konduktansen K;_,/; har f6ljande enk-
la och berdkningsmissigt snabba metod valts vid jamférelserna mellan numerisk och
analytisk 16sning i avsnitt 12.4.

Vid bérjan av ett tidssteg dr det volumetriska virmeinnehallet e(T’) (J/m?) enligt
figur 12.3.1 kidnt for de tva cellerna 7 — 1 och i. Med hjilp av medelvirdet e, =
(e(Ti-1,n) + €(T:,))/2 bestams konduktansen mellan cellerna ur f6ljande samband:

Kfr emy < —€fr
Kiap=4 K+ —f‘;‘;j(K;r ~K) —ef,<emy<0 (12.3.11)
K emy >0

I funktionen (12.3.11) ar K och Ky, konduktansen mellan cellerna for ofryst respektive
fryst material. Eftersom e, ir en funktion av bada cellernas momentana virmeinne-
hall medfor sambandet (12.3.11) att viss hinsyn tas till frysfrontens aktuella placering
inom berdkningsomradet. Om till exempel cellerna ¢ — 2 och ¢ — 1 dr ofrysta medan
cell 7 ar fryst s4 kommer endast virmeflodet mellan cellerna z — 1 och ¢ att paverkas av
frysfronten.

12.4 Jamforelse mellan analytisk och numerisk 16sning

En jimf6relse har utforts for f6ljande plana halvodndliga fall. Viarmeledningsfér-
magan ar 1.05 och 1.40 W/mK for ofruset respektive fruset material. Den volymetriska
virmekapaciteten ar 2.34-106 och 1.76-10% J/m3K for ofruset respektive fruset material.
Smiltvirmet ar 93.2 -10° J/m3. Frysning sker i den analytiska 16sningen vid 0 °C och
i den numeriska modellen i temperaturintervallet —0.001 < T' < 0.0 °C. Starttempera-
turen i det betraktade omradet dr 5 °C och randtemperaturen ar konstant -5 °C. Den
analytiska 16sningen ges i [Carslaw, Jaeger, kap XI).

Figurerna 12.4.1-2 visar temperaturférdelningen i omradet efter 20 dygn vid tva
olika cellstrukturer. Med den fina cellstrukturen ar avvikelsen mellan numerisk och
analytisk 16sning mycket liten. Fér den grovre cellstrukturen ar felet stérst (=~ 0.5 °C)
vid frysfronten. Felets storlek avtar med avstandet fran frysfronten.



T(x,t)

177

& x (m)

A
5
t=0
t=20 dygn
[} +
o 1.0 20
— Analytisk
e Ax=0.15m
-5

Figur 12.4.1. Temperaturférdelning med Az = 0.15 m [Johansson, Westman)].

x (m)

Tixt)
]
5
t=0
t=20dygn
o
o 10 20
= Analytisk
° Ax=0.05m
-5

Figur 12.4.2. Temperaturfordelning med Az = 0.05 m [Johansson, Westman].
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(o} 10 20
o T — v T T T T » dygn
°
L ° = Analytisk
o ° Ax=0.15m
> .
r °
°
°
L
L 2o .,
L] ° o .
o L4
0.5

v
x(m)

Figur 12.4.3. Frysfrontens lige med Az = 0.15 m [Johansson, Westman].

(] 10 20
o v y T 7 7 v T T & dygn
L — Analytisk
* Ax=0.05m
0.5
v
x (m)

Figur 12.4.4. Frysfrontens lige med Az = 0.05 m [Johansson, Westman)].

Figurerna 12.4.3-4 visar frysfrontens lige som funktion av tiden for de tva cell-
strukturerna. For den fina cellstrukturen ar avvikelsen < 0.01 m. For den grévre
cellstrukturen dr avvikelsen fran den analytiska 16sningen < 0.04 m. Felet &r storst i
borjan av simuleringen. Man far ett fel vars storlek varierar periodiskt. Felets variation
beror pa den fysikaliska beskrivningen av frysférloppet i den numeriska modellen.

Eftersom, i den numeriska modellen, frysning inte dger rum f6rrin hela den forsta
cellens temperatur sjunkit till frysintervallet kommer det "numeriska frysférloppet” att
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bli forskjutet i tiden. Man far en avvikelse mellan numerisk och analytisk 15sning,
som till en bérjan 6kar med tiden. Né&r frysning i den forsta cellen intriffar kommer
konduktansen mellan cell 1 och cell 2 att paverkas och fa stérre viarden an vad som
vore ”analytiskt korrekt”. Detta betyder att cell 2 kommer att ”tappa” virme till cell
1 snabbare &n vad som sker i motsvarande omrade enligt den analytiska beskrivningen.
Frysfronten kommer darfor att flytta sig snabbare i den numeriska beskrivningen och
avvikelsen mellan numerisk och analytisk 16sning minskar under en tidsperiod. Felet
kommer direfter ater att 6ka eftersom frysfronten inte kan komma in i cell 2 férran hela
cell 2 har blivit nedkyld till frysintervallet osv. Resultatet blir en periodisk variation
i avvikelsen. Det minsta felet i den berdknade frysfrontens lige intraffar i nirheten
av positionerna nAz, alltsd vid de tidpunkter nir hela celler blivit frysta [Johansson,
Westman)].

12.5 Introduktion av temperaturskalan 7)(T)

Ett problem vid numerisk 16sning av virmeledningsekvationen med temperaturbe-
roende virmeledningsférmaga ar bestimningen av konduktansen mellan tva tempera-
turpunkter nir dessa har olika temperatur. En interpollering maste utféras f6r varje
konduktans. Infor varje tidssteg maste nya virden berdknas f6r konduktanserna mellan
temperaturpunkterna. Se avsnitt 4.2.2.

En metod att helt undvika detta problem ir att introducera en ny temperaturskala
T\ (T) [Carslaw, Jaeger, 1.6] enligt:

T
T\(T) = Ai /T NT)dT (12.5.1)

Funktionen definierar en ny temperaturskala som ar beroende av virmeledningsférma-
gan A(T) for det aktuella materialet. Referensvirdena A, och 7, kan viljas godtyckligt.
I det foljande valjs T, = 0 °C. Man har:

T\(T;)=0 (12.5.2)
Vid konstant virmeledningsformaga, A(T) = A,, erhalls:

T\(T)=T (12.5.3)

Derivering av (12.5.1) ger:

T, _ A0 (1254
.
For virmeflodet giller da:
7= -MT)VT = -\ VT, (12.5.5)

Virmeledningsekvationen &r:
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~ T Qe de
-V.§=V-(NT)VT) = C(T)E =% T c(T) (12.5.6)
Insittning av (12.5.5) ger grundekvationen i T):
de
MY VI = o (12.5.7)

Det volumetriska energiinnehallet e betraktas som en funktion av T). Hogerledet kan
da omformas:

0e de dT' 0T, _ A, 0T,
w-ar i o - 3T (12.5.8)
Ekvationen i T’ blir:
ArC 0Ty
V-(AVT) = SRR (12.5.9)

Detta ir virmeledningsekvationen i T) med variabel virmekapacitet A.C(Th)/A(T3).
Den erhallna ekvationen kan jamforas med ekvation (3.3.7). Vinsten med omformule-
ringen ir att virmeledningsférmagan blir konstant A, inom hela berdkningsomradet.

Metoden anvinds dven vid berdkning av fuktforlopp. De i fuktekvationen ingaende
koefficienterna uppvisar kraftigare temperaturberoende én koefficienterna i virmeled-
ningsekvationen [Arfvidsson, Claesson].

12.5.1 Numerisk hantering av T)—ekvationen

Man erhaller i analogi med (4.2.1) foljande diskreta formulering for energiinehallet
E(T)) (J) i en cell 7 vid tidpunkten n + 1 nér energiinnehallet dr kdnt vid tidpunkten
n:

E(T)‘,,"n.’.]) = E(T/\,i,n) + (Z Qrand,m,n) At (12.510)

Med kinnedom om funktionen E(T)) kan nytt virde for T) efter tidssteget bestam-
mas. Temperaturprocessen f6ljs i storheten T. Den verkliga temperaturen kan vid
onskad tidpunkt erhéllas ur funktionen T = T'(T}), vilken ar inversen till den i (12.5.1)
definierade temperaturskalan.

Hanteringen av den nya ekvationen skall visas for nigra grundliggande fall av
temperaturberoende termiska data. Viarmeflédena berdknas enligt ovan som om vér-
meledningsférmagan har det konstanta virdet A,.

Fall 1.

Frysning sker vid temperaturen 0 °C. Smiltvirmet ir ey, (J/m®). Termiska
data ges av:

A T>0
NT) = { ,\1“ T<0 (12.5.11)
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T>0
T<0 (12.5.12)

Referensviarmeledningsformagan véljs till A, = A;. Referenstemperaturen
valjs till T, = 0. Féljande samband erhalls:

T T>0
=1, (12.5.13)
T T<0
+
Den inversa funktionen ges av:
T Th>0
T=4 (12.5.14)
/\J:T)\ T\ <0
Energifunktionerna e(T') och e(T)) ges av:
CiT T>0
e(T) = (12.5.15)
—efr + C_T T<0
Ci T >0
e(Ty) = , (12.5.16)
—e_f,+C’_-)‘¢_TA Th<0
Hér ar e(40) — e(—0) = ey,. Se figur 12.5.1.
e(T) e(T,)
A A
> T > T,
/ (0-eyq) _— (0-ey)

Figur 12.5.1. Energifunktionerna e(T') och e(T)) for fall 1.

Fall 2.
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Frysningen sker inom intervallet Tf, < T < 0. Termiska data definieras i
Fall 1. Referensviarmeledningsférmagan véljs till A, = Ay. Referenstempe-

raturen valjs till 7, = 0. Féljande samband erhalls:

T T>0
T\ = (12.5.17)
A T<0
W <
Den inversa funktionen ges av:
T T\>0
T={ (12.5.18)
—‘ET,\ <0
Energifunktionerna e(T") och e(T)) ges av:
C+T T>0
—e/r
e(T) = T,,LT T <T<0 (12.5.19)
—€fr + C—(T - Tfr) T < Tfr
C4+Ty T >0
—egr Ay A
oT)={ ToxD MLl STh<0 (19500
Ay Ao
—efr +C_ oW T\-Ty) Th< KTf,
Se figur 12.5.2.
e(T) e(Ty)
A
>T >T,
T (2 Ty e )
( fr '-elr) l—+ fro™% fr.

Figur 12.5.2. Energifunktionerna e(T) och e(T}) for fall 2.
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Fall 3.

I detta fall varierar termiska data linjirt som funktion av temperaturen.
Detta ger mojlighet att beskriva en godtycklig funktion som en strickvis
linjar funktion i ett antal temperaturintervall. Har betraktas fér enkelhets
skull ett enda temperaturintervall T; < T < Tj41.

Termiska data ges av:

A(T) =X+ kT
Ti <T< Tj+1 (12.5.21)
C(T) = Co + keT

Referensvirmeledningsformagan viljs till A, = Ag. Referenstemperaturen
viljs till 7, = 0. Foljande samband erhalls:

2
T)‘(T) = Xlo— ()\oT + E%—) T; <T<Tip (12.5.22)

Den inversa funktionen ges av:

+
—Xo = /A2 4220k, T
T(Ty) = — oT T (12.5.23)

2

Tecknet viljs si att 16sningen T ligger i ritt intervall T; < T < Tjya.
Energifunktionerna ges av:

e(T)=C,o-T + 'izf-:r2 T; < T < Tj (12.5.24)
k
o(Ty) = Co-T(T) + 5 (T(13)*  Tx(Ty) < Tn < Ta(Tj42)(12.5.25)

Se figur 12.5.3.

Figur 12.5.3. Energifunktionen e(T)) for fall 3.
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12.5.2 Diskontinuitet i randen mellan tva olika material

Betrakta randen mellan tva omraden a och b i vilka virmeledningsf6rmagan &ir
Ao(T) respektive Ay(T'). Se figur 12.5.4.

AN
VA o

Figur 12.5.4. Rand mellan tvd material.

Vid den gemensamma randen skall savil temperatur som virmeflode, vinkelratt mot
randen, vara kontinuerliga. Man har vid randen:

T, =T, (12.5.26)
or* ort
Ao |, =M ) (12.5.27)

Enligt (12.5.1) &r T)-virdet i en punkt en funktion av virmeledningsférmagan A\(T')
i punkten. Randvillkoret for virmeflédet enligt ovan motsvaras i T)-representationen
av:

oTs
on

_m
,_anr

(12.5.28)

I T-representationen erhalls en diskontinuitet i randen pa grund av de olika virmeled-
ningsférmagorna i omrade a och b. Temperaturen i randen motsvaras i T)-representa-
tionen av:

Trana = T*(T3lr) = T*(T3];) (12.5.29)
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Figur 12.5.5. T\(T) i tva olika material a och b.

I figur 12.5.5 visas T som funktion av temperaturen T fér de tvd omradena. Mot
varje givet T svarar ett bestimt virdepar T§ och T?. I figuren definieras for ett givet

varde pa Ty ett bestimt vérde pa T/{’. Ett exempel pa ett sidant samband visas i figur
12.5.6.

-
>

o

>

Figur 12.5.6. Funktion som visar vilka par av T§ och T/{’ som svarar mot samma
temperatur.

Enligt formel (12.5.28) skall, i T-representationen, normalderivatan mot randen
ha samma virde i de tv3 omridena. Detta bestimmer vilket av de i figur (12.5.6) defi-
nierade talparen T} och T)\b som skall viljas. Detta talpar definierar randtemperaturen
mellan de tva omradena.

Ett exempel skall ges pa bestimning av T) i randen mellan tvad olika material.
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Virmeledningsformagan i de tva materialen ar:

2 T>0

Xa(T) = (12.5.30)
AL T<0
AL T>0

M(T) = (12.5.31)
AL T<0

Fér randtemperaturen Tyq,q géller enligt (12.5.11-14):

A a A kib a

Trana >0 = $£T% = ;{;Tf = T!= T
(12.5.32)

Ar Pa A b b 2 a

Trand <0 = 53 Ty = —E—/\_T)\ = Ty = I Tx

Ett andra samband mellan 7§ och T? erhills frin den numeriska formuleringen av
normalderivatan av T’ . I bada omradena ar T, kdnda i temperaturpunkterna i cellerna
narmast randen. Diarmed ar randvirdena for T) definierade i de bada omradena.

12.6 Tillampningar

I de foljande avsnitten redovisas behandlingen av négra olika problemstallningar
gillande temperaturberoende termiska egenskaper i samband med att mark fryser.

12.6.1 Tjalnedtrangning i mark runt hus

Under forsta halvan av 1970-talet utfordes ett stort antal berdkningar gillande
temperatur- och tjalférhallanden i mark runt hus. Syftet var att till Svensk Byggnorm
bestdmma nya regler fér grundlaggningsdjupet for nagra olika typer av grundkonstruk-
tioner [Adamson et al., 1971] och [Adamson et al., 1973]

I de datorprogram som anvindes vid detta berdkningsarbete [Claesson, 1968] och
[Eftring, 1971] beskrivs frysningsprocessen analogt med beskrivningen i avsnitt 12.3.
Foérutom analytiska tester gjordes jamforelser med méatningar vid ett hus, som byggdes
i Skjetten i Norge. Vid jimforelserna anvindes uppméitta temperaturer under ett horn,
vilket hallits sn6fritt under den period som anvandes for berdkningen.

Som lufttemperaturer anvindes uppmitta virden. Utanfér hornet lig en hori-
sontell markisolering pa djupet 0.15 m. Dess virmemotstdnd var 0.86 K/(W/m?).
Termiska data f6r marken uppskattades efter matningar av jordens densitet och fuk-
tighet. Vérden for virmeledningsférméga var 1.60 (ofruset) och 2.00 (fruset) W/mK,
for virmekapacitet 3.2 - 10® (ofruset) och 2.4-10° (fruset) J/m®K samt fr sméltvirme
143 - 108 J/m3. ’
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Figur 12.6.1. Cellindelning vid 3-dimensionell berdkning av tjile vid ett horn [Adam-
son et al., 1973].

Anviand cellindelning framgar av figur 12.6.1. Observera att cellerna har olika matt
trots att de ritats lika stora.

Under den betraktade perioden (oktober 1971 till april 1971) varierade inomhus-
temperaturen sd att den ligsta registrerade temperaturen var 12 °C. Berakningar ge-
nomférdes f6r tva fall med den konstanta innetemperaturen 16 repektive 20 °C.

Berikningsomradets linjira storlek ar cirka 5 ginger storre an husets matt. I
avsnitt 6.4 rekommenderas férhallandet 10. I det betraktade fallet ligger det intressanta
omradet nira husets rander varfér betydelsen av de yttre rinderna minskar jaimfort
med situationen i 6.4. Omradet ar avpassat for periodisk berakning av arsférlopp. Vid
en transient berdkning som omfattar 6 manader kan omradet géras mindre. Se dven
avsnitt 7.4.

Formel (6.3.2) foreslar att cellstorleken i vertikalled med start frin markytan skall
vara < 0.2d, = 0.44 m {or att en arsvariation skall beskrivas med den angivna precisio-
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nen. Vardet har erhallits med termiska data fér ofrusen mark. Fryst mark ger stérre
celldimensioner. Cellstorlekarna uppfyller kravet och har anpassats till det aktuella
problemets geometri. I horisontalled beskrivs huset med 9 celler, vilket Gverensstam-
mer med avsnitt 6.4. Det hade kanske varit onskvért med en finare cellindelning vid
hornet, men datorkraft var dyrbar i borjan av 70-talet. Den intressanta tidpunkten
vid berdkningen intraffar nir -1 °C -isotermen har sitt storsta intringningsdjup under
husgrunden. Temperaturférdelningen vid denna tidpunkt r kvasistationdr i det intres-
santa omradet i narheten av frysfronten. Gittercellernas storlek blir da inte lika kritisk
for frysningsforloppet.

Den maximala avvikelsen mellan de tva berdkningarna och den méitta temperaturen
i en punkt 30 cm under isoleringens inre kant vid hornet var 0.7 °C. Medelavvikelsen
under det simulerade halvéaret var 0.2 °C mellan métta virden och de som berdknats
med temperaturen 16 °C i huset.

12.6.2 Frysning runt rér i mark

Virmepumpar kan anvinda slangar och ror i mark som virmekalla. Néar virme ut-
vinns ur den cirkulerande virmebirarfluiden sjunker fluidtemperaturen och man far ett
varmeflode till slangen/réret. Vid tillrickligt 14g temperatur pa fluiden sker en frysning
i marken runt réret. Om inte de ostérda forhallandena i marken ar mycket osymmetris-
ka kan det frysta omradet med rimlig precision beskrivas som rotationssymmetriskt. Da
frysningen gor superponering omajlig i omradet utanfor réret kan det snabba forloppet
i nirheten av roret inte ges en egen lokal beskrivning. Gittersystemet i marken maste
darfor anpassas till den tidsskala man 6nskar studera betréffande virmeutvinningen.
Detta kan innebira cellstorlekar i storleksordningen centimeter-decimeter i stéllet for
meter.

Den globala temperaturprocessen i ett vertikalt tvarsnitt i marken vinkelrdtt mot
roret beskrivs i ett Cartesiskt tvidimensionellt gitter. Roret placeras pa cellranden
mellan tv3 cellers temperaturpunkter. Temperaturfoérdelningen i omradet mellan de tva
temperaturpunkterna ir approximativt stationidr. Temperaturférdelningen runt réret
kan i 6verensstimmelse med detta beskrivas som stationdr och rotationssymmetrisk.
Detta kan anvindas vid bestdmning av virmeflodet mellan fluid och mark.

I den globala beskrivningen belastas var och en av de tva omgivande cellerna med
halva virmeuttaget. Hansyn till frysning tas enligt avsnitt 12.3. Det tvadimensionella
gittret beskriver temperaturutbredningen i marken. Temperaturen i en cell &r ett matt
pa dess virmeinnehdll. Man kan da vid varje tidpunkt bestdmma hur stor den frysta
delen av en cell dr. I de tvd betraktade cellerna runt réret har det frysta omradet
formen av en halvcirkel. Vid bestdmningen av den lokala omgivningstemperaturen for
réret har man tva fall.

Lat radien for det frysta omrédet vara ry. I det forsta fallet géller 0 < ry < Az/2,
dir Az/2 ar halva cellstorleken (avstindet mellan rérets centrum och de omgivande
cellernas temperaturpunkter). Pa avstindet ry frén rérets centrum ges omgivnings-
temperaturen av den temperatur vid vilken marken fryser. Om randen mellan cellerna
inte utgor ett symmetriplan kan medelvirdet av ry for de tva cellerna anvindas.

Det andra fallet intréffar om frysning inte foreligger eller om ry &r storre dn halva
cellstorleken. D3 dr virmeledningsformagan konstant mellan réret och de intilliggan-
de temperaturpunkterna. Med antagen cylindersymmetrisk temperaturférdelning runt
roret ges omgivningstemperaturen av medelvirdet av de tva cellernas temperaturer.
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Viarmemotstandet mellan fluiden och marken bestims som summan av motstanden
for de skikt som finns mellan fluiden och den koncentriska yta dar temperaturen enligt
ovan ar kiand (avsnitt 2.3.2). Darmed &r ett samband givet mellan virmeuttag och
fluidtemperatur [Johansson, Westman).

Jamforelse med méatningar

Det beskrivna betraktelsesittet har kommit till anvindning i ett projektarbete
vid Chalmers Tekniska Hégskola [Rehn et al., 1986] Ett berakningsprogram, utvecklat
enligt beskrivna principer, har vid CTH anpassats till att ticka inom projektet aktuella
fall.

Indata till modellen 4r lufttemperatur, snédjup och virmeuttag (samtliga stor-
heter tidsberoende) samt termiska markdata och slangdata. Snétécket representeras
av ett tidsberoende varmemotstand vid markytan. Modellen inkluderar inte solstral-
ning. Tidsberoende data ges som 10-dagars medelviarden. Datormodellen beskrev ett
2-dimensionellt tvarsnitt vinkelrdtt mot slangarna/réren.

Ett fall som skulle berdknas gillde ett antal enfamiljshus i Surte. Husen virm-
des med hjdlp av virmepump. Till varje hus togs varme fran 300 m slang som var
nedgravd pa djupet 0.75 m. Det horisontella avstindet mellan slingorna var 1.5 m.
Uppmaitta varden pa lufttemperatur, energiuttag, snddjup samt termiska egenskaper
for leran anvidndes vid simuleringen. Figur 12.6.2 visar métta och berdknade virden
pa fluidtemperaturen under aret.

BRINETCUPERATURES

SURTE

............ UPPMATT (UTGAENDE BR. TEMR o+ A TBRINE/2)
a—_ ———— SINULERAD (RANDTEMP = LUFTTEMP)

SIMULERAD (RANDTEMP. = HARKTEMP. 0,02 N U.HY.)

Figur 12.6.2. Uppmitt (medelvirde under drift) och simulerad (medelvirde under
drift och vila) kéldbarartemperatur for en villavirmepump i Surte [Rehn
et al].
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I den refererade rapporten anger férfattarna att den i figuren visade berdknade
fluidtemperaturen skall sinkas med 1-1.5 °C jamfort med i figuren redovisad uppmatt
fluidtemperatur. Korrigeringen skall géras eftersom virmepumpen drivs intermittent
och mitningen ir gjord under driftsintervallerna. Den métta fluidtemperaturen repre-
senteras av utgaende brinetemperatur 6kad med halva temperaturfallet 1ings slangen.

Simuleringen har utférts for tva fall dir randdata vid markytan ges antingen av
mitta lufttemperaturer eller av métta temperaturer 2 cm under markytan. Den senare
metoden anvindes for att kompensera modellens brist pa hinsynstagande till effekten
av solstralning mot markytan. Anvindande av dessa jordtemperaturer som randtem-
peraturer vid markytan ger bittre Gverensstimmelse mellan métning och berdkning
under sommarmanaderna.

12.6.3 Djupa markvarmesystems paverkan pa tjalningsprocessen nira
markytan

Med djupa markvirmesystem avses system for virmelagring vilka ligger sa djupt
att de periodiska temperaturvariationerna i lagringsvolymen kan férsummas nira mark-
ytan. Se avsnitt 6.3 och kapitel 11. I vissa typer av system kan temperaturen i den
varmda volymen bli s3 hdg att temperatur och tjilningsprocess paverkas i omraden
nidra markytan. En undersékning av detta redovisas i [Claesson, Efiring, 1982].

I undersékningen bestimdes den temperaturforindring som kommer fran nagra o-
lika typer av markvirmesystem under normala driftsforhallanden. Temperaturforand-
ringen pa djupet 1 m under markytan befanns ligga i intervallet 0-5 °C. Detta kan
jamféras med den temperaturforandring som harrér fran byggnader. Fér nagra bygg-
nader av standardtyp befanns temperaturférandringen vara 2 °C (isolerad platta pa
mark) och 7 °C (oisolerad killare) pa djupet 1 m och avstandet 1 m fran byggnaden.

Bestamning av tjdlningsprocessen innebdr l16sning av ett problem som omfattar
frysprocessen. De termiska egenskaperna i problemet ir temperaturberoende. Detta
innebdr att tillimpning av superpositionsprincipen for att dela upp totalproblemet i
enklare delar inte dr teoretiskt korrekt. Emellertid ligger markvirmesystemet enligt
férutsattningen pa sa stort djup att periodiska variationer i lagringsvolym kan férsum-
mas inom tjdlningsomradet nira markytan. Vidare paverkar den periodiska variationen
inom tjilningsomradet endast forsumbart marken pa markvirmesystemets djup.

Markvirmesystemets paverkan pa tjilningen kan di beskrivas med det i tiden
nistan konstanta virmefléde som markvirmesystemet dastadkommer ndra markytan.
Ett konstant virmeflode fran markvirmesystemet ger upphov till en konstant tempe-
raturgradient i marken. Tjilningsprocessen i marken studerades som en endimensionell
temperaturprocess dar temperaturprofilen pa stort djup holls konstant. Tre fall studera-
des. Dessa omfattade temperaturgradienten 0 (ostérd mark), 2.5 och 5 °C/m. Déarmed
tacktes det storningsintervall som erhélls fran de studerade markvarmesystemen.
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Figur 12.6.3 ger vertikala temperaturprofiler i moran for de tre fallen. Tempe-
raturerna visas vid tidpunkterna for hogsta respektive ligsta lufttemperatur. Inom
frysningsintervallet ir profilerna dragna som rita linjer markerade med punkter. Tem-
peraturerna giller f6r insvingda férhallanden. Figuren visar hur arsvariationen dampas
med djupet. Vid djupet 4 m nérmar sig temperaturprofilen de studerade stérningarnas

respektive gradient.

Figur 12.6.4 ger positionen av den frysta zonen som funktion av tiden under aret.
Det storsta tjdldjupet 1.3 m under ostérda forhallanden intréffar 2-3 manader efter
lagsta lufttemperaturen. Ungefir samtidigt bérjar tjilen smélta uppifran. Knappt 5
m3nader efter ligsta lufttemperatur forsvinner sista resten av tjilen pa djupet 1 m.
Storsta tjaldjupet vid stérningsgradienten 2.5 och 5.0 °C/m &r 1.2 respektive 0.9 m.
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Vid den storsta storningen smilter isen underifrén sd snabbt att ndgon tjdlzon med
ofryst mark ovanpa knappt hinner bildas.

Uppspaltningen av totalproblemet i delproblem medfér vinsten att frysprocessen
kan utelimnas ur markvirmeberdkningarna och att frysrdkningen kan utféras som ett
separat, endimensionellt problem.
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Kapitel 13

VARMETRANSPORT I ETT VATTENFYLLT
BERGRUM

Vattenfyllda bergrum kan anvandas for lagring av viarme. I vissa typer av berg-
rum ar inte allt uppspriangt berg borttransporterat. Man har en blandning av vatten
och sprangsten i ett si kallat blockfyllt bergrum. Spriangstenen tar upp krafter fran
bergrumsviggarna vilket gor att lagerdimensionerna kan goras stérre. Detta reducerar
de relativa varmeforlusterna. En nackdel ar dock att virmekapaciteten for blandingen
berg/vatten ar mindre in for rent vatten.

Vid laddning av virme pumpas kallt vatten fran botten av bergrummet. Tem-
peraturen pa vattnet hdjs genom virmetillférsel frdn nigon varmekalla (till exempel
industriellt spillvirme eller solenergi). Det virmda vattnetaterpumpas vid lagrets topp.
Man far en front mellan varmt och kallt vatten, vilken under laddningsperioden forflyt-
tas nedat genom lagret. Under atervinningsperioden vands forloppet och virme tas fran
vattnet i lagrets 6vre del. Det kylda vattnet aterfors till lagrets botten. Resultatet blir
en komplicerad virmetransportprocess omfattande saval konvektion som konduktion
i lagret. Denna termiska process star i kontakt med den konduktiva processen i den
omgivande marken via virmeflédet genom bergrummets ytor mot berget. Genom att
variera hojdlaget for vattnets in- och utlopp kan systemets termiska funktion forfinas.

13.1 Konvektiv-diffusiv virmetransport i en fluid

I en strémmande fluid med hastigheten ¥ best&r virmeflédet § (W/m?) bade av en
konduktiv virmetransport och av den virmetransport som sker genom att fluidmassan
forflyttas. Om energiinnehallet i fluiden definieras i forhallande till en referenstempe-
ratur T,y erhalls:

§=—AVT + C(T = T,es)o , (13.1.1)

Differentialekvationen for den termiska processen i fluiden blir da i analogi med ut-
trycken (3.3.6-7):

or

Cat

=V -(AVT) = V- (C(T = T,es)7) (13.1.2)

Vid inkompressibel fluid ger masskonservation sambandet:
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V.-7=0 (13.1.3)

Stromningsmonstret blir av potentialtyp. Med konstant virmeledningsférmaga A kan
ekvation (13.1.2) da omformuleras till:

C%—:: =AVT -CVT -7 (13.1.4)

Division med C ger:

T .
% + VT -7 =aV?T (13.1.5)

For specialfallet att ¥ = (vg,vy,v,) ar konstant kan (13.1.4) Gverforas till den
vanliga virmeledningsekvationen genom ansatsen:

T(z,y,2,t) = f(z',y',7,t) (13.1.6)
dar =2 — vzt
Y =y— vyt

Z=z—-uv,t

Man erhaller:

of _ 0% f 0%f 9% f
o=’ ("’(”ﬂ')2 toawe T 6(z’)2) (13.1.7)

Denna ekvation kan 16sas som den vanliga virmeledningsekvationen men med de tids-
beroende koordinaterna z’, y’ och z’. Dessa ar koordinater i ett koordinatsystem som
stelt ror sig med fluiden, varfoér fluidens hastighet i det nya koordinatsystemet blir
noll. Nir temperaturfiltet f ar kint i en tidpunkt, ges det verkliga temperaturfiltets
position direkt av (13.1.6).

13.2 Konvektiv-diffusiv virmetransport i ett porost ma-
terial

Situationen blir mer komplicerad nar man har ett flode i ett porést material. Det
kan till exempel vara frigan om grundvattenstrémning, vattenfléde genom ett blockfyllt
bergrum eller luft som r6r sig i isolermaterial. Eftersom endast en del av den betraktade
materian ror sig maste situationen beskrivas med fler termer. Lat index f beteckna
en egenskap for den rena fluiden. Fluidens virmekapacitet betecknas C; (J/m3K).
Fluidens volymfléde betecknas g (m? /m?Zs). Sorten fér ¢; innebir kubikmeter fluid per
sekund och kvadratmeter tvérsnittsarea i den betraktade volymen. Virmetransporten
¢ (W/m?) kan nu i analogi med (13.1.1) skrivas:

§=—=AVT + Cy (T — Tref) @5 (13.2.1)
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Under forutsittning av konstant varmeledningsférmaga och inkompressibel fluid
(V- @5 = 0) erhalls i analogi med (13.1.2):

C%T? = AV2T - C;VT - g5 (13.2.2)

Man kan inféra begreppet termisk hastighet o enligt:

o = % (13.2.3)

Ekvation (13.2.2) 6vergar till:

%—f + VT o = aV?T (13.2.4)

Inneborden av begreppet termisk hastighet illustreras med hjalp av figur 13.2.1.

Figur 13.2.1. Strémning i porést medium. Termisk hastighet.

En fluid med volymflédet ¢f(t) (m}/m?s) passerar under rit vinkel en kontrollyta med
arean A (m?) i ett porést medium. Vid tidpunkten to ir temperaturen Tp nedstréms
och T} uppstréms kontrollytan. Under tidssteget At passeras ytan konvektivt av ener-
gimangden (J):

Aqf(t)Cf(Tl - To)At (13.2.5)
Man kan nedstroms kontrollytan definiera en volym med tvirsnittsarean A och med

langden L. Lingden bestims av att en temperaturhdjning frén T till 71 av materian
inom volymen skall motsvara precis den energimingd som ges av uttrycket (13.2.5).

CAL(T] - To) = AQf(t)Cf(Tl — To)At (13.2.6)
Man erhaller:

¢, L
Eﬂa)_f =z = (13.2.7)

Den termiska hastigheten vr dr ett matt p3 hur snabbt temperaturfronten forflyttas
i det por6ésa materialet. Vid givet volymfléde 6kar den termiska hastigheten vz med
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avtagande virmekapacitet i materialet. Vid beskrivningen har effekter pd grund av
varmeledning mellan fluid och fast material forsummats. Se avsnitt 13.3.

13.3 Termisk dispersion

Ett speciellt problem uppstar vid pumpning av vatten genom ett blockfyllt berg-
rum. Om vattnets temperatur avviker fran stenblockens yttemperatur uppstar en kon-
duktiv process mellan vatten och stenblock. Vid passagen av blocken dndras vattnets
temperatur och en fran bérjan skarp temperaturfront kommer att spridas ut éver en
6kande stricka i fluidens strémningsriktning.

Den kvantitativa effekten av denna process kan beskrivas med en 6kad virmeled-
ningsformiga i bergrummet [Claesson et al., Markvdrme, 6.3.8). Den effektiva virme-
ledningsformagan kan skrivas:

Aeff = Ast + A (13.3.1)

Ast stagnant virmeledningsférmaga i lagret, gillande bland-
ningen sten/vatten med stillastdende vatten

A 6kning pa grund av dispersionseffekt

ékningen av varmeledningsformagan, X, ar vald s3 att man i den vertikala konduktiva
processen i lagret erhaller en extra entropiproduktion som svarar mot den som sker
internt i de enskilda stenblocken. Entropiproduktionen i ett stenblock kan beridknas
analytiskt under givna antaganden om dess form och om randtemperaturens variation
vid dess yta. For sfariskt formade stenblock och linjart 6kande randtemperatur erhalls:

- v Rs\? 1

5= A, ( Ta, ) = (13.3.2)
As viarmeledningsformaga fér sten (W/mK)
g volymfraktion fast material i bergrummet. 0 < n; < 1

vT termisk hastighet enligt formel (13.2.7) (m/s)
R, stenblocksradie (m)

as temperaturledningstal for sten (m?/s)

I formel (13.3.2) ar faktorn 1/15 bestamd av den sfariska formen. Man kan for
parallellepipedformade stenblock definiera en motsvarande faktor g(Ly/Ly, L,/L,), dir
blockets form definieras av kantlingderna L, L, och L,. For "normala situationer”
blir virdet av A av storleksordningen 0.3 - 2.0 W/mK, vilket kan jimf6éras med virdena
0.65 och 3.5 W/mK for vatten respektive sten.
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13.4 Numerisk dispersion

Betrakta f6ljande endimensionella problem. En ren fluid férflyttas med hastigheten
v = 1 m/s. Begynnelsevillkoret framgar av figur 13.4.1. Virmeledningsformagan ar
A=0.

T(x,0)

T=1

Figur 13.4.1. Temperaturférdelning i ett endimensionellt fldde.

Da ingen varmeledning forekommer skall fronten mellan varmt och kallt vara oférandrat
skarp (temperaturen dndras fran 1 till 0 i en punkt) vid tider ¢ > 0. Vid den numeriska
berdkningen viljs foljande data:

Az; =1 —00 <1< 00
At =0.5
T=1 iso} fso (13.4.1)

Gitterindelningen viljs s3 att « = 0 ligger i randen mellan cell 0 och cell 1. I figur
13.4.2 f6ljs temperaturfaltet under tva iterationssteg. Det heldragna temperaturfaltet
giller vid starttidpunkten ¢ = 0. Den streckade linjen visar temperaturféltet efter det
forsta tidssteget. En pil markerar var den skarpa fronten borde ligga (formel (13.1.6)).
Den punktade linjen anger situationen efter det andra tidssteget.

T(x,t)
AV
T=1 ——t=0.0
v v -——1:0.5
................ t=1.0
= e = H— > n 3% i 93 X
-2 -1 ) 1 3

Figur 13.4.2. Exempel pa effekt av numerisk dispersion.
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Av figuren framgar att den skarpa fronten vid ¢t = 0 sprids alltmer for varje forflytt-
ning. Den resulterande temperaturspridningen beror pa den trubbiga representationen
av temperaturférdelningen i det diskreta gittret. Under den férsta forflyttningen fylls
halva cellen av vatten med temperaturen T = 1. Cellens temperatur skall representera
dess energiinehall. Man erhéller T = 0.5. Representationen innebar att cellens fluidin-
nehall blandats om och att fluid med temperaturen 0.5 for snabbt nar fram till randen
mot nista cell.

Ti

1,00 O 3‘—‘?—ﬁ_ﬂ_ﬁ‘
’ * Konvektivt forflyttningsteg

a 10 AX
e 08 AX
+ 06 AX T
O 04 AX

x 02 AX

+x0

—— analytisk I6sning

+x0

Figur 13.4.3. En skarp front som flyttats genom tio celler.

I figur 13.4.3 visas resultat fran fem olika fall dir en skarp front flyttats genom tio
celler. Vid varje flyttning av fronten dndras dess lige med vAt = kAz, dir k i de olika
fallen haft vardena k= 1.0, 0.8, 0.6, 0.4 och 0.2.

Efter passagen genom de tio cellerna liknar frontférandringen den som erhalls ge-
nom ren konduktiv virmeledning. I det betraktade fallet ir frontférdndringen emeller-
tid helt oberoende av de termiska egenskaperna. Den beror endast pa antalet "meka-
niska” forflyttningar av fronten genom cellstrukturen, dér varje forflyttning ger upphov
till en omblandning enligt ovan. Om fronten flyttas en hel cell vid varje tillfille forblir
den opaverkad.

Det kvantitativa resultatet enligt ovan kan erhillas genom en Skning av varmeled-
ningsformégan for den konduktiva processen [Claesson, 1978).
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13.5 Teknik att undvika numerisk dispersion

En enkel metod att undvika den visade effekten av numerisk dispersion ar enligt
avsnitt 13.4 att vilja At och Az si att vAt = Az. Da flyttas temperaturfaltet precis
en cellstorlek under tidssteget. Med beteckning enligt tidigare och med flode i positiv
koordinataxelriktning beskrivs den konvektiva processen av:

Tint1 = Ticipm (13.5.1)

Vid representationen av den nya tidpunktens temperaturer sker ingen omblandning av
innehdllet i olika celler. Representationen blir oférandrad vid varje konvektiv forflytt-
ning.

Vid blandad konvektiv diffusiv virmetransport kan man anvinda tva olika tids-
steg, ett konduktivt, At.; och ett konvektivt, At.,. Under ett konvektivt tidssteg halls
fluiden stilla. Under denna tid utfors emellertid ett eller flera konduktiva beriknings-
tidssteg At.q sa att:

> Ategi = Aty (13.5.2)

Nar den konduktiva berdkningen ar utford f6r tiden At., flyttas temperaturfiltet en
gittercell i flédesriktningen. Dairefter utfors en ny berdkning av en serie konduktiva
tidssteg enligt (13.4.2). Forfarandet upprepas till 6nskad tidpunkt.

Forflyttningen av temperaturfiltet fir inte paverka energiinnehallet i berdknings-
volymen. Viarmekapaciteten (J/°C) i samtliga celler som paverkas av férflyttningen
maste darfor vara lika stor.

Metoden fungerar bra vid endimensionell stromning vid plan geometri. Alla cell-
storlekar blir lika stora. Vid till exempel plan radiell symmetri, dar flodet sker i radiell
led, medfor det konvektivt grundade kravet pa lika cellstorlek att cellernas radiella
dimension maste avta med avstandet frdn symmetriaxeln. Om berdkningsomradet om-
fattar stort djup i radiell led kan detta ge problem vid den konduktiva berdkningen
eftersom stabilitetstidssteget for en cell minskar med minskande celldimension.

En annan metod att undvika effekter av numerisk dispersion ar att direkt beskriva
fysiken i det grundliggande problemet. Vid den konvektiva forflyttningen av tempera-
turfaltet enligt ovan sker en extra spridning i filtet beroende pa omblandning av vatten
i de enskilda cellerna. Temperaturutjimningen pa grund av omblandningen orsakar en
extra entropi-produktion som inte borde ingd i den beskrivna processen.

Genom att vid forflyttningen uppratthalla savil energi- som entropikonservation
kan extraspridningen av temperaturfiltet undvikas. Fér att dstadkomma detta kan
en cells energiinnehall representeras av tva interna temperaturnivier med ett under
varje tidssteg givet frontlidge mellan nivéerna. Vid den konvektiva forflyttningen av
fluid mellan cellerna anvinds tvatemperatursrepresentationen. Darmed kan dven det
introducerade kravet pa entropikonservation uppfyllas. Vid berdkning av konduktiva
varmefléden mellan angransande celler anvinds en medeltemperatursrepresentation av
cellens innehall. En nirmare beskriving av metoden ligger utom ramen f6r denna skrift.
Metoden &r effektiv och uppnidda resultat ar goda [Hellstrom et al., 1986].
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13.6 Varmetransport i och utanfor ett vattenfyllt berg-
rum

13.6.1 Den lokala processen i bergrummet

Den termiska processen i bergrummet omfattar en blanding av konduktion, fri
konvektion (vattenrérelse pa grund av tathetsskillnader i vattnet) och patvingad kon-
vektion (vattenrérelse pa grund av pumpning). Avsnittet beskriver en modell dir denna
mycket komplicerade process hanteras pa ett starkt forenklat sitt. Man har en endi-
mensionell temperaturfordelning i vertikalled. Den enda fluidtransport som f6ljs i tiden
4r den som 3stadkoms genom pumpningen av vatten genom lagret.

Forenklingen grundas bland annat pa att vattnets tathet forutsitts avta med ckan-
de temperatur, vilket ar korrekt for T >~ 4 °C. Effekten av fri konvektion beskrivs pa
féljande satt. En temperaturfordelning i bergummet, vilken inte ger upphov till drivan-
de krafter pa vattnet, maste ha konstant virde i varje horisontalplan och vara konstant
eller avtagande med djupet. Varje storning av en sadan temperaturfordelning ger ge-
nom drivande krafter upphov till en konvektiv vattenstrémning som férséker eliminera
storningen. Forenklingen bygger pa antagandet att tidsskalan fér dessa konvektiva vat-
tenrorelser ar avsevirt mindre dn den for hela problemstéllningen avgérande tidsskalan
fér de konduktiva processerna i bergrum och omgivande mark. De konvektiva rérel-
serna behover da inte f6ljas i tiden. Det racker med att resultatet av dem under varje
konduktivt tidssteg blir beskrivet med tillrackligt litet fel.

Tva typer av temperaturstérning ger upphov till vattenrorelser i bergrummet.
Den ena stérningen dstadkoms av virmeflédet genom bergrummets vertikala randytor.
Temperaturen i ett tunt vattenskikt nirmast bergytan far en avvikande temperatur.
Bergrummet har vid normala driftssituationer en temperatur som avtar med djupet.
Temperaturstérningen i det tunna skiktet antas ge upphov till konvektionsceller med
begriansad utstrickning i vertikalled. Resultatet av processen kan di sammanfattande
beskrivas som att virmeflodet genom bergrummets randyta till en gittercell i bergrum-
met paverkar hela gittercellen. Forenklingen ar séledes av samma typ som den, som
anvands fér enskilda celler vid rent konduktiv berdkning, dir virmeflédet genom en
cells rinder under ett tidssteg paverkar hela cellen direkt.

Den andra typen av storning orsakas av att den endimensionella temperaturférdel-
ningen i lagret kan ge upphov till instabilitet i vattnet. Detta kan ske genom att vatten
som pumpas in i en cell i lagret har en hogre temperatur &n den som finns i cellen
ovanfor eller ligre &n den som finns nedanfér. Instabilitet kan ocksd uppkomma pa
grund av den ovan beskrivna virmetransporten genom bergrummets ytor. Detta giller
speciellt vid bergrummets tak till vilket den 6versta cellen i allminhet forlorar var-
me varigenom dess temperatur sinks. I denna andra typ av storning ar hela celler
inblandade i instabiliteten. Man far temperaturutjimnande vattenrérelser inom den
vertikala del av bergrummet dar instabiliteten upptrider. Aven hir bygger forenkling-
en pa att tidsskalan for vattenrorelserna antas vara avseviart mindre &n den for hela
problemstéllningen avgérande tidsskalan for de konduktiva processerna. Resultatet av
de temperaturutjaimnande rorelserna i vattnet kan da beskrivas med en medelvardes-
bildning av berdrda cellers temperaturer.

Det konvektiva forloppet i bergrummet kan, med de ovan angivna férenklingarna,
beskrivas pa foljande satt. Bergrummets temperaturer beskrivs med en endimensionell
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gitterindelning i vertikalled. Samtliga gitterceller har samma varmekapacitet (J/K).
Efter varje forindring av bergrumstemperaturerna testas att dessa uppfyller kravet for
stabilitet. Cellernas temperatur undersoks i tur och ordning med bérjan i bergrummets
botten. Sa snart en cell patriffas med en temperatur som ar lagre an den underlig-
gande cellens temperatur sker en temperaturutjimning mellan dessa s3 att de erhaller
samma temperatur (de tva cellernas medeltemperatur). Om de tva cellerna far en lagre
temperatur &n den nirmast ligre liggande cellen sker en utjimning mellan dessa tre
celler si att de far samma temperatur (de tre cellernas medeltemperatur). Forfarandet
upprepas till dess en stabil temperaturprofil genom hela lagret har uppnatts.

For att undvika numerisk dispersion (avsnitt 13.4-5) vid berdkning av vattentrans-
porten genom lagret kan en buffertmodell anvindas. Principen &ar att vatten som skall
pumpas in i lagret ackumuleras i en buffert, vars storlek ar vald sa att dess virmekapa-
citet (J/K) har samma virde som cellerna i bergrummet. Om bergrummet innehaller
enbart vatten blir buffertens volym lika stor som en cell i bergrummet. Om bergrum-
met innehaller en blandning av vatten och spriangsten (vars varmekapacitet ar ligre
an vattens) blir buffertvolymen mindre &n bergrumscellernas volym. Allt inkommande
vatten till bufferten blandas tills den &r fylld. Da sker en inskiftning av dess temperatur
till inloppscellen. Bergrummets 6vriga temperaturer forflyttas ett steg mellan inlopps-
och utloppscell.

Omblandningen av vattnet i bufferten kan ses som en beskrivning av den vatten-
blandning pa grund av patvingad konvektion som sker i nirheten av vattnets inpump-
ningsniva. Som ett extremfall, om vattenflodet i4r mycket stort i forhallande till berg-
rumsvolymen, kan man ha en omblandning av allt vatten i bergrummet. Detta kan
astadkommas genom medelvirdesbildning av temperaturen i samtliga bergrumsceller.

Effekten av termisk dispersion, som uppstar nir bergrummet innehaller en blanding
av vatten och springsten, beskrivs enligt avsnitt 13.3.

Sammanfatining:

De angivna fysikaliska forenklingarna vid beskrivningen av den termiska processen
i bergrummet medfér att dess innehdll kan betraktas som homogent. Den termiska
effekt som harror fran blandningen vatten/spriangsten beskrivs med hjilp av en virme-
ledningsférmaga som varierar med den termiska hastigheten i bergrummet. Denna ar
kind vid inledningen av varje tidssteg och vallar darfor inga problem vid berdkning-
en. Vidare beskrivs bergrummet med en vertikal endimensionell cellstruktur som ett
resultat av ansatsen att temperaturutjamning pa grund av konvektion har en avsevirt
kortare tidsskala &n utjimning pa grund av konduktion.

I avsnitt 13.7 visas jamforelser mellan matningar och berdkningar for ett nedskalat
modellférsok och for fullskaleanldggningar. Resultaten av jimforelserna dr utméarkta.

13.6.2 Den globala processen i den omgivande marken

I marken utanfor bergrummet har man en rent konduktiv process. Marken delas in
i en gitterstruktur i enlighet med kapitel 6-9. Isoleringar kan placeras pa valfria stillen
i strukturen. Den del av gitterstrukturen som upptas av bergrummet behandlas som
ett enda delomrade vilket ges separat behandling. Bergrummets ytor behandlas som
yttre rinder till det globala problemet.

Markytans temperatur varierar med periodlingden 1 ar. Vid cyklisk termisk belast-
ning av bergrummet ger tiden mellan tva pa varandra foljande laddningar periodldng-
den f6r grundfrekvensen av bergrummets temperaturvariation. Denna grundfrekvens
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beskriver den dominerande delen av den pulserande virmetransporten mellan bergrum
och omgivande berg.

Cellstrukturen i de olika randernas normalriktning ges av periodlangden vid re-
spektive randyta (avsnitt 6.3). Om avstindet mellan markyta och virmelager &r till-
rackligt stort (exponentiell avklingning av variationens amplitud, avsnitt 10.1.2), och
man inte speciellt ar intresserad av temperaturerna nira markytan kan man, utan att
temperaturférhallandena vid bergrummet férandras, vid markytan ansitta dess arsme-
deltemperatur. Markytan kan da ses som en yttre rand (konstant temperatur) till
ett berdkningsomrade dir lagret utgor den centrala delen. Gitterindelningen behéver
darmed inte forfinas i ndrheten av markytan. Se dven kapitel 11.

13.7 Tillampningar

I de foljande avsnitten redovisas jamférelser mellan matningar fran olika forsoksan-
laggningar och berdkningsresultat fran datormodeller vilka bygger pa i framstéllningen
redovisade metoder.

13.7.1 Datormodell

Datormodeller har utvecklats for berdkning av den termiska process som uppstar
vid virmelagring i vattenfyllda bergrum. Modellerna kan hantera 2-dimensionella (Car-
tesiska eller cylindersymmetriska koordinater [Eftring, 1984]) och 3-dimensionella (Car-
tesiska koordinater) beskrivningar av bergrummet och dess omgivning.

N
N

Figur 13.7.1. Exempel pa lagervolymer vid cylindersymmetrisk beskrivning.
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Figur 13.7.1 visar ett vertikalt tvarsnitt genom négra olika bergrumsformer, vilka
kan beskrivas av den tvadimensionella versionen. Den visade z-axeln ar en symmetri-
axel. Tviarsnittet kan antingen avse ett centralt snitt tvirs igenom ett mycket langt
bergrum eller ett snitt genom ett cylindersymmetriskt bergrum. I den tredimensionella
versionen beskrivs bergrummet som en parallellepiped pa valfritt djup under markytan.
Den termiska processen i lagervolymen behandlas enligt beskrivningen i avsnitt 13.6.1.

Termiska data kan variera fran cell till cell i gitterstrukturen utanfor lagervolymen.
Randtemperaturen vid markytan ar en sinusfunktion dir medelvirde och amplitud kan
véljas. Vid randen mot bergrummet ar randvillkoret ett givet virmeflde vars storlek
bestims under genomférandet av den lokala processen i bergrummet. Vid dvriga yttre
rander kan randvillkoret vara en féreskriven temperatur eller ett givet virmeflode.

Datormodellerna har anvints vid de tillimpningsexempel som aterges i foljande
avsnitt.

13.7.2 Jamforelse med en laboratoriemodell av ett blockfyllt bergrum

Vid institutionen fér geoteknik med grundliggning, Chalmers tekniska hdgskola,
utférdes i bérjan av 1980-talet ett nedskalat férsok med varmelagring i ett blockfyllt
bergrum [Claesson et al., Markvirme].

Ilaboratorieforsdket beskrevs bergrummet som en grop vars langd, bredd och djup
var 5, 2 respektive 2.1 m. Gropen fylldes med stenar och vatten. En karakteristisk
sten hade matten 0.1x0.07x0.04 m3. Stenarna uppfyllde 59 % av gropens totala volym.
Viggar och botten bestod av kraftigt armerad betong. Overytan ticktes av en 75
mm tjock isolering, vilken nddde 0.8 m utanfor viggarna. Vid laddning av virme togs
vatten fran gropens botten och aterférdes i dess 6versta del.

Vid simuleringen anvdndes den tredimensionella versionen av datormodellen. La-
gervolymen delades in i 20 skikt. Den omgivande betongen och marken delades in i
cirka 5000 celler.

Indata till simuleringarna har erhallits fran oberoende métningar. Tva korrige-
ringar behovde emellertid utféras. Virdet pa inpumpade vattenvolymer dndrades da
dessa volymer ej stimde med motsvarande ligen pd den uppmaitta temperaturfrontens
centrum. Korrigeringen svarar mot ett fel pa cirka 5 % vid métningen av inpumpad
vattenvolym. Maitfelet ar inte onormalt stort. De i simuleringen anvinda volymflédena
ar saledes korrekta virden tagna ur de uppmitta temperaturprofilerna.

Den andra korrigeringen giller virmeledningsformagan i den omgivande betong-
en. Denna har asatts det héga virdet 3.5 W/mK vilket kan motiveras av den mycket
kraftiga armeringen. Vérdet har féga betydelse for den beriknade temperaturprofilen
under kortare laddningsférlopp da temperaturprofilen mest paverkas av det effektiva \-
virdet, A g, det vill siga av beskrivningen av temperaturprocessen runt och i stenarna
i lagervolymen (avsnitt 13.3). Daremot paverkas temperaturprofilens niva under lingre
lagringsperioder av betongens virmeledningsférmaga eftersom lagret férlorar virme till
omgivningen, vilket sinker temperaturnivan i lagret. Virdet pa virmeledningsforma-
gan har bestdmts genom passning i en métserie.

Tva fall redovisas. I det forsta fallet pumpades varmvatten in i lagret under 21
timmar. Dérefter avbrots pumpningen. Lagrets temperaturprofil mittes under 5 dygn.
~ Mitta och berdknade virden visas i figur 13.7.2.
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Figur 13.7.2. Vertikal temperaturfordelning i lagret under laddnings- och lagringspe-
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I fall 2 var vattenflodet ungefir det dubbla. Pumpningen avbréts efter 5 timmar.
Mitta och berdknade virden under laddning och efter en lagringsperiod om 26 timmar

ges i figur 13.7.3.
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Figur 13.7.3. Vertikal temperaturférdelning i lagret under laddnings- och lagringspe-
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riod. Mitta virden betecknas med x.

Overensstimmelsen mellan mitta och beriknade virden ir god.
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13.7.3 Jamforelser med en vattentank i Ingelstad

I Ingelstad utanfér Vixjo har ett solvirmeverk uppforts. Se [Finn] och [Claesson
et al., Markvarme] Vid tiden {6r jimforelsen virmde koncentrerande solfangare vatten
till maximalt 105 °C. Via virmevixlare lagrades varmvatten i en vilisolerad cylindrisk
tank, vars temperatur under en lagringscykel varierade i intervallet 40 till 95 °C. Under
uppvarmningssisongen anvindes virme fran lagringstanken till uppvarmning av ett
omgivande bostadsomrade. Lagringstankens innerdiameter ir 28.2 m och dess héjd ar
8 m. Volymen ir cirka 5000 m>.

Simuleringen av tankens termiska funktion kom till stdnd pa grund av att de upp-
matta varmeforlusterna fran tanken var 4-5 ganger storre in vad som forvintats.

Tanken ar pa 6verytan och lings sidorna tackt av ett cirka 1 m tjockt lager av iso-
lering med den nominella virmeledningsférmagan 0.04 W/mK. Matvirden fran tva pe-
rioder utan vattenpumpning anvéindes for att bestimma isolerkonstruktionens k-vérde.
De tva perioderna omfattade 45 respektive 27 dygn. For de tva perioderna motsvarade
viarmeforlusterna genom tankens sida och 6veryta en effektiv varmeledningsformaga av
0.18 respektive 0.21 W/mK. Som genomsnittligt effektivt A-varde for isolerkonstruk-
tionen valdes 0.20 W/mK, vilket kan jimforas med isolermaterialets nominella virde
pa cirka 0.04 W/mK.

Vid simuleringen av den termiska funktionen f6r lagret togs indata fran uppmaitta
varden pa vattenfloden, inloppstemperatur och och lufttemperatur. En cylindersym-
metrisk modell anvindes vid simuleringen.

Nér den genomsnittliga effektiva virmeledningsfé6rmagan 0.20 anvandes som virde
for hela isoleringen erhélls genomgaende for 13ga temperaturer i lagret. Under perioder
utan vattenpumpning genom tanken sjunker de beriknade temperaturerna i lagrets
oversta del for snabbt. De simulerade virmeforlusterna genom tankens topp var for
stora.

For isoleringen i tankens Gveryta ansattes i stillet den nominella virmelednings-
formagan 0.04 W/mK. En ny analys av de uppmitta tankforlusterna under de tvd
perioderna utan vattenpumpning gav virdet 0.32 for den effektiva virmeledningsfor-
magan i tankens vigg. Resultat frdn simulering med dessa foridndrade virden visas i
figur 13.74.

Nivd (m)

Temperatur ('C)

Figur 13.7.4. Jimforelse mellan uppmaétta (x, o) och beriknade temperaturprofiler i
lagringstanken i Ingelstad.

Figuren visar att 6verensstimmelsen ir mycket god. Den storsta avvikelsen ar cirka
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1°C. Ojamnheter i beriknade temperaturprofiler nira tankens 6veryta kan hanforas till
datormodellens férenklade sitt att med hjilp av buffertar beskriva vattenflodet genom
tanken. Tidsskalan for utjimningen av dessa introducerade felaktigheter ir sa kort att
det langsamma forloppet i hela lagervolymen endast férsumbart paverkas.

Simuleringsresultaten indikerade att de for stora virmeférlusterna skedde genom
tankens viggar. Den kraftiga okningen kunde endast forklaras med en konvektiv var-
metransport genom 6ppna eller slutna system av springor eller spalter i isolerkonstruk-
tionen, vilken var utférd s3 att isolerskivor staplats p3 varandra. Overslagsrikningar
visade att spaltvidder pa nagra fa millimeters storlek skulle racka foér att forklara den
6kade varmetransporten. Effekten av fri konvektion ar vidare mycket kraftigare i en
vagg med horisontell temperaturgradient dn i ett tak med vertikal temperaturgradient
enligt det betraktade fallet. Detta stoder anvandningen av olika effektiv virmeled-
ningsformaga i tak respektive vigg.

En senare inspektion (1983) bekréftade den antagna forklaringen. Vertikala drane-
ringskanaler vid betongviggens yttersida var ej titade uppat. Man fann centimeterbre-
da spalter innanfor isolerskivorna. Man fann i isolerkonstruktionen vertikala luftrérelser
med orimligt héga temperaturer.

13.7.4 Jamforelse med ett bergrumslager i Avesta

I Avesta byggdes ett bergrum f6ér att anvindas vid korttidslagring av virme.
Overskottsvirme fran en sopforbranningsanliggning skulle lagras under vardagar for
att anvindas nattetid och under veckoslut. Normala drifttemperaturer skulle ligga i
intervallet 70 till 115 °C. Dessa planer modifierades senare. Bergrummet har mat-
ten 42x19x21 m3 (lingd, bredd och h6jd). Volymen &r 15000 m3. Avstindet mellan
bergrummets tak och markytan ar 25 m.

Lagrets termiska funktion simulerades med hjalp av den tredimensionella dator-
modellen. Bergets viarmeledningsformaga och viarmekapacitet sattes till 3.5 W/mK
respektive 2.16 - 106 J/m3K. Starttemperaturen i berikningsomradet sattes till 8 °C.
Uppmitta data anvindes for att bestimma virden pa volymfléde och inloppstempe-
ratur. Simuleringen utférdes av Bengt Vasseur, Vattenfall. Den simulerade perioden
omfattar tiden maj 1982 till december 1983. Perioden omfattar en inledande anvarm-
ningsperiod 6ljd av tre cykler med laddning, vila, urladdning och vila. Varje cykel
omfattade cirka 4 manader [ Vasseur, 1986].

Figur 13.7.5 visar uppmitta och beriknade temperaturprofiler frin maj och juni
1983. Ingen pumpning forekom mellan de tva tidpunkterna. Vid den forsta tidpunk-
ten dterges temperaturprofilen korrekt for de tva sprangskikten mellan varmt och kallt
vatten pa nivaerna 72 respektive 78 m. Efter viloperioden till den 7 juni &r 6verens-
staimmelsen fortfarande utmirkt bade vad giller férandringar i det stora sprangskiktet
och vad giller temperaturutjimningen i lagrets 6vre del.
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Figur 13.7.5. Jamforelse mellan uppmaéatta och berdknade temperaturprofiler i berg-
rummet i Avesta [ Vasseur, 1986]

Den enkla modellbeskrivningen av dessa mycket komplicerade termiska processer
fungerar bra fér det beskrivna fallet. Vidare atergavs uppmaitta temperaturprofiler i
berget ovanfor och nedanfor bergrummet (centralt och vid mitten av en kortsida) med
god noggrannhet.

13.7.5 Jamforelse med ett gropmagasin i Stuttgart

Vid Universitetet i Stuttgart har man byggt ett gropmagasin i form av en stympad
kon. Lagret, som har volymen 1050 m® (medelradie ~ 9m och héjden = 4m) ar fyllt av
en blandning av sten och vatten. Lagret ir inkopplat i uppvarmningssystemet f6r en
universitetsbyggnad och anvinds for bade 1ang- och korttidslagring av virme. Systemet
har varit i funktion sedan 1985. Detaljerade data om lagret ges i [Giebe et al., 1986,
1987) och [Hahne, Fisch, 1988] samt i IEA-rapporter (Task VII), d3 projektet ir ett
tyskt bidrag till IEA.

I ett bidrag till JIGASTOCK 88 [Hahne et al., 1988]redovisas en jimforelse mellan
métningar och berdkningar, vilka utférts med hjilp av den beskrivna datormodellen.
Under en laddningsperiod om 144 timmar pumpades 50-gradigt vatten med flodet 4000
kg/tim in i lagrets topp. Under foljande 110 timmar hojdes volymflédet kontinuerligt
till 14000 kg/tim. Under hela perioden extraherades samma mangd vatten fran lagrets
botten. Efter laddningen foljde omedelbart en atervinningsperiod om 208 timmar.
Temperaturen pa det utpumpade vattnet varierade i intervallet 50 - 36 °C. Massflédet
varierade mellan 2000 och 2700 kg/tim. )

Figur 13.7.6-7 visar mitta och berdknade temperaturer i lagret under laddning
respektive tervinning.
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Figur 13.7.6. Jamforelse mellan uppmitta och berdknade temperaturprofiler i grop-
lagret i Stuttgart, laddning [Hahne et al., 1988]
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Man métte laddad och tervunnen virmemangd till 34.7 respektive 5.5 MWh. For-
lorad virmemaingd under laddning var 24 %. Motsvarande siffror fran berédkningen var
35.6, 5.5 respektive 23.4 %. Forfattarnas slutsatser ar att det jamforelsevis enkla berak-
ningsprogrammet klarar att beridkna temperaturer i gropmagasin och att det fungerar
vil vid berdkning av energimingder.

Det kan tillfogas att férfattarna till den refererade skriften inledningsvis betonar
att temperaturforhallandena runt lagret ar svarkontrollerade pa grund av den oregel-
bundna omgivningen vilken innefattar gator och hus. Vid datorberdkningen beskrivs
omgivningens temperaturer utan nagra oregelbundenheter. De berdknade lagertempe-
raturerna svarar darfér mot en utjdgmnad medelvirdesrepresentation av omgivnings-
temperaturen varfor viss avvikelse fran de verkliga lagertemperaturerna kan forvantas.
Betydelsen av dessa avvikelser minskar nir det géller energibetraktelser. Dessa bygger
pa tids- eller volymintegraler och férandringar i lagrets temperaturprofil pa grund av
namnda oregelbundenheter spelar darfér mindre roll.

13.7.6 Beridkning av ett bergrumslager i Skarvik

I[Claesson, Wallentén] beskrivs ett system for korttidsvarmelagring i fyra parallella
bergrum i Skarvik, Géteborg. Bergrummen, som &r lika stora, har tidigare anvants for
oljelagring. Varje bergrum har formen av en parallellepiped med lingd 180 m, bredd
30 m och héjd 18 m. Bergrummens tak ligger 30 m under markytan. Avstindet mellan
bergrummen ir 40 m.

I referensen bestams med olika metoder bergrummets termiska funktion vid olika
laddningsstrategier med periodlangder fran nagot dygn och upp till en manad. Bland
metoderna ingar forenklade analytiska beskrivningar och numeriska berikningar for
vissa delforlopp.

Bland de delar som bestimts med numeriska metoder ar den stationira férlusten
fran bergrummen. Detta vérde beskriver den 18ngsiktiga virmeforlusten fran bergrum-
men. Det dr proportionellt mot bergrummens tidsmedeltemperatur.

I det allménna fallet kan arsmedeltemperaturen i bergrummen vara olika. L&t
temperaturen vid markytan och i de fyra bergrummen ges av Ty, Ty, T2 , T3 respektive
T4. Tillampning av superpositionsprincipen medfér en forenkling sa att ett allmént fall
kan beskrivas som en linjir kombination av tva grundfall. Dessa ges av de konstanta
temperaturerna (0,1,0,0,0) och (0,0,1,0,0) dir temperaturerna ir givna i ordningen
(To ... Ty). Resultatet av berdkningarna kan sammanfattas i en varmestromningskrets
enligt figur 13.7.8.
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Figur 13.7.8. Virmestrémningskrets for stationira forluster for de fyra bergrummen
i Skarvik [Claesson, Wallentén].

Man far f6ljande formler fér virmeflédet Q; (kW) frin en temperaturpunkt i:

Qi=) Kij(Ti-T))

J#i

(i=0,1,2,3,4)

(13.7.1)

Vid tredimensionella berdkningar av de stationira forlusterna har i det visade fallet
60 000 beriakningsceller anvints. De minsta cellerna hade storleken 2 - 2 - 2 m3.
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Kapitel 14

KORT OM ANDRA NUMERISKA LOSNINGSMETO-
DER

Den i framstallningen beskrivna l8sningsmetoden innebar en tydligt fysikaliskt for-
mulerad virmebalans f6r de enskilda gittercellerna.

Metodens egenskaper Gverensstammer med den metod som inom omradet numerisk
analys kallas explicit framatdifferens. Den i dessa sammanhang vanliga formuleringen
av metoden framhdver inte den bakomliggande fysikaliska processen. Se formulering-
arna (4.2.1-3).

Det vanliga sittet att 16sa virmeledningsproblem ar att utga fran den analytiskt
formulerade virmeledningsekvationen och att forséka hitta en numeriskt formulerad
16sningsmetod som &ir sa allmingiltig som majligt. Den traditionella metoden att 16sa
varmeledningsekvationen bygger pa att ingdende derivator ersatts med differenskvoter.
Den kontinuerliga temperaturférdelningen ges en diskret beskrivning dar temperaturen
definieras i ett dndligt antal punkter. Det ligger emellertid utanfér framstallningens
ram att i detalj g in pd alla de angreppssatt som utvecklats. For narmare beskriv-
ning hénvisas till de ménga standardverk som utmirkt och detaljerat behandlar olika
sddana metoder. Se till exempel [Ames], [Smith], [Minkowycz et al., 1988] och [Mitchell,
Griffiths).

Gemensamt fér metoderna ar problemet med den diskreta formuleringen av tids-
derivatan. Ett syfte med pagdende utveckling ar att dstadkomma formuleringar som
ger mojlighet att forlinga tidssteget sa mycket som mojligt. I kapitel 5 visas att det
finns vilgrundade termodynamiska skal f6r den tidsstegsgrans som erhalls med framat-
differensens stabilitetstidssteg. Man kan dirmed férvinta sig att 6verskridande av
denna grins kostar berdkningsarbete d4 man med nédvindighet maste infora en mer
komplicerad beskrivning av temperaturférloppets mekanism.

Det ar darfér intressant att gora en jimforelse mellan vinsten i tidsstegslingd och
foérlusten i motsvarande berdkningsarbete nir tidsderivatan beskrivs med olika metoder.
I syfte att belysa detta skall kortfattat resultatet i [Thibault, 1985)] aterges.

Thibault betraktar féljande problem. En parallellepiped av koppar har konstant
begynnelsetemperatur. Tre olika randvillkor studeras: sprangtemperatur vid rénderna,
konstant virmeflode genom rinderna samt sprangtemperatur med ett konstant vir-
memotstand lings ytorna. Temperaturfordelningen efter fem sekunders forlopp skall
bestdmmas.

Det beskrivna tredimensionella transienta problemet 16ses med nio olika beskriv-
ningar, M1-M9, av tidsderivatan. Dessa kan delas in i tre olika kategorier. Metoderna
M1-M3 ir explicita metoder vilket innebar att den nya temperaturen i en gitterpunkt
efter tidssteget kan uttryckas direkt med hjilp ay de gamla temperaturerna fore tidsste-
get. M1 ar metoden med explicita framétdifferenser vars egenskaper Gverensstimmer
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med den metod som beskrivs i denna framstallning. I M2 och M3 anvénds mellansteg
vid berdkningen av de nya temperaturerna i slutet av ett tidssteg.

MS8 och M9 ar implicita metoder. Med dessa metoder erhalls stabila 16sningar oav-
sett tidsstegets langd. Metoden innebir att for varje tidssteg l6ses ett ekvationssystem
omfattande lika manga ekvationer som man har temperaturpunkter. Losningen kriaver
lang berdkningstid och stort minnesutrymme. M8 4r en ren implicit metod och M9 &r
Crank-Nicolsons metod.

M4-M7 ir ADI-metoder (Alternating-Direction-Implicit). Dessa metoder ar utveck-
lade for att reducera de implicita metodernas stora datorkraftbehov. Ett tidsstegs f6-
randringar genomférs i tre endimensionella steg innebarande implicit 16sning i de tre
koordinatriktningarna i tur och ordning. Ekvationssystemet reduceras da till en for-
mulering med tridiagonala koefficientmatriser. M4 ar en ren ADI-metod. M5 (Brian)
och M6 (Douglas) innebar modifikationer vid genomforandet av de tre stegen. M7
(Thibault) &r en metod som bygger pa superpositionsprincipen.

For varje metod bestimdes felet i den berdknade temperaturfordelningen efter fem
sekunder. Medelvirdet av kvadraten pa avvikelsen i varje temperaturpunkt beriknades.
Medelfelet bestamdes som kvadratroten ur detta medelvirde.

Figur 14.1 visar typiska berdkningsfel i resultaten for de olika berdkningsmetoder-
na. Metoderna M8 och M9 saknas da de pa grund av mycket stora berdkningstider
av Thibault ansigs vara ointressanta. Det framgar att s& linge M1, metoden med
explicit framatdifferens, uppfyller villkoret for tidsstegslingden fungerar den utmirkt i
jamforelse med 6vriga metoder. Nar stabilitetstidssteget verskrids blir felet omgaende
kraftigt. Risken for att en 16sning skall vara behiftad med ett "smygande” fel ar liten.

Berdkningstider for de olika metoderna aterges i tabell 14.1. Tiderna (medelvirden
for de studerade fallen) ar givna relativt tiden fér metod M1.

Metod | Relativ CPU-tid
M1 1.00
M2 1.82
M3 1.85
M4 4.45
M5 4.47
M6 4.51
M7 2.51
M8 >15000
M9 >15000

Tabell 14.1. Relativt tidsbehov for de olika metoderna [Thibault].

Thibault kommenterar resultatet pa foljande satt:

”"M1 is a very good three-dimensional numerical method. It is the most
economical with respect to computation time and core storage, the easiest to
program, and one of the more accurate methods.” Tidsstegsvillkoret nimns
som en nackdel.
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M2 déms ut eftersom dess 16sning inte konvergerar med minskande cellstor-
lek. M3 &r ovillkorligt stabil, men vid for stora tidssteg ar dess 16sning inte
representativ for det aktuella fysiska problemet. M7 ir enkel att hantera
men har begrinsad tidstegslingd for stabil 16sning (tre gdnger sa 1dng som
for M1). M4 har begrinsat tidssteg (tre ganger M1). M5 och M6 ir o-
villkorligt stabila men tidssteget bor begransas for att halla felet lagt (4-6
ganger M1). Deras algoritmer ir svara att programmera. M8 och M9 ir
ointressanta pa grund av tidsbehovet.

Thibault rangordnar metoderna enligt M6, M5, M1, M4, M7, M3, M2, M8
och M9.

Har kan tillaggas att M6 och M5 ar beddmda som svara att hantera i ett datorpro-
gram. Jamfért med M1 kriver de 4.5 ganger s lang riknetid oavsett gitterstrukturen
(pa grund av begrinsningen av tidssteget). M4 kriver 4.5 gdnger si lang riknetid.
Med M7 foljer de begrénsningar som sammanhinger med superposition samt att tids-
atgangen ir 2.5 ginger sa lang.

Det framgar att M1 ur manga synvinklar ar en attraktiv metod och att ovriga
betraktade metoder inte har nagra sjilvklara férdelar.

Thibaults undersékning innehéller nagra osikra punkter sasom:

e ir respektive l6sningsmetod formulerad pa ett optimalt sitt for att mojliggéra en
snabbt arbetande 18sningsalgoritm?

e ir programkoden skriven pa ett rationellt sitt?

Thibaults syfte ar att forutsdttningslost jamfora olika 16sningsmetoder bland vilka
hans egen ingdr. Den hamnar i mitten av filtet vid hans utvardering. Hans valda
tillampning med dess enkla formulering och anvandandet av samma gitterstruktur for
de olika metoderna okar trovardigheten for att resultatet verkligen ar belysande vid en
jamforelse av just 16sningsmetodernas tidsbehov.

Avslutningsvis innebér implicita metoder 16sning av ekvationssystem for varje tids-
steg. Detta medfér behov av stérre datorkraft (mer minne for matrisbeskrivning av
ekvationssystemet och mer berikningstid for att 16sa det) dn vad explicita metoder
kréver. Fér en- och tvadimensionella problem har detta mindre betydelse men svarig-
heterna blir stora vid berékning av tredimensionella problem [Minkowycz et al., 1988,
13.6]. Minkowycz uppger att stora FEM-program (finita element-metoden, vilken har
en inbyggd implicitet) inte ryms i primdrminnet pa ens de storsta datorerna (1988)
varfér yttre minnesenheter maste tas i bruk.

Det kan nimnas att den i inledningen ndmnda forskargruppen utfért berdkningar
for tredimensionella stationira temperaturfordelningar omfattande upp till 1000000
temperaturpunkter med den i framstillningen beskrivna metoden. Berikningarna har
utforts pa persondator men ir f6r nirvarande ej dokumenterade. Se dven avsnitt 13.7.6.
Det stora antalet temperaturpunkter kan ocksd anvéndas vid transienta berdkningar da
dessa har en explicit formulering som ar mycket lik den som anvints vid de stationira
berdkningarna.
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Kapitel 15

EXEMPEL PA ANDRA PROCESSER MED PARABO-
LISK DIFFERENTIALEKVATION

Kapitel 1-14 behandlar temperaturforlopp. Grunden for framstallningen ar var-
meledning i fast materia, dir temperaturforloppet i kontinuerlig form beskrivs av vér-
meledningsekvationen (3.3.7). Avsikten med detta kapitel ar att ge exempel pa andra
processer som kan hanteras enligt de i rapporten beskrivna metoderna.

Den betraktade processen avser en konserverad storhet a som kan vara energi
eller massa. Storhetens férdelning i rummet ges av en densitetsfunktion p,. Man har
ett fléde §, som paverkar densitetsfunktionen p,. Konservation av den betraktade
storheten ger:

9pa

5 = -V -G (15.1)

Ekvationen uttrycker att tidsindringen av storheten o i en punkt ar lika stor som
nettoinflédet till punkten. Nettoutflodet fran punkten ges av divergensen av flédet,
V- Gy

Empiriskt har man ofta féljande typ av relation for flodet gp:

Jo = —K VO, (15.2)
Ekvationen uttrycker att man har ”potential”, dvs en tillstdndsvariabel, vars gradient

driver flodet §,. Storheten K, ir en proportionalitetsfaktor. Insittning av uttrycket
for flddet i (15.1) ger foljande balansekvation:

Lo _ v (K,VE,) (15.3)

Sambandet mellan p, och ®, ges av po = pa(®s). Man kan definiera en kapacitet

enligt:
2P~ ¢, (15.4)

Balansekvationen (15.3), uttryckt i ®,, blir da:

0%,
Ca ot

=V (KaV®,) (15.5)
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Detta dr en parabolisk partiell differentialekvation dar man har en tidsderivata av forsta
ordningen och rumsderivator av andra ordningen.

Nedan ges exempel pa nagra processer som kan beskrivas enligt ovan.

Varmeledning

- Storheten o star for energi. Storheten p, motsvarar energititheten e (J/m?), g,
virmeflsdet § (W/m?) och &, temperaturen T (°C). Virmeflodet ges av Fouriers lag:

§=—AVT (15.6)

Proportionalitetsfaktorn K, blir virmeledningsformagan A (W/mK). Varmebalans-
ekvationen ar:

0

5=V (,\VT) | (15.7)

Virmekapaciteten C (J/m3K) ges av:

de(T)

S =C (15.8)

Denna formulering motsvarar sambandet (12.2.7). Virmebalansekvationen uttryckt i
T ges av:

aT
Cor =V-(AVT) (15.9)

Detta ar den formulering som ges i (3.3.7).

Diffussion

Processen avser diffusion av ett 16st &mne i en stillastdende fluid. Storheten a star
for det diffunderande 4mnets massa. Storheten p, motsvarar koncentrationen ¢ (kg/m?)
av dmnet, g, den diffusiva masstransporten §; (kg/sm?) och &, koncentrationen c
(kg/m3). Massflédet ges av Ficks lag:

§.=—-D.Ve (15.10)

Proportionalitetsfaktorn K, motsvarar diffusiviteten D.. Massbalansekvationen ar:

dc
5 =V (DVo) (15.11)

Kapacitetsfaktorn C, blir 1. Man har:

de

=1 (15.12)
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Fuktforlopp

Processen avser diffusion eller transport av fukt i dng- eller vatskefas i ett porost
material. Storheten a star for massan av det transporterade amnet H,O. Storheten p,
motsvarar fukthalten w (kg HoO/m® pordst material), g, fuktfidet g, (kg H20/s m?
pordst material) och @, relativa fuktigheten ® (%). Fuktflodet ges av ett samband av
typen Ficks lag:

§o = —DoV® (15.13)

Proportionalitetsfaktorn K, ar fuktflodeskoefficienten Dg. Balansekvationen &r:

%—j’ =V.(DgV®) (15.14)

Sambandet w = w(®) ges av sorptionsisotermen, dvs jamviktssambandet mellan fukt-
halt och relativ fuktighet vid konstant temperatur.

Vid beskrivningen kan man i stallet se fukthalten w som den tillstindsvariabel vars
gradient driver massflodet §,,. Da motsvaras ®, av fukthalten w. Fuktflédet ges av:

§w = —DyVw (15.15)

Proportionalitetsfaktorn K, ar en ny fuktflodeskoefficient D,,. Balansekvationen &r:

ow
S =V (DuVw) (15.16)

Sambandet mellan de tva fuktflédeskoefficienterna Dg och D, ges av:

dw

qw = —Dy,)Vw = —DWEVQ =—-DgV® (15.17)
dvs
dw
Dg = Dy— 1
s =Dy (15.18)

Grundvattenrﬁrelse eller luftrorelse i isolermaterial

Processen avser transport av grundvatten eller av luft i isolermaterial. Storheten
a stér for fluidens massa. Storheten p, motsvarar fluidhalten ps (kg fluid/m® porést
material), @, fluidens massfléde ¢y (kg fluid/sm? pordst material) och @, trycket p
(Pa). Massflédet ges av Darcys lag (densitetsdrivna fléden behandlas ej hir):

3 =-KVp (15.19)

Proportionalitetsfaktorn K, ar den hydrauliska konduktiviteten K. Balansekvationen
ar:
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% =V.(KVp) (15.20)

Om fluiden &r inkompressibel erhalles:

V. (KVp)=0 (15.21)

Denna rapport behandlar framforallt transienta processer. Aven stationira virme-
ledningsproblem kan 16sas med den beskrivna metoden antingen genom att det transi-
enta forloppet foljes tills det klingat av eller genom att losningsmetoden modifieras sa
att programmet raknar enligt en 6verrelaxationsmetod. Se tillimpning i avsnitt 13.7.6
och kapitel 14. Stationdra problem av potentialtyp kan losas.

Man har allmant en ekvation av typen:

V- (KuV®) =0 (15.22)

Vid ett virmeledningsproblem motsvarar ®, temperaturen T' och K, viarmelednings-
formagan A. Se ekvation (3.3.11). V

Om man har en kdllterm h,, vilken beskriver ett externt volumetriskt extratillskott
av den betraktade storheten a, erhalles:

V- (KoV®a) + he =0 (15.23)

Vid virmeledningsproblem motsvarar k, en volumetrisk virmeutveckling A (W/m3).
Se ekvation (3.3.12).

Vissa typer av strémningsprocesser beskrivs av ekvationer av typen (15.22) [Hughes
and Brighton, kap 6] Se ekvation (15.21).

En annan typ av tillampningar ar elektrostatiska problem. Den elektriska potenti-
alen betecknas V' (V). Man erhaller foljande ekvation:

V-(eVV)+p.=0 (15.24)

Hir ar e dielektricitetskonstanten och p. laddningstitheten. Programvara, konstrue-
rad av den i inledningskapitlet nimnda forskargruppen, har anvints bland annat -till
vidareutveckling av munstycken till blickstraleskrivare [Rydgren, Thesis} I munstycket
astadkommes droppavlankningen med elektrostatiska krafter. Man har en komplicerad
geometri med blickstralen och dess uppdelning i laddade droppar i kombination med
det omgivande munstycket med dess olika spanningsnivaer.
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