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KRAPITEL =

PROCESSEESKRIVNINGAR

Fér att forstd reglersystem &r det nadvéndigt att
kunna bxskriva processsr och stdrningar. 1 detta
kapitel - ‘presenteras olika satt att karakterisera
systam. S8aval grafiska beskrivaingars som ar bra
fér att ge eh Gverblick. sam matematiska wodellers
vilka ocks8 kan ge detaljer» behandlas. Utglende
fram de olika beskrivningarna infdrs ocksa wmanga
viktiga begrepp.

3.1 INLEDNING

Reglersystem &r ofta relativt komplicerade ty de sammansitts

av wmdnga olika delar. De olika delarna kan representera
manga olika’™ grenar av  tekniken t.ex. kemis mekanikos
elektrotekniks elektroniks prieumatiks hydraulik och

bioteknik. For att arbeta med reglersystem 4drv det wmycket
viktigt att ha bra s3tt att beskriva systemnen.

Beskrivhningarna skall gbra det mbijligt att oOverblicka
systamens funktion och att tringa in i deras detaljer. For
att detta skall vara mA3ligt anvands flera olika

representationer av systemen. Detta berdrdes kortfattat i
kapitel Z. I detta kapitel ges eh mer detal jerad beskrivhing
av olika sitt att beskriva veglersysten.

Avsnitt 3.2 behandlar olika grafiska representationer. Dessa
representaticoner syftar *£ill att ge en dversiktlig
kvalitativ blld av systemets funktion. Det dy vasentligen
tre olika typer av grafiska representationer som anvéndes,
dversiktshilders processchema och blockschamna.
Hversikisbilderna ach processchemna visar processens
specifika komponentsrs stdlldons givars och regulatorer.
Blockschemat representerar informationsflédet och systemets
reglevrtekniska funktion. )

modeller. Dessa beskriver funktionen hos systemets olika
delar i matematisk form. En kombination av blockschema och
matematiska wmodeller &r ettt effektivt s3tt att ge en
tversiktshbild och  detaljbeskrivhningar av ettt systems
fupktion. Med h33lp av processchema och dversiktsbilder kan
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systamfunktiéherﬂa sedan  relateras till den verkliga
processen.
En Oversikt av olika typer av matematiska modeller ges i

avshitt Z.3. Savdl interna modeller som externa _modeller
behandlas i detta avshitt. De interna modellerna eller
tilistandsmodellerna beskriver i detal) ett systems inve

De externa__modellerna eller insigpal-utsignal _modellerna
beskriver endast sambandet wellan in— och utsignalerna. 1
avenitt 2.5 behandlas s.k transientsvarsmodeller saom  &v en
typ av insignal~utsignal modeller. Desss modelleyr beskriver
ett delsystem genom att ange dess svar pa ett steg e=ller en
puls. En alkevnativ heskrivning s.k. frekvenssvarsmodeller
diskuteras i.avshitt 3.4. I avshitt 3.7 anges olika metoder
For att bestdmma matematiska wmodeller for ett systen.
Modellerna kan erhallas genom ett direkt experiment. Detta
kallas ideptifieripg. Det &r ocksd mbgligt att bestdmma
matematiska medeller med utgdngspunkt Fr8&n grundliggande
fysikaliska modeller. Detta kallas fysikaliskt modellbygge.
Bada wetoderna liksom deras kombinationer behandlas i
avenitt Z.7. I avsnitt 3.5 behandlas olika sitt att beskriva
storningar. Kapitlet avslutas wed en sammanfattning.

T.2 GRAFISKA REPRESENTATIONER

Bilder havr traditionellt wvarit viktiga hg8lpmedel i
ingenjérskonsten. De tidigaste larobbckerna for ingenjbrer

var t.ex. de bilderbdcker Oveyr olika makanismer S0m
utarhetats av Lecnardo da Vinci. Bilder och olika fovrmer av
grafiska representationer anvidnds inom alla grenar av

tekniken. De &r utmidrkta hgdlpmedel fov att £ en kvalitativ
Sverblick och ettt forkraffligt komplement 111 matematiska
beskrivningssitt. Rilderna &r ocksad ofta till god hjélp for
intuitionen. Flera olika satt att grafiskt beskriva system
har funnit anvandning inom  reglertekniken. En kortfattad
presentation av ndgra oliks beskrivningar ges nedan.

N
LN
OBversiktsbilder

F&r att fa &n dvarblick av det system som skall regleras ar
det ofta bra att ha en forenklad skiss av  systemet. Denna
skiss bér visa systemets olika komponenter. Bilderna bov
gora det mojligt att i verkligheten identifiera systemsts
olika delar. Rilden bdr ocks& vara stiliserad s8 att den eg
blir odverskadlig. Det finns inga best3mda regler for ur
sdversiktsbilder skall ritas. Era bilders liksom vackra
tavliars: &y dock latta att kdnna igen. Ett exempel pa
Aversikitshilder visas i fig. Z.1. En Oversiktsbild av en mer

- -

komplicerad process visas 1 fig. 3.2,

[
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Fig. 2.1 - Oversiktshild av en enkel process.

Inom speciella brancher forekommer endast ett begrénsat
antal komponsnter som &r mer eller midre standardiserade. I
sddana fall-dr det mbiligt att driva stiliseringen Snnu

langre genbm att infira standardsymboleyr §fOr alika
komponenter. Symbolerna utarbetas ofta av olika
internationella standardiseringsorgan. Det finns

standardisering bl.a. fér processindustring  kraftindustein
och £8r VWS  branschen. Ett exempel p&8 processchema visas i
fig. ®.3. I appendix Ay B och C ges nagra ytterligare.
exempel pd standardsymboler.

For en reglertekniker 8r informationsflodet i ett system det

centrala. - Det ar t.eX. intressant att wveta vilka
styratgérderien regulator generervar. FOr systemets funktion
ar det wifdre intressant att veta om reglerfelet

representeras som  en mekanisks  elektrisk eller pneumatisk
storhet. Marn har darfor inom reglertekniken utvecklat ett
‘speciellt stiliserat bildsprak som tar fasta pa att beskriva
informationsflodet i ett system. En s&8dan beskrivning kallas
blocksghema. Principen for ettt blockschema illustreras i
fig. S.4. Orundprincipen &r att framhdva sighalflédet i
systemet och undertrycka systemets detaljer. I blockschemat
represaenteras de  apparater  soin ddlgys under dukarna i
fig. 3.3 med rektanguldra rutor. Rutorna férenas med streck
som  visar bhur de olika apparatevrna paverkar varandvra.
St recken férses med pilar for att visa orsak och verkan. 1
anslutning till strecken infdrs ocks8 beteckningarna fOr de
L]
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Fig. .4 — Blockschema for systesmet i fig. 3.1.

Y

variabler som strecken wmotsvarar. Oftast representerar ett
streck en variabel men det gir ocksd bra att la8ta ett streck
representera flera variabler. Det &r vanligt att i rutorna
som betecknar systemets delar infdra en symbol som  anhger
cambandet mellan insignal och utsignal for systemet.

1 fig. 5.4 visas blockschema fOr systemet 1 fig. F.1. 1
kapitel ¥ s3g vi att begreppet felsignal var mycket viktigt
fir att Firstd hur ett reglersystem fungerar. Felsignalen ar
differensen mellan en processvariabels odnskade och verkliga
virden. I ett blookschema har en speriell symbol infdrts 6
att bhilda felsignalen genowm att subtrahera tvd signaler.
Elockschemat &v stt bra hgidlpmedel for att Ffa en dverblick
av ettt regl%rsyztem. Far att rita ett blockschema méste
systemet forst uppdelas 1 olika delar. Detta kallas att
strukturera systemet. Vid strukturering forsdker man att fa
vidl avgrinsade delar med liten koppling. Observera att det
vid strukturering kan vara lampligt att ha flera apparater i
samma block. Detta motsvaras i fig. 3.3 av att man lagger en
duk &Bver +tvad apparater. I vissa fall kan det ocksa vara
sndamalsenligt att representera en apparvat med fler block.

Blockschemat ger en abstrakt representation av ettt system.
Dat framhdver de viasentliga reglervrtekniska egenskapesrna hos
systemet och undertrycker ovdsentliga tekniska detaljer.
Mackdelen med abstraktionen &r att det krdvs wvana och

tankearbete f6r att reelatera den abstrakta bilden till den
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| shrsignal | Sty sanal_|
| Styrsignal | Styrd_signa
| yrsig ‘ i ——
| - ‘ System | |
| Stérsignal | | Mitsignal |
I ! |
L_,_;ﬁT_____J ‘ L_d___T;.d_.J
Insignaler Utsignaler
Fig.,_ _3%.5% — Elockschama for delgy;;;m.

b

tekniska verkligheten. Den abstrakta representationen  har
dock en stor fardel. Ma8nga olika tekniska system hav
himligen samsa blockschema. Detta innebar att de ranodlade
regleriekniska problem 1 grunden dr lika fdr systemen. Om
reglerproblemet losts for ett system kan man d& direkt A&
ldshingen till de andra problemen. Elockschemat &r saledes
ett exempel pa reglerteknikens allm3ngiltighet. Jawmfor
diskussionen i avsnitt Z.2 och .3,

Nagra_viktiga beqgrepp

1 anslutning till blockschemat kan flera viktiga begrepp
inforas. fidg. 3.3 visar bilockschemat fir ettt delsystem.

Systenet pdverkas av twv3a signalers stirsignalen och
styrsignalen. Styrsignalen representerar den variabel vars

viarden kan véljas. Den kan t.ex. vara instdilning av en
ventil. Storsignalen representerar hur systemet paverkas av
sin omgivning. Styrsignalen och stdrsignalen &r systemets
insignaler. Systemet har ocksa tva typer av utsignaler. Den

ena &r den styrda__signalen eller den reglerade signalen:
dvs. den signhal som vi &r intresserade att styra. Den andra
signalen dv mitsignalen dvs. den signal som kan registreras
med hidlp av de instrument som  finns installerade i
processen. I vissa fall kan storsignalen ocksad mdtas. Ibland
Ar matsignalen lika med den styrda signalen men ofta ar de

olika. Matsignalen kan t.ex. vara stdrd. 1 andra Fall kan

-
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det sndast  finnas indirekta samband mellan den styrda och
den mitta signalen. Vid styrhing av kemisks reaktorer kan
det t.e=x. vara av intresse att styra produktens
koncentration. D& koncentration kan vara sva8r att mata kan
man i st3llet nbja sig med att mdta produktens temperatur.
Marvid utnyttjar wan att det  finns ettt indirekt samband
mellan temperatur och koncentration.

3.3 MATEMATISKA REPRESENTATIONER

De graFiska? beskrivhningarna av ett reglersystem ger en
gverhlick av systemet och en kvalitativ forstaelse fbr dess
funktion. Fé&r att ge en kvantitativ beskrivning fordras
matematiska beskrivningar av systemet. Dessa kallas vanligen
matematiska_modeller. En matematisk wodell dr en abstrakt
representation av ett system som gor det mSgligt att berdkna
systemete utsignal d& dess insignal dv kand. Matematiska
modeller kan anvindas for att bestdmma hur en process uppfor
5ig i olika situationer. Det ar t.ex. mgligt att wmed hjélp
av modellen bestimma bra avrbetspunkter, l13mpliga
regulatorinstdliningars oliks driftsatt etc. Modellerna kan
oocksd anvindas foOr felsdknings simulerings operatdrstraning
gtc. De beridkningar som fordras kan utfdras wmed penna och
pappery ridknares analogimaskin esller dator. Vid arbete med

matematiska ‘awodeller maste man alltid komma ihag att
modellen &r en  abstraktion nch en approximation. Den
baskriver sdledes endast vissa av systemets egenskapewr. 1
detta avsnitt ges en Oversikt av olika matematiska
representationer. Mar detaljerade framstédliningar ges i
f&ljande avsnitt. De matematiska beskrivningarha kombineras

afta med blockschema v atl baAde f&8 overblick och detaljer.

Ett statiskt system &r sddant att utsignalen omedelbart
stiller in .sig i ettt jédmnviktsl8ge da insignalen &ndras.
Utsigralens aktuella vérde vid tiden t beror s&ledes esndast
av insignalers varde vid samma tid. Ett statiskt system kan
48 beskrivas av en funktion son anger funktionssambandet. Om
insignalen &r u och utsignalen y sa beskrivs systemet helt
enkelt som

yibd) = gtudti) .12

Jamfér fig. 3.4. Bystemet sdges varva linjdrt om funktionen
g J g

ip lingér. Dervivatan av funktionen g i en arbetspunkt kallas
systemets férstérkning. Forstdrkningen anger hur mycket

utsignalen andras vid et liten dandring av insignalen.
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Tangentens lutning
= forstdarkning
+
i
Figa _Za& - Insignal~utsignal samband for ett statiskt
zystem. Tangentens riktningskoefficient ar systemats

Forstarkning 1 punkten A

Y
)

Dyhamiska system

Ett system sages vara dynamiskt om insignalens varde vid en
tidpunkt beror av insignalens virde vid tidigave tidpunkter.
Det finns flera satt att beskriva dynamiska system.

En wmijlighet att beskriva ett system matematiskt som hira
ansluter sig till blockschema-tdnkandet &r att betrakta ett
systen som en svart lada  (eng. black box). Jamfdr fig. 3.3.
Den matematisha modellen skall f6r» varje insignal ange
motsvarande Jdtsighal. Ett s8dant betraktelsessdtt leder till
en extern modell eller en insignal-utsignal wmodell. Modellen

talar endast om sambandet mellan insignalen och utsignalen.
Den siger ingenting om vad som hander internt i systemet.

Rent principiellt kan vi forestilla oss  en extern
beskrivning som en j&ttelik tabell av insignal-utsignal par.
En sadan vepresentation kan 138tt bli wmycket komplicerad. Det
kan vara svart att finna en systematisk metod att tabellera
alla insighneler och tabellen kan bli mycket stor. Det finns
dock flera viktiga specialfall d& tabellen blir mychket
enkel. For s.k. linjdra tidsinvarianta system kan t.ex.
utsignalen bevadknas far en podtycklig insighal om ett enda
insignal-utgianal pav 4y kint. Detta behandlas utfbrligare i
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&
avsnitten 3.% och 3.4. En annan principiell svarighet ar att
er insighnal kan g2 upphov till manga utsignaler.

Externa beskrivningar av dynamiska system har sitt ursprung
i elektroteknikens sitt att betrakta system. Det finns ett
annat =att att beskvriva dynamiska system som utgar fran
mekanikens synsdtt. Fran den klassiska mekaniken vet vi att
rovelsen hos ettt partikelsystem 3¢ entydigt bestéwd o
partiklarnas ligen och hastigheter vid en viss tidpunkt ar
kinda. Férhistorien dvs. hur partiklarna uppnatt sina
aktuella hasiigheter och lagen dr allisa ovisentligt. I det
allmina Fallet fFérsdker vi alltsd Ffinna ett antal variabler
saom sammanfattar de karvakteristika i insignalen som ar
nadvaéndiga for att predikiers systemets framtida utveckling.

Dessz  variabler kallas tillstindsvariabler darfdr att de

representaerar systemets aktuella tilistand.
Tillstandsvariablerna kan ofta vdlgas sam variabler vilka
representerar  lagring av  massas energl och rdrelsemdngd.

Eftersom dessa kvantiteter kan representeras p8 olika sdtt
Finns ett visst godtycke i valet av tillsta&ndsvariabler. Den

matematiska modellen skall ange hur  tillstdndsvariablerna
utvecklas i tidemn liksom hur utsignalerna dr relaterade till
tillstaAndsvariablerna. De watematiska wmodellerna kah afta
erhallas ur grundlidggande fysikaliska samband Sarnm
balansekvatipnar fir massay ensrgl  ach rorelsemingd.
Tillstandsvariabler ger  en detaljerad beskrivning av
systemets inrve struktur. De wmodeller sow erhidlls brukar
darfar kallas interna______ beskrivningar eller

avenitt 3.4.

e et Lo O ol -

Vi avslutar detta kapitel med att né8gra begrepp som ar
viktiga for att férstd dynamiska system. Vi sager att =tt
systenm Ar  linjark om linjédrkombinationer av insignaler
motsvaras av  linjdrkombinationsr av utsignalerna. Detta
betyder t.exY att en dubblering av insignalen ger en dubbelt
58 stor utsignal. Ett system kallas tidsinvariagnt om det

uppfor sig pd samma sdtt vid olika tidpunkter.

Stabilitet &r en viktig egenskap. [ grova drag innebar
stabilitst att smd fordndringar i systemet och smé
storningar leder till sm8 fordndringar 1 systemets signaler.
Stabilitet -‘3r sadledes ett slags kontinuitetsbegrepp. I
allmanhet kan vi e) tala om stabilitet hos ett system. Vi
kan endast siga att vissa lésningar 8r stabila. For lingjéra
tidsinvarianta system g8ller dock att om en 18shing anr
stahil & & &ven wvarge annan 18sning stabil. I detta
specialfall kan vi s8ledes tala om stabila och instabila

system. System som &r stabila kallades sj8lvreglerande
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hohd
system i1 tidig litteratur eftersom de wmotsdtter sig inverkan
av stidrningar.

Det fimns flera olika begrepp som uttrycker hur 18ttt det &r
att styra och reglera ett system. Eegreppet reglerauktoritet
anger hur stora styrsignalerna &r 1 fOrh&llande till de

stérningar som verkar pd systemet. Betrakta t.ex. en viss
processvariabel. Reglersuktoriteten 3ar kvoten wmellan de
dndringar 1 vaviabeln som  fas vid wmaximal 4&ndring 1

styrvariabeln och vid maximal stdrning. Foér ett servosystem
i @n skrivare &r» reglerauktoriteten t.ex. kvoten mellan
motorns maximalmoment och det maximala friktionsmomentet.
Vid styrning av ett flygplan ar reglerauktoriteten kvoten
mellan rmderﬁamentet orh det maximala stdrmoment som orsakas
av vindstérningar. Vid reglering awv ett flade ar
regleravktoriteten kvoten mwmellan tryckfallet over ventilen
pch det totasla tryckfallet 1 kretssn d& ventilen &r helt
appen.

Den tid det tar f6v ettt reglervsystem att reagera ar en
mycket viktig parameter. Detaljerade svar kraver en
detaljerad analys av processwodellen. Fadr stabila lingdra
tidsinvarianta system kamn man dock ta den tid det tar innan
halva Ja&nnviktsvardet upprnds. Vi kallar detta for
reaktionstid. Observera att for limjéra system s& Ar denna
tid oberoende av dndringens storlek. Det finns manga satt
att f& en uppfattning om reaktionstiden. Man kan bestamma
den experimentellt. Den har owcksd ofts uppskattats ur kvoten
mellan lagrad energi och effekt ellesr kvoten wmellan lagrad
rorelsemdngd och kraft 1 ettt system.

Ohservera att stabilitet och reglerbarhet ofta star i
motsatsférhalliande ©till varandra. Vi belyser detta wmed ett
citat fran en artikel om styrning av batar. "Det &r v&l kant
att en bt som svingsr 18ttt 3r svaAr att styra och att en bat
som &r 14ttt att styra har svart att svénga.” Om baten ar
stabil s& ir den lidtt att styra ty den gdr rakt fram oavsett
stérningar fr8n vind och vigor. Det dr dd ocksa svart att
svinga med biten ty det fordras stora rodevutslag  fOr att
Svervinna ba&tens naturliga tendens att gd& rakt fram.

b
4

S TILLSTANDSERVATIONER

Vi skall nu redogdra for matematiska modeller fOr system i

form av tillstandsekvationer. Detta dr kanske det mest
naturliga sittet att beskriva system. Man stéller helt
enkelt wpp de ekvationer som beskriver systemet:y och

processdynamiken kommer si att sdga p& kopet.
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Hirledning_av_tillst8ndsekvationer

Yi wvisar forst  hur tillsténdeskvationer kan erhdllas. De
grundliggande ekvationerna &r sambanden for massbalanss
energibalans och rOrelsemdngdsbalans. Dessa ekvationer
kompletteras sedan wmed s.k. konstitutiva ekvationer som
anger samband mellan olika wvarisbler. F&r att stalla upp
balansekvationaerna miste vi forst inféra wvariabler som
beskriver hur massan: energin och rdrelsemdngden dr lagrade.
Dessa variabler kallas tillstandsvariableyr.
Balansekvaticnernas som beskriver fordndringarna i massas
energi och rorvelsemdngd ger differentialekvationsr som ahger
tillstandsvariablernas dndringshastighet. Harledning av
tillsténdsek&atianer illustreras med stt asxempel.

Exempel Z.1 (Tillstandsekvationsr fir vattentankend
Betrakta eh wvattentank med ettt pafyllningsrdr och en
avtapphing. En Oversiktsbild wvisas i fig. 3.7. Bystemets
insignal &v inflddet g poh dess utsignal &r utflédet g .

i d

Far att heskriva systemet formulerar vi en masshalans. Den
vattenmidngd som samlats 1 tanken kan beskrivas wmed mdngden
vatten i tanken eller ekvivalent wmed vattennivan 1 tanken.
Detta blir sSledes tillsta&ndsvariabelh. O tankens
tvdrsnittsyts &r A och nivadn h s& lyder massbalansen

&,-/

Fig. =.7 — "% =puiktshild av vattsntank.
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A
d *
~={AhY = g — q : (3.23
dt i u

Ut Fiddel beror av utloppsar=an a och nivan h. Om a/A ar
liten s& finner vi genom en energibalans {Bernoullis lagl
att

q = a vzgh (3.3
Ll

Vi Finner sdledes att systemet kan beskrivas med
skvationerna?

g

tth a - i

dt ] A

.42
q = a /Egh
u
Detta ar en wmatematisk mopdell av systemet. Modellen har en
insignals inflddet g » en tillstandsvariabels tanknivan h
i

och en utsignals uvtflodet q . Observera att nivén ges av en
e u

diFFerentialékvation medan sambandet mellan utfléde och

rankniva &r en algebraisk ekvation.

i wodellen bervor utsignalen pa insignalens forhistoria.
Tillstandsvariabeln h sammanfattar dock den egenskap hos
insignalen som &v visentlig for att bestdmma utflédet. Vi
ser ocksd detta divekt fran ekvation (3.3) som visar att
ut fiddet &r entydigt bestamt av tanknivan h.

o

Insignaler bch utsighaler &r entydiga. En svarighet med
tillstandsvariabler &v att de hkan vidljas p& manga olika
satt. Fbrenklingar kan ofta erhéllas genom kloka val av
variabler. Tillstandsvarviablevrna for vattentanken i Exempel
%.1 kan t.ex. vialjgas som nivadns volya2d e2ller vattnets vikt.
Transformationen mellan variablerna kan wvara komplicerad om
tankens tviarsnitisyta vavierar mad hijden.

1 flertalet ¥fall behdvs wmanga +illstandsvariabler fOr att
beteckna hur massas energi och rorelsemdngd lagras i ett
system. Antag att det vacker med ett &ndlight antal variabler
o K Taad X Systemet kan ocksd ha manga styrvariabler

4
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.. "
o1 U Yea.w7 U s Tillstandsvariablernas aktuellas viarden
1 o T

tillsammans med styrvariablernas framtida vérden bestdmmer
entydigt systemets framtida utveckling. Om systemet ar

kausalt 58 ar tillstandsvariablernas tidsdevivator
funktionar av tillst&ndsvariablerna X 31X _ Yaeuwt¥ och
. = .
padragen uiqu_1...1u . En tillstandsmodell kan da& beskrivas
z " -

S0OM

dxl

- = £ { ¥ H " X u u = )

dt g e e PN My Y * Yy

dx,, '

=T = F M7 Mot eea 7 M o U3 U_r .. ¥ U ]

dt = i = ) 1 @ "

dx

3|

1

—— F O % 5 X 9 wwews % ¥ 3 U_.v U_9 »uw v L 3
dt 5 1 = ¥ 1 = "

iat vidare yiv Yy 1 Wnad ¥ vara systemets utsignaler. DA

gadller ocksa

y w=og  (H 3 X 3 eea 7 X 3 U 3 U 3 oea. v U )
i 1 1 = f 1 e r
y =g L X s X_ 7 wee 3 ¥ o2 U oy U 3 ... v U
= e i = 1 i = T
yoomog 0% 3 X 1 oaee 3 X o3 U 3 U Y ow.. oy U)
p p 1 2 a1 1 2 P

Vi far enklare formliey att skriva Ot vi infér
vektorbeteckningarna

Fow ] [y ] [ u
1 1 1W
X - Y n]
. = =
H o= . y = . u = .
X y Y
| n ] L "p LT
SR g
S | 1
FE 92
f = . g = .
; g
N I P
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Systemnet kan.dé beskrivas med ekvationerna

dx - Fi x u 3
dt ' ’ ' (E.5)

y = gl x 1 u 2

Modellen ¢3.5) innebdr att tillstéandets dndringshastighet
dx/dt &r en funktion av tillstandet x och pédraget u.

I det allminna fallet kan funktionen §f och g ocksa bero av
tideh. Bystemst kallas tidsipvariant om funktionen f och g

e] beror explicit av tiden.

Linjdra_system
De olinjdra - ekvationerna (Z.51  kan endast 1 undantagsfall
analyseras.' Diremot 3dr det latt att erhdlla speciella
ldsningar med hjgdlp av  numeriska metoder. FoOr analys och
uppskattningar 3v det nodvandigt att gHira approximationer.
Fa zamma sitt som olingdra Funktioner kan approximeras med
lingsdra funktioner s& kan det olingadra systemet (3.9
approximeras med ett s.h. linjdrt system. Farfarandet kallas
att linjérisera det olingdra systemst. En tillstandsmodell
(Z.5)  kallas lingédr om funktionerna £ och g ar linjédra.
Ekvationerna kan da skrivas pa foljande satt

d ‘

ar © o R (3.4

vy = £x + Du

div f: Bs C och D 8r matriser

[ a a cxs & ] F b b ..~ b 1
11 12 in i1 1z ir
o “re 2 b b s b
21 22 Zn 21 ZZ 2r
A = . B = .
é‘ a wes & b b ««s b
| nly n¥ R L nl nZ nr |
= _-c e € 7 [ d d «aa d 1
i1 1= 1n 11 12 iv
R o . o d I
N 21 21 &2 2r
C = - D = .
c . e TR d g e d
| pl  p2 pn ] L Pl pz pro
Modellen (3.4) siger att tillsténdsvektorns dndringshatighet

dx/dt v en lingér funktion av tillstandet x och padraget u.

Det linjédra systemet kallas tidsinvariant om matrisernas

glement &v oberoende av tiden. Manga system dr lingéra. Om

-
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i
avvikelserna® ar =md s8 kan olinjgé&ra system ofta approximeras
med lingdra system. Vi belysenr detta med ett exempel.

Exempel I.2 (Lingdrisering av tillstands—
skvationsrna for vattentankend

Fér att approximera ettt olingdrt system med ettt lingart
midste wvi utgd framn att systewmets wvariabler gbr smd

avvikelser £ran en Jamviktsldsning. Vid gamvikt dr nivan i
tanken konstant. Det féljer av ekvation (3.47 att

9, =4 = @ /rgh =q_
1 U 0

-

En taylorserieutveckling av ekvationerna (3.4) ger

an S Y sy SR /8 + ¢ 1/A
- = = = f2gh — —— JYZg/h th - h } + g + ({q - )
dt A O ZA 0 O O i qO

- —— a e
g = aw/._’qh + - /._g/h ch — k_J
u by 0

dir termer av andra och hégre ordning har forsummats. Infor

¥ = h - h A

U= g, -9
i )

y = q — g
U o

=8 erhilles fdljande linjéra samband

dx
— = — gx + [u
dt (3.7
Y = ¥R
&y
N
i -y
, a/Egh q
————— ~n O a
o = = J%g/h = e = ==
=0 ) Zah A
Q tal
3 = 1i/A . (3.8
- aJEgh
a ———— o
Y = —ﬁga’["n: ~~~~~~
= o Zh
o
VvV = Ah
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3

-

For s avvikelser s8 kan  tanken alltsé beskrivas med ett
lingsdrt system. Kurvorna 1 fig. .58 belyser hur val den
ling&ra approximationen stammer meed den verkliga modellen
vid madttligt stora f&rédndringar. Vid stora fordndringar Kan
dock skillnaderna bli  avsevidrda. Se fig. .Y som visar vad
=om hander d& inflodet sténgs av.

System med_oindligt ménga tillsténdsvariabler

het finns manga fall da& lagringen av massas energi och
rorelsendngds 3r  kontinuerligt Fordelad i rumwmet. 1 sddana
fall rackey ej ett adndligt antal varviabler till for att
beskriva lagringen. Det 3r nddvéndigt att infora en funktion
eller en kurva f8r att beskriva systemets inneh8l1l. Den
internsa « heskrivningen biliy da en partiell
di fferentialekvation. Vi belyser med ett exempel.

Exempel .3 {TillstAndsekvationer for vBrmestaven)
Betrakta det dynamiska system som bestdr av  en rak homogen
stadng med tathet 2l specifikt varme C och
varmeledningsformdga k. L&t systemets ingignal wu wvara
temperaturen uwitl) 1 stavens vinstra dnde. Lat 9&ixstd
beteckna temperatursn  vid  tidpunkten t i en punkt pa
avsténdet fran stavens vinstra EBndpunkt samt 14t
2-

SEERR
5
2
o
S -
) 0 i I T T
0 10 20 30 40 50
Tid - L
Fig._ _3.5 — En Jamforelse mellan den  lingdriserade (tunna

linjer? och denrn olingéra tankimodellen (tjocka linger).
Figuren visar huv utflodet varierar om inflédet vid tiden
t=0 plotsligt &ndras  fran i m /s till andra konstanta

varden. o
L J
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Y

Nivd h

-5 T | I ——
0 10 20 30 40 50
Tid o
Fig. 5.7 - Jémfarelse wmellan den  lingdra (tunn linge) och
den olingdra (tjock linje) tankmodellen. Figuven visar hur
nivdn i1 tanken ndras d8 inflodet stdanges av. Observera att
enligt den lingdriserade modellen s& skulle nivan bli
negativ.

ca
*

utsignalen vara &(x +t}. Om vi antar att temperaturen &r
o}

konstant i tvérsnitt vinkelrita mot stavens langdaxel gdller

D x a at el
Py EDd = ulh)

For att beskriva hur vadvrmen lagras i staven méste
temperaturfirdelningen i staven anges. Funktionen 2{-st) &vr
s8ledes syst%mets tillstéand.

. O

For att £8 insyn i egenskapsrna hos  lingédra tidsinvarianta
systam och fior att battre firstd tillsta3ndsbeskrivningar
skall specialfallet wmed endast en tillstandsvariabel
undersdkas. Tillstandsekvationen (3.42 kan d& shkrivas
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]
iy

cin

—— = a¥® + bu

dt (3.72
y = ox + duy

Yi  boirgar med att understka hur systemet uppfdr sig da
styrzignalen u &r noll. Systemet beskrivs d& av

—— = ax

Denna ekvation kallas det fria systemets ekvation ty den

hoskriver vatl som hiander om systemet lamnas for sig sgalvt.
Det fria sydtemet hav losningen

;aCt—tab
Kitr = e HeE 1
o

LOsningen dr en exponentialfunktion. Detta kan 1&tt irnses
aftersom tillstandets dndringshastighet ir proportionell amot
fillstandet. Detta kan formellt visas genow att derivera
funktionsn xitd. Vi finner

W att-t )
: [} . . .
______ = g o thD) = ax{tl) >

Lasningen uppfyller saledes differentialekvationen. Det fria
systamets ldsningar illustreras i fig. F.10.

Lésningarnas egenskapeyr baror av tecknet pd talet a. Om a &r
negativi 58 glr ®{t) mot noll da t vaxer. Detta betyder att
snd . avvikelser fran Jamviktslaget w=0 fHrsvinner <8
smaningom. Systemet sages dirfdr vara stabilt om a{0D. Dm a=0
ir lésningen kenstant och om aY0 kommer losningen att vaxa.
I baAda dessa fall kommer en liten storning att leda till
bostdende avvikelser fran jJamviktslaget. Systemest sdges da
vara instabillt. Det fdlger av fig. .10 att talet

T = 1/{a)
har en speciell tolkning. Detta tal kallas systemets
tidskonstant. Det anger for stabila system hur snabbt

variabeln x(t) g&r mot noll. Efter tiden T 58 har losningen
reducerats till i/e = 0.37 av sitt begynhelsevirde.

vi skall nu undersoka hur systemets paverkas av insignhalen.
Ekvation (3.%) har lbsningenh
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H

xh

p a>0
X
0
a=0
Xo /L
- a<0
0 _ — -
e t=T=1/lal b
Fig. =3.10 - De fria ldsningarna till ekvation (3.9) For
olika virden pa a.
(-t 2
. act tD. o t atE—g) o
®it) = g it » + b J e uisids
o
. t
. : =
att-t,) Eact-s
yit: = ce ¢t 3 + dutty + be [ e ui(sids
~ t
D
Genom  att derivera funktionen x(t? kan man visa att den
uppfyller (3.7). Ldsningan sammansdtts alltsa av tvé delar.
En del &r ldésningen till det  fria systemet som bsror  av
initialvillkoret %(t ». Den andras delen beror av insignalen.

o
Denna del kan tolkas p& det =3ttt som visas i fig. 3.11,

Tillstéﬂdsﬁafiabelns varde wvid tiden + ar ettt wviktat

medelvarde av gamla varden p& insignalen. Viktfaktorn
bestdms av funktionen expfat’. Denna funktion kallas darfor
systemets -viktfunktion. For stabila system avtar
viktfunktionen exponsntisllt med tidskonstanten T. Systemet
gldmmer alltssd bort gamla vardeh av insignalen.
Tidskonstanten T anger storleksordningen av systemets wminne-x
Tidshonstanten T dr alltsd en viktig parameter. Den
indikerar i stora dvrag systamets reaktionstid.

Tidskonstanten uppskattas som kvoten wmellan lagrad energi
orh effektsy eller kvoten mellan lagrad massa och massflodet.
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. }:‘
it
.

ea(#s)

ufs) T

s
i s t
Fig. =.11. — Illustverar hur tillsté&ndsvariabeln x¢(t) beror
av gamla utsignaler, Figuren har ritats med adO.
Exempel Z.4 (Restdmning av tidskonstanten far

vattentanken?

F&r vattentanken bestidms dynamiken av en massbalans. Tankens
valym ar ¥ = Ah . Massflbdet genom tanken &r q . Den enkla
o, o o

tumrsgeln ge% f&ljande uppskattning av tidskonstanten

T & V /q
0 o

Det foljer av exempel 3.2, att det korrekta vérdet pa
tidskonstankten ar ‘

T = /& = 2V /q
[m] ]

%
0

Systemekvationerna f8r lingédra system kan i det allmdnna
Fallet lbsas pa8 samma sitt som fdy system av  férsta
ordningen.  Det behandlas utforligt i larobooker i
reglerteori. Se t.ex. Astrom (1974&). Vi skall hér ey ga
igenom detaljerna» diremot skall vi kortfattat diskutera
ldsningarnas karaktar.

TillstAndsekvationen for det allmdnna linjgdra systemet ges
av ekvation ¢3.43, Det fria systemets ldsningar bestdms
enbart av,  matrisen A Denna matris kallas darfor
gynamikmatfiagn, Matrisen BE anger hur styrvariablerna
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kopplas till tillsténdsvariablevrnas den kallas darfor
padragsmatris. Matrisen £ talar om hur mitsignalerna
paverkas av tillstadndsvariablerna. Den kallas dérfor
matmatris. Om wmatrisen D 3v skild Ffr8n noll s8 komner

styrvariablerna att pdverka utsignalerna direkt. Matrisen D

Det fria systemets loshingar ar =la} summa av
sxponential funktioner exp{it) dar talen A dr matrisen Als
egenvirden. Dessa &y ldsningarna till den algebraiska

ekvationan

det [ AI=- A1 =20

Denna ekvation kallas systemets karakteristiska _ekvation.
Antalet rotter &r lika med antalet tillstlndsvariabler.
Reella egenvdrdsn svarar mot den typ av ldsningar  som
erhalls for system av fOrsta ordningen. Den karakteristiska

gkvationsen kan ocksd ha komplexa rotter
A= o+ oiw
En s&dan vot svarar mot ldsningen

At ot + iwt gt
e = g = g (ros wt + 1 sin wh)

Y
I

Ldsningarnas kvalitativa karakt&r beror av talen ¢ och w.
Detta har illustrerats i fig. Z.12. Det kan ocks8 intraffa
att dynamikmatrisen har flera sgenvirden X som dr lika.
Loisningarna blir d& av  faowreen PCE) exp At dar P ar ettt
polynomn  vars gradtal alltid &» mindre dn antalet lika
ritter. I det allmidnna fallet &r det fria systemets losning
&n summa av termer P(E) axp(A t» di3r A Ay eogenvirdena till
" 3

fria svstemet eller kortfattat en mod.

Om samtliga egenvérden till dynamikmatrisen har negativ
realdel s8 kommer tillstSndsvektorns alla kowmponenter att gé
mot noll eftdr en stirning. Bystewet sdges da varva stabiit.

Om dynamikwatrisen har ndgot egmnvdrde vars realdel ej ar

Tillstandsbeskrivhningan av ett system d&r vdl lampad for att
diskutera hur bra ettt system kan regleras. Detta beror pa
det fria systemets egenskapers hur styrvariablerha och
matvariablerna v kopplade till tillstandsvariablerna.

Om vi vill foreskriva att ett antal wutsignaler skall f8l3a
Foreskrivna kurvor miste vi till att borja med krdva att

T
H

0
L J
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: T_zlf_ 2o
- - W - e W
Fig. S.12. — Karaktdven hos lésningetn  sSom svarar mot

-
i
1]
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-
antalet sty'vvariabler Atminstone &r 1lika med antalet
utsignaler. Detta &r ett mycket starkt krav. Det innebéar
t.ex. att T vi fareskriver banor for alla

tillstandsvariabler s& miste antalet styrvariabler vara lika
med antalet tillst8wndsvariabler. Detta krav  &r dock inte
tillrdckligt. Fér att styrsignalen ej skall bli alltfor
oregelbunden m&ste man ocks8 kriva att de kurvor soi skaill

foljas &r kontinhuerligs oceh att de har kontinuerliga
derivator av viss ordning. Betrakta t.ex. ett system som ar
en integrator. Eftersom utsighalen ar insignalens

tidsintegral sa &r det ey wdjyligt att f4 en diskontinuerlig
utsigrnal med en begridnsad insignal.

Fetrakta et givet dynamiskt system 5. 13t insighalen vara u
och utsignaten y. Problemet att berdkna utsignalen y da
systemet S och imsignalen u 3r givna kallas analysproblemet.
Problemet att f& utsignalen att folga en given bana kan
uttryckas 58 hdr: 0OGivet systemet 8§ och utsignalen y bestin
insignalen u. Detta problem kallas det inversa problemet.

-1

Losningen kan sz i form av  det s.k. inversa systemet &
a]

som har y som insignal och  u som utsignal. Losningen till
folyeproblenst kan 13tt erhdllas med hjalp av det inversa
systemet pa det sa3tt som visas 1 fig. 3.13. Det ar
visentligt att det inversa systemt &r stabilt ty annars kan
signalen u bli hur stor som helst.

Dm man ej vidl krdva att tillstandsvariablerna fbljer vissa
kurvor kan -man istdllet krdva att tillsténdsvariablerna
efter Aandlig tid antar fdHreskrivna vérden. Detta innebar
s8ledes att vi e) krdver att tillsténdsvariablerna féljer en
kurva men att de passerar ett godtyckligt antal punkter pé
kurvam. Hur tatt punkterna kan liggas bevor pd de maximalt
tillgdnagliga styrsighalerna.

Ett system vars tillstandsvektor kan styras fran en punkt i
+illstandsrommet till en annan godtycklig punkt kallas p&
&ndlig tid styrbart. System kan sakna styrbarhet péd grund av
att det {finms e f& styrvariabler eller gerom att
kopplingen mellan styrvariabler och tillstandsvariabler Er
oldmplig. Styrbarbet kan alltsa& fbérloras genom olamplig
koppling av Bystem. Vi belyser detta med ett exempel.

.lnversf system System

Uk"- f;_1 u - S )i_.__

Fig. T.i3. ~ Léshing till f&ljeproblemet med hJélp av det

inversa systeamel.
L
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B
Exempel Z.5 (F&rlust av styrbarhet vid parallell-
koppling av identiska systein)
Betrakta ett svstem som beskrivs av

d

—il = ax -+ u
dt i
dx

ar T et v

Systamet har alltsd erhillits genom att parallellkoppla tva
identisks syztem. Systemet &v inte styrvbart. Detta kan inses
pa Fﬁlgande‘#étt: Subtraktion av ekvationerna ger

9— (1 — H_23 = 0
dt 1 o= i

Vi ser alltss att det inte finns nigon moglighet att paverka
skillnaden mellan tillstandsvariablerna.
O

Typfallet f&r ett system som ej ar styrbart illustreras i
fig. F.14. Det g&r att visa att alla lingara system hkah
bringas pa denna form genoin  variabeltransformationer.
Tillsténdsva?iablerna z 1 delsystemst 81 v e] styrbara ty

de kan e] paverkas av styvrvariablen u. Man kan ey omedelbart
avgdra om ettt system &r styrbart. Det kan wvara nddvidndigt
att ghra vissa variabeltransformationer fOr att fa systemet
pa& den form som  visas i fig. 3.14. Detta illustreras i
fig. Z.15 som visar hur ett system som e} 5y styrbart kan
Aterféiras p8 standardfallet i fig. .14 med hgdlp av' en

- ‘)-/
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o
enkel wvarigbeltransformation. Det framgldr av figuren pa
samna satt som 1 exempel 3.5 att variabelkombinationen z—x
e)] paverkas av u.

Yid unpbyggnasd av  komplexa veglervsystem med hjydlp av enkla:
ragulatorer kan man radks ut far parallellkoppling.
Svarigheter kan d& upptvdda p& grund av att styrbarhet
forlovras. Svarighetevna kan vara allvarliga om de tillstand
som =3 &r styrbara ocks8 dr instabila. Detta kan forekomma i
samband med regulatorer med integralverkan. Exempel ges i
avsnitt 4.5. FEtt formellt kritevrium pd styrbarhet for ett
TinjJdrt system ges pd foljande s3tt. Bilda matrisen

- n—1
NS = [B AR ...A B 1

Systamet (3.4 3y styrbart om matrisen har n»n oberoende
kolonnhevr.,

Observerbarhet

" Vid planering av reglersystem 8y det wviktigt att kunna
avgdra nom antalet mdtinstrument &r tillrdekligt. Eftersom
kunskap om alla tillsté&ndsvariabler gdvr det méyligt att
fullstidndigt prediktera systemets framtida utveckling sa ar
get tillridckligt att mita =alla tillstandsvariabler. Detta
kraver dock mdnga instrument och det &r viktigt att veta om
det ghr att 'klara ett reglerproblem med fdrre mdtinstrument.

On o1 matematisk modell For systemet &r kdnd s8 shkulle
tillstandsvariahlerna kanske kunna berdknas ur tillgéngliga
métningar. Ett system kallas obsesrverbart om detta &r
A R N 1
| Lo x| vz |
| l | | |
| | I | |
X X Zz
| So T | 1 S | = S |
| I |
L — - L - — 1 L ]

!

FRrn
h
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+

mtgligt. ’ !

Bestimning av tillsténdet fran matsignalen v 1 princip en
haklingesrdkning utgiende fran systemekvationarna. 1 kapitel
3 visar vi i detaly thur det gar till. Ett typfall pé& ett
system som 23 ar observerbart visas i fig. 3.14. Det gdr att
visa att alla lingdra system kan bringas pa denna form gehom
variabeltransformation. Tillsta8ndsvariablerna z i

delsystemet 81 ar tysta eller e3 observerbara eftersom de

gverhuvudtaget &3 paverkar utsignalen y. Man kan sdllan
avgdra direkt om ett system har tysta tillst&nd. Det &r ofta
nodvandiagt att gora variabeltvansformationsy for att’ fa
systemet pd den form s visas i fig. Z.14. Ett exempel pa
transformation till standardfallet visas i fig. 3.17. Det
framg8r av figuren att tillstandet x-—-z &r tyst. For lingéra
tidsinvarianta system (3.43 gay det att finna enkla
Lriterier For observerbarhet. Man bildar matrisen

Systemet &r observerbart om matrisen har n radev som ar
linjért obherpsnde.

Genom att kombinera fig. .14 och fig. Z.16 kan man visa att
varje lingadrt system kan delas upp i fyra delsystem pa det
s3tt som visas 1 fig. E.15. Delsystemet 81 v styrbart men

i pl

Fig._ _Ze.1&. — Typaxemnpel pa systeanm rmed tysta {icke
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r-—-—-"—-— 'I r _______ 'I
o Ee
S l s, [E=X_ |
| | [ |
| y | |
I ‘ | '
|
| Ser X | | s, X |Y
, k I | 0 |
|

L_u__‘___w._l _Jl
Elg__”ijiigw:iExé;;el pd system med tysta tillstand.

Y
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Fig. Z,1%..—- Kalmans uppdelning av ett lingart system.
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g
23] observerbarts systemet S_ ar styrbart och eobsevrverbarts

5 &r ey styrbart men observverbart och 84 ar vare sig
styrhart eller observerbart. Uppdelningen kallas HKalmans

uppdelning.

Det &r naturligivis onskvirt att delsystemen Sis 57 och B

it

g3 finns med. Speciellt allvarligt &r det om systemet Sd har

instabila fﬁoder. Ett exempel pd  Kalmans uppdelning
illustreras i fig. Z.17. '

.5  TRANSIEMTSVAR

1 detta avenitt skall vi redogdra f8r ett annat satt att
beskriva en speciell klass av dynamiska system. Vi skall
presentara en  s.k. extern beskrivhing. Jamfér den allmdnna
diskussionen i avsnitt 3.3. Externa beskrivningar &rv pa satt
oeh  vis mer abstrakta &n tillst&ndsbeskrivhingarna. En
tillstdndsrepresentation utgar Ju fran de inre mekaniswer
SO beskriver system. Processdynamiken erhalls sedan
automatiskt  fran beskriviningen av processmekanismerna. De
externa beskrivningarna ger enbart sambandet mellan
systemets in— och utsighaler. De bortser helt fraén vad som
hander inuti systemet. I den allmanna diskussionen i avsnitt
.3 pastods att en insignal- utsignal beskrivning kunde
uppfattas som en taball Over alla par av in— och utsignaler.

| N | 1
II —=l S, |2 | | s, A-x_|r

' |

ul l)’ |

|
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R
De system Ssom studeras i detta avsnitt &r s8dana att det
rdcker med att kdnna ett signalpar fOr att hela tabellen
siall kunna konstrueras.

Lingéra_tidsinvarianta systew

Linjdra tidsinvarianta dynamiska system &r wycket vanliga.
De anvdnds csom approximationer till manga system pa samma
s3tt som den rdta lingen anvidnds fOr att approximera

olinjdra funktiormer. Lingéra system har den mycket trevliga
egenskapen att de kan karakteriseras fullstdndigt med ett
enda- insignal-utsignal par. Den tabell som diskuterades
inledningsvis kan alltsd forenklas drastiskt. Ihnan vi kan
beskriva hur det gar till skall vi uttrycka oss med nagot
storre precision.

Batprakta ettt system med insignal u och utsignal y. L&t
(ulsyih ooh (uﬁ,yﬁ) vara tvad insignal — utsighal par. ELt

system ar lingdrt om insignalen au1+bu_ motsvarar utsignalen

pral

ay1+byr. Denna egenskap kan uttvrychas pd foljande satt. Om

utsignalerna &r kanda for ett antal insignaler s3 kan den
utsignal som svarar wmot en lingdrkombination av insignalerna
erhillas som motsvarande linjgdrkombination av utsignalerna.
Detta kallss &ven superpositionsprincipen.

Genom att gbra griansboverglngar s& gér det att visa att det
folger av superpositionsprincipen att om  {(usy) 4y ettt
insignal—utsignal par sa& ar dven Cuivyib och (u}ay p]

2z

insignal-utsignal par oOmi

t
U1(t} = { afs) ulsl ds
t
Yi(*’ = &£an y(=) ds
och .
S
vty = actl Q*ELEi
B dt”
_ dny(tb
y (ty = alt) ——=——-
= "
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Superpositionsprincipen kan  alltsé formuleras s& att  om
(usy) &r ett insignal-utsigral par s& ar dven (Lusbyl ett
insignal-~utsignal parv diar L &r en godtycklig 1lingar
opgrator.

Tidsinvarians innebdr i grova drag att systemet reagerar pa
samma satt pd en insignal oavsett den tidpunkt da& insignalen
. h
appliceras. Det kan exaktare beskrivas s8 har. Lat u
beteckna en translation av signalen u med h tidssnheter. Ett
lingért sy=tam kallas tidsitvariant om insignal-utsignal

ok
paret Cusy) medfor att {u1sy1) ocksa ar ett

insignal—-utsignal par. Detta kallas translationsprincipen.

Den innebdv atht systemets svar p& en sighal ej beror pa den
tidpunkt di signalen appliceras.

Vi har nu gjort de forberedelser som krdvs for att visa att
gtt lingdrt tidsinvariant system kan beskrivas fullstdandigt
med stt insignal—-usignal par. Det finns minga mbjliga val av
insignaler. Ett méjligt val ar

a

) Q t {0
utty = By = { -
1 2O

Denna signal kallas ettt enhetssteg. Den utsignal som erhalls
kallas stegsvaret och betecknas H(t). Vi skall nu visa att
alla insignal—-utsignal par  kan beskrivas wmed hjdlp av
stegsvaret. FREetrakta forst en signal som &r styckvis
konstant. Se fig. 3.20. Den styckvis lingdra signalen kan
beskrivas som en lingjdrkombination av stegsignhaler

)

et ult 3 L S¢k-t_ 2 — S¢t-t 3 I+...
O 0 i

4 outy Y [ ScE—t .3y — Sit-t, p I [ .
- ] i i+1

Det Féljer-av superpositions— och translationsprinciperna
att systemets svar pd signalen wudt ) Bdt-t ) Ar udlt 3
i 1 i

Hit—t 0.
i

Det foljger d& av  superpositionsprincipen att systemets svar
p4 signalen ult) ar
wity = wtt 3 [ Hit-t )—H(t~t1) Jby oot
s 0

et T HOt—-t  3-Hok—t DI &
. i i 41

+
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40

7 _

ult) Stt-1;)

= uth) Stt-h,p)

Fig. _3.20 — Illustrerar hur en styck;TEJEbnétant sighal kan

L = R

approximeras med en lingérkowmbination av enhetssteqg.

godtycklig styckvis konstant insignal kan anges exakt med
hjédlp av stegsvaret. Eftersom en styckvis hkontinuerlig
sighal kan approximeras wmed en styckvis konstant signal
finner vi genom en grianstvergdng féljande formel

P

yity) = } uis) hit-s) ds (3.11>
dar
nce = 948 (312

Dessa formler visar att den utsighnal y som erhills fér en
godtycklig insignhal u kan berdknas ur stegsvaret H. '

Btegsvaret for ett systew dr l18tt att m&ta genom att ansluta
en skrivare till utsignalen och géra en stegformig dndring i
insighalen. Observera att systemet skall vara i vila innan
insighalen 3Sndras. Det finns flera satt att v&lja och
dimensionera regulatorer direkt med utgldngspunkt Ffran
stegsvaret.. I fig. 3.21 visas stegsvar fOr system med
dverfdringsfunktionen

G(sl = .
s+1

Ges> = ST651
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i
G(s) = =5
s
Gi(s) = ——iw—a
{s+1)
2
©
Gi{g) = —————m———— s o= 1.5y t = 0.2
s +2tws+w
1 2 —53—352-35+1
G(s) = - =— + ————- 2 B e —————— .
’ s+1 {s+1) {s+1)

I farmeln (3.11) upptrider funktionen h som &y tidsderivatan
av stegsvaret H. Denna funktion kallas impulssvaret.

Eftersom tidsderivatan av ett steg &r impulsfunktiansn,
eller Dirac’s deltafunktions kan impulssvaret tolkas som den

| |
1 104 50-
- 5—< -t
0 T i 0 T T 0 T Uhang
) 5 0 0 5 10 0 5 ©
i 3 L 1
10 24
1_
0.5 1
- 0 -— 1] ——
s 1 20 ) 10 20 0 10 2
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utsignal som erhalles d& insignalen dr en impuls. I
Fig. F.ZZ vimas impulssvaren som svarar mot fig. 3.21.
Rampsvaret
Forutom stegsvaret och impulssvaret brukar dven s.k.
rampsvar anvindas fdr att beskriva linadra tidsinvarianta
system. En rampsignal visas i fig. 3.2%. Den &y noll till en
viss tidpunkt och vaxey sedan lingdrt. Ebn ramp A&vr
tidsintegralen av ettt steg

| ! |

the . 10 10+
25 05+ 54

0 T T 0 T - 0 T -

0 5 1 ¢ 5 0 a 5 0o

| - o l
024

1...

0 M
0 - 0 N~ -— 0 /\: T

0 1 20 0 v Mo 2 10 20

-1
Fig._ _3.%% 4\Exempel pd impulssvar.
du
_—.f

Fig._ _S.%% — Rampsignal.

3t
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L
K

t
rity = [ His) ds

o

P& grund av superpositionsprincipen finner wvi d& att
rampsvaret dr tidsintegralen av stagsvaret.

Pulssvaret

Vid datorstyrning av processer ar det wvanligt att
styrsignalen dr styckvis konstant. Detta 3r naturligt ty
mitsignalen samplas av datorn vid vissa tidpunkter och
datorn bestdmwmer sedan den foréndring som skall goras i
styrvariahelﬁ. Styrsignalens berdknade viérde omvandlas till
o analog sional. Den analoge signalens virde hdlls konstant
mellan samplingspunkterna. I denna situation karakteriseras
processens ‘insighnal-utsignal  samband  lampligen med dess
pulssvar dvs, dess svar p8 en puls wmed amplituden 1 och med
#n pulsbredd som svarar mot avstindet mellan tva ndrliggande
samplingspunkter. Se fig. T.24. Pulssvaret kan berdknas ur
stegsvaret med filjande formel

hp(t) = Hit) — HC(L-T? (3.13)

Lat & ¢ty wvara &n enhetspuls wed bredden T. En godtycklig
D

styckvis konztant signal kan d& skrivas som

= I u & kT2
K==—m k p

LAt pulssvaret dvs. processens svar pd pulsen & vara h .
3] P
£Fnligt superpositionsprincipen foljer d& att utsignalen bliw

<3S
b 9
1 —
ot

Utsignal 'y

<

Insignal u
e

0 1 - -
0 A 5 Tid

—— B — ——— . ————

Fig.__3.%4 — Illustration av pulssvaret b .
HEY p
LJ
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2
N L]
utty = T u h  (Et-KT?
k p
;—{—-‘—-"—cs

dir N det stdrsta heltal sé8dant att NT(. Vi ser &terigen
att insignal-~utsignal sambandet for alla styckvis konstanta
insignaler 13ttt kan kavakterviseras med hydlp av pulssvaret.

Det finns nadgra viktiga begrepp som kan definieras med hjalp
av impuls— steg- och rampsvaren. De flesta system ar sadana
att en &nd¥ing av insignalen vid tiden t ey paverkar
utsignalen vid tidpunkter mindre &n t. System med denna
egenskap kallas kaysala. For ett kausalt aystem har
impulssvaret. egenskapen

+

hity = 0 for alla t<O

Ett lingdrt tidsinvariant system siges vara
{insignal-utsignal) stabilt om impulssvaret h g8y wmot nell
84 snabht att '

o

[ jhit?|dt (=
[

Det fdljer é? ekvationen (Z.113 att en begrdnsad insignal
alltid ger en begridnsad utsignal om systemet dr stabilt. For
ettt =tsbilt system existerar

o= Hiw) = f hitdt
)

Detta tal kallas statisk forstérkning. Det anger sambandet
mellan insignal och utsignal under stationdra forhallanden.
Om insigralen dndras med Au  s8 Kommer utsignalen att ha
sndrats med kAu  d& Jamvikt  intrdtt. Manga industriella
processer har ettt stegsvar som dy wmonotant vixande av det
utseende som visas i fig. 3.25. I figuren definieras stigtid
T dodtid T ( och statisk farstérkning. Stigtiden arhadlles

d 2

genom att rita tangenten till stegsvaret 1 den punkt davr
lutningen ER storst. Stightiden och dadtiden angey
kvantitativt huy 13ng tid det tar for ett system att reagera
p8 en dndring i insignalen.
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ill- i

et 3

~ ///

K P

v
Ty T

Fig. 3,25 — Ett stegsvar som ar monotont vixande.

J.4 FRERKVENSSVAR

De matematiska beskrivningarna som  behandlats havy avsett

delsystem. Far att Ff8 en  beskrivning av ettt komplett
delsysten maste de oliks delsystemens transientsvar

kambineras. Bet visay sig att detta &r svart att gira. Vi
skall diarfor infdra en annan ingignal—utsignal beskrivning
som ar sadan att en beskrivhning for ett komplett system lEtt
kan erh8llas ur delsystemens beskrivningar. Utgangspunkten
for beskrivningen &y Fouriers idé& att beskriva signaler som
2n summa av  sinussighnaler. Om man kan berdkna deh utsignal

soam  erhilles da insignalen ar en  sinussignal s8  kan
utsignhnalen §fOr e godtycklig insignal best&mmas med
superpositionsprincipen. [Observera att beskrivhingen i

prineip 3v &0 tabell dver par av in-och utsignaler. Detta
s48tt att besKriva system kallas frekvensanalys.

Frekvensfunkiigher

Betrakta ettt lingdrt tidsinvariant system som &y stabilt. Om
insignalen ar en sinussignal s& srhdlles en utsignal wmed det
principisells utsesendet som visas 1 fig. 3.24. Efter en
insvingningstid s8 blivy utsignalen ocksa en sinussighnal med
samma frekvens som insignalen. Under stationdra forhallanden
kant sambandet wellan in-och utsignal anges med tvad tal som

anger kvoten a wmellan sihussignalernas amplituder och
fasforskyutninen o mellan  insignal och utsignhnal. Se
fig. F.24. Finr att bestd8mma den utsignal sowm svarar mot en

godtycklig sihusformad insignal racker det ej med att kidnna
till wvirdena p& a och ¢ f&6r e&n enda sinusighnal. Det &r
nodvandigt att k3nna virdena pd a och ¢ f8r alla frekvenser
w. Funktionerna afw) och wlw) méste sdledes vara kdnda. Det
idr dndamslsenligt att betrakta a och ¢ som belopp och vinkel
for ettt komplext tal

iplw? .
Gliw) = atw) & 3.14)

Funktionen B kallas systemets frekvensfunktion. Funktionen

a = |G] kallas amplitudfunktionen och funktionen ¢ = argl

kallas fasfunktionen. Virdena pd a och ¢ for speciella o

kallas forztdrkning och fasvinkel. Talet Gliw} kan
L}
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2
j:

|

X/\\/\ NN
S AR VARN

Utsignal y

/NS

WAWAWAL: I
VARV

och tidsinvariant system som drive av en sinussighal.

insignal u

representeras som en pil med ldngden atlw) som bildar vinkeln
plwr med x-axeln. Se fig. I.27. D& w genomldper vardeha
Ofw{w 8 kammer pilspetsen att beskriva en kuvrva i planet.
Denna kuvrva hkallas systemets frekvenskurva eller dess

F&r att erhdlla en matematisk modell For ett helt system &y

~det  nédvandigt att bestamna matematiska modeller §foOr
kombinationer av delsystem. De grundl8ggande
sammankopplingar som forekommer dr seriekopplings
parallellkoppling och  aterkoppling av  tva  systen.

Blockschema . f&r dessa kopplingar visas 1 fig. 3.28. Med
hjdlp av dessa tre hkopplingsformerna  kan alla  typer av
systemnm erhallas.

Frekvensfunktionsrna for  sammansatta system skall (SH|

bestimmas. LAt frekvensfunktionerna for 51 och § vara b
) z

respektive 6 . L&t vidare aiaa och ¢ »  vara motsvarande
gy 2 1 2

amplitud- pch fasfunktioner.

Betrakta forst det system som erh8lls genom seriekoppling.
Om insighalen u &r en sinussignal  sa blir signalerna y1 och

L
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B
kimG
wi
L
w._.{ 1(1):0 Ke G
phoy)

-

Fig. s

s

27. — Frekvenskurv

S
a for ett systemn.

Seriekoppling

Y. Parallelikoppling

.
‘ +
s, FL-
s, 2
.-52_ P

A terkoppling

% — Dlika satt att koppla samman system.
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g
y i stationdrt tillsténd ocks®é sinussignaler med samma
Frekvens. Det folaer av definitionevna pd forstérkning och
fas att signalen yl har amplituden aiuj och att den &y
(

fasforskguten ml i forhdllande till wu. Eftersom y1 ar

insignal till systemet §_ far utsignalen y amplituden

¢l

i

A aiu). Utsighalen har fasfirskjutningen ¢ i fdrhallande
ol WS =

till yl och fasforskjutningen ml + o i forhallande till

P

signalen u. Vi finner alltsa

-
H

a8 =4

[

1 a.‘_r
P

+

p = Qq

1

Detta innebidr att

iCm1+mFD iwl i
G_ = o8¢ - = ae a.e =060 (3.15)

[

Yid seriekoppling av tvd system multipliceras motsvarande
frekvensfunktioner. P& likadant sdtt erhalles vid parallell-
koppling )

6 =6, + G_- (3.14&3)
jul 1 =

Vid aterkoppling ges det sammansatta systemets

Frekvensfunktion av
0™ 1356 (3.17>

Sammanfattningsvis finner vi att froekvensfunktionan for ett
sammansatt system evh&lles ur delarnas frekvensfunktioner

genom enkla glgebraiska rdkningar.
A
-

Nygquists _stabilitetssats

Stahilitet innebdr visentligen att smd fOrdndringar 1 ettt
system ocksd medfdr sm& &ndringar i systemats signaler. Vi
fannh att for linjdra tidsinvarianta system kunde man avgora
stabilitet genom att studera systemets impulssvar. Vi skall
nu visa att systemets stabilitet ocksa kan avgbras med hgalp
av systemets frekvenskurvor.
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e
v

Hetrakta bloékschemat for standard konfigurationen av ettt
enkelt &terkopplat system sonm wvisas 1 fig. F.29. Jamfor

-

avsnitt Z.Z%. L&t systemet 8 ha frekvensfunktionen GO. O
0

frekvensfunktionsn 3r s8dan att det finns enn frekvens v s8
o

att

G fiw » = -1
o o
58 kan systemz2t svinga sinusformigt awed frekvensen w o Man
'}
kan intuitivi fForst8 detta p8 foljande s8tt. Skir upp
systemet efifevy summatorn sdsom visas 1 fig. 3.29. Om en
sinusformad sighal med  fFrekvenssn o ingiceras 1 punkten A
c
=8 kommer i - stationdrt tillsta8nd sighalen i punkten B wvara
lika med derd injicerade signalen. Punkterna & och B skulle
dd kunna kopplas ihop och  2n sinusformad  svanghning shkhulle
kunna uppratth8llas. On |GCiw 2] vore wmindre &n ett sa
C
skulle signalen 1 punkten B ha 18gre amplitud &n den
injicerade signalen. Intuitivt skulle man da kunna tro att
signalernas amplitud skulle avita om A och B kopplades ihop.
P8 samma sitt kan man férmoda att signalerne  vixer om
iGdiw 21, .
[y

Detta intuitiva resphnEemang ar tidstan korrekt. Den
svenskittade amerikanshka forskaren Nygquist wvisade att man
miste ta hinsyn till hela frekvenskurvans utseende  for att
avgdra stabiliteten for systemst 1 fig. 3.2%. Nyguist angav
4l jande metod att avgbra stabiliteten. Rita frekvenskurvan

i pt

Fig. 3F.2% jfﬁlmck;chema for enkelt Aterkopplat system.




41

Kapitel 2 - Processbeskrivningar
X

£f8r systemet § . Om overfSringsfunktionen ej har nlgra
o

singulariteter i hogra halvplanet och om punkten -1 ligger

p& frekvenskurvans vénstra sida da frekvenskurvan genomlipes

For wvixande frekvenser sa dr det Aterkopplade systenet

stabilt.

Myquists stabilitetssats &r mycket anvdndbar. Den ger dels
@tt kriterium fdr stabilitet och dels visar den vad som
hehéver gbras fior att stabilisera ettt instabilt system. Det
gall=r att inféra en kompensering Som knycklar till
frekvenskurvan s att punktern -1 undvikes.

Féar att kvantitativt ange hur ndra stabilitetsgridnsen ett
system ligger har +tva& tal amplitudmarginalen A och

it

ganger forstd3rkningsn hos 8 kan 0O6ka innan det slutna
o

systemet blir instabilt. Fasmarginalen anger hur  mycket

extra fasforskjutning som kan infdras innan systemet blir

instabilt. Forstirkningsmwarginal och fasmarginal kan 1&tt

-

utlasas ur frekvenskurvan., Se fig. Z.31.

Den frekvens @ dir Nyguistkurvan skdr enhetscirkeln kallas

S e
skirningsfrekvensen. Vérdet npd shkarningsfrekvensen ger
virdefull information om den slutna kretsens egenskaper.
Kretsfarstarkningen dr stdrre dn ett for w ( w och ldgre an

C

etk fOr w ¥ @ . En  hog kretsfirstirkning ger l8g kdnslighet
g

for fel och parametervariationer. Som en grov uppskattning

' \ A-Stabil bins B-instabit §im G
> — i~ H e
RG -1 ReG
C-Stabil bimo D-instabil im G
-1
e i EEE—
; W ( / Re G , ~ Re G
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. himG

A,
il e
Gp - plan
“
“
- i
5 I ReG
m .
. wf.
Fig.__%.31, — Visar huv amplitudmarginal, fasmarginal,
skdrningsfrekvens och handbredd kah lisas ut av en

Mygquistkurva.

s
[}

karn wman alltsa siga att systemet Formdr att eliminera

stOrningar som har lagre frekvens &n w . Grénsfrekvensen
c

anger ockss8 ungefdrligen grédnsen for de kommandosignaler som

systemet kan félja.

Fandbredden o dv den frekvens dar

o i

1 + 6 N

Detta wvillker wotsvarar en cirkel med vradien vz geEhom

punkten (1,0 i G - planet. Bandbredden kan saledes ocksa
o

13tt lidsas ut ur Nyguistkurvan. Se fig. 3.31. Den kan tolkas

pd ungef3r samma sidtt som skdrningsfrekvensen.

Det &r arbetsamt att rita Nygvistkurvor. Man har dérfor
infart en annan  representation av  frekvenskurvor som  &r
littare att rita. I det s.k. Bode - diagrammet ritas
amplitudkurvan och Faskurvan var for sig i logaritmiska
skalor. S fe71. T.E7. Den logaritmiska skalan medfor att ett
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i
stort frekvehsomrade kan tickas. Vidare visar det sig att
amplitudkurvor ofta  far ratlingiga asymptoter vilket for-
enkiar uppritandet. Fasmarginalen:s amplitudmarginalen och
skirningsfrekvensen kan 18tt utlisas ur Bode - diagrammet.
Se fig. 3.3Z2.

Frekvensfunktionen och impulssvaret r tva olika sdtt att
representera ett lingdrt tideinvariant system. Det maste da
naturligtvis finnas ett samband wmellan representationerna.
Detta samband skall nu pavisas. Detta krdver lite mar
matematik 8n’vad vi hittills behéivt utnyttja.

Vi skall férst inféra begreppet Overféringsfunktion. Vi

utgar da fré8n frekvensfunktionen G(iw)s som definieras av
skvationnen ‘(3.1%). Det &r bekvamt att uppfatta iw som
imagindra delen av en komplex variabel =. Funktionen G som
hittills bava definierate p& imagindra axeln i s = planet
kan utvidgas till hela = — planst,. Vi far d3a en funktion G
som kan uppfattas som en  komplex funktian av en komplex
1
log |G| a
Beloppkurva arg Gg
00

IS IS S U, \ WU —~180°

10,0

.52 —. Exempel p& Bode - diagram.
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vaviabel dvs GiCaC. Denna funktion kallas systemets
gverforingsfunktion.

Man kan viza atht dverfdringsfunktionen kan berdknas uv
impulssvaret med formeln

= —St . .,
Gi(s) = [ e hit) dt. (. 180
a)
Vidare gidller covdndningen
‘-;'-1- i
1. =t . . .
hit) = —=#- [ e = Bisids. (3.173
#ni
y~ie=
Bverforingsfunktionsn Ar impulssvarets Laplacetransforo.

Laplacetransformation av formeln (3.11) gevy

Yis) = Gigs) Uiss J.20Q)
danr
@ -5t
Yigsy = | e yitidt
O
o =
Uig) = | & ultoidt
)

Formaln (3.201 &y viktig ty den visar att utsignalens

Laplacetransform ar produkten av systemets
averforingsfunktion och insignalens Laplacetransform. Genoin
att dvergd i1l Laplacetransfaormer kan utsignalens

Laplacetransform berdknas med enkel algebra. Detta &r 1
s3dlva verket grunden till den algebraiska systemteorin.

I ettt blockschema for ett lingdrt tidsinvariant system &r
det vanligt att delsystemen beskrive genom att skriva deras
Hverfaringsfunktioner i de rutor som representerar systemeh.

h

Det finns ofta behov av att erh8lla sambandet mellan olika
signaler i ett system. Operatorrdkning ar mycket bekvamt att
anvianda for detta é&ndamdl. Vi illustrerar hur det gar till
med =ttt exempel.

Exewmpel R tEeridkning av insignal—utsignal
samband.)
Betvrakta ett system av forsta ordningen: som beskrivs av
tillstandsekvationen (3.7 dvs

v
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dx ax + bu
dt ]
y = ox *+ tu

Antag att vi vill bestdmma sambandet mellan insignalen u och
utsignalen vy. Vi skall alltsa eliminsra wvariabeln x i
askvationen. Detta kan bekvimt godras med operatorridkning.
Infor derivevingsoperatorn p=d/dt. En multiplikation av en
tidsfunktion med o svarar s8ledes  mot att darivera
funktionsn. Svstemekvationerna kan d3 skrivas

{ (p-alitx = hu

y = ox + du

Om den forsta av dessa ekvationer multiplicevras med c ach
den andra med (p—al) S8 finner vi

(p—ary = cip-alx + di{p—alu = cbu + dip—a)u
gller
py — ay = dpu + {(cb-adliu

Om vi Ater ifnfor tidsderivator finner vi

oy du
-~ —ay =4d —-— + (bc—adlu (F.212
dt dt

Dvs wvi har f8tt ettt direkt samband wmellan insighal och
utsignal.
W]

Vi finner saledes att problemet att finna ett samband mellan
sighaler 1 ett lingart system kan reduceras till ettt rent
algebraiskt problem genom att infora deriveringsoperatorn.
For ett lingart system av nite ordningen med en insignal och
an utsignal %inﬂer vi pa& samma satt

-1 -1
Cpn+a pﬂ +...+a 2y = (b pn+b pH +...+b Ju
1 y o 1 2

Detta innehar att sambandet wmellan it och utsignalen ges av

d’y a" Tty d'u d
——m kg e +...ta v = B ——— +b ————- +...+b u

.._1 —_
de' gt at” ae ! (Z.22)
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Dperatorrdkning skiljer sig fr8m vanlig algebra genom att

man inte kan dividera wed opevatorer. Sambandet

py = pu

betydser att

dy du

gt dt
‘dvs =

y = u+hkonstant.
Observers att detta inte &v samwma sak som att y = u vilket
skulle vara, det resultat sowm erhélls om vi kunde dividera

med p 1 skvationen.

Det  finns =ttt nidra samband wmellan operatorrakning och
Laplacetransfaormering. Riknereglerna &r shnarlika. Vid
pakning med laplacetransformer f8r wman dock dividera pa
vanligt s3tt. Det gdller ndmligen att

*

Ezia

=
ty wvid Laplacetvansformering &v Ju s &n vanlig komplex
variabel. Detta innebdr t.ex. att Sverfdringsfunktionen kan
erhdllas ur fdljande recept “Ersdtt alla signaler med
motsvarande transformer. Ersidtt operatorn p med s. Berdkna
kvoten mellan utsignal och insignal.t

For systemet av f&rsta ordningen finner vi  t.ex. fran
ekvationen (3.77 att dverforingsfunktionan bliy

o YR ds+ (be—-ad) .
G(sS) = =% m SS——Somesos ) (3.23)
(AR s — &
dir det eveintuellt katb Ffinnas en gemensam faktor som kan
farkortas. Fdr systemet (F.22) blir dverforingsfunktionen

Yi{=1 bh s +b. s +. ..t
BOS) & —mom = e (Z.24)

. n i
Hisy =4 +a15 7

Eventuellt kanh det finnas gemensamma faktorer som kKan fér-
kortas.
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UOparatorrdkning och Laplacetransformevring har sdledes mycket
stora likheter. Det fakbum att rdkneveglerna d8r négot olika
motiveray att bAda metodsrna anvdnds. Eftersom rdknereglsrna
skiljer sig &r det naturligtvis viktigt att skilga pa
operatorn p=d/dt  och det komplexa talet . Tyvdrr &r man
inte alltid s34 noga med det i litteraturen.

Det faktum att man kan forkorta bort faktorer vid rakning
ined sverfaringsfunktiones aterspeglar att
averftiringsfunktionen Gi(s) endast representerar den del av
systemst som  &v  observerbar och styrbar. I fig. 3.14
representerar dBverfaringsfunktionan saledes endast
delsystemet 8 . For lingara tidsinvarianta system som

. =

beskrive av ekvation (3.43 blir dverfdringsfunktionen en

rationell funktion: dvs en kvot mellan tvd polyhnom.
Nimnarpolyngmet ir karvakteristicska polynomet f4Or det
ohserverbara ach styrbara delsystemet. Taljarpolynomets

gradtal &v lika med ndmnarpolynomets gradtal om det finns en
direktterm dvs om DEQ. Annars s& har tdlgaren légre gradtal.

Sygtem_med fdrdelade paramgtrar

Manga system &r sddana att lagring av massas rérelsemndngd
nch  energi v utbredd 1 ruamet. Materialflode pa& ett
transporthand &r ettt typiskt exempel. For att ange hur
mychket massa'. som ar lagrad 3y det nddvandigt att veta hur
massan &r fordelad langs bandet. Termiska system &r ettt
annat exewmpsl. Lagringsn av energi kan beskrivas med
temperaturens fordelning ovar systemet. I  mdnga fall kan
fordelningen approximeras wed variablernas vadrden i nagra
punkter. Detta leder till system med andligt manga
tillatandsvariabler,. I vissa fall dr det dock nodviandigt att
heskriva fardelningen. Tillsti8ndsmodellen bBlir da en
partiell differentialeskvation. Sé&dana iy relativt
komplicevrade att arbeta wmed. Det ar intressant att notera
att wotsvarande dverforingsfunktioner i mlnga fall kan vara
ralativt enkla. En transportfordréining kan t.ex. beskrivas
wmed dvertforingsfunktionen

Y

Gisg) = expl-sT)

Temperaturledning ger dverforingsfunktionsr av typen

handan. 1
exp (—vsT 3

Gigly =
eller
Gisy = rosh {(—VsT 3.

I
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%.7 MODELLEYGGE OCH IDENTIFIERING

I detta avsnitt skall oliks sadtt =att srhdlla watematiska
modellisyr f&r ettt system beshandlas. Ett  s&tt att £&8  en
matematisk modell &r att utnyttja kunskaper 1 mskaniks
fysiks kemi ete for att st&dlla wupp de grundléggande
fysikaliska ekvationer som beskrivar en process. Detta
kallas modellbyage _pd fysikens arund. En anhan wmd)iighet ar
att bestamms en mata2matisk modell genom divekta experiment
p4  proesssen.  Detitas  kallas identifiering. I praktiken

kombineras ofta de bida wetoderns.

Det bir beifonas att dven om wmodellbygget bygger p&
vetenskapliga principer s8 innehdller det ofta subjektiva
beddmningar. HModellbygget har sdledes starka inslag av
hantverk. Magra olika metodsr fOr modellbygge diskuteras i
detta avsnitt: bl.a. modellbygges pa fysikens grund. Vidare
behandlas identifieving med hjydlp av transientanalys och
frekvensanalvs.

Detta satt att erhdlla en matematisk wodell har tidigare
bardrts i exempsl 3Z.1. Man utgdr fré&n de grundlaggande
fysikaliska principsy som  anger konservering av  massas
energi ooch rdrelsemingd. Dessa  samband kompletteras sedan
med s.k. Kenstitutiva skvationsr. Bamband mellan tryck:
volym och tempevatur i &n gas och sambandet mellan tdjhing
och spidnning i en f13der  ar typisks exempel pa konstitutiva
ekvationer.

For att stilla upp ekvationerna méste vi  forst  infora
variabler som ewntydigt beskriver lagring av massas energi
och  ridrels=mdngd i ettt system. Dessa variabley blir
systemets tillstdndsvariabler. Ofta kan det vara nodvandigt
att dela upp systemet i delsystem fdr att pa ett enkelt sitt
kunna =t&lla upp balansekvationerna. Balansekvationerna &r i
princip enkla. En masshalans esrhilles t.ex. genom att avdels
ettt delsysten sie2rd an grangsyta tkontrollytad.
Ealansekvatipnen har fol)ande Form:

tidsderivatan av massan innanfdr kontrollytans

inst rommande massflidde — utstrimmande massflode.

De atdra balansekvationerna har samma form.

Modellbygge p8 fysikens grund har den stora férdelen att de
modelleyr som erhdlles ofta 3v giltiga dver ett stort omrade.
De parametrar som ingdr 1 modellen kan ocksé ofta relateras
till fysikaliska egenskaper. Det kan ofta vara besvirligt
stt avgdra bur mings tillstandsvariabler som behbver infdras
FAT att tillrickligt noga beskriva hur  massa: energi  och
rrelsemingd. lagras. Bvarigheterna vid modellbyggnad vaxer
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raskt med antalet tillsténdsvariabler. I vissa fall &v de
grundliggande fysikaliska sambanden ej tillvickligt kénda.
Bals kan fFunktionzssambandern vara pkinda och dels kan
paramebrarna i modellen vara okanda. Som regel kan man séga
att det ofta 3r 14ttt att §f& en grov dversiktsmodell med
hiélp av fysikens grundehkvationer. Sadana modeller A&y ofta
mycket anvindbava for att f& en Bversiktlig fHrstldelse for
hur ettt systesn fungerar. De enkla modellerna f&r ofta
an’:pl setteras for att +& modeller j=1m i1} ar tillvdckl igt
noggiranna far dimensionering av reglersystem. Vi belyser med
att exempel:

Exempe.l 3. {Modell fOr motor?
Betrakta en motor av typan angmaskins bensinmotor:

diesalmotor eller elektrisk wmotor. Motorns funktion kan
visentligen, beskrivas som lagring av rérelseningdsmonentet.
O motoraxelns vinkelhastighst 38r w och trighetsmomentet for
motor aTay last ar J =8 ar Jw det lagrade
révrelsemingdsmonentet. Obsevrvera att om det finns en vaxel
=3 mAste de olika delarhas - troghetsmament reduceras till
maotoraxeln. Motorns padrag ger ettt  drivande moment Miul som
iy en funktion av padraget u. Funktionen M kan erhallas
genam att bestdmma wotorns bromsamnde wmoment vid olika
padrag. For enkelhets skull antas att det bromsande momentet
iy proportionellt wot vinkelhastigheten. Motorn beskrivs da
av fioljande palaﬂsekvatiaﬂ av rérelsemangden

o
we= Jw = Miu) - Dw. (2
[

.l
)
w
R

Aven om denna  modell kan synas enkel s& var debt den modall
av en angmaskin som Maxwell anvdnde for att forklara huvr en
centrifugalreqgulator fungsrar.

a|

Ett ling&vt Ytidsvariant system kan beskrivas fullstandigt
med steg- eller impulssvaret. (e avsnitt 2) Dessa kan
enkelt bestidmmas experimentellt pd folgande satt. (5a
fig. =.33) "En skrivare ansluts till systemets utsignal.
Systemets insignal ford3ndras sedan impulsformigt eller
stegformigt. Det &vr viktigt att impulsen av kort i
fovrhallande till systemets svarstid. Det dr ocksa viktigt
att markera-den tidpunkt d& insignalen fOrdndras. For detta
sndamdl v det bra att ha en skrivare med tvad kanaler dar
utsignalen registreras pd den ena och insignalen p& den
andra kKanalen.

Far langsamma processer gdr det ofta bra att 4dndra

insignalen wmanusllt, men  +9r snabba processer kan en

pulsgeneratar vara att faredra. For system med
L4
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vatskest rdmning kan en puls genereras helt enkelt gahom att
hialla nagot spardmpe 1 en tank. Saval saltlisningayr som
radicaktiva &mnen kan anvdndas. I vissa fall kan det vara
enklare att genevera ett steg &n  att generera eh kort puls.
Transientanalys har den stora fordelen att den ar latt att
utfdra pch att en beskrivning av systemet i form av ettt
impulssvar eller ett stegsvar erhdlles direkt. Nackdelen wmed
metodern &r att den ar ki#nslig for stdrningar. Varge stdrning
ger jJu direkt ett fel i dst uppmadtta transientsvaret. De
tidiga mestoderna fir ingustering av ragulatover var helt och
hallet bhaserade pd stegsvaret eller systemets svarskurva som
det brukads kallas., Ofta 8r det dock anvindbart att kunna
2rhilla en satematisk modell  av stegsvaret. Om stegsvaret
havr den form som visas i Fig. Z.34 kan det t.ex.
approximaras med dverféiringsfunktionen

Gig) = ——=———:= e (Z.26)

3(a) = —7——oToTTTETT e (.27

som har tva tidskonstantsyr T och T_.

. =

Frekvanganalys

I avsnitt .5 infdrdes frekvensanalys som en metod For att
analvsera lingidra tidsinvarianta system. Frekvensanalys &r
ockss en metod  for divekt wdtning av frekvensfunktionen

Geiw) for ett lingdrt system som &r stabilt. Metoden bygger
pa formeln (Z.14) dvs

5;4.’

ks A

Pulsgenerator |———w=i System

stegsvar.

Fig. 3.33% — Visar experimentell bestdmning av  puls-  oeh
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Fig. _%.34 - Festdmning av forstarkning ks tidskonstant T
och tidsfiardrogning Td ur stegsvaret

) iplw)
Gliwl) = afw})

och dess tolkning enligt fig. 3.24. Experimentuppstallningen
framgdr av fig. 3.35. Systemets insignal varieras
sinusformigt med hgalp av en signalgenarator. I
statioparitet blir systemets utsignal ocksd en sinussignal
eftersom sysitemet &v stahilt. Fraekvensfunktionens amplitud
atwd ges Wi  av Forhallandet mellan utsignalens och
insighalens amplitud. Fasfunktionen @l ges av
fasfarskjutningen mallan in- och utsignal. Genoin att upprepa
sxperimentet med olika frakvenser p&d insignalen kan
frekvens funktionen bestimmas i ett godtyekligt antal
punkter. Frekvensanalysen har den stora fordelen att métfel
kan gliminsras gonom  att bandpassfiltrera in- ' och
utsighnalsrna  kraftigt. Amplituden och fasen kan ocksa
hbestimmas mycket noggrant genon att anvinda
korrelationsteknik. Nackdelen @med frekvensanalys &r  att
experimenten kan vara tidsddande.

Parametrisk Jydentifiering

Bade transientanalys och frekvensanalys kraver experiment
med speriella insignalerv. Metodevna har ocksa nackdelen att
det 3¢ svart att uvteyttja apriori  kunskap. Parametrisk
identifiering &r en alternativ metod som undviker dessa
nackdelar. Parametrisk identifiering owmfattar faljande
moment .

n Bestdwmning av modellstruktur

I VYal av sxperimentvillkor

1 Val av. kriterier for jamfirelse
T .'r',r—."l.r"l'l RIS PSR -
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Sinus ultl=uy  sinwt 0 _ -
generator \/ \
wm| /|0
System J F
Recorder

Fig. _2.3% vaxpeviméhtell uppstéllhing fir bestdmhinhg av

frekvensfunktionsn med frekvensanalys.

0 Payvamsteranpassning

O Validering

Den apriori kunskap vi har om processen  anvinds for att
bestidmna en  modell fir processen. Modellen innehé8ller ett
antal opkanda' pavametrar,

Experiment utfdres ps& processen genon att variera processens
styrvariablevr. Styrvariabler och utsignaler registreras. Val
av experimentvillkor bmstdr av att ange insignalens karvaktér
t.ex. ampplitudfordelning och frekvensinnehall. Insignalen
kan ockss genesreras genom 8terkoppling.

De okanda parametrarna Justeras sadan s8 att modellens
utsigrnaler tverensstammer 53 bra S0 moyligt fed
maAtningarna. Kriteriet anges ofta s0Mm ett
optimeringskriterium. 1 ettt s&dant Ffall kan parvameter-
anpassningen utfaras med h)alp av optimering.

Sedan en ﬁbdell erhdllits ar det viktigt att wvisa att
modellen &r rimlig. Detta kallas validering. Validering kan
utforas genom att vndersdka hur modellen stammer §for data
som 2] anvidnts fOr paramsteranpassning.

De olika momenten i sttt identifiervingsproblesm kan valjas pa
ménga olika satt. Det finns darfor ett mycket stort antal
metoder fOr parametrisk optimevring. Principen &r dock
densamma fOr alla metoder.

o
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.8 MODELLER FBR STARMNINGAR

Att wminska inverkan av stdrningar 8r ett viktigt motiv for
att infira reglering. Stérningavnas storlek och natur ger
pugridnsningar av reglerprestanda. Det 3r darfdir vasentligt
att ha matematiska wmodeller fir stdrningar.

Starningarna kan ha olika karaktdr. Det &r vanligt sttt gbora
en grov uppdelning 1 wmdtbrus och belastningsvariationer.
Dessa storningstyper kan  beskyrivas  med utgingspunkt fran
fig. 3.5. 1 fig. F.2 ar witbruset skillnaden mellan
madtsignalen ach der styrda sighalen medan
helastningsvariationsn v stdrsignalen i figuren.

.'t'

Fyra typesv av signaler (pulss stegs ramp och sinus? brukar
allmint anvidndas vid enkel analys av reglersystem. Dessa
sighaler illustreras i fig. Z.3&. Pulsen ar en idealisering
av en plotslig storning wed kovt varaktighet. Den anvands
bade fér att representera belastningsvariationer och wmatfel.
1 m@&nga Tall ir det bekvawmt att approximera pulsen wmed en
impuls. Steget anvands f&r att beskriva
belastningsvariationsr och kalibreringsfel i madtgivare.

Det &r ofta bekviamt att tdnka sig att stdrhningar generevas
som utsighalsr  fran dynamiska system. Ett  steg kan t.ex.
representeras som impulssvaret till

PA samma satt dr rampen impulssvaret for dubbelintegratorn

s o

- - —e———— -

Puls Steg " Ramp Sinus

Fig., Z.54 — Idealiserade stdrningsmodeller.
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dx 0 1 s}

—— = ¥ + t
dt o0 1

y = £ 1 01

och sinussionalen dr impulssvaret for systemet

el 7 0w 0
—— ¥+ ] t
dt ~m 0 5

y =L ¥ 01u

il

Detta synsdtt dr behkvamt ty analysen av ettt system aed
stdrhingar kan da8 reduceras till ett ends standardproblem
att bestidmma impulssvarst for ettt system. Tankegadngen har
illustrerats i fig. 3.37. Genom att anvénda denna idé kan
slla stérningar som &y en  summa av  exponentialfunktionen
gensraras.

Statistiska beskrivningar.

Ihland &r det fordelaktigt att beskriva stdrningar med
statistiska termer. Aven i detts sammanhang &r det mycket
anvandbart ;étt batrakta stdrningar som utsighnaley fran
dynamisksa system sdsowm visas 1 fig. 3.37. Istdllet for att
18ta insignalen vara en impuls anvidnder man s.k. yitt bru

dvs en fullstiéndigt oregelbunden statistisk signal. '

Ty
" \
Impuls Storning Utsignal
Impuls Utsignal
P D
Fig. Z.37 — Visar hur analys av ett system wmed storningar

kan reduceras till berdkning av ett impulssvar.
.
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IT.7  SAMMANFATTNING

Avsikten med detta kapitel har varit att ge en éversikt av

de begrepp och idesr som reglerteknik anvinder for att
beskriva en process. Bade grafiska och matematiska metoder
hanr diskuterats. Grafishka representationer s0om

dversiktsbilders processchema och blockschema &v bra for att
ge en 8versikt. De matematiska wmodellerna anvands f&r att ge
getaljer.

Eland de wmatematiska beskrivningssatten skilger vi pa
ittterna och . externa modeller. De intevna wodellerna eller
tillstandesmodellarna beskriver systemets inre wmekaniswmar.
Modellerna erh&lles ur fysikaliska grundekvationer dvs.
balansekvationer for massa: energi och rérelsemdngd. De
variabler som behovs f&r att beskriva lagringen av dessa
storheter kallas tillstandsvariabler. Hur ma3nga
tillstandsvariabler som behdvs bestdms av hur detaljerat vi
valger att beskriva fOrdelningen av massas epergi och
rorelsemdngd. Manga viktigas reglertekniska begrepp s8s0m
reglerbarhets styrbavhet: obzervarbarhet, modey och
tidskonstanter har inférts utgdende fran
tillatadndsekvationer.

Externa modsller eller insignal-utsignal wodeller dr ettt
annat zidtt. att matematiskt beskriva system. Detta
heskrivnings&tt innebdr att systemet karakteriseras genam
att endast ange sambandet wellan in—- och utsignaler. Detta
beskrivhnings&tt leder +till viktigs begrepp sdsom stegsvars
impulsvars frekvenssvar och frekvenskurvor.

Modeller £or storningar liksom m=2toder fOr att erhdlla de
nlika beskrivningarne har ocksd berdrts kortfattat.

i’







