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Reglertekniken &r-en ung vetenskap som far allt stérre betydelse
genom den standigt stigande automnatiseringstakten. Dess ut-
veckling har i hdg grad paverkats av datateknikens framsteg. Pro-
cessreglering med datorer &r t.ex. ett mycket aktuelit tillamp-
ningsomrade.

| REGLERTEORI utvecklas den teori som ligger till grund for ana-
iys och konstruktion av reglersystem.

Ur innehaliet:

@ Dynamiska system. Teorin uivecklas parallellt for insignal-
utsignal-beskrivningar och tillstdndsmodeiler.

@ Begreppen styrbarhet och observerbarhet behandlas inga- -
ende. Analysen utnyttjas genomgaende for att forsta vad som
hinder med formellt manipulerande av dverforingsfunktioner.

@ Aterkopplingsprincipen behandlas i ett kapitel. | detta presen-
teras intuitiva resonemang som sedan undersdks med mate-
matisk analys.

® Stabilitetsbegrepp och stabilitetskriterier diskuteras inga-
ende.

® Dimensionering av reglersystem dgnas stort utrymme. Spe-
cifikationer, reglerprinciper och reglerstrategier diskuteras
dversiktligt. Saval klassiska frekvensanalytiska dimensione-
-ringsmetoder som nyare metoder baserade pa tillstandsater-
koppling och Kalmanfiiter behandlas ingaende.

REGLERTEORI vander sig till studerande vid tekniska hogskolor
och universitet, praktiskt verksamma ingenjorer, som vill farska
upp sina kunskaper eller lara pa nytt, och larare vid gymnasie-
skolan. '
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orord till andra upplagan

Reglerteknik &r ett jimfdrelsevis nytt tillskott till ingenjorsutbildningen.
Ordinarie hogskolekurser 1 dmnet har fdrekommit forst efter andra virlds-
kriget. Efter den sena starten har &mnet expanderat snabbt och reglerteknik
ingdr nu som en viktig del i ndstan all ingenjérsutbildning. Hégskolekurserna
omfattar som regel den teori f6r servomekanismer som utvecklades under andra
virldskriget. Karakteristiskt for dessa kurser dr att de i stor utstrdckning
baseras pd teorin for Laplacetransformer och analys i frekvensplanet. Ofta ér
framstédllningen starkt formaliserad. Reglerteorin har emellertid fordndrats
genomgripande som et resultat av de senaste Arens forskning. De regler-
problem man stéallts infor 1 samband med rymdteknologi ooh processreglering
har i stor utstrickning stimulerat utvecklingen, Den har &ven starkt pdverkats
av datateknikens framsteg. Datorer anvinds nu bade f6r analys och syntes av
reglersystem. Deb finns s. k. interakbiva system for analys och syntes dér en
problemlésare kommunicerar med en dator med bildskdrm. Datorn blir oclsé
allt: vanligare som komponent i reglersystem,

Det iir karakteristiskt for den nya utvecklingen att man anvinder analys
sivil 1 tidsplanet som i frekvensplanet liksom att man i stOrre ufstrickning
in tidigare utnyttjar kinda matematiska resultat. Mnga nys grundliggande
begrepp har inférts och det dr ej lingre mojligt att f6lja med i tidskriftslittera-
turen enbart med hjilp av forkunskaper om teorin fér servomekanismer. I
amerikansk litteratur presenteras de nya resultaten ofta under rubriker som
»Modern Control Theory», »The State Space Approachs, ete,

Denna lirobok omfattar samma problemkrets som den klassiska teorin for
servomekanismer, niimligen teorin f6r linjiira tidsinvarianta system, men teorin
presenteras i sivil tids- som frekvensplanet. Vissa nya grundliggande begrepp
sdgom tillstdnd, observerbarhet och styrbarhet inférs frin borjan och utnyttjas
sedan fér att bygga upp teorin. I liroboken presenteras metoder som gor det
mojligt att f4 en Gverblick av ett problem med relativt enkla analytiska be-
rikningar. Desss metoder kompletteras med andra som gor det méjligh att 4
precisa svar men som kriver berdkningar med dator.

Kap. 1 tjinar som inledning och dér ges &ven en kort historik. Teorin for
styrde dynamiske system presenteras i kap. 2. Begreppen styrbarhet och
observerbarhet infors i kap. 3. En viktig konselkvens av dessa begrepp &r Kal.
mans uppdelningssats, som sédger att ett linjért system kan delas upp i fyra
delsystem utgiende frdn styrbarhets- och observerbarhetsegenskaper. Syste-
metg dverféringsfunktion fr entydigt bestamd av det delsystem som dr bide
observerbart och styrbart. I kap. 4 behandlas analys av dterkopplade system.
En stor del av detta kapitel dgnas 4t analys av en dngmaskin med centrifugal-
regulator, Denna del dr helt fristdende och kan ldsas oberoende av boken i
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évrigt. Stabilitetsteori presenteras i kap. 5. Syntes av linjéra tidsinvarianta
system presenteras slutligen i kap. 6. Dir ges en dversikt av olika reglerprin-
ciper och regulatorstrulcturer. Vidare behandlas klassiska metoder fér dimen-
sionering av servomekanismer med hjélp av frekvenskurvor och rotortdiagram.
Systematiska metoder for at¢ dimensionera framkoppling och aterkoppling
som ger ett slutet system med en given 6verf6ringsfunktiof1 behandlas ocksf.
Syntesproblemet diskuteras med utgingspunkt sivédl frdn interna beskriv-
ningar (tillstdndsekvationer) som fridn externa beskrivningar (dverfirings-
funktioner). Detta ger alternativa idsningsmetoder, olika algoritmer och en
ingyn i for- och nackdelar med olika systembeskrivaingar.

Liroboken forutsitter vissa forkunskaper i matematik, bl a. linjir algebra,
analys, ordinira differentialelvationer, teorin for analytiska funktioner och
Laplacetransformation, i en omfattning som motsvarar kurserna i matematik
och numerisk analys vid de tekniska hoégskolorna. Denna upplags skiljer sig
frin den tidigare dédrigenocm aft kapitel 3 har drastiskt omarbetats och att
kapitel 6 som behandlar syntes dr nyskrivet. I de &vrign kapitlen har smirre
indringar gjorts. Andringarna har motiverats av erfarenheter som gjorts i
samband med hogskoleundervisning, vidareutbildning och 16sning av praktiska
reglerproblem. :

Ekvationer, figurer, satser m. m. har numrerats separat inom varje kapitel
med en sifferkombination av typen (2.6) ddr siffran 2 anger deb avsnitt dér
ekvationen férekommer och 6 ar ett 16pande nummer. Vid enstaka tillfillen &r
det nédvindigt att referera resultat i ett annat kapitel. 1 sddana fall skrive
kapitelnumret {6ljt av kolon framfér sifferkombinationen. Uttrycket rekva.-
tion (2.8)» refererar siledes till ekvation {2.6) i det akiuclla kapitlet medan
attrycket »ekvation (3:2.6)» avser ekvation (2.6) i kap, 3. Kapitel och avsnitts-
nummer har dessutom angivits p& varje sida.

Vid revisionen har jag haft god hjilp av vinner och medarbetare. Be-
nimningen »bystr {61 icke observerbar har {éreslagits av professor Lars Hrik
Zachrisson. Virdefulla forslag till dndringar har givits av tekn. dr Gunmar
Bengtsson, tekn. dr Bo Leden, tekn. lie. Sture Lindahl och universitetslek-
torerna Gustaf Olsson och Bjérn Wittenmark. Olika versioner av manuskriptet
har ocksd lists av civilingenjorerna Bo Egart, Per Olov Gutman och Lars
Pernebo, tekn, dr Torkel Glad, tekn. dr Per Hagander och tekn. lie. Johan
Wieslander. Detta har resulterat i att flera oklarheter uppdagats. Jag vill
rikta ett varmtb tack till min hustru Bia som bistitt med inspiration, npp-
muntran, formuleringar, ordval och korrekturlisning. Manuskriptet till de
nya delarna har skrivits av Eva Dagnegird, och hon har ocksi granskat kor-
rekturet. De nya figurerna har ritats av Britt Marie Carlsson,

Jag vill slutligen tacka fil. dr Karl-Ake Kérnell och redaktér Britt-Marie
Gustafsson i Almgvist & Wiksell Forlag AB for ett mycket gott samarbete.

Lund april 1976
Karl Johan Astrém
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1. Inlednin

1. Vad &r reglerteknik?

Begreppet reglerteknik kan definieras si att det omfattar varje rationell metod
for att styra system. Motivet for reglertekniken &r att {3 ett system att operera
mer palitligh, mer exakt eller mer ekonomiskt trots stGrningar frin systemets
omgivning. Ordet system fir hir tas mycket allmint. Det kan t. ex. vara en
servomotor, en luftvirnskanon, en ménraket, ett dngkraftverk, en atorareaktor,
en kemisk process, en gatukorsning, en biclogisk, ekenomisk, administrativ
eller psykologisk process. Historiskt har ofta viésentliga bidrag till reglertek-
niken vuxit fram ur ldsningen till specifika teknologiska problem. Det har
sedan visat sig att sdvil begreppsbildning som teknik for problemldsning varit
oberoende av de specifika teknologiska detaljerna. Metoder som utvecklats
for styrning av rymdraketer har t.ex. med framging kunnat tillimpas pi
styrning av pappersmaskiner. Metoder for analys och syntes av servomekanis-
mer har funnit anvindning vid studium av ekonomiska och administrativa
processer. Det ir typiskt for reglertekniken att den spinner 6ver mycket vida
tillimpningsomriden. Vad som binder vitt skilda omriden samman ar att i
samtliga fall dr de system, som skall styras dynamiska och det finns ett syfte
for att styra processerna.

Signifikant for reglertekniska problem ér att alla innehdller f6ljande eloment:
system, omgivning och syfte (fig. 1.1). Systemet karakteriseras av styrvariabler
eller tnsignoler 6ver vilka vi forfogar samt mdtsignaler eller utsignaler med vars
hjalp vi far information om systemet. Insignalerna kan $. ex. vara instéllning
av ventiler, kommandosignaler till elektriska servon, aviyrande av styrraketer,
fattande av beslut etc. Mitsignalerna kan vara signaler frdn instrument,
kontakttillslag ete. Systemet stors pd grund av inverkan frin omgivningen.
For att férenkla teorin brukar man ofta anta att omgivningens verkan pd
systemet ar enkelriktad, dvs. att systemet ej piverkar omgivningen. Detta
antagande ir, som vi skall se i exempel i det foljande, inte alltid korrekt.

Det reglertekniska grundproblemet kan formuleras pd f6ljande sitt: Bestdm
med ledning av mditsignalerna en styrsignal sidan aft systemefs syfte uppfylls
trots omgivningens inverkan.

Problemet omfattar bide bestimning av det funktionella sambandet och
konstruktion av en apparat som realiserar den onskade relationen mellan
insignal och utsignal. Ofta finns #ven ett flertal andra viktiga underproblem,
t. ex.: Vad vinner vi genom att skaffa mer information? Lénar det sig att
installera ytterligare miitinstrument? Lonar det sig att vinta med beslutet
for att g(’)‘fa. en marknadsunderstkning?
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1:1

Omgivning

y

System

Styrsignal Matsignal

-

Fig. 1.1, Principschema {6r eit styrt system.

Man skiljer mellan dppen styrning (programstyrning, open-loop control,
programming) och. sluten styrning (dterkoppling, closed loop control, feedback
control). Vid 6ppen styrning bestims styrvariabelns tidsftrlopp en gdng for
alla och det #ndras sedan ej under systemets eperation. Vid sluten styrning
far styrvariabeln bero av mitsignalerna. 1 det foljande skall vi viisentligen
studera sluten styrning, Forst ges nigra exempel.

Exzvrrn 1.1, Uppskjutning av satellit
Problem 1. Uppskjutning av satellit i bana runt jorden.

Syfte: Sind upp en noskon med storsta mijliga vikt.
Styrvariabler: Dragkraft, anfallsvinkel, stegutldsning.

Losningen av detta problem resulterar i tidsprogram for draghkraft, anfalls-
vinkel och stegutldsning. Observera att i problemstillningen finng ings mét-
signaler. De styrsignaler som berdknas dr enbart bestdimda av initialdata,
séledes en Gppen styrning.

Problem 2. Vi antar att problem I &r 16st och skall nu underséka hur raketens

styrsystem skall konstrueras fr att raketen verkligen skall {5lja det program

som uppgjorts.

Syfte: Raketen skall {6lja den bana som berdknats under problem 1.

Omgivning: Vindbyar, oregelbunden dragkraft orsakad av inhomogeniteter i
brinslet ete.

Styrvariabler: Luft- och strélroder, stegutlsning.

Miitsignaler: Markradar som méter position och hastighet, gyron och acee-
lerometrar i raketen.

Detta #r ett typexempel pd slufen styrning. Instéllningen av rodren &r
beroende av de mitsignaler som erhélls.

ExzvpreL 1.2. Varvtalsreglering av dngmaskin

Angmaskinen skall hilla konstant varvtal oberoende av variationer i &ngtryck
och belastning,

Syfte: Konstant varvial.

Omgivning: Angtryck och belastning.

Styrsignaler: Angventil,

Miitsignaler: Vinkelhastighet t. ex. frén centrifugalgivare.
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1:1

Angventil

~(

Torkeytinder Fukthaltsmitare

Fig. 1.2, Forenklad bild av torkpartiet i en papperamaskin.

ExsvpEL 1.3. Fukthaltsreglering i pappersmaskin

I fig. 1.2 visas en férenklad bild av torkpartiet i en pappersmaskin. Det véta
pappret {fukthalt 30-609) kommer in till vinster i bilden. Pappret fir lops
runt ett antal torkeylindrar som véirms med anga. Det torra pappret kommer
ut till hger. Det &r Snskvirt att det utgdende pappret har konstant fukthalt.

Syfte: Utghende papprets fukthalt konstant,

Omgivning: Inkommande papprets fukthalt, trycket pd dngledningen, ventila-
tion av torkpartiet.

Styrvariabel: Angtryck i torkeylindrarna.

Mitsignal: Fukthalt t. ex. frin kepacitiv fukthaltsgivare,

Exwpmrer 1.4, Lagerhéllning

Betralkta ett mellanlager som tar emot delar frdn ett huvudisrrid (eller fabrik)

och som levererar delar till képare. Problemet f6r lagerinnehavaren ér att

hilla ett sh litet lager som mijligt och att se till att han alltid kan leverera till

kiéparen. Lagerinnehavaren har att ta hinsyn till att priset frén huvudleveran.

téren varierar med kvantiteten, leveranstider ete.

Syfie: Maximera vinsten,

Omgivning: Ordertiligdng, Variationer i priser frin huvudieverantdren.

Styrvariabler: Bestéllning frin huvudlager. Annonskampanjer, reklam ete. for
att padverka marknaden.

Miitsignaler: Forsiljningsstatistik, marknadsunderskningar ete.

Exemren 1.5. Gatukorsning

Betrakia en korsning mellan v enkelriktade gator med trafikljus (fig. 1.3).
Problemet i detta fall dr hur man skall variera réd-gronperioderna for att
& of stora trafikfloden som msjligt.
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T Fig. 1.3. Korsning mellan tvd enkel-
B riktade gator.

Syfte: Maximera trafikflodet.

Omgivning: Inkommande trafikfloden vid 4 och B. Eventuella koer vid
C och D.

Styrvariabler; Réd—gronperioder hos trafikljusen.

Mitsignaler: Information om trafikfloden frdn trafikrikningar. Uppgift om
kolingd och aktuella trafikfléden fran givare i viigbanan.

Detta ir ett typiskt fall didr det ej &r limpligt att isolera systemet fran dess
omgivning sisom gjorts i exemplet, ty om ldnga kder byggs upp vid 4 och B
s& kommer detta naturkigtvis att piverka nirliggande korsning. Antagandet
om en enkelriktad inverkan frin omgivning till system ér séledes ej tillimpligt.
Botemedlet dr d& att utdka systemet till att omfatta dven nirliggande gatu-
korsningar.

2. Historik och tilldmpningar
Oversikt av olika tillampningar

Reglerteknikens tillimpningar har en lng historia. Den tidigast kanda till-
limpningen #r ett system for konstbevattning som babylonierna begagnade
omkring &r 2100 £ Kr. Det finns dven tidiga exempel pd anvindning av
reglersystem for tidmitning. Vattenklockor var i bruk redan omkring &r 500
e, Kr. och Christian Huygens beskrev 1673 en pendelklocka déir reglerteknikens
principer begagnades. Hollindaren Meikle uppfann dr 1750 ett reglersystem
for automatisk inriktning av viderkvarnar. Reglersystem fick vidstréckt an-
viindning forst i och med industrialismens genombrott. Utvecklingen av
reglertekniken har i stort sett f61jt industrins utveckling. T dag tilldmpas
reglerteknik inom en rad vitt skilda omriden, t. ex.

Energialstring och energidistribution. Reglering av dngmaskiner, turbiner, vat-
tenkraftverk, termiska kraftverk och atomkraftverk. System for samkdrning
av olika kraftverk, frekvensreglering och uppstartning.
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Farkoststyrning. Autopiloter for flygplan, robotar, bitar, helikoptrar. Navi-
geringssystem. Automatiska landningssystem.

Militire vapensystem. Inriktning av kanoner och radarantenner. Malskning,
Bombsikten.

Kommunikation. Aterkopplade forstirkare. Kretsar for fastisning och auto-
matik. Stabiliserade spinningsaggregat.

EBymdieknologi. System for satellituppskjutning. Raketstyrning. M&nlandning
och Aterfird.

Instrumentering. Servomekanismer, instramentservon och skrivare. Matvirdes-
omvandlare.

Verkstadsindustri. Automatikntrustningar. Numeriskt styrda verkfygsma-
skiner.

Processindustri. Reglering av pappersmaskiner och kokare. Reglering och
styrning av valsverk och stdlugnar, cementugnar, destillationskolonner,
virmevixlare, indunstare, kemiska realktorer ete.

Medicinsk teknik. Styrning av proteser. Modeller av fysiologiska och biologiska
reglerforiopp.

Miljiteknologi. Luftkonditionering och uppvirmning.

I det f6ljande skall vi redogtra for ndgra av dessa tillimpningar i anslutning
till den historiska utvecklingen,

Angmaskinreglering

Watts centrifugalregulator frin dr 1788 for konstanthllning av en Angmasking
varvtal trots variationer i belastning och dngtryck ir ett viilként reglersystem.
En forenklad skiss av Watts regulator visas i fig. 2.1.

For att beskriva centrifugalregulatorns egenskaper infdrs begreppet for-
stirkning som férhéllandet mellan dndring i ventillige och déndring av maskin-
axelns vinkethastighet vid en liten dndring av vinkelhastigheten. Regulatorns
forstiirkning kan piverkas genom att hivsténgssystemet dndras. Genom empi-
riska studier fann man de resultat, som illustreras i fig. 2.2.

Den bestdende forindringen i vinkelhastigheten efter en konstant belast-
ningsférindring befanns vara omvint proportionell mot regulatorns forstiirk-
ning. Ur denna synpunit forefsll det sfiledes ath vars gynnsamt med en s4 hog
forstirkning som méjligt. Vid konstruktion av regulatorer med higa forstark-
ningar stétte man pd konstruktiva problem. ¥Fér att fi tillrdcklig kraft att
vrida ventilen, miste kulorna giras tunga. Hirigenom erhélls tréghet i regula-
torn och man fann att vinkelhastigheten efter en belastningsindring e svingde
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4

Maskinaxel —— +—— Anga
‘ Angventll

— |
- &

=

Fig. 2.1. Centrifugalregulator. Reglerkretsen fungerar pd féljande sétt: Om maski-
nens varvtal Skar sd ror sig kulorna (E) ut frin axeln pé grund av centrifugel-
aceelerationen. Genorn hiivstdngsanordningen minskar &ngventilens Sppning, och
maskinens hastighet aviar.

in sig mot ett stationért viirde utan oscillerade med vixande amplitud. Systemet
blev siledes instabilt.

Kompromissen mellan stabilitet och frméga att eliminers stérningar ér en
karakteristisk egenskap for reglersystem som vi ménga ginger skall dterkomma
till. Med en regulator enligt fig. 2.1 kan man aldrig helt undvika ett bestdende
fel i varvtal efter en #ndring i belastningen, For att komma &ver de svirigheter
som var forenade med regulatorn i fig. 2.1 provades ménga olika konstruk-
tioner, av vilka de flesta nu ir helt ointressanta. Fig. 2.3 visar en regulator
som har ménga fordelar i jimiforelse med den enkla regulatorn i fig. 2.1.

Denna regulator r intressant frin tv& synpunkter. Dels har inverkan av
trégheten hos kulorna i regulatorn eliminerats, dels dr ventilens hastighet {(e]
dess liige) proportionell mot differensen mellan pendelns och maskinens rota-
tionshastighet. Vid en hastighetsforéndring hos spindeln kommer kulorna yott
grand av sin troghet att bibehalla sin hastighet och ventilens lige #ndras
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varvtal

regidator med hbg férstirkning

vegulator med mattlig forstirkning

utan regulator

tid
Fig. 2.2. Varvtalsindring vid en belastningstkning fr dngmaskin med och utan
regulator. :

s8ledes omedelbart. Experimentella understkningar visade att med en regulator
enligt fig. 2.3 kommer maskinens hastighet i stationéirt tillstdnd alltid att
atergd till referensviirdet efter en stegstorning i belastningen. En regulator
enligt fig. 2.3 kallades darfér »governor» medan regulatorn i fig. 2.1 kallades
smoderators. Regulatorn i fig. 2.1 ger en forindring i dngventilens lige som
ir proportionell mot avvikelsen i varvtal (proportionell eller P-reglering).
Repulatorn i fig. 2.3 ger en forindring i &ngventilens lige som &r proportionell
mot tidsintegralen av varvtalsavvikelsen (integrerande- eller I-reglering).

Analys av reglersystem. Stabilitetsteori

Den teoretiska analysen av reglersystem har i regel kommit efter apparat-
byggandet. De tidigast kiinda arbetena forfattade av Maxwell (1868) och
Vyshnegradskii (1876) behandlade dngmaskinreglering. Maxwell utgick i sin
analys frin de experimentella resultat som fanns tillgingliga f6r centrifugal-
regulatorer. Hlan visade analytisks att stationira avvikelser i ménga fall kunde
undvikas genom att man it styrsignalen vara proportionell mot integralen
av regleravvikelsen. Maxwell angav dven kriterier for systemets stabilitet och
refererar praktiska experiment som verifierar hans shutsatser.

Stabilitetsproblemet, som i enkla fall behandlats redan av Maxwell, kan ofta
reduceras till f6ljande algebraiska problem: Vilka villkor skall stéllas pd koef-
ficienterna ay, ay, ..., @, for att samfliga rotter till ekvationen

"+ 2" L e, =0

skall ha negativ realdel?

17




1:2

Fig. 2.3, Sofistikerad centrifugalregulator en.
ligt Siemens, Proe. Roy. Scc. 156 (1868), s.
659. Anordningen med vingen (4) och vit-
skebeh&llaren {B) syftar till att driva pen-
deln med konstent vinkelhastighet. Med
hjilp av differentialen (C) ges armen (D) en
vinkelhastighet som #&r proportionell mot
differensen mellan spindelns (&) och kulor-
nag {F) hastighet. Rérelsen hos armen (D}
overfors sedan direkt till &ngventilen.

Detta foreslogs av Stodola i samband med studier av Angturhiner. Problemet
l6stes oberoende av Routh och Hurwitz, Stabilitetyproblemet har ocksd
gtuderats frin andra utgdngspunkter. Lagranges klassiska arbeten om stabi-
litet hoy mekanisks system (ett jimviktslige &t stabilt om potentiella energin
har minimum) generaliserades och utvidgades av Liyapunov.

Autopiloter

Braderna Wrights f6rsta lyckade flygning gjordes den 17 december 1903. En
av orsakerna till att bréderna Wright Iyckades var att de drastiskt brit mot
de gingse konstruktionerna. I stillet for att gira ett stabilt flygplan gjorde de
ett instabilt men littmandvrerbart plan. Det fakium att planet var instabilt
var naturligtvis en stor belastning for piloten som hela tiden méste ingripa
med styritgirder. Flygplanets mandvrerbarhet medférde dock att piloten
mycket snabbt kunde motverka de stérningar som orsakades av vindbyar.
Det l3g néra till hands att forstka konstruera en automat for att underlitta
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pilotens arbete. Detta gjordes mycket tidigt. Redan 1912 installerades en
autopilot i en Glenn H. Curtis-flygbat. Autopiloten anvinde gyroskop for att
detektera flygplanets avvikelser i attityd. Signalerna frén gyroskopen piver-
kade rodren s& att flygplanet bibehsll sin attityd trots storningar. Autopiloten,
som konstruerats av Dr. E. A. Sperry, gjorde en remarkabel flygning den
18 juni 1914, d& Curtis-flygbiten med autopilot vann ett pris pd 50 000 francs
i sin egenskap av det stabilaste flygplan som konstruerats. Vi citerar ur Sperrys
originathandbok:

“The Sperry Aeroplane Stabiliser is a carefully-designed, substantial and tho-
roughly tested instrument which has for its purpose the conception and correc-
“tion of the slightest departure of an aeroplane from any desired attitude of
flight.

This apparatus firsé came into prominence when it entered the Concours
par 1'Union pour la Securité en Aeroplane en France in the summer of 1914,
where the marvellous feats accomplished by it caused the judges to unhesita-
tingly award it the first prize. A picture taken by a moving camera the day
of the contest (which incidentally has been preserved to this day) is shown
on the preceding page. The mechanician is shown standing out on the wing,
where he walked back and forth, generating a strong upsetting couple while
the pilot, as can be seen, stood with both hands over his head, the equilibrium
of the aeroplane being automatically maintained by the gyroscopic stabiliser.
An interesting feature is the proximity of the ground at which the demonstra-
tions were conducted.

The full value of such an apparatus can only be appreciated by those who
have experienced the difficulties of flying under unfavourable atmospheric
conditions. The pilot is not only relieved of the nervous and physical fatigue
of maintaining equilibrium of his machine, but, his hands being free, is enabled
to draw maps, drop bombs, ete., for which an observer has heretofore been
required. The increased ability for carrying fuel and war munitions due to the
elimination of the passenger, will at once be recognised as a most important
factor.”

Det konstruktiva dilemma, som bestér i att stabilitet och mandvrerbarhet
stiiller diametralt olika krav, 1ses siledes fér flygplan genom att man konstru-
erar ett mandvrerbart flygplan och direfter gor detta stabilt genom att inféra
reglersystem. Man kan séiga, att reglersystemet ger konstruktsren en ytterligare
frihetegrad med vars hjilp han kan 18sa besviirliga kompromisser. Utvecklingen
av flygplan och autopiloter &r ett av de fidiga exemplen pi denna konstruk-
tionsfilosofi. Inom kirnkrafttekniken finner vi ett aktuellt exempel pé ett
liknande betraktelsesitt. De atomreaktorer som konstrueras idag dr inherent
gstabila. En ekonomisk analys visar emellertid att kostnaden for kirnkraft
skulle kunna nedbringas avsevirt om man vid utformandet av reaktorhirden
¢j fordrar inherent stabilitet. Detta kriver emellertid att reaktorn stabiliseras
med ott reglersystem som mdste vara exceptionellt driftsikert.
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Efter de forsta experimenten har alltmer sofistikerade autopiloter konstrue-
rats. Ar 1947 genomfirde ott amerikansks militirflygplan C.47 en helt auto-
matisk flygning Sver Atlanten inkluderande sdvil automatisk start som auto-
matisk landning. Styrsystem for robotar och raketer utgér en naturlig vidare-
utveckling pa autopiloter for flygplan. Styrsystemen fir manraketen APOLLO
och dess ménlandare dr ndgra av de mest avancerade reglersystem som kon-
struerats.

Aterkopplade elektroniska forstarkare

Utvecklingen av lingdistanstelefonin 1910-1940 krivde elektronisks [Srstiz-
kare av mycket hdg kvalitet. Konstruktion av forstklassiga elektroniska
forstirkare var teknologiskt mycket svirt och kunde 16sas forst genom ett
vésentligt bidrag av reglertekniken: Blacks uppfirming av den dterkopplade
forstirkaren. Viillustrerar med ett utdrag ur ett {6redrag av Bode, Feedback —
The History of an Idea, Proc. Symp. on Active Networks and Feedback systems,
Brooklyn Polytechnical Institute 1960,

“Most of you with hi-fi systems are no doubt proud of the guality of your audio
amplifiers, but I doubt whether many of yonu would care to listen to the sound
after the signal had gone in succession throngh several dozen or several hundred
even of your own fine amplifiers. There is a ‘tyranny of numbers’, as my relia-
bility friends say, which makes it necessary for the individual components of
the system to become qualitatively better as the system as a whole becomes
quantitatively more ambitious.

The causes of distortion were of various sorts. They included power supply
noises, variations in gain, and so on. The dominsnt problem, however, was
the intermodulation due to the slight nonlinearity in the characteristics of the
last tube. Various efforts were made to improve this situation, by the selection
of tubeg, by careful biasing, by the use of matched tubes in push-pull to provide
compensating characteristics, and so on. Until Blacks invention, however,
nothing made a radical improvement in the situation.”

Black visade att om man byggde en forstirkare med mycket hég férstirk-
ning och 4terkopplade denna, s& erholl man en forstirkare som var myeket
stabil och okéinslig for parametervariationer. Forskningen p# aterkopplade
forstdrkare, som givit minga bidrag till reglertekniken; utférdes vigentligen
pd Bell Telephone Laboratories. Bland de mest framtridande forskarna kan
vi nimna Bode, Nyqguist, MacCall och MeMillan,

Liksom vid analys av &ngturbiner och centrifugalregulatorer fann man att
stabilitetsproblemet dr ett av de viktigaste problemen i samband med konstruk-
tion av &terkopplade forstirkare. Nyquist-kriteriet for att avgdra stabilitet
av ett dterkopplat system dr ett vésentligh resultat. Den teknik som utveck-
lades fér analys av aterkopplade forstirkare var baserade pé transformmetoder
{Laplace och Fourier) och funktionsteori.
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Kensolidering av teorin f6r servomekanismer

Under andra virldskriget insaties stora resurser pd utveckling av vapen-
system, bl. a. omfattande konstruktion av servomekanismer for styrning av
batar, flygplan, kanoner och radarantermer. En stor del av utvecklingsarbetet
i USA utférdes vid tre laboratorier vid Massachussets Institute of Technology
(MIT), Radiation Laboratory, Servomechanisms Laboratory och Instrumenta-
tion Lahoratory. Teorin f6r servomekanismer utvecklades, man byggde frimst
vidare ph de metoder, baserade pd Laplacetransformering och funktionsteori,
som framgingsrikt hade anviints vid konstruktion av 8terkopplade forstiirkare.
Procedurer for att dimensionera servomekanismer utvecllades. Dessa proce-
durer utgick frin specifikation av systemets snabbhet, statiska fel och kiinslig-
het fiér parametervariationer med kvantitativa virden. Man angav sedan
metoder med vars hjilp man kunde dimensionera. reglersystem som uppfyﬂer
sddana specifikationer, s. k. kompenseringsmetoder.

Manga nya komponenter utvecklades dven. Detfa medforde att det var
 tekniskt méjligt att praktiskt realisera alltmer avancerade system. Speciellt
utvecklades elektromekaniska komponenter sisom elgoner, servomotorer, ta-
chometergeneratorer, gyroskop, accelerometrar, elekiromagnetiska givare, E-
transformatorer, microsyn ete. Tillkomsten av likspinningsftrstirkare med
mycket lag drift, t. ex. Goldberg-forstirkare, gav nya mdjligheter att pd eft
enkelt sitt praktiskt realisera komplicerade éverforingsfunktioner. Den ledde
dven till ntvecklandet av analogimaskiner, som dels anvindes som rikne-
hjilpmedel vid systemsyntes, dels som komponent i reglersystemen.

Som en f6ljd. av den intensiva utvecklingen under andra virldskriget fram-
stod reglertekniken efter kriget som en sjdlvstindig vetenskap. Kurser i
reglerteknik visentligen omfattande teorin fir servomekanismer, infdrdes som
obligatoriska dmnen vid de flesta tekniska hégskolor, ett flertal goda ldro-
bcker skrevs, bl. a. av James, Nichols & Phillips, Chestnut & Mayer och Tsien.

Det reglertekniska syntesproblemet dr ej helt tillfredsstéllande 13st inom
teorin for servomekanismer. De kvantitativa métt som anvinds f6r att for-
mulera systemets syfte, leder séllan till entydiga l6sningar. Detta medftr att
de vanliga syntesprocedurerna i servomekanismteorin innehéller ménga tdm-
ligen godtyckliga val. Dessutom kan syntesmetoderna endast med svirighet
tillimpas p& system, som har flera insignaler och flera utsignaler.

Instrumenteringsteknik

Inom instrumenteringstekniken finns ménga reglertekniska tillimpningar,
Genom att bygga instrumenten som servosystem kan man uppnd minga for-
delar. Vi illustrerar detta med att diskutera en accelerometer, En enkel acce-
lerometer bestdr av en fjiderupphingd massa (fig. 2.4).

L&t x beteckna accelerometerns utsignal, dvs. massans avvikelse frén refe-
rencliiget. Om massan &r m, fjiderkonstanten & och dimpningskoefficienten d
erhdlls f6ljande rérelseekvation fér massan
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Fjader Massa

. [ /
4
- A J( At Fig. 2.4. Enkel accelerometer.

d*z | dx
dir @ #r accelerometerhiljets acceleration. I stationdrt tillstind erhills ut-
slaget T
a® = (mfk)a®

Accelerometerns kinslighet dr siledes
S=mlk
Svingningselvationen {2.1) har vidare egenirekvensen

w=Vkm=V1/8 (2.2)

Om accelerometern skall kunna registrera snabba firlopp &r det siledes
snskvirt att den har hig egenfrekvens o, Enligt ekvation (2.2) innebir detta
emellertid att accelerometern samtidigt fir 1ig kinslighet, Kraven pd hig
kiinslighet och hog egenfrekvens ér siledes motstridiga. Man skulle kunna
komma ifrin detta dilemma genom att gbra en okénslig accelerometer och
forse den med ligesomvandlare, som omvandlar massans utslag i en spénning,
£61jd av en forstirkare. Man kan emellertid f& ett betydligt bittre instrument
med en konstruktion enligt fig. 2.5.

I detta instrument lagras massan mycket lattrorligt. Massan forses med
en stromspole med vars hjilp en kraft kan péverka massan, en ligesgivare

Forstirkare Magnet Spole Massa

— \ 4+ TFig. 25. Accelerometer
—v V'V konstruerad enligt kraft-
Lagesgivare  balansprincipen.
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och en forstirkare. Systemet ntformas sd att kraften frén stromspolen alltid
aterfor massan till nolliget. D& holjet accelererar kommer sdledes en strom av
sddan styrka att séndas genom spolen att den av aocelerationen orsakade
troghetskraften balanseras, Strémmen genom stromspolen dr sfledes direkt
proportionell mot accelerationen. T detta fall kan ett mycket kinsligh system
med hig egenfrekvens erhéllas, Kinsligheten bestéims vésentligen av lagringen,
medan bandbredden bestims av servosystemet. Den grundliggande idé som
illustrerats hir Aterfinns i ett flertal olika instrument sisom potentiometer-
skrivare, operationstorstirkare, métvirdesomvandlare och givare.

Processregliering

Automatisering av industriella processer har fortghtt dnda sedan industria-
lismens genombrott. Varvtalsreglering av dngmaskiner r ett tidigh exempel.
Proportionella och integrerande regulatorer av ungefiir samma typ som disku-
terades i samband med &ngmaskinreglering, infordes tidigt for reglering av
manga typer av processer. Regulatorerna byggdes ofta samman med métgivare.
Dessa regulatorer var i stor utstrickning specialtillverkade f6r speciella
processer. Det fanns spridda ansatser till analys av sidana regulatorer under
mitten av 1930-talet, men processreglering var pd denna tid mer en konst &n
en vetenskap. Processerna dimensionerades oftast frén rent statiska betrak-
telser. Reglering och instrumentering betraktades som helt separata frigor.
Regulatorerna infordes efter det att processerna tagits i bruk. Bambandet
mellan processdynamik och regulator beaktades ej. 1 shutet av 1940-talet
bérjade man tillimpa teorin for servomekanismer pa processreglering. Detta
orsakade bl a. att man borjade inse sammanhanget mellan processens och
regulatorns egenskaper och betrakta process och regulator som en enhet. Man
bérjade intressera sig f6r processernas dynamiska egenskaper vid projekteringen
av system. Vid tillimpning av teorin {6t servomekanismer stitte man emeller-
tid pd flera svdrigheter.

@ Processernas dynamiska egenskaper var ej kiinda.

@ Det fanns e instrument for att mita de storheter som dr av intresse.
Speciellt saknades instrument for att mite sammansattningar och kon-
centrationer.

@ Teorin for servomekanismer kan endast med svirighet tillimpas pd sy-
stem. med flera insignaler och flera utsignaler.

De flesta industriella processer har ett stort antal insignaler och utsignaler.
Till att bérja med installerades endast ndgon enstaka regulator men sd smé-
ningom blev ambitionen allt storre och man tnskade reglera allt fiera process-
variabler. Man fann att det var oméiligh att gbra alla reglerkretsar snabba pé
grund av interferens mellan de olika reglerkretsarna. Instillningen av en
regulator i en reglerkrets kunde pdverka stabiliten i andra kretsar. Olika
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regulatorer kunde ibland motverka varandra. I teorin f8r servomekanismer
ir systemets syfte ofta att reproducera en viss sighal. Man fann dven att detta
ej passade in pd ménga situationer inom processindustrin. I vissa fall kunde
dock avsevirda framsteg giras. Framfor allt forde det Skade intresset for
processdynamik det goda med sig, att man borjade dimensionera processer
med tanke pd att de skulle kunna regleras. Man gjorde dven erfarenheter av
samma typ som inom fiyg- och instrumenteringstekniken, ndmligen att reg-
leringen ger en ytterligare frihet &t projektiren.

Utvecklingen under de senaste éren

Vid {6rsdk att tilldmpa teorin for servomekanismer péd processreglering och
dven pid mangs reglerproblem som upptrider inom rymdteknologin fann man
att teorin ej var tillfyllest. Bland de storste nackdelarna var bristen pd en-
tydighet och att man i allminhet endast kunde behandla system med en
insignal och en utsignal.

Som en direkt f8ljd av dessa nackdelar sokte man andra metoder f6r att
l6sa syntesproblemet. Ett visentligh bidrag gjorde bl. a. Wiener och Phillips
i borjan av 1940-talet d& de foreslog att systemets syfte skulle definieras med
en skaldr funktion, kriferiefunktionen, vinstfunktionen eller forlustfunkitonen,
som b. ex, anger den ekonomiska vinsten eller firlusten med systemets opera-
tion. Syntesproblemet kan dé formuleras som ett extremalproblem: bestim
en styrlag sidan att kriteriefunkiionen minimeras eller maximeras. Pé detta
sitt kunde den rika floran av heuristiska kriterier elimineras. Man fir en exakt
definition av systemets syfte och ldgger grunden till systematiska symtes-
metoder, Efter 1950 skedde en snabb utveckling. Omformuleringen av syntes-
problemet medférde att variationskalkylens kraftfulla resultat kunde utnyttjas.
De speciella reglertekniska problemen ledde &ven till en vidareutveckling av
den klassiske variationskalkylen. Bellman utvecklade Dynamisk Programme-
ring och Pontryagin bidrog med Mazimumprincipen. En visentlig fordel med
optimeringsteorin dr att man {ar veta vad som &verhuvudtaget kan dstadkom-
mas ooh vad som begrinsar systemets prestanda. Detta ger en mittstock med
vars hjilp man kan beddma olika teknologiska approximationer.

Wiener limnade dven ett annat visentligh bidrag dé han foreslog, att sys-
temets omgivning skulle karakteriseras med hjilp av stOrningar som beskriva
som stokastiska processer. Detta har i kombination med varietionskalkylen
givit upphov till en rad mycket fruktbara problemstéllningar, vilka i sin tur
har givit nya syntesmetoder.

Utvecklingen har i stor utstrackning pdverkats av datorteknikens framsteg,
Datorerna har dels gjort det majligt att genomédra de berdkningar som krivs
f6r analys och simulering av komplicerade syster, dels givit en praktisk majlig-
het att forverkliga Aven mycket komplexa styrsystem. Den forsta datorn
avsedd fér industriell processreglering tillverkades och installerades r 1059 av
det amerikanska féretaget Bunker-Ramo. Utvecklingen har sedan gdtt raskt
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fram8t. Manga datorfabrikanter levererar nu speciella s. k. processdatorer for
reglering av industriella procosser. I slutet av &r 1975 fanns t.ex. 130 pro-
cessdatorer installerade enbart 1 Sveriges pappersindustri.

De forsta reglersystemen byggdes och brukades lngt innan de analyserades.
Maxwells analys kom t. ex. ca 80 &r efter det att James Watt m. fI, framgings-
rikt hade byggt regulatorer. I dag dr situationen i minga fall den omvinda.
Konstruktion av processreglersystem, styrsystem for raketer och moderna va-
pen bygger i stor -utstriackning pd analys och simulering, som kan vara
mycket omfattande. Ttvecklingen inom reglerteorin har ocksd gitt mycket
snabbt. Det finns nu en rad syntesmetoder, som énnu cj har prévats prak-
tisks,

Tilldmpningsfiltet f6r reglerteknik har dven 6kat avsevirt under de senaste
tio dren. De stindigt ckande tillmpningarna har nérmat reglertekniken il
minga andra fmnen. Vid 16sning av praktiska processregleringsproblem har
det t. ex. visat sig vara mycket svirt att separera processreglering och produk-
tionsplanering. Reglertekniken har hirigenom fitt en anknytning till opera-
tionsanalys. Utnyttjandet av datamaskiner har dven givit anknytning till
automatateori och informationsbehandling, Den praktiska utformningen av
ett processreglersystem #r t.ex. starkt bercende av de programmerings-
system som finns tillgingliga f6r processdatorer.

Under de genaste dren har man dven kunnat mirka en utvecklingslinje dér
reglertekniken tillimpas pd problem inom medicin, biclogi, ekonomdi och so-
ciologi. Vi illustrerar detta med att citera ur fdrordet till en hok, The 4pplica-
tion of Control Theory lo Physiological Systems, W. B. Saunders, Philadelphia,
1966 forfattad av H. T. Milhorn, professor i fysiologi och biofysik.

“The physiologist should ask himself, ‘How may 1, as a physiologist, be bene-
fited by a knowledge of control theory? The answer to this question should
become quite evident upon reading the next few paragraphs.

It has been known for many years that homeostatic mechanisms maintain a
constant internal environment. For instance, the blood pH level, water and
electrolyte concentrations, body temperature, blood Pgq,, arterial pressure,
and meny other physiological variables all are regulated at fairly constant
values. What are the mechanisms which regulate variables such as these and
how do they operate?

Many diseased states are simply abnormalities of a particular physiological
control system. For instance, let us consider the following example: A patient
comes into a neurological clinic. He is not paralyzed and he can move both of
his legs when he is given the order. Yet he walks with an uncertain gait, with
eyes downcast on the ground and his legs. He starts each step with a kick,
throwing each leg in front of him in suceession. If blindfolded, he cannot stand
and totters to the ground. What is the matter with him?

This example involves an abnormality (diseased state) of a particular control
system. This patient suffers from tabes dorsalis. The part of the spinal cord
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which receives sensations has been damaged or destroyed by syphilis. Since
his central nervous system is unable to receive the messages from the receptors
in his joints and feet which normally inform him of the position and state
of motion of his legs, he must rely upon his eyes and the balancing organs
of his inner ear for information concerning his posture. In other words, he has
lost part of his proprioceptive sense, In this case, the feedback loop has been
broken by the lesion so that his brain does not know what his legs are doing
and, hence, cannot correct the errors in leg position and motion that occur
unless another feedback loop is substituted for the disrupted one.”

Minga av de icke tekniska tillimpningarna har sin grund i Norbert Wieners
arbeten om cybernetik i bérjan av 1940-talet. Den amerikanske matematikern
Richard Bellman, som givit manga vésentliga bidrag till reglertekniken, skriver
i en uppsats, Control Theory, i Scientific American, september 1964

“Norbert Wiener, the eminent mathematician who died last winter, formulated
the provocative idea that it should be possible to develop a unified theory of
feedback control applicable both to living organisms and machines. To express
this idea he coined the term ‘cybernetics’. It was his hope, shared by others
that techniques used so successfully in control engineering could be applied
to biomedical problems (for example the design of artificial human organs)
and also that research into neurophysiology might provide valuable clues in
the design and study of communication systems, computers and more general
control systems of all kinds. But as mathematicians, physiclogists and en-
gineers explore the subtle difficulties of dealing with large-scalo systems—
living and nonliving—of different degrees of complexity, it seems less and less
likely that any single ‘cybernetic’ theory will serve all purposes. Nonetheless,
for those who want to understand both medern science and modern society,
there is no better place to start than control theory.” (Ur Richard Bellman,
Control Theory. © September 1964 Scientific American, Ine.)

3. Referenser

Flera av de tidiga grundliggande arbetena bl. a. av Maxwell, Nyquist, Bode
m. fl. har samlats i

Bellman, R. & Kalaba, R. (utg.), Selected Papers on Mathematical Trends in
Control Theory, Dover, New York 1964,

Denna bok dr mycket ldsvird och dven billig.

Utmiirkta redogirelser av den servomekanismteori som utvecklades vid MIT
under andra virldskriget har givits 1

James, H. M., Nichols, N. B. & Phillips, R. 8., Theory of Servomechanismas,
McGraw-Hill, New York 1947
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Brown, G. 8. & Campbell, D. P., Principles of Servomechanisms, Wiley, New
York 1948,

Nichols var ledare fr Servomechanisms Group vid Radiation Laboratory och
Brown var chef fér Servomechanisms Laboratory.

En lircbok med négot fylligare framstillning av samma stoff dr
Chestnut, H. & Mayer, R. W., Servomechanisms and Regulating System Design,
Vol. 1, Wiley, New York 1959.

Denna bok har dven en del IT som behandlar olinjira servomekanismer.

Lirobéckerna

Truxal, J. G., Automatic Feedback Conirol System Synthesis, MeoGraw-Hill,
New York 19565

Tsien, H. 8., Engineering Cybernetics, MoGraw-IIill, New York 1954

ar av senare datum. Truxals bok ir att betrakta som standardverk for servo-
mekanismteorin baserad pd Laplacetransform. Tsien, som 1054 var professor
vid California Institute of Technology, var mycket framsynt. I hans bok finns
minga antydningar till hur den fortsatta reglerteorin kommer att utvecklas.
Tsien 4r for nirvarande en av minnen bakom Kinas anstringningar att fram-
stalla ballistiska missiler. I Truxals bok finns bl a. ett tidigt forsék att ut.
veckla systematiska syntesmetoder bagerat pd idéer frén ndtverkssyntes.

Ett tidigh forstk att formulera syntesproblemet som ett optimeringsproblem
presenteras i

Newton, G. C., Gould, L. A. & Kaiser, J. F., Analytical Design of Linear Feed-
back Controls, Wiley, New York 1957,

De metoder som presenteras dir har emellertid begriinsad anvindning.

Mer systematisk framstdllning av optimeringsteorin har givits i original-

bidragen

Pontryagin, L. 8., Boltyanskii, V. G., Gamkrelidze, R. V. & Mishchenko, E. I,
The Mathematical Theory of Optimal Processes, Wiley, New York 1962

Bellman, R., Adaptive Control Processes — A Guided Tour, Princeton Univer-
sity Press, Princeton, New Jersey 1961

Pontryagins bok ir klar men ej helt littldst. Bellmans bok #r litt att lisa.
Den innehéller ménga idéer, men analysen ér sillan fullstindigt genomférd.
En detaljerad och vilskriven framstéillning av optimeringsteorin har givits 1
Athans, M. & Falb, P., Optimal Control, McGraw-Hill, New York 1966.

Som exempel p& ndgot nyare lirobdcker kan ndmnas

D’Azzo, J. J. & Houpis, C. H., Feedback Control System Analysis and Syn-
thesis, McGraw-Hill, New York 1960

Gille, J. €., Pelegrin, M. J. & Decaulne, P., Feedback Control Systems, McGraw-
Hill, New York 1959
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Shinners, 8. M., Control Systems Design, Wiley, New York 1964
Dorf, R. C.,, Modern Control Systems, Addison-Wesley, Reading, Mass. 1967.
Degsa bocker ar direkta avliggare av James m. fl. och Fruxals béoker,

P4 grund av teoriutvecklingen under 1960-talet fick larobdckerna i regler-
teknik en annan inriktning darigenom aft teorin e} baseras pd frekvensanalys
utan i stor utstrickning pd teorin 16r differentialekvationer. Det brukar i
amerikansk litteratur kallas rthe State Space Approachr. Typiska exempel
pd sidana lirobbeker ar

Deruszo, P. M., Roy, J. R. & Close, C. M., State Variables for Engineers, Wiley,
New York 1965.

Elgerd, O., Control Systems Theory, MoGraw-Hill, New York 1967.

Ogota, K., State Space Analysis of Control Systems, Prentice-Hall, New Jersey
1967, i

Schultz, D. G. & Melsa, J. M., Siate Funciions and Linear Control Systems,
MeGraw-Hill, New York 1967,

Zadeh, L. A, & Desoer, C. A., Linear System Theory, MeGraw-Hill, New York
1963. '

De frekvensanalytiska metoderna upplever f6r nirvarande en renfssans di
de utvidgats till flervariabla system. En tankevickande presentation finns i

Rosenbrock, H. H., State-space and Multivariable Theory, Nelson, London
1970,

I den tidigare upplagan av féreliggande larobok

Astrém, K. J., Reglerteors, Almqvist & Wiksell, Stockholm 1968,

gjordes ett forsék att ge en enhetlig presentation baserad bide pd frekvens-
analys och differentialekvationer,

Den tyska ldroboken

Oppelt, W., Kleines Handbuch Technischer Regelvorginge, Verlag Chemie-
GMBH, Weinheim 1964

innehdller minga exempel frin tillémpningarna.

Foljande bicker beskriver reglerkomponenter

von Hamos, L. och Attebo, G., Regleringstebnik, Svenska Bokférlaget Bon-
niers, Lund 1964

Bolheim, O. A., Instrumenteringsteknikk, Tapir, Trondheim 1966

Ahrendt, W. R. & SBavant, C. J., Servomechanism Practice, McGraw-Hill, New
York 1960,

Hydrauliska och pneumatiska servosystem behandlas i

Blackburn, J. F., Reethof, G. & Shearer, J. L. (utg.), Fluid Power Conirol,
The MIT Press, Cambridge, Mass. 1960.

Tillimpningar pd reglering av dngsystem beskrivs i
Profos, P., Die Regelung von Dampfanlagen, Springer Verlag, Berlin 1962.
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Reglering av atomkraftverk behandlas i

Harrer, J. M., Nuelear Reactor Control Engineering, D. Van Nostrand, Prince-
ton, New Jersey 1963,

En trevlig framstdllning av autopiloter och nédrliggande problem har gjorts i

Blakelock, J. H., Automatic Control of Aircraft and Missiles, Wiley, New York
1965.

I denna bok finns bl. a. en lisvird redogbrelse f6r adaptiva autopiloter.

Reglering av industriella processer behandlas t. ex, i

Buckley, P. 8., Technigues of Process Control, Wiley, New York 1964

Campbell, D. P., Process Dynamics, Wiley, New York 1958,

Eckman, D. P., Principles of Industrial Process Control, Wiley, New York
1945.

Eckman, D. P., dufomatic Process Control, Wiley, New York 1958.

Harriott, P., Process Control, McGraw-Hill, New York 1964.

Shinskey, F. G., Process-Conltrol Systems, MoeGraw-Hill, New York 1967,

En Sversiktlig framstillning av datamaskinstyrning av industriella processer

har givits i

Savas, E. 8., Computer Control of Industrial Processes, McGraw-Hill, New York
1965.

Shinskey, F. G., Process-Control Systems, MeGraw-Hill, New York 1967,

Tillimpningar av reglerteknik pi ekonomiska och administrativa processer

behandlas i

Forrester, J. W., Industrial Dynamics, MIT Press, Cambridge, Masa. 1961

Harrizon, T. J. {red.), Handbook of Indusirial Control Computers, Wiley, New
York 1972.

Holt, C. O, m. 1l., Planning Production, Inventories and Work Force, Prentice
Hall, New York 1960.

Forrester har med &ren blivit alit djirvare i sina fiérsék att anvinda reglerteori

ph alltmer komplicerade processer, T boken

Forrester, J. W., Urban Dynamics, MIT Press, Cambridge, Mass. 1569,

understker han problem som storstadsforslumning och i boken
Forrester, J. W., World Dynamics, Wright-Allen Press, Cambridge, Mass. 1971,

forutsiger han virldens underging genom Overbefolkning, svilt och miljs-
forstoring. Forrester beskriver variden som ett system av fem ordindra dif-
ferentinlekvationer, vilket kan synas forenklat i dverkant. Genom skicklig
marknadsféring har boken dock givit Forrester en unik stillning som en av
vira frimsta domedagspredikanter.

Medicinska och fysiclogiska problem behandlas i

Brown, J. & Gann, D., Engineering Principles in Physiology, Academic Press,
New York 1973,
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Brown, J., Jacobs, J. & Stark, L., Biomedical Engineering, Davis, Philadelphia,
Penm, 1971.

Clynes, M. & Milsum, J. H., Biomedical Engineering Systems, McGraw-Hill,
New York 1970,
Goel, N, 8., Maitra, 8. C. & Montroll, E. W., Nonlinear Models of Interacting
Populations, American Physical Society, Academic Press, New York 1971,
Milhorn, Jr,, H, T., The Application of Control Theory to Physiological Systems,
W. B. Saunders, London 1966

Milsum, J. H., Biological Control Systems Analysis, MeGraw.Hill, New York
1966.

Stark, 1., Neurslogical Control Systems, Plenum Press, New York 1968,

Rigps, D. 8., Condrol Theory and Physiological Feedback Mechanisms, Willlams &
Wilkins, Baltimore, Maryland 1970,

Cybernetik kan limpligen studeras i Wieners orig_inalarbete

Wiener, N., Cybernetics—or Control and Communication in the Animal and the
Machine, The MIT Press, Cambridge, Mass. 1961.

International Federation of Automatic Control (IFAC) organiserar kongresser

om oliks delomriden varje &r och en stor kongress vart tredje &r som técker

allt frén teori tiil tillimpningar, Kongressreferaten som publiceras regelbundet

ar mycket bra kiillor for den som vill f6lja med i utvecklingen.

De stora amerikanska ingenjorsorganisationerna

The American Instibute of Aeronautics and Astronautics (ATAA)

The American Institute of Chemical Engineers (AIChE)}

The American Society of Mechanical Engineers (ASME)

The Institute of Electrical and Electronics Engineers (IEER)

The Instrument Society of America (ISA)

organiserar gemensamt en rlig konferens Joint Automatic Control Conference
{(JACC). Féredragen frin denna konferens brukar publiceras i de olika ingen-
jrsorganisationernas tidskrifter

ATAA Journal; Chem. Engr. Progr.; Trans. ASME; ASME Journal on
Basic Bngineering; TEEE Transaction on Awtomatic Control; IEEE
Transaction on Industry and General Applications; IEEE Transaction on
Aerospace and Blectronic Systems;

184 Journal—Instrumentation—Systems—Automatic Control.

Bland ovriga tidskrifter kan nimnas

Automation and Remote Control; Regelungstechnik; SIAM Journal on Control;
Automotice; International Jowrnal on Control; Information and Control;
Conlrol Engineering; Confrol.
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1. Inledning

I detta kapitel presenteras den matematiska teori med vars hjdlp vi skall
beskriva de system som skall styras, Vi skall utveckla metoder, som gbr det
majligt att matematiskt beskriva vad som hinder med ett system di dess
styrvariabler fordndras. Den enklast tdnkbara modellen vore att ange sam-
bandet mellan processvariabeln x och styrvariabeln » med ett funktions-
samband

() = fu(t)

Ett system som kan beskrivas pd detta sitt kallag ett stofiskt system och
karakteriseras alltsd av att processvariabelns virde vid tiden ¢ beror enbart
av styrvariabelns virde vid tiden f. De flesta system kan ej beskrivas pd
detta sitt, ty det dr vanligh att processvariabelns virde vid tidpunkten ¢ ér
bervende av insignalens férlopp i ett intervall (£, f). Sddana system kallas
dynamiska. Den teori fr dynamiska system som skall presenteras i detta
kapitel &r e} specifik for ndgon speciell typ av system, t. ex. elektrislt, meka-
niskt, pneumatisks eller termiskt. Det har visat sig att teorin kan tillimpas
for att beskriva en rad mycket olika system. Detta &r ett av skillen till att
reglerteorin fAtt sd vidstréckt anvindning. Teorin f6r dynamisks system har
sina rétter i den klassiska mekaniken (Galilei, Newton, Laplace, Lagrange,
Hamilton, Jacobi, Poincaré m. fl.). Teorin utvecklades forst fir att mate-
matiskt beskriva och analysera himlakropparnas rirelse. Pé ett tidigt stadium
leddes man till att utveckla integral- och differentialkalkylen, och man beskrev
planeternas rérelser med hjdlp av differentialekvationer. Det har sedan visat
sig att ménga fysikaliska f6rlopp kan beskrivas med hjdlp av differentialekva-
tioner. Vi erinrar t. ex. om lagarna f6r konservering av massa, energi och
rorelsemingd. Man fann tidigt att de ekvationer som erhélls kunde l6sas ana-
Iytiskt endast i vissa specialfall, och man férstkte dé dra slutsatser om rérelsen
utan att forst integrera rérvelseekvationerna. Detta ledde sd sméningom till
8. k. kvalitativa metoder (Hill, Poincaré, Lefschetz, Nemytskii, Stepanov,
Carathéodory m. fl.). Via arbeten av bl a. den vilkinde amerikanske mate-
matikern Birkhoff har teorin f6r dynamiska system givits en fast form och ér
nu en sjilvstindig disciplin. Teorin f6r dynamiska system har f&tt ett nytt
idéinnehdll genom impulser frin elektrotekniken (Nyqguist, Bede, Guillemin
m, fl.}, Vid studiet av planetrorelser var man visentligen intresserad av att
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analysera hur planeterna ror sig. Mojligheterna att utifrin piverka rirelsen var
mycket smé. Inom elektrotekniken finns helt andra problemstéilningar, bl. a.
av den orsaken att systemen kan piverkas utifrin, och dérfér utvecklades
metoder for att beskriva hur systemets utsignaler beror av systemets insigna-
ler. D% den tekniska anvindningen ofta motiverades av att man Snskade
omforma signaler pd givet sitt med hjdlp av dynamiske system (filter), ut-
vecklades dven konstruktiva metoder for detta. Grovi generaliserat kan man
siga att man inom mekaniken &r mest intresserad av hur systemets tillstdnd
férindras med tiden, interna beskrivningar, medan man inom elektrotekniken
huvudsakligen 4r intresserad av hur systemets utsignal beror av dess insignal,
exberna boskrivningar eller insignal-utsignal beslkrivningar. Aven den mate-
matiska tekniken skiljer sig. Inom mekaniken betonas differentialekvationer,
medan elektrotekniken huvudsakligen begagnar transformteori.

De tidigaste reglertelniska understkningarna (Maxwell m. fl.} genomfdrdes
uteslutande med hjilp av differentialekvationer. Detta synsitt var forhérs-
kande ungefir fram till 1935, Man fann att det var stora problem férenade
med analys av system sorn beskrivs av differentialekvationer av hég ordning
(the curse of dimensionality). Under tidsperioden 1936-1945 tog man intryck
av utvecklingen inom elektrotekniken och borjade tillimpa transformmetoder.
Harigenom undvek man bl. a. den svérighet som var forenad med higa ord-
ningstal. Vi citerar Bode: “As a matter of idle curiosity, I once counted to
find what the order of the set of equations in an amplifier I had just designed,
would have been, if I had worked with the differential equations directly. It
turncd out to be 55.” Da reglertekniken konsoliderades under dren 1940-1950
anvindes nastan utestutande externa beskrivningar och transforméeori, nigot
som &terspeglar sig i dagens Jirobscker. Under Aren efter 1955 har man emeller-
#id Ater borjat anvinda interna beskrivningar och differentialekvationsteori p&
ett mycket fruktbart satt (“The State Space Approach”). Det har bl. a. visat
sig att det &r det lampliga tillvigagangssattet {1 att hygga upp en systematisk
teori. Genom att kombinera idéer frén mekanik och elektroteknik har man
inom reglertekniken erhdilit grunddragen till en teori ior styrda dynamiska
system. I detta kapitel skall vi redogéra for denna teori.

T avsnitt 2 inférs begreppet dynamisks system heuristiskt. Vi anger négra
olika, siitt att beskriva dynamisks system matematiskt, diskuterar klassificering
av dynamiska system och reglertelniska problemstéllningar i enslutning #ill
dessa: identifiering, analys och syntes. Specialfallet linjira tidsinvarianta
system behandlas i avsnitt 3. I de foljande avsnitten diskuterar vi nigra ele.
mentirs egenskaper hos de linjira systemen och olika sitt att representera
sddana. Saledes infors viktfunktionen i avsnitt 7. I avsnitt 8 infors transform-
metoder och vi definierar dér overforingsfunktionen. Négra olika sitt att
representera dverfdringsfunktionen grafiskt, bl. a. singularitetsdiagram, Ny-
quist—-Bodediagram, anges i avsnitt 9. Vidare inférs begreppet minimum-fas.
system. Grafisk representation av dynamiska system med blockschema och
signalfiddesdiagram behandlas i avsnitt 10, Avsnitt 11 ger en rudimentér
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stabilitetsteori f6r linjira tideinvarianta system. Den behévs bl. a. i kap, 4.
En mer fullstindig stabilitetsteori presenteras sedan i kap. 8. I avsnitt 12 ger
vi glatligen en orientering om den abstrakta teorin fér dynamiska system. Har
gos Dbl a. en formell definition av begreppéb tillstdnd. Trots att vi i detta
kapitel ger ett antal olika siité att karakterisers dynamiska system, kan vi ej
gora ndgon jimitrelse mellan de olika karakieriseringarna dé dette kréver
vidare teori, En sddan jimférelse presenteras i stillet i kap, 3.

2. Karakterisering av dynamiska systein
Begreppet tillsténd

De grundliggande idéerna for att karakterisera dynamisks system kan dter-
féras p& relationen orsak-verkan eller den s. k. kausalitefsprincipen. Tanke-
géngarna gir tillbaka till Newtons mekanik, Enligt denna kan réreleen hos
ett system av partiklar entydigt bestémmas for all framtid, £24,, om partik-
larnas ligen och hastigheter dr kénda vid tiden #). Det &r vidare irrelevant {6r
partikelsystemets framtida rérelse hur partiklarna uppnétt sina hastigheter
och ligen. De krafter som plverkar partiltelsystemet i framtiden har ej heller
négon inverkan pd partiklarnas rérelser i nuldget. For pertikelsystemet defi-
nieras systemets tillstdnd som samtliga partiklars positioner och hastigheter.
Vi kan intuitivt siga att tillstdndet #r den minsts méjliga information om
gystemets forhistoria, som behove f6r att exakt forutsiga systemets framtida
rérelse, Vi skall nu nirmare utveckla dessa idéer heuristiskt. T avenitt 12 skall
vi 8terkomma med formells definitioner,

Betrakta ott fysikaliskt system. Anta att systemets tillsténd vid tidpunkten
¢ lkan beskrivas med en &ndlig uppsittning storheter 2,(2), 2,(f), ..., 2,(f). Dessa
storheter skall vi kalla fillstdndsvariobler och vi skall ofta betrakta dem som
komponenter av en vektor x(t), tillstdndsvekiorn. I allménhet kommer tillsténds-
vektorn att vara méngdimensionell, $. ex. vid studium av mekaniska system
ar tillstdndsvariablerna positioner och hastigheter, vid passiva elektriska n#t-
verk kan tillstAndsvariablerna vara laddningar pd kondensatorer resp. fléden
i induktanser, vid kemiska system kan tillstdndsvariablerne vara koncentra-
tioner av olika konstituenter i reaktionskiirl och behdllare. I vissa stokastiska
problem kan tillstdndsvariablerna dven vara sannolikheten atb en process &r
i ett visst tillstdnd, I reglertekniken skall vi studera reglerade eller styrda
system. Dessa karakteriseras férutom av tillstindsvariablerna av styrvariablerna
eller instorketerna w,(), uy(f), ..., u,(t) samt méfvariablerna, ulsiorhelerne eller
observablerna y,{t), ¥5(t), ..., ¥,(t). Styrvariablerna dr de variabler med vars
hjélp vi kan phverka systemet, och métvariablerna ér de variabler som kan
observeras. Med insignaler och utsignaler avses tidsfunktionerna t—su(t) br>y(f).
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Differentiaiekvationsmodeller

Nir vi skall beskriva ett dynamiskt system stills vi omedelbart infor foljande
problem: Hur beror systemets tillstdnd av tiden och av styrvariablerna? Hur
beror observablerna av systemets #illatdnd och av styrvariablernat! Vi skall
anta att tillstdndsvariablerna dr kontinuerligt deriverbara funktioner av tiden.
Tillstdndsférindringen kan d& anges med hjilp av tillstAndsvektorns tids-
derivata dz/di. D& x dr systemets tillstdnd och systemets framtida utveckling
ir oberoende av hur det aktuella tillstdndet uppnétts, méste dx/dt sdledes vara
en funk$ipn av det aktuella tillstdndet 2(f) och styrvariabelns aktuella virde
ult). 3§ stemet kan alltsd beskrivas med hjilp av en ordinir differentialekvation.

/
dx(? .
(;!i ) = f(kvl(t)! mz{t}: L] mn(t)s ul(“’)! uz(t): rres ur{t)s t)! = 1 E] 2a ceny B
2(0)=a, - (2.1)
dér ay, i=1, ..., n dr systemets initialtillstind, Vidare antas att observablerna
ar funktioner av systemets tillstind och styrvariablernas virden, dvs
y!(t} = gi{xl(t): xz(t): LR xn(t}z ul(t), u2(t)’ Ty ur(t)’ t), 2’ = 1> 2: ey P (22)

Tér att minska skrivarbetet dr det ofta bekvimt att infiéra vektorbeteck-
ningar och vi skriver d4 ekvationerna (2.1} och (2.2) pd f6ljande siitt

T ety uit, 0
z(0)=a
yl0) = glelt) wld), 1) 3)

dar vektorerna z{t), u(f), y(t) uppfattas som kolonnveltorer.

En ekvation av typen {2.1) brukar bendmnas styrd differentialelvation for
att understryka att I8sningarna kan pdverkas genom val av styrvariablerna
w(t), Observera att &ven om vi primért dr infresserade av dynamiska system
84 omfattar ekvation (2.3) dven statiska system. For sddana har vi 2(t) =kon-
stant och systemet kan siledes beskrivas enbart med hjilp av ekvation (2.2).

Exemrer 2.1. Endimensionell partikel eller dubbelintegrator

Betrakta en partikel med enhetsmassa som rir sig lings en koordinataxel.
LAt styrvariabeln u vara den kraft som pdverkar partikeln och 1t utsignalen
eller observabeln y vara partikelns position. Rérelseekvationen ger

¢y
dt*
T detta fall vet vi frén mekaniken att systemets tillstdnd kan anges med tvd

storheter. Vi viiljer dessa att vara partikelns position »; och hastighet w.
Systemekvationen kan dé skrivas

=u (2.4)
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AN £
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Fig. 2.1. M&tematisi: pendel.
dey _
e "
doy_
dt
Y=, (2.5)

Vi observerar dven atb utsignalen »(2) dr insignalens dubbelintegral. Ekvation
(2.4) beskriver siledes ett dynamiskt system dér utsignalen dr en dubbel-
integration av insignalen.

ExemeEL 2.2. Pendeln eller oscillatorn

Betrakta en matematisk pendel (fig. 2.1) med massan m och lingden I i ett
homogent gravitationsfilt med tyngdaccelerationeng. Lat pendelns upphang-
ningspunkt vara fritt rorlig lings en rét linje som dr vinkelrdt mot tyngdac-
celerationen. Lét styrvariabeln vara pivotpunktens acceleration och Iit ob-
servabeln vara pendelns utslagsvinkel y=6.

Om z far beteckna pivotpunktens &-koordinat, finner vi att massans koor-
dinater blir

E=z+lsinf
n=—lcosd

och vi fir
£=5-+16 cos B —if2sin O
%}=l{§ sin 6 +162 cos §

Om F fir beteckna den kraft som verkar pd pendeln i pwot.punkten erhills
féljande rirelseekvationer

mé‘z —Fsinf
my=F cos 6 —mg
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Elimineras F ur dessa ekvationer erhdlls

I§+gsinf+%cos 0=0 (2.6)
Inférs tillstdndsvariablerna |

z =0

=0

styrvariabeln u = —# och observabeln y =6 erhills

% wgsinm -i-Ecosx
dt 1 1 1 -

y=2, 2.7)

Vi antar vidare att enheterna viljs si att ekvationens alla koefficienter dr ett
och vi finner dé

dz,

@

%= —sin @+ o8 %y
Y=

Innan vi fortsitter skall vi gbra en utvikning for att pdtala nigra begrins.
ningar hos den uppstillda systemmodellen. I ménga fall &r det e] rimligt att
forutsitta att antalet tillstdndsvariabler dr &ndligh. T.ex. vid studium av
vérmeprocesser 3r det ofta nédvindigt att beskriva processen med hjilp av
en partiell differentialekvation. Man kan dé erhilla en beskrivning analog
med ekvation (2.3), men tillstAndsvektorn kommer att ha (upprikneligt)
oiindligt minga komponenter svarande t. ex. mot koefficienterna i en serie-
utveckling efter ortogonala funktioner. Flera system som man har intresse av
att studera, har éven tidsférdréjningar, orsakade t. ex. av att material tran-
sporteras p4 band eller i ledningar. I sidana fall erhills primért ekvationer av

typen
de

= = Helt), ot = 1)) &8
eller
%%= f(x(t): 27(# - tl): raey m(t - t.'c)a u(t)’ u(t - “’1)’ seey 'u'(t - tl)! t) (29)

8. k. differential-differensekvationer. Observera att x(f} i ekvation (2.8) ej kan
vara systemets tillstdnd. For att 16sa ekvation (2.8) i intervallet (4, f;) rdcker
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det ej med att kdnna w{f) uten det dr uppenbarligen nédvéndigt att kinna
virdena av x i hela intervallet (#—T,#). I detta fall ir systemets tillstind
siledes en funktion definierad pd ett dndligh intervall pd reella linjen.

I andra fall kan det vara nédvindigt att tillgripa dnnu mer komplicerade
ekvationer f6r att med tillrickliz noggrannhet beskriva ett system. Som
exempel kan nimnas differential-integralekvationer

dﬂ’»‘ t t

5= (:t:(t), f_ w(s)dFy(s, 1), .o, fﬁ m(s)dﬁ’k(s,t),t) (2.10}
och integralekvationer

sty-1([_swarso,... [ sorano.) @.11)

Ekvationer av detta slag férekommer vid beskrivning av stokastiska system,
vissa biclogiska system, system med vigutbredning etc. For de system som
bestdms av ekvationsrna (2.10) och (2.11) dr 2(t) ej heller systemens tillstdnd,
ty f6r att beskriva systemens framtida utveckling ricker det ej med att kinna
x(t} utan funktionen a méste vara kind pé hela intervallet { — oo, #). Vi kom-
mer i fortsdttningen ej att behandla sddana komplicerade system utan av-
rundar utvikningen med att pipeka att de komplicerade systemen ofta kan
skrivas pA formen (2.3) genom att man infor tillrdckligh {ofindligt} minga
tilistdndsvariabler.

System som beskrivs av differensekvationer

x{t+A)=F(x(t), ut), t) t=A, 2A, 3A, ...
z(0)=a
y(6) = Hw(t), u(t), £}

kallas inom reglertekniken tidsdiskreta eller samplade system. Samplade system
tjénetgor som approximationer till kontinuerlige system och upptrider dess-
utom naturligt nir datorer anvinds, De har genom datorernas tillkomst fitt
mycket stor betydelse.

Vi skall i denna bok med f& undantsg endast behandla systern som kan
beskrivas med ordiniira differentialekvationer av typ (2.3).

Klassificering av dynamiska sysiem

Vi skall nu sammanfattningsvis ange nigra allmint férekommande klassi-
ficeringar av dynamiska system. Klassificeringar kan goras frin ménga syn-
punkter, t.ex. antal insignaler och utsignaler, antal tillstdndsvariabler eller
komplexiteten hos systemekvationerna,

Ett system dr enkelt om det endast har en insignal och en utsignal. Om
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systemet har flera insignaler eller flers utsignaler kallas det flervariabeli. Hitt
gystem dr av nite ordmingen om tillstdndsvektorn har n komponenter. Ktt
system dr lnjdrt om funktionerna f{w, %, {) och g{w, u, {) &r linjéra i » och u.
Ett system dr tidstnvariant eller stationdrt om f(x, w, £} och g{z, u,t) ej beror
explicit av tiden &

Den endimensionella partikeln i exempel 2.1 dr ett enkelt, linjdrt och tids-
invariant systern av andra ordningen. Pendeln i exempel 2.2 ar ett enkelt,
olinjart och tidsinvariant system av andra ordningen.

I denns bok skall vi med nigra fi undanteg studera endast linjéra tids-
invarianta system. For linjdra system finns en systematisk teori, som &r
jimiorelsevis lattillginglig. Den linjéra feorin anvinds i praktiken vanligen pd
foljande sitt, En linjir modell bestdms genom att de olinjira systemckva-
tionerna approximeras med en linjir modell i nirheten av en jémviktslosning,
s. k. lLinjirisering. En styrlag bestdms ur den linjira modellen. Denna styr-
lag anvinds sedan till det verkliga olinjira systemet. Det kan ifrdgasittas om
detta forfarande #r korrekt. Ett partiellt svar pad denna fraga ges av en vikéig
sats av Lyapunov och Poincaré, som sfger att om deb linjriserade systemet
gr stabilt med den erhillna styrlagen s dr med svaga restriktioner dven det
olinjira systemet stabilt.

3. Linjéra tidsinvarianta system

Med ett linjért tidsinvariant system 8 avses ett system dér tillstdndsvektorns
tidsderivata dxfdl &r en linjir funktion av tillstAndet ® och styrsignalen u
och utsignalen y en linjir funktion av tillstdndet  och styrvariabeln u. Ett
linjart tidsinvariant system $=$(4, B, ¢, D) kan sledes karakteriseras med
ekvationerna

dx
Zi—'t' =Az+ Bu
y=Cr+ Du (3.1)

diir z dr en n-dimensionell tillstdndsvektor, u dr en r-dimensionell vektor av
insignaler, y éir en p-dimensionell vektor av utsignaler, 4, B, C och D konstanta
matriser, dvs.

z,{t} wy(t) #a(f)
afy=| B0 w=| "By |80

Z,(£) (1) y,,(t)
) Gyg -ee Gn biy bag +or by
A= (g3 Qgg ++v Can B= b21 622 e bﬁr

Bpt Bpp oo
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€11 €1 -+ Cin dy dys ..o dyy
0= |%1%a - Cun D= oy Byy ..o dyy

€41 Cpa +-+ Cpn dy dop ... dyy
ExgMPEL 3.1

Den endimensionella partikeln i exempel (2.1) dr et linjirt tidsinvariant
gystem. Ekvation (2.5) kan skrivas pd formen (3.1). Vi finner

dz_fo 1) . fo
@ 1o ol T 1"
y={1 O]z

Linjarisering
De linjira ekvationerna erhdlls ofta pd f6ljande sitt. Ur fysikaliska grund-
ekvationer som uttrycker balans av massa, energi och rérelsemingd uppstills

de differentialekvationer som beskriver gystemet. Tillstdndsvariabler inférs
och elkvationerna skrivs p4 normalformen for tidsinvarianta system, dvs,

22— )

y = glx, u) (3.2)

dir vektorerna z, # och y antas ha dimensionerna %, v och p. Jimfér med
ekvationerna (2.1) och (2.2). Med en stationdr lésning eller en arbetspunkt
menas konstanta vektorer «® och 2 sddana att

fld, w?) =0 (3.3)

Ohservera att det ej behéver finnas stationéra losningar. Det kan ocksd finnas
ménga stationdra ldsningar.

Med linj4risering menas att de olinjéra elvationerna (3.2) approximeras med
linjara ekvationer i nirheten av en arbetspunkt. Linjérisering &r mycket
anvindbart inom reglertekniken. De linjara ekvationerna ar mycket lattare att
analysera &n motsvarande olinjéra ekvationer. Eftersom meningen med regler-
systemen dr att se till att processvariablerna ligger s& nira vissa fOreskrivna
virden som moiligt 83 ir de linjériserade modellerna ofta mycket goda approxi-
mationer,

For att linjarisera ekvationerna utgdr vi siledes frin en stationdr l6sning
{x%, u%). Infor avvikelserna

Ar=x—2 Ay =y —ud Ay —y—9° —y—gla®, u®
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Om funktionerna f och g dr tvd ginger kontinuerliga deriverbara kan de uf-
vecklas | Taylorserier coh vi finner

%;_v = f(a® + Aw, u® + Au) = f{a®, v®) + f (2, u®) Az + f, (29, u*}Au

+0((Ax)?, (Au)) (3.4)

Ay =y —-g(a®, u°) = g.(2° w) Dx + g, u)Au+0 (Az)?, (Au)?)

dér
fx, Dy Oy du, Buy, " du,
R S P A A
= oy Bwy T bm, |0 Y | owy Buy T Buy | -
Ofn Ofn O | oty Ofn O
| 8w, oz, T Ow, | | Buy,  Ouy,  Buy, ]

och g, och g, definieras analogb, Observera att f(a% %) ir noll eftersom (2% w°)
dr en jamviktsléening. Om termerna av higre ordaing 1 (3.4) férsummas finner
vi siledes att (3.4} &r ett linjirt system 8{4, B, €, D) om vi identifierar

4= fm(ml]’ uﬁ), B = fu(mo! uﬂ)} O = gx(m(]’ %0)7 D= gu(woa 'uo)

ExEMPEL 3.2

Pendeln i exempel 2.2 ir ett olinjdrt system. Om vi antar att systemet utfor
smé rorelser kring ett jimviktslige s& kan vi emellertid linjérisera ekvationerna.
Om vi linjériserar kring jamviktsliget » =, =0 erhdlls f6ljande system

dz=_( 0 1] {0
d (-1 0 1

y=[1 0]=

w

Observera dock att koefficienterna i den linjira approximationen beror av
den punkt kring vilken vi linjériserar. Om vi i stéllet linjériserar kring 0 =6,
och infor tillstdndsvariablerna

w1=6_89

2y =6

erhalls

dz 0 1] 90

—_— -] ._t

dt  {—1/cost, OJ vt [cos Bol (w—tan 6)
y=[1 O]z
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Viiljs § = erhalls t. ex.

d_x__ 01 x+ 0 %
d |10 -1
y=[1 0]z

Detta system brukar kallas den inverferade pendeln.
I exempel 2.2 var styrvariabeln pivotpunktens acceleration. Om vi i stéllet
gom styrvariabel viiljer pivotpunktens koordinat lyder systemekvationen (2.6)

16 +gsin 6+t cos =0

Om vi antar g=I=1, linjériserar denna ekvation kring jimviktsliget 0=0
och infér tillstAndsvariablerna

@y =0+u
v, =0+
finner vi att systemet kan beskrivas pd féljande sitt
dz [ 01 o
e RS HE
y=[1 Ola—u

Vilken av systemrepresentationerna som &r relevant i ett praktiskt fall beror
naturligtvis av fdrutsittningarna. Det fall d& pivotpunktens acceleration &r
insignal férutsitter att styrsignalen levereras via en kraftgivare som styr

pivotpunktens acceleration. Det fall d& pivotpunktens position &r insignal
forutsiitter att pivotpunkiens lige styrs av eit positionsservo.

4, Lésning av systemekvationen

Ekvation (3.1) kan i allméinhet ej ldsas explicit med hjédlp av elementéra
funktioner. Losningen kan diremot skrivas pd en kompakt form som &r mycket
anvindbar f5r uppskattningar och som dessutor ér vil ldmpad for numeriska
berskningar. Denna form skall hirledas i detta avsnitt.

D4 ekvation (3.1) &r linjir vet vi, att lésningen kan skrivas som en summa
av en pertikulirlésning och den allmiinna Igsningen till den homogens ekva-
tionen, Vi skall f6rst betrakta den homogena ekvationen

— =Ae (4.1)

med initialvillkoret
#(0)=a (4.2)
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Lésningen till ekvation (4.1} med initialvillkoret (4.2) kan skrivas

x{t) =etta (4.3)

diir exponentialfunktionen av en matris definieras med hjdlp av f&ljande

gerieutveckling

e8—exp B=1+ B+ B'+ B+ TN - § 1 g (4.4)
P 217 TR T Tl T T e ‘

Denna serie konvergerar i norm for alla matriser B, ty varje term i serien
domineras till sitt belopp av || Bl|"/n!, dér || B|| betecknar en tillordnad ma-
trisnorm. (So t. ex. Formelsamling ¢ Numerisk Analys, Studentlitteratur, Lund
1067, 5. 20.) Enligt satsen om absolut konvergens dr da serien (4.4) konver-
gent. Serieutvecklingen (4.4) dr ocksd vil limpad f6r numerisk berikning av
exp B. For att visa att (4.3) verkligen ir en l6sning till differentialekvationen
(4.1) begagnar vi serieutvecklingen

H 1 1
et =T+ At+— AP+ . =AML= 3 AT
21 nl n-t !
Derivering med avseende pa ¢ ger
d’ At 2 1 342 1 -
— = 4 R ngyn-1
A A,At+2!At+...+(n_l)1At 4

1 1
=A{T+ At+ - AP0+ o AP T L e
{ Aoy (n— 1)1 ¢
Den deriverade serien fir likformigt konvergent och vi finner &ven att funktionen
exp At satisfierar differentialekvationen

ix
—r—AX (4.5)

med initialviltkoret
X0)=1 (4.6)

dir X{f) dr en n x n-matris. Genom att multiplicera frin hoger med a finner
vi shledes att funktionen

x(t) =ct'a

satisfierar den homogena differentislekvationen {4.1) med initialvillkoret (4.2).

Betrakta ett system vars rirelse kan beskrivas med hjilp av differential-
ekvationen (4.1). Ekvation {4.3) innebir att tillstdndsvektorns virde vid tid-
punkten ¢ #r en linjir transformation av initialtillsténdet a. Att integrera
(4.1) Gver ett tidsintervall (0, t) &r siledes ekvivalent med att multiplicera
initialtillstdndet med exp A¢ frin viinster.
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Innan vi loser den homogena ekvationen skall vi visa att funktionen exp 4¢
har egenskapen

pAteT ) — gAsAL (4.7

Om vi anviinder sericutvecklingen (4.4) och det faktum att summationsord-
ningen fir bytas i en absolutkonvergent serie erhélls

® 1 ®1 LA | 1
Az LAF . T ARGk - Iyl n - . JKgr—k
ete (kzoks‘“)(zen‘“) EA(%M —Hitt )

— g Ar (S +t)f: eA(s+t)

ty
(s + 8" % SR = % oot e
2 bl (n— B!

k=0

och pAstdendet &r bevisat.
Insétts s= —¢ i ekvation (4.7) erhdlls

edtgdt —_ T (4.7

dvs. matrisen exp At ér aldrig singuldr och dess invers &r given av exp (— 4f).
Detta ér analogin till den skalira exponentialfunktionens egenskap att alitid
vara positiv.

D4 vi erhallit en 18sning till den homogena ekvationen kan vi nu 16sa den
inhomogena ekvationen . ex. med hjilp av Lagranges metod med variation
av konstanten. Vi ansitter en lésning till (3.1) pa formen

2(t) = etelt)
Insiitts denna i ekvation (3.1) erhdlls

de _ , a adelt) _
dt_Ae e{t)+e 7 = dx+ Bu

Men enligt (4.7') géller att (exp 4t)"'=exp— At. Vi finner d&

delt) _

e = [e®] 1By = ¢~ " Bu

e{t)=e(0} + f e~ Bu(s)ds
Lésningen till systemekvation (3.1} kan séiledes skrivas

a(t) = e’“a+f A9 Bu(s)ds {4.8)
_ 0




2:4 1

Vi finner sdledes att 16sningen &r en summa av tvd termer. Den forsta beror
p4 initialtillst&ndet ¢, och den andra beror av insignelen u{t),
Vi gkall ge ndgra exempel diir systemekvationerna kan 18sas explicit.

ExEmpPEL 4.1

Betrakta den endimensionella partikeln som behandlades i exempel 3.1. Den
kan beskrivas med ekvationen

[
alo o =+ [+
y=[1 0]z
Vi finner
01

A =

00 00

] A"'=...A"=...=[0 "] ‘

Definitionen (4.4) pé exponentialmatrisen ger direkt

exp Ai = [é ;]

Vidare giller

(exp At) B = {;]

Ekvation (4.8) ger saledes

x(t)= [{1) H x(0)+f: [t;s] u{s) ds

Exumerr 4.2
Betrakta den linjiriserade pendeln i exempel 3.2. For denna ghller

dz { 0 1] {0
E‘Ll 0] ”’L[l]“

y=[1 0O]x
Vi finner
01 01
2 _ =
=3 g1 o=t
A¥=—A4
Af=1
A¥=(—-11

A2“+1= ( — 1)7;A
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Det f8ljer nu av ckvation (4.4) att

tza
(6" = [e*]= 2 (-1 ﬂ)1=0035
at a 32n+1
= - —_ L3 =

{¢"he [e%]a = 2 (—1) Bl sin §
Sammanfattningsvis erhdlls

cosf sint
oxp Ai= [— sin? cos t]
och

1 cost sint sin (£ —s)

=) [—sint cos t] m(O)-i—f [cos - ] w(e)do

B. En funktionalekvation for exp A¢ —
kausalitetsprincipen

Den skalira exponentialfunktionen f(#)=exp at satisfierar funktionalekva.
tionen

fe+3)=f(t) {(s) (5.1)

Vi visade i fireghende avsnitt att matrisfunktionen f(f)=exp A¢, dir 4 &r
en 7 x n.-matris, satisfierar samms ekvation, dvs, att

eA {st+ey “e“’e‘“ (5.2)

Aven omvindningen giller. Funktionen exp Af dr siledes den enda konti-
nuerliga matrisfunktion som satisfierar (5.1). Jamfbr exempel 12.1.

Den hiirledning av funktionalekvaticnen (5.2) som gavs i {6reghende avanitt
#r en verifikation. For att £& en inblick i vad relationen innebiir skall vi ge
en fysikalisk tolkning till ekvation {5.2). Betrakta differentialekvationen

ax
= = 4X X(0)y=1I _ {6.3)

Vi skall nu integrera denns ekvation Sver intervallet (0, t+3s) pd tvd olika
gétt. Om vi direkt integrerar fiver hels intervallet finner vi 16sningen

X(t+s)=e‘“+”=e‘“+” (5.4)
LAt oss nu f8rst integrera dver intervallet (0, ). Vi finner d&
X{t)=ett
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Om vi nu med X(¢) som initialviirde integrerar éver (f, { +3) finner vi

X(t+s)=etett : (5.5)

D& differentialekvationen (5.3) har en entydig 16sning finner vi siledes att
hégerleden i ekvationerna (5.4) och (5.5) ar lika, dvs.

pALETS) — gAGHD — gds At

Om vi betraktar systemets rorelse Gver tidsintervallet (¢, £+s} finner vi sd-
ledes att om X(f) dr kind s kan denna rérelse exakt anges. Observera att dd
X(#) sr kind &r det irrelevant for den framtida rorelsen hur X(t) uppniddes.
Vi kan alltsd séiga att X (f) & den minsta information om systemets f6rhistoria,
som krivs for att forutsiga den framtida rorelsen. Enligh resonemanget i
bérjan av avsnitt 2 dr X(f) dé systemets tillstand, och funktionalekvationen
(5.1) éir siledes en matematisk formulering av kausalitetsprincipen. Génerali-
seringar av ekvation (5.1) ligger dven till grund for abstrakta definitioner av
kausalitetsbegreppet. Jimfor avsnitt 12,

6. Byte av koordinater i tillstdndsrummet

Det giller for ett dynamiskt system att insignalen och utsignalen y dr en-
tydiga fysikaliska storheter. Tillsténdsvariabeln » dr diiremot ej entydig utan
beror av det koordinatsystem vi valt for att representera systemet. For att
inse detta infér vi nya koordinater z med hjilp av den linjéra transforma-
tionen T

z2=Tx (6.1)
Vi finner d4 att ekvation (3.1) kan skrivas
%m TAT 13+ TBu=Az+ Bu

y=CT 2+ Du= 02+ Du o | (6.2)

Matriserna 4, B och C beror sledes pd det koordinatsyster vi valt for att
representera systemets tillstdnd. Man kan da friga sig om det finns koordinat-
system sh ath systemekvationerna fir en speciellt enkel form. I det foljande
skall vi ange sddana koordinatsystem och motsvarande standardformer for
systemekvationerna. Vi skall i hela avsnittet fsrutsiitta att systemet har en
ingignal och en utsignal.

Diagonalformen

Studera forst det fall d& matrisen 4 har olika egenvirden. Det finns d§ en
matris T shdan até
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A 0 ...0
gag-ie |0 A2 0
0 0.4,

De transformerade tillstdndsvariablerna Z, kallas moder. Om systemet endast
har en insignal och en utsignal kan systemekvationerna skrivas

d

E?=llz1+b1u

dd—?=lgz2+ byt

dz,

E—inzﬁ'bn%

Y=tz €2t . T Cyz tdu {6.3)

Ekvation {8.3) kallas diagonalformen for ett linjirt system med en insignal
och en utsignal. Om vi endast vill ange sambandet mellan insignal och utsignal
g8 finns 1 denna representation redundanta parametrar. Vi kan t. ex. dividera
b; med en faktor och multiplicera ¢; med samma faktor och fortfarande {3
samma insignal-utsignalrelation. Fér enkla system av aide ordningen dr in-
signal-utsignalrelationen given av 2n--1 parametrar. I ovanstiende exempel
kan vi t. ex. fixera koefficienterna b, =b, ...=56,=1.

Diagonalformen existerar endast i det fall dd matrisen 4 kan djagonaliseras.
Detta gar t. ex. alltid om A har skilda egenvirden.

Den karakteristiska ekvationen 4r invariant vid en transformation T747T7T,
Det giller

det [AI — TAT Y —det T{AT-1T — A]T-1=det T[AI —A] T~
—det T det 7 det (A — 4]=det [A] — 4]

Den karakteristiska ekvationens koefficienter och funktioner av dessa ir ocksé
de enda invarianterna vid transformationen 74771,

Denna invariansegenskap spelar en viktig roll i de transformationer som
behandias i f6ljande avsnitt.

Kanonisk form 1 (Den observerbara kanoniska formen)

Betrakta ett system 8(4, B, ', D) med en insignal och en utsignal. Anta att
matrisen 4 har den karakteristiska ekvationen

det [A] —A]=A"+a; A" *+... ta,=0 {6.4)
och att matrisen
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odr?

n-32
go|c4

0 | (8.5)

ej dr singuléir. Vi skall senare i kap. 3 geen fysikaligk tolkning fill defita villkor.
Observers att O 4r en vektor d& systemet endast har en insignal och en utsignal.
Lt f beteckna en godtycklig kolonnvektor sidan att matrisen

T i=[4" 1 A" % .. f {6.6)
ej ar singulér. D& giller
TIAYY A% . f1=1 (6.7}

Betrakta systemet ${4, B, C, D) och infér nya koordinater i tillséindsrummet
genom transformationen z= T, Vi finner da

A=TAT *=T[A" A" *f ... 4f] (6.8)

Men enligt (6.7) géller

1 0 0
0 1 0
TA f=e,=|0], T4 *f=ey=|0|, - Tf=e=|0
0 0 i)

Enligt Cayley-Hamiltons teorem (varje kvadratisk matris satisfierar sin egen
karakteristiska ekvation) géller '

Ar= g AV =g, AV —a, T
oeh vi finner siledes
TAY = —a, TA f—a,TA* f —...—a, Tf= —t16; =38y = .. ~ sty
Ekvation {6.8) ger d&
—ay 1 0...0

—tly .0
A=T471=
—@p 0 0.1
~a, 0 0..90 (6.9)

Den transformerade s4-matrisens har alltsd den karakteristiska ekvationens
Kkostficienter som element. En matris av detta slag kallas i engelsk littoratur
companton malriz.

Vi finner siledes att fr varje £, sédan att 7' definierad av (6.6) &r reguljdr,
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erhills en transformationsmatris som transformerar 4 pd formen (6.9), Vi
viljer nu f sbdan atb

T =[CA" Y} CA™ % ... Cfl=[1 0..0]=¢f

dvs.
cart (1
S o N b B
o 0 6.10)

Detta ir alltid mojligt, ty vi har forutsatt att F dr reguljir. Det terstdr nu
att visa, att om det f som ges av (6.10) insitts i (8.6), erhélls en reguljiir matris,
Vi visar forst f6ljande identitet

ATPl=F10" (6.11)

dir 4 ~AT, Matrisen A definierades av ekvation (6.9).
Vi erhéller féljande resultat

cA4A™? cAr —ty — g e — gy —a,) [CA"!
cA4r® o4 1 0.0 0 ||o4am®

PAr=lgg»sjd'=|oam34"'=| 0 1. 0 0 ||oarsat
¢ cd 0 0.1 0)lo

Den forsta raden i matrisekvationen erhdlls ur Cayley-Hamiltons ekvation.
De Gvriga raderna éir rena identiteter. Vi finner siledes

FA'=AFA" '=A(AFA"=A'F

Multiplikation av ovanstdende formel med F~' frdn héger och vinster ger
nu (6.11).

Genom att utnyttja ekvation (6.10) kan transformationsmatrisen (6.6)
skrivas

Tl=[A" " F e, A" 2F ey ... Fle]
Identiteten (6.11) ger vidare
Pl=p- A% Y, A" %, ... ¢]=FH
dér
hn—l hn—2 e kl 1
ooz hp_g .l 0
H=|:
1 .
1 0o .0 0 (6.12)

=]
[=]
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och
hi=—a,
r—1
h,=—a,— ’Zlaih,_,, r>1 (6.13)

Matrisen H har determinanten ett och ir siledes reguljir. Matrisen T-1 ar
di reguljir om F &r reguljdr. D& matrisenn H dr triangulir kan den inverteras
direkt. Vi finner efter enkla algebraiska rikningar

00 0..0 1
00 0..1 ay

H1l=|:

01 @ ...ap3 Oy_g

l.l @y Qg oo By g Gp_g - (6.14)

Vi erhdller vidare f6ljande explicita uttryck for transformationsmatrisen

0 0...0 1 cA™? c
0 0...1 a, [|CA"? CAd+a 0O
‘T=H"'F=|i : = :
0 1 .. a3, 3 a,.|CA
1 @ ... @Gyog @pq)(C CA™ '+, CA™ 2+ ... +a,_,C
(6.15)

Om ¢; far beteckna T8 i:e rad erhdlls {§ljande rekursiva ekvationer for att
bestémma matrisen T '

t,=0
t=t,A+a,C (6.16)

Vi sammanfattar resultatet som

Sars 6.1

Anta att matrisen
041
OAﬂ—2

F=
c

ér reguljar, Genom byte av koordinater i tillstdndsrummet med transforma-

tionen z =Tz dédr

C . ]
e CA+a,C
(04" 4 aq, 042+ . +a, O
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kan systemet representeras som

—a, 1 ¢...0 CB

B | T 0 1.0 CAB+a,CUB

a= z+ U
—@y_; O 0., 1 CA" *B+a,CA" *B+ ... +a, OB
—a, 0 0..0 CA™'B+a,0A"?B+...+a,_;CB

y=[1 0 0..0}z+Du

Kanonisk form 2 {Den styrbara kanoniska formen)

Vi skall nu konstruera en transformation som myeket liknar den nyss gjorda
transformationen. Anta att systemet $(4, B, C, D) har en insignal och en
utsignal samt att matrisen o

G=[4"'BA"*B..B] (6.17)

ej dr singuliir. Vi skall senare 1 kap. 3 ge en fysikalisk tolkning ¢ill detta villkor,
Lit g beteckna en godtycklig radvektor sidan att matrizsen

] (6.18)

ej #r singulér. Betrakta systemet §{4, B, C, D} och infér nya koordinater i
tillsténdsrummet genom transformationen z=8z. Vi finner

g4r

_ gAn-i o

84871
gA (6.19)

Men di S8-1==1 erhalls ur ekvation {6.18)

gA» 18 1=[1 0...0]=1, |

gA™ 28 1=[0 1..0]=wv,

;.;S'l =[0 0...1]=v,

Med anviindande av Cayley—Hamiltons teorem finner vi

—@; —@y —Oy .. —Op1 —f,

I 0 0.. 0 0
84A8'=| 0 1 0.. O© 0o|=4
0 0 0.. 1 0 (6.20)
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Den transformerade »4-matrisein har karakteristiska ekvationens koefficienter
som element. Aven matrisen (6.20) kallas i engelsksprikig litteratur companion
matriz. Vi kan fortfarande forfoga dver g och viljer di denna vektor sd att

gA" 1B 1
SB= gA"*B|_10
gB 0
dvs. ]
g=[1 ¢..0] [A*'B A"*B.. B '=p,G! (6.21)

Vi skall nu ge en explicit framstillning av transformationsmatrisen S sam-
tidigt som vi skall visa att § ir reguljéir under forutsittning att G dr reguljér.
Vi finner helt analogt med analysen av den observerbiara kanoniska formen att

G l4r=4"q! (6.22)
dir 4 = A7, Jimiér ekvation (6.9).
Vi finner '
—a 106...0
—-a, 0 1..0
ATG=A""'[A"BA"'B... AB]~ A""'[4" "B A"'B... B]
— 1 0 ¢...1
-a, 0 0..0

dvs.
AG=A"gd=64"

Multiplikation med G~! frin héger och vénster ger nu (6.22). Utnyttjas (6.21)
kan transformationsmatrisen § given av (6.18) skrivas
gAnwl 't)]_G_lA"ml ‘vl‘grwl

9= g-.An—2 _ ,UIG(A.IAn—Z _ vl‘,‘%‘u—z G‘1=HG“1

g 9, G7! v
déir matrisen H ges av (6.12). Matrisen H har determinanten ett och dr shledes
reguljir. Matrisen § ér allted reguljir om @ dr reguljir. Di matrisen H har

en onkel invers, jimior (6.14), erhdlls f&ljande explicita uttryck pd trans-
formationsmatrisens invers

0 0...1 ay
S 1=@GH '=[4""'RB A" B ... Bl
0 1..ap-38 @y-2

1 (1»1... aﬂ_g aanv_l
dvs.

§*=[B, AB+a,B, .., A" 'B+a, A" *B+...+a, , B] (6.23)
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Om s, far beteckna den i:e kolonnen i §7? erhélls fsljande rekursiva samband
s,=8
8, =4ds,+a, B {6.24)
Vi sammanfattar resultatet som
Sars 6.2
Anta att matrisen
G=[A"*B 4" B .. B]
ar reguljir. Genom byte av koordinater i tillsidndsrummet z=8x med
S '=[R, AB+a, B, A" *B+a, A" B +...+a,_, B]

transformeras det linjira tidsinvarianta systemet 8${4, B, C, D) till

—fy —ly.. —lg_1 "l 1
1 0 .. 0O 0 0

‘Ef: z+ %
di 0 1 ... 0O 0 0
0 9 ... 1 0 0

y=[CB,CAB+4a,CB, ...,CA" B+ a,CA" B+ ... +a,_,CB]z+ Du.

7. insignal-utsignalrelationer. Viktfunktionen

I avsnitten 3, 4, 5§ och 6 behandlades énferna beskrivaningar av det linjira
systemet 8(4, B, C, D). Speciellt fann vi i avsnitt 6 att matriserna 4, B och
C beror av det koordinatsystem som valts fér att beskriva systemet. Vi skall
nu behandla externe beskrivaingar av systemet, dvs. beskrivningar som direkt
anger en relation mellan insignalen och utsignalen. Formeln {4.8) ger

y(t) = Cx(t) + Du(t)= Ce " x(t,) + Dul(t) + C r ¢4~ Bu(s) ds (7.1)

ta
Om vi nu antar att initialtillstdndet «(f,) &r noll samt att §,= — oo, dvs. in-
signalen har pdverkat systemet under intervallet ( — oo, 1), erhills

H

y{t) = Duft)+ f _ G Bu(s) ds (7.2)

Denna formel dr oberoende av det koordinatsystem som valts f5r att beskriva
tillstdndet. For att visa detta infér vi nya koordinater
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z2=Tg

och vi finner d&

4 .
y{t) = OT*2(t) + Du(t) = Du(t) + OT* f AT Y9 T By(s) ds

-0

Men

exp TAT“=I—!—TAT‘1+2—11 TAT1TAT *+ 5—1 (TAT Y+ ..

=T[1+A+i Az+...+l Ar+ ] 71
21 n!
=Tlexp )T

och vi far séledes -

y(t)=Du(f)+C Jt et~ Bu(s) ds

-0l

T4t oss férst anta att D=0, dvs. att insignalen ej paverkar utsignalen direkt.
Fkvation (7.2) innebir d4 att utsignalens virde vid tidpunkten ¢ ir ett viktat
medelvéirde av insignalens virden pé intervallet (— oo, #). Insignalens virde
vid tiden #, har vikten C exp A(¢t—#;)B. Funktionen

Mty=Ce*B t20
kallag déirfor vikifunktion (weighting function). I det allménna fallet dé&
D=0 finner vi att (7.2) formellt kan skrivas

y{t) = J.tm [DS(t— 8) + Ce "V Bl u(s)ds

dér 8(f) éir Dirac’s deltafunktion.

DEFmFITION 7.1
Med viktfunktionen for ett linjirt tidsinvariant system 8(4, B, C, D) avses

h{ty=D§(t) +Ce**B £20 (7.3)
Vi finner siledes frdn (7.1) och (7.3) stt under fGrutséittning att initialtill-

standet &r noll kan insignal-utsignalrelationen skrivas

yit)= Jt h(t— ) u(s) ds = r h{s) ult— ) ds (7.4)

- ¢ . .

Vi skall slutligen ge en fysikalisk tolkning till viktfunktionen. Om vi antar
att insignalen &r en impuls vid tidpunkten £, <t, sé blir utsignalen enligh (7.4)

Yy = ftm h(t—8) 8(s — ty) ds =h{t — &)
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Viktfunktionen ir siledes systemets utsignal di insignalen &r en impuls appli-
cerad vid tiden f,=0. Detta ger en konstruktiv metod fir att bestimma vikt-
funktionen for ett system genom att applicera en puls pd systemet och registrera
utsighalen, Det dr dven orsaken till att viktfunktionen ibland kallas émpuls-
svar,

Vi kan dven utgd frdn egenskapen (7.4) och definiera viktfunktionen for
linjira tidsinvarianta system pd foljande stitt.

Derivrriox 7.2

Viktfunktionen fér ett linjért tidsinvariant system &r en funktion A(t) sddan
att f8ljande relation galler

y(E) = ft Bt — &) u(s) ds

-0

dér u dr systemets insignal och y systemets utsignal dad initialtillstindet &r
noll.

Observera att viktfunktionen endast har definierats for icke negativa argu-
ment. Om vi tnskar utstricka definitionen #ven till negativa argument, ér
det med den ovan givna fysikaliska tolkningen naturligt att sitta A{t) =0 for
t<0, ty annars skulle systemet kunna ge en utsignal innan insignalen appli-
cerats, vitket strider mot kausalitetsprincipen. Med hjalp av viktfunktionen
kan vi direkt ange sambandet mellan insignal och utsignal for ett system
utan att specificera ett koordinatsystem i tillst&ndsrummet. Vi gkall nu visa
att vi f6r ett linjéirt tidsinvariant system 8(4, B, C, D) kan ange ett direkt
samband mellan insignal och utsignal med hjilp av differentialoperatorer,
Utgl ifrin

da

E—AerBu

y=Cx+ Du

Bilda

=

dx

?& Ax+ Bu

d*x  de _du du
WmAa—l-Bd Am+ABu+Bd—t

dL n n-1 n-2 du dn_
T =A"s+ A" " But+ 4 Bdt+ —H?dtﬂ i

LAt matrisen 4 ha den karakteristiska ekvationen

det [AT—A]=A*+a, 4" +...+a,=0
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Multiplicera ovanstiende ekvationer i ordning med a, @, ;... a1 och
addera. Termerna i hogerledet som innehdller x forsvinner i pk grund av
Cayley-Hamiltons teorem och vi finner

di 2w
den3

d*tz  d"x d' lu
W-ﬁ-al W-“ w.ta,z=B W+{AB+G‘IB)

+ (A" *B+a, A" *B+ ...+ a1 B)u

+ e

4 och vi finner att insignal-utsignalrela-

dt

Infoér nu differentialoperatorn p=
tionen kan skrivas

B p" *+Byp"%+...+ B,
pttapt i ta, ]

yit)= {D + ] ult) (1.5)

diir By, By, ..., B, #ir matriser som definieras av

B,=CB
B,=CAB+a,CB

B,=CA™'B+a,CA* *B+..+6,,CB

Observera att representationen (7.5) ér oberoende av koordinatsystemet i
tillstdndsrummet. Vid transformationen z = Tz dvergsr systemet 8(4, B, C, D)
i $(TAT, TB, 0T, D). Som vi tidigare har funnit i avsnitt 6 dr den
karakteristiska ekvationens koefficienter invarianta. Vidare Svergér vid trans-
formationen uttrycket CA”B i f6ljande uttryck

(CT WTATYTB=(CT™?) (TA™T)TB=CA'B
Vi finner skledes att Aven matriserna B, &r invarianta vid transformationen.

ExeveeL 7.1

For den endimensionella partikeln, som behandlats i exempel 3.1 och exempel
4.1, giller

01 0
Az[o 0]’ Bﬁ[l], C=[1 0}, D=0

Viktfunktionen ér séledes
1t] 10
= At 1 — =
Ky=Ce**B=[1 0} [0 1] [1] ¢
Insignal-utsignelrelationen kan siledes skrivas

y{t)= f (t— ) u(s)ds (7.6}

—ae

56




2:7

For att ange insignal-utsignalrelationen som en differentialekvation bildar vi
forat A:s karakteristiska polynom

det [Af —4]=22

Vidare giller

B,=CB=[1 0] m -0

B,=CAB+a,CB=[1 0] {g (1)] m+0=1

Vi finner siledes

Y | (7.7)

Detta kan dven erhéllas genom direkt derivation av (7.8).

ExsvpuL 7.2

¥or pendeln, som behandlats i exemplen 3.2 och 4.2, géller om pivotpunktens
koordinat viljs som insignel

01 0 _ -
4= 0 1), 3-[2) o0 @ o=

Viktfunktionen blir

H(t)=Do(t)+ CetB~ —8(t) +{1 0] [ cos ¢ sin t] [0

—gind cos ¢ 1]=—6(t)+smt

Ingignal-utsignalrelationen kan alltsd skrivas

ylt) = fe gin {t— ) u(s)ds — u(t) {7.8)

— 0%

For att erhdlla differentialekvationssambendet mellan insignal och utsignal
bildar vi

det [AT—A4]=2%+1
Vidare giller

B;=CB=0
B,=CAB+a,CB=[1 0] [—~(1) (l)] [2]+0=1
Vi finner séledes
1 1 __ 7
y(t)——[ 1+1+p”]u(t) 1+ 98 u(t)
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eller
dy d¥u
YT T - (7.9)

Alternativt deriveras (7.8) tva ghnger

dy_ [* _du
Ziﬁt‘_ffm cos (E—s)u(s)ds 7

d? L du . d%u
ag=u(t)— le sin {(# —s) u(S)d'g_Eg?= -—y(t)—d—t2 (7.10)

vilket ger samma resultat.

8. Laplacetransformen. Overféringsfunktionen

Laplacetransformen £f av en tidsfunktion f definieras som
{£1)(s)=Fis)= J ety dt, Res>s, (8.1)
0~

om integralen existerar. Talet s, kallas konvergensabscissan och s dr en kom-
plex variabel. Med ovanstdende formel dr Laplacetransformen siledes endast
definierad i ett halvplan, Re s > g;. For virden pé s som ej ligger i halvplanet
Re s > g, definieras funktionen genom analytisk fortséttning om s& dr méojligt.

Laplacetransformen #r siledes en linjir integraltransformation frin reella
funktioner f(t), originalfunktioner, definierade pé (0, oo} till en komplex funk-
tion F(s} av en komplex variabel , bildfunktioner, Det dr vanligt att beteckna
originalfunktioner med gemena bokstéver f(t), och bildfunktioner med ver-
saler F(s). I reglerteknisk litteratur férekommer ett allmént utbrett (miss-)
bruk genom att man anvinder samma symbol f f6r sdvil bildfunktion som
originalfunktion. Man skiljer d& pa funktionen och dess transform genom deras
argument ¢ (for originalfunktion) resp. s (for bildfunktion). Detta symbol-
missbruk leder séllan till svirigheter men biér undvikas,

Det #r ofta fordelaktigt att anvinda Laplacetransformen vid l8sning av
initialvirdesproblem f5r differentialekvationer (ordinira sivil som partiella).
Skilet till detta dr att foljande samband réder
£ g= sF(s)— }(0) ' (8.2)
Derivation av en tidsfunktion motsvarar siledes en algebraisk operation
(multiplikation med s) p& bildfunktionen. Detta medfér att Laplacetransfor-
men kan anvindas for att bygga upp en algebraisk formalism f6r att 15sa
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systemekvationerna (3.1). Med hjilp av Laplacetransformen kan vi dven in-
tora det viktiga begreppet éverforingsfunktion. En annan f6rdel med Lapla-
cetransformen #r att den 6ppnar vigen for anvindning av ménga av funk-
tionsteorins mycket kraftfulla resultat pé systemteorin. For en utftrlig be-
handling av Laplacetransformen hinvisas till liroboeker i matematik.

Det &r tvd svérigheter forenade med Laplacetransformen.

@ TFor att fa en bekvimt anviindbar kalkyl dr det ef tillrickligt att 13¢a f{f)
vara en vanlig funktion utan f{f) bor tolkas som en distribution eller en
generaliserad funktion. (Det dr vanligt i reglertekniska lirobocker att und-
viks denna svarighet genom até rilma formellt med Dirac’s deltafunktion.)

@ Den inversa transformen given genom omviindningsformeln
1 yHioe

= -1 t}=— e"F - .
=R O=g | | ST s (8.3)
4r ej en begriinsad operator. Detta betyder att en transform som &r »litens
i nigon mening kan ha en mycket sstory tidsfunktion. Som exempel kan
vi betrakta foljande par av transformer

Va

f{t)mwl— sin af, Fi{s)

Va TSt
diir tidsfunktionen f blir mycket stor trots att transformen dr mycket liten
fér smé a.

Néagra ord om beteckningar dr dven pd sin plats. Det dr vanligh att anviinda
sévil 5 som p for att beteckna transformens argument. Vi har valt att f5lja
det amerikanska bruket, dvs. s. D& variabeln £ betecknar en tidsvariabel s&
foljer att variabeln s har dimensionen invers tid eller frekvens. Av ekvation
(8.1) f6ljer att originalfunktion och bildfunktion har olika dimensioner. Detta
medfsr att man 1 stéllet for Laplacetransformen ibland anvinder transformen

Fip)= pf: ety de

den s, k. p-multiplicerade Laplacetransformen. Denna transformation bevarar
uppenbarligen originalfunktionens dimension. T reglerteknisk litteratur an-
viinds uteslutande Laplacetransformer.

For att losa initialvirdesproblemet for systemekvationerna (3.1) méste vi
forst definiera Laplacetransformationen av en vektorvird funktion. Vi gér
detta genom att transformera komponentvis och finner dé att ekvation (8.1)
giller dven om f(t) dr en vektor (eller en matris).

Lt nu X(s), U(s) och Y(s) beteckna Laplacetransformernsa av x(t), u(f)
och y(t). Vi finner d& med hjilp av (8.2) att Laplacetransformen av differen-
tinlekvationen (3.1) kan skrivas

aX{(e) —a(0)=A4X(s)+ BU(s)
Y(s)=CX{s)+ DU{s)
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Vi finner séledes

X(s) =[sI — A} #(0) +[sI — AT BU(s)

Y(s)=C[sI —~ AT 'x(0) +C[sI — A]'BU(s)+ DU(s) (8.4)
En jimforelse med (7.1) ger som resultat
Lett=[sI—A7? {8.5)
¢
£f e Bulz)dy = [sI — A1 *BU(s) (8.6)
0
Observers analogin med skaldra funktioner
1
L R Y
L =(s—w) Pyt

¢ 1
(f—T) —_ U
£J0 e u(t)dt T {8}

Vi skall nu inféra begreppet dverforingsfunktion {transfer function).

DrErmvrTION 8.1

Overforingsfunktionen for ett linjirt tidsinvariant system ér en funktion G(g)
sidan att filjande relation géiler

Y(s)=G(s) U(s)

dér U{s) &r insignalens Laplacetransform och ¥(s) utsignalens Laplacetrans-
form d& systemets initialtillstind 4r noll.

Om systemet endagt har en insignal och en utsignal sd dr dverforingsfunk-
ticnen siledes kvoten mellan utsignalens och insignalens Laplacetransformer,
ds det forutsatts att initialtillsténdet sitts lika med noll vid berdkning av
utsignalens Laplacetransform. For flervariabla system &r dverforingsfunk-
tionen en matris. Féljande samband rider mellan viktfunktionen {(definition
7.2) och Gverfdringsfunktionen.

Sats 8.1
Overtoringsfunktionen dr viktfunktionens Laplacetransform.

Bevis:
Definitionen pd viktfunktionen ger

y()= r hit— 1) u(z) dt

-

Por att kunna definiera insignalens Laplacetransform forutsdtter vi att tids-
skalan valts s& att w(t)=0 £< 0. D4 giller

()= ft bt — 1) u(z) dr
[
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Definitionen 7.2 pi Laplacetransformen ger

Y(«?):fme_”y(t)dt“fm [re'”h(t—z)u(r) dr] dt
0 0

b

Skriv om integranden som
e Mt — ) ulr) =e ¢ Ph(E—1)e ulr)

och byt integrationsordningen. Observera ordningsfiljden di exponential-
funktionerna &r skalirer men k och « #r matriser! Vi finner

Y{s)= f [f e PRt — 1) d’t] e Tu{r)dr
o LJo
Betrakta nu uttrycket inom hakparanteser. Det giller

J = J e Vbt — 1) dt = f e S TRt — ) dt = J e Sth(t) dt

0 T ]

Den firsta likheten foljer av att A(t)=0 d& ¢t <0, den andra erhills genom
variabelbyte, Vi finner séledes

¥(s)= ( f " e sthit) dt) T(s)= His) U(s)

1]

Piastdendet i satsen filjer nu av definitionen pi dverforingsfunktionen.
Fir det linjéira tidsinvariante systemet (4, B, O, D) giller

da
a-—Aaﬁ Bu
y=Cax+ Du

Laplacetransformation ger under férutsittning att initialtillstdndet dr noll
sX(s)=AX(s)+ BU(s) |

Y(s}=CX(s)+.DU(s)

Elimination av X(s) ger

Y(s)={D+C[sI—A)B}U(s)

Overfﬁriﬁgsfunktionen for detta system &r sdledes

G(s)=D+C[sI—-A1'B (8.7)

Om matrisen [s]— AT utvirderas med Kramers regel blir elementen ratio-
nella funktioner. Téiljarpolynomen har gradfal mindre &n n. Namnarpolyno-
met det[s] —A], som &r gemensamt for alla element, har graden » och kallas
det karakteristiska polynomet, Ovefféringsfunktionen ar siledes en matris vars
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element ir rationella funktioner. Den ir oberoende av val av koordinater i
tillstindsrummet ty efter transformationen z =Tz Svergdr (3.1} 1

j—:= TAT '2+TBu
y=CT 'z+Du

Overforingsfunktionen for detta system ir

G(s)=D+CT-YsI -~ TAT 1T’

Men

(8]~ TAT Y =[sTT~ =~ TAT- | = {T[sT - A] T} ' = T[s L~ A] T
Vi finner siledes

G(s)=D+C[sI—A] B

och pastdendet dr visat. Sivil viktfunktion som Gverforingsfunktion ger alltsd
en representation av insignal-utsignalrelationen, som ir obercende av val av
koordinatsystem i tillstAndsrummet.

ExemrEeL 8.1

Tor den endimensionella partikeln, som tidigare behandlats i exemplen 3.1,
4.1 och 7.1, giller

01 0 '
A=[0 0], B=u, ¢=[1 0], D=0

Vi finner

g fs -1 11 (s 1
[sI~ 4] 1"[0 s] *?{o s]

Overforingsfunktionen f6r detta system dr siledes

G(s)=0+[1 a}sla [f) ;] [{;]=£;

Detta resultat kan dven erhillas genom en direkt Laplacetransformering av
insignal-utsignalrelationen i exempel 7.1, ekvation (7.7},

ExemrrL 8.2

Betrakta det dynamiska system, som bestdr av pendeln med pivotpunktens
lige som insignal, vilket behandlats i exempel 3.2 och 7.2. For detta system
giller

01 0 :
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Valspar
Fig. 8.1. Schematisk bild av band-

valsverk, Bandets tjocklok d& det

‘ e ) lémnar valsparet bestéms av dess
tjocklek vid intridet i valsparet,

/ bandets hardhet och valsparets an-
N7 sdttning. Av teknologiske skiil kan
‘ D tjockleksmétaren o placeras ome-
‘ Tjockleksmaétare delbart infill valsparet.
Vi finner
s —1]1 1 s 1
sI—A]'= = [
i ] [ 1 s] #+1 -1 s

Overféringsfunktionen f6r systemet blir siledes

1 s 1] {0 8
Fo)=—1+577 [1 0] [-—1 s} [J“m

Detta kan dven erhéllas genom direkt Laplacetransformering av den differen-
tialekvation (7.9) som relaterar insignal till utsignal.

Observera att definitionerna av Hverféringsfunktion och viktfunktion dr
giltiga fiven for odndligt dimensionella linjira system, dvs. fér linjdra tids-
invarianta system som ej kan beskrivas med $=8(4, B,C, D) dir 4, B, ¢
och D ir matriser av 4ndlig ordning. Vi skall ge nigra exempel pa detta.

Exemrsr 8.3, Tidsfordrojning

I fig. 8.1 visas ett enkelt bandvalsverk.

Betrakta det dynamiska system vars insignal &r valsparets ansiittning w
och vars utsignal y dr tjockleksmitarens utslag. Anta att bandets hdrdhet och
dess tjocklek vid intride i valsparet dr konstant. Valsparsts ansittning « kan
direkt kalibreras i utgiende tjocklek. Det dynamiska systemet kan d4 beskrivas
med ekvationen

y(t) =u(t—T) (8.8)

dir T &r den tid det tar for bandet att passera frén valsarna till tjockleks-
métaren. Systemets tillstdnd vid tiden ¢ iir {u(s), - T <g<¢}, dvs. en funk-
tion definierad pé ett intervall av reella linjen. Laplacetransformation av (8.8)
ger '

Y{s)= f: ey (b) db == f: e tu{t—T)dt

= e“’rf e~ f Doyt — T dt

0

a
= e“""f e ultydt+ e TU(s)

-T
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Om initialtillstdndet ér noll, dvs.
w(t)=0d4 —T<£<0

erhdlls

Y{s)=e*TU(s)

Definition pd dverféringsfunktionen ger

Y
Gs) = U((‘:; =¢T (8.9)

ExempeL 8.4. Virmeledning

Betrakta det dynamiskes system som bestdr av en rak homogen sting med
tiithet p, specifikt virme C och viirmeledningsformaga k. Lit systemets in-
gignal » vara temperaturen u(t) i stavens vinstra énde. Lit &(z, ¢) beteckna
temperaturen vid tidpunkten ¢ i en punkt pd avstdndet « frin stavens vinstra
andpunkt samt 18t utsignalen vara Mz, £). Om vi antar att temperaturen
ir konstant i tvarsnitt vinkelriite mot stavens lingdaxel giller

Mz, 1) 1 ad(mt) sk
B 2 al =0, a —9 (8.10)

B0, ) = ult)

Systemets tillstind &r temperaturfordelningen i staven, dvs. &z, t). For att
bestimma &verforingsfunktionen for systemet Laplacetransformerar vi ekva-
tion {8.10). Infér

(s, x)= J‘w e % Bz, 1) dt

0

Vi finner d&

v
a ga( ‘”’*;16 (s0(s, %) — B, 0)) =0
dir
B(s, 0)=U(s)

och &z, 0) #r temperaturférdelningen i staven vid tidpunkten t=0, dvs.
systemets initialstillsténd. Anta nu att initiattillstdndet &r noll och vi fir dd

20 s
P i E

Denna ekvation har ldsningen

f(s, x)= A exp Vs Z-!»B exp— V;.E
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Koefficienterna bestims ur randvillkor. Overforingsfunktionen ér andlig d&
#— oo endast om A =0. Koefficienten B bestdms sedan ur

Us)=8{s,0)=8
Vi finner siledes

B(s, #) = U(s) exp— Vs S, (8.11)

Men utsignalen ér temperaturen i punkten z,, dvs.
Y(s)=Uls) exp- VT, T=aba 2=aboC/k
Systemets overféringsfunktion &r siledes

G(s)= %= exp — VaT : - | (8.12)

T detta fall erhalls alitsd en transcendent funktion. Genom inverstransformering
finner vi efter vissa rdkningar f6ljande uttryck for viktfunktionen

2

1 @
—§ oy — ——
71 exp yper {8.13)

R{t) = f Fe""G(a) ds=

Qi

@
2a Vm

9. Grafisk representation av dverforings-
funictionen

Overforingsfunktioner definierades i féregiende avanitt. Vi fann speciellt att
verforingsfunktionen G(s) for det linjira tidsinvariante systemet (4, B,C, D)
ir en matris vars element &r brutna rationells funktioner av en komplex
variabel, T detta avenitt skall vi behandla ndgra olika grafiska representationer
for shdana funktioner. Fér att forenkla behandlingen skall vi utestutende
diskutera enkla system. For flervariabls system fir vi genomiéra en liknande
diskussion for varje element av matrisen G(3).

Singularitetsdiagram

En bruten rationell funktion dr med undantag av en konstant faktor fullstin-
digt karakteriserad av sina poler och nollstéllen. Fér att studera detta skriver
vi Gverforingsfunktionen pd fsljande form

g smm)(s—2) ... (8—2y)
A= K =) 6= 20 e (5= 2 oD

déir 2, dr nollstéllen och p, poler. Funktionen @(s) ir fullstindigt bestdmd om
samtliga p, och z, samt talet K anges, Funktionen kan dé representeras genom
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i i
) 7S
1

Fig. 9.1. Singularitetsdiagram fér sver

e foringsfunktionen
+2
Glo) =55
s{s +28+2)

abt polerna p; och nollstéllena z; markeras i komplexa talplanet. Konstanten
K anges separat. Det erhillna diagrammet kallas singularitelsdiagram. DA
overftringsfunktionen har reella koefficienter upptrider komplexa singulari-
teter som komplexkonjugerade par och singularitetsdiagrammet dr darfor
symmetriskt med avseende pd reella axeln i s-planet (fig. 9.1).

Om §verforingsfunktionen dr specificerad med singularitetsdiagrammet, kan
man med férdel utviirdera dess virden for speciella argument med en grafisk
metod. Det giller att

[1]s—=

|G(s)| = K =g (9.2)

arg Gls}=2 arg (s —z,) — X arg (s —p,} (9.3)

Sévil |s—z,} som arg (s—=z;) har enkla geometriska tolkningar, och G(s) kan
siledes utvirderas genom direkta mitningar i singularitetsdiagrammet (fig.
9.2). En speciell raknesticka, s. k. gpirule, underlittar arbetet.

Frekvenskurvor

Vi har tidigare konstaterat att Sverforingsfunktionen &r analytisk med undan-
tag av vissa singularitetspunkter. En analytisk funktion &r emellertid full-
stdndigt bestimd av sina virden pé en konvergerande punktfsljd. Detta
innebir att det &r onddigt att ange Gverfiringsfunktionens virden i hels
¢-planet. Det r fillvdcklig att ange dess viirden pd en konvergerande punks-
f5ljd. Med hjélp av en Taylorserieutveckling kan man d3 definiera funktionen
i en cirkuldr omgivning till hopningspunkten. Sedan kan man med analytisk
fortséittning utstricka funktionens definitionsomridde. Det dr t. ex. vanligh
att ange Gverféringsfunktionens virden pa imaginéra axeln i s-planet. Motivet
till att vilja funktionsvirden pd imagindra axeln iir att dessa har en trevlig
fysikalisk tolkning. For att demonstrera detta betraktar vi systemet
8(4, B, C, D). L4t insignalen vara en sinusfunktion

u=ud sin ot =Tm {u0e™*}
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Fig. 9.2. Illustrerar berdkning av G(1+24) ur singﬂaritetsdiagrammet for Sver-
foringsfunktionen

1
Gls)= ——

Tt lidstl—1)

Beloppet |G(1 +2¢)| erhalls som inverterade produkten av strickorna 4 och B
och argumentet arg G{1 + 2{) erhalls som negative summan av vinklarna C och D,

Systemekvationen (3.1} har d§ en partikulirlgsning
z(t)=Tm {20/}, y(t)=Im {y%¢"*}

diir 2° ar ett komplext tal givet av iwe®— Ax®+ Buf dvs.
o =[icw] —A] ' Bu®

Det har da forutsatts att matrisen 4 ej har nigot egenvirde med realdelen
noll, Vi finner siledes

P ={D+CliwI — AT B}ud = i) ud = | Qi) | ud et =¥ €64
dvs.
y(t) =Im {|Gic)| ude @+ e SR} =0] Gliw) | sin (wt +arg Gliw)) (9.4)

Om insignalen #r en sinnsfunktion med frekvensen w finns det siledes en parti-
kulirlosning till systemekvationerna sddan att dven utsignalen blir en sinus-
funktion med samma frekvens . (verforingsfunktionens belopp |G(iw)| anger
alltsd kvoten mellan utsignalens och insignalens amplituder, och &verforings-
funktionens argument arg G(iw) anger utsignalens faslige i forhdllande till
insignalen. P4 grund av detta har G(iw) f&tt ett speciellt namn, frekvensfunk-
tionen. Om man later insignalen vara en sinusfunktion och miter insignalens
och utsignalens relativa faser och amplituder, har vi siledes en praktisk metod
for bestimning av dverforingsfunktioner. Denna metod kallas frekvensanalys.

Observera att i den analys som ledde fram till ekvation (9.4} bestimde vi
endast en partikulirlosning. I det allménna fallet tillkommer till ekvation
(9.4) en term, som utgor allminna l6sningen till homogena delen. Vid praktisk
frekvensanalys fir man se till att denna tilliggsterm blir f&rsumbar. Detta
uppnds vanligen genom att insignalen fir piverka systemet en viss tid innan
métningen utfors, Om matrisen 4 har samtliga egenviirden i vinstra halv-
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- Fig. .3, Frekvenskurva
f6r dverfiringsfunktionen

Hs) =

sle +1)

planet, konvergerar niimligen varje l6sning till homogena ekvationen mot noll
d4 ¢t vixer. JAmfSr avenitt 11,

Med frekvenskurvan, polira diagrammet eller Nyquistdiagrammet, avses grafen
av det komplexa talet G(iw) (fig. 9.3). Lat alternativt w vara en komplex
variabel w=G@(s). Frekvenskurvan dér d& avbildningen av imaginéra axeln i
s-planet pa w-planet. DA &verforingsfunktionens koefficienter &r reella ar
frekvenskurvan symmetrisk med avseende pd den reella w-axeln, och det &r
darfor tilleickligt att endast avbilda den positiva halvaxeln s=iw, w>0.
Frekvenskurvan brukar parametriseras i w. Frekvenskurvan har siledes en
mycket 4skidlig fysikalisk tolkning d& den anger hur amplitud och fas av en
sinusfunktion forindras vid passage genom systemet.

Uppritning av frekvenskurvor ir i allménhet tidsédande. Vid uppritandet
har man ofta hjilp av att approximera G(s) for stora och smé |s|. I det fall
som illustreras i fig. 9.3 erhélles t. ex. for smé |e|

1
Ga)~ -
Punkter s =4, £<<1, avbildas siledes p8 en punkt G'~ —ife, dvs. néra negativa
imaginira axeln och pd stort avsténd frdn origo. For att bestémma i vilken
kvadrant punkten ligger approximerar vi litet bittre

G(s)=%(1+s)“’~% (1—a)= —1+~1§

och finner d4 att bilden s=ie, £>0, = —1—ife, ligger i tredje kvadranten.
Analogt finner vi for stora || att

GHs)~a—?
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Punkten s=ir, #3>1, avbildas pd &= -1/r?, dvs. pd en punkt pd negativa
reella axeln. P4 detta sétt kan man snabbt skissa frekvenskurvans unge-
farliga forlopp.

Bodediagram

Det dr jimfcrelsevis tidsédande att rita upp frekvenskurvor. Man anvéinder
dérfér en annan grafisk representation av dverfiringsfunktionen, logaritmisha
frekvenskurvor eller Bodediagram. S&dana diagram kan ldtt uppritas dven for
mycket komplicerade dverforingsfunktioner. Bodediagrammet bestdr av tvd
kurvor: beloppkurvan eller amplitudkurvan anger log | H(iw)]| som funktion av
w, argumentkurvan eller faskurvan anger arg G(im) som funktion av w. Abscissa
dr i bida fallen frekvensen e i logaritmisk skala. Beloppet anges ibland i
decibel (dAB), decilog (di) eller neper (N} varvid |G| =10 svarar mot 20 dB,
10 dI eller 2.308 N. For frekvensaxelns gradering anvinds ofta begreppen
oktav och dekad, motsvarande firdubbling respektive tiofaldigande.

Vi skall nu visa hur man ritar Bodediagram for system av #dndlig ordning,
Fér sidana system dr Gverforingsfunktionen en rationell funktion. Uppritning
av Bodediagram borjar med att man faktorerar Sverféringsfunktionen

o lmm) (e e (=2
=K o) =0 e o)

Komplexa peler och nolletéllen skrive hérvid som andra ordningens faktorer
av typen

§2+2Lws +
For ett system av dndlig ordning kan Sverftringsfunktionen siledes skrivas
som en produkt av termer av typen

K

81’!

(1+e7y"

(1+28eT + (s Ty

dér n ir ett positive eller negativt heltal. Overforingsfunkticnen G:s logaritm
dr en summa av logaritmer av sidana termer. Om vi kan rita Bodediagrammen
for de enskilda termerna, kan vi sedan erhdile Bodediagrammet for Sverfo-

ringsfunktionen & genom att addera de enskilda termernas Bodediagram. Vi
skall nu visa hur man ritar Bodediagram for de enkla termerna,

1. Bodediagram fér ({s) = konstant

Om @(s)= K, K >0 giller log|6(s)| =log K och arg K = 0. Bodediagrammet for
en konstant bestdr siledes av tvi horisontella rita linjer log G{iw)=log K
" och arg G{iw)=0.
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2. Bodediagram for ((s) =s"

Det giller att log {G{iw)| =nlog w och arg G{iw)=4nm. Argumentkurvan ir
siledes en horisontell linje. Beloppkurvan ir ocksd en rét linje som har lut
ningen n om samma skala viljs pd axlarna.

3. Bodediagram fir G{s)=(1-+sT)*

Det giller att log [G(iw)| =n log V1+w?T? och arg Giw)=n arctg . Fér
oT<1 fis log |G(im)| ~0 och arg G(iw)~0. For hoga frekvenser, wT>1 fis
log |G{iw)| ~nlog @T och arg Gliw)~4nz. Vi finner sdledes att beloppkurvan
har tvd asymptoter

log |G(iw)| =0 13gfrekvensasymptoten

log |Gliw)| =nlog T  hogfrekvensasymptoten

Ligirekvensasymptoten dr horisontell och hégfrekvensasymptoten har lut-
ningen x. Dessa asymptoter skir varandra di w =1/7T, den 8. k. brytfrekvensen,
Vidare finner vi att argumentkurvan har tvd horisontella asymptoter

arg Giw) =0 lagfrekvensasymptoten

arg Glio) =n g hégirekvensasymptoten

Bodediagrammet f6r n=1 anges i fig. 9.4. Det framgdir av figuren att belopp-
kurvans avvikelse frin asymptoten ir obetydlig utom i ndrheten av brytfre-

kvensen.
1 ”~
900G /#
f”f
= d
_m__,..--—""/
0
01 0.2 0,5 1,0 2,0 50 10,0
wT
90° Eu———
arg G I
/’f
| ]
.__"”“’-FF”"
01 0,2 0.5 1,0 2,0 5,0 10,0
wT

Fig. 9.4, Bodediagram for dverforingsfunktionen G{s) =1 +s7T.
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1010y |G| /
%

_— =
0 R e .
-“-"-'-. ‘-“‘-z L §= %
\\ -\v‘.‘\
~|] r<20
"'-.\\

0,1 0,2 0,9 1.0 2 5,0 16,0
wt
0 = o) g 0.0
—— N U=
A SS SN
TN N 202
] M 1) 7=05
[ e Pl N §=1'0
s =20
—80°
\
\.\\\
\\"-\___‘\""\_‘
~—
~180° = —
0.1 0,2 0.5 1.0 2,0 5,0

Fig. 9.5. Bodediagram for tverféringsfunktionen G{s) ={(1 + 21" +527%) -1,

4. Bodediagram for G(s)=(1+28sT +s2T2)"
Det galler att

log | G(in)]|= % log {(1 - 0®T%2 + 4262 T%

2T
arg G(iw)=n arctg _I_—L;)éﬁﬁ

For wT <1 fis log |Giw)] ~0 och arg Giw)~0. For T >1 fas log |Fiw)| ~
2n log T och arg G(iw)~ nr.
Beloppkurvan har sdledes tvd asymptoter

log | G(iw)| =0 13gfrekvensasymptoten
log |G(iw)| =2nlog T higfrekvensasymptoten

Denss, asymptoter skiir varandra di o =1/T, den 8. k. bryifrekvensen.
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Lagfrekvensasymptoten &r horisontell och hogirekvensasymptoten har lut-
ningen 2n. Argumentkurvan her tva horisontella asymptoter
arg G(iw)=0 lAgfrekvensasymptoten

arg Q(lw)=nn higfrekvensasymptoten

Bodediagrammet f6r n= —1 framglr av fig. 9.5.

Bodediagrammet fér en rationell 6verforingsfunktion kan erhéllas genom att
siitta samman diagrammen fér de elementirfaktorer som har behandlats.
Eftersom amplitudkurvan har asymptoter som &r sammansabta av rita linjer
ar det latt att skissa dess utseende. Vi illustrerar detta genom att skissa
Bodediagrammet for dverforingstunktionen

_ 100(s+0,1)%
G8) = 0,454 0.25) (s + 2)

Yog|G|
/N
4 —
Brytpunkter
-2
3—
0 4
2 \\
] ~
~ -2
\
Y
b
11— \\
AN
N
-3
0.—_
-1 T T T T —
0,01 0,02 0,06 01 0,2 05 2 5 10 w

Fig. 9.6. Illustrerar konstruktion av Bodediagram for Sverféringsfunktionen

2(1 + 10s)*
& {1+0,8(29) +(29)"} (14 0,53)

Gla) -
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Vi skriver forst G(s) pd en standardform

9(1 + 10s)?
SE(2s)E+ 2. 0,4(2s)+ 1] {1 +0,5s)

Gs)=

Overféringsfunktionen 6Hs) kan sdledes erhillas genom multiplikation av
foljande elementarfakiorer

G (s) =2.52

G,(s) = {1 +10s)*

Ga(s) = [1 +2-0,4(2s) + (25)8]
G, (s) = (1-+0,68)~*

vilka har brytfrekvenserna w=0,1, 0,6 och 2. Amplitudkurvans asymptot ar
sammansatt av segment av rita linjer mellan brytpunkterna. Foér laga fre-
kvenser giller ((s)~ 252, Ligirekvensasymptoten har sdledes lutningen —2.
Vidare passerar asymptoten genom punkten | G(iw)| =2(log | G(iw)|=0,301) for
w =1. Légfrekvensasymptoten kan nu uppritas. Se fig. 9.6. Den ligsta brytire-
kvensen w =0,1 svarar mot ett dubbelt nollstille (faktorn @,). Vid brytpunkten
okar asymptotens lutning med tvd enheter och asymptoten kan nu rifas i
intervallet 0,1 <w <0,5. Se fig. 9.6. Den nast ligsta brytfrekvensen w =05
svarar mot fakiorn G, som har tvi komplexa poler. Vid denna brytirekvens
minskar agymptotens iutning med tvd enheter och asymptoten kan nu ritas
i intervallet 0,5 <w <2. Se fig. 9.6. Den sista brytfrekvensen w =2 svarar mot
faktorn &, som har en enkel pol och asympotens lutning minskar d& med en
enhet till —3. Eftersom inga ytterligare brytpunkter finns kan asymptoternas,
ny kompletteras i hela intervallet 2 <w < oo, Be fig. 9.6. Den gjorda konstruk-
tionen kan kontrolleras genom att observera att vid hoga frekvenser giller
| Gliw)|~ 100 w=3. For hoga frekvenser skall asymptoten siledes ha lutningen 3.
Hﬁgfrekvens-asymptoten passerar ocksd genom punkten o =10, |G(iw)| =0,1.
Det ir siledes 1tt att rita amplitudkurvens ssymptoter. Om man Gnskar
kiinna amplitudkurvan noggrannare kan dess virden bestimmas genom
grafisk addition av bidragen frin elementarfaktorerna. Man kan {or detta
indam3l ha stor glidje av standardkurvor for elementarfaktorernas Bode.
diagram, fig. 9.4 och fig. 9.5, Faskurvan bestdms p4 analogt satt.

Bodes relationer. Minimum-fas-system

Belopp och argumentkurvorna fir Sverforingsfunktionen ill ett dynamiskt
system #dr bercende av varandra. Det gir att visa att for ett system vars
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Fig. 9.7, Enkel EC-krets som ej ér
ett minimum-fas-system.

dverforingsfunktion ej har ndgra singulariteter i hogra halvplanet och for
vilken (log |Gliw)|)/(1 +w?) dr integrerbar over (0, oo) giller att

: 2w, {Zlog |Glw)| —log |Glim
argG(awl)éwﬁjo _g| { ;L,w%l ( 1)}03(0 _

(9.5)

Olikheten innebir att om éverforingsfunktionens beloppkurva dr given, sé
ligger argumentkurvan alltid under en given kurva. Man kan vidare visa att
det alltid finns en Sverforingsfunktion sidan att likhet erhdlls i ovanstdende
relation. System med denna egenskap kallas minimum-fas-system. Av alla
linjéra system med given beloppkurva har sdledes minimum-fas-systemen
minsta mojliga fasforskjutning, Man kan visa att ett nodviindigt och tillrick-
Hgt villkor {or att ett system skall vara minimum-fas 4r att dverforingsfunk-
tionens samtliga poler och mnollstéllen ligger 1 vinstra halvplanet. For ett
minimum-fas-system giller siledes

, 20, [* log |G(ie)| —log |Glimy)|
fai =271 — d LA ) .
arg Giwy) =~ f PR w {9.6)
2 2 -5 -1 » _ .1 G .
fog |Glim)| =log |G(0)|— =2 J o *arg Gliw) o1 _arg Gliwy) 4, (g17)
Jr o [£3] w3

Ekvationerna (9.6) och (9.7) vilka ger sambandet mellan amplitud- och
faskurvor for ett minimum-fas-system kallas Bodes relationer. De kan hiir-
ledas genom tillimpning av teorin for analytiska funktioner. Det foljer av
ekvation (9.6) att for ett minimum-fas-system motsvarar en asymptob till
beloppkurvan med lutningen n, en asymptot till argumentkurvan som har
ekvationen arg Giw) = inm. Vi skall hir ej analysera Bodes relationer nirmare
utan ndjer oss med att konstatera att ett system med en rationell dverférings-
funktion dr minimum fas om alla poler och nollstillen ligger i vénstra halv-
planet.

Begreppet minimum-fas inférdes av Bode i samband med analys av &ter-
kopplade forstirkare. Det dr mycket viktigt for reglertekniken ty det finns
en grins for reglersnabbheten hos system som ej ir minimum-fas. Vi shkall
dterkomma till detta i kapitel 6. Vi avslutar detta avsnitt med att ge nigra
exernpel pd system som ej & minimum-fas.
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T .
Y /’
Fig. 9.8. Stegfunktionssvaret for
0 A , overforingsfunktionen
1-
G(s)= =
-1 B i 1+s
-1 0 1 2 3 4

Exmvprr 9.1
Nitverket i fig. 9.7 har dverfdringsfunktionen
1—asT

@) =157

T=RC

Det giiller att
[Giw)| =1
arg Gliw) = —2 arctg T

Systemet med &verfSringsfunktionen & (s)=1 har uppenbarligen samma
amplitudfanktion som G{s) men arg @,(iw)=0. Nitverket i fig. 9.7 ir siledes
¢j minimum-fas. Systemets stegfunktionssvar framgir av fig. 9.8. Observera
att utsignalen till en borjan gir it fel hill. Detta ger en indikation pé att sy-
stemet kan vara svirt att styra.

ExeMPEL 9.2. Vattenturbinens dverféringsfunktion

Betrakta det dynamiska system som utgirs av en vattenturbin enligt fig. 9.9.
Lat systemets styrvariabel vara turbinpddraget graderat i den effektiva 6pp-
hingsarean . Lit utsignalen vara den maximalt utnyttjningsbara turbin.
effekten P definierad av

1
P=§ QU?AQ

dér »,, ir utstrtimningahastighéten, ¢ titheten och @ volymflidet. Fir att
erhilla en matematisk modell for systemet tillimpas Bernoullis teorem pa
strémlinjen 40 i fig. 9.9. Vi finner d

B oy 1 B4
J:q (’}—t'dr+§ (9‘25_1}2_4)“’"93_04”;" 4 f:ﬂ
diir v betecknar hastighetsvektorn i stromningsfiltet, dr linjeelementet lings
stromlinjen, v hastighetens belopp, {2 tyngdkraftens potential, p trycket och
o titheten.

Om vi antar att bassiingen dr mycket stor dr hastigheten visentligen skild

frin noll endast i anloppsréret. Anta vidare att tiitheten #r konstant. Vi finner
da
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Fig. 9.9. Forenklad bild av vattenturbin. Samband mellan maximalt tillgénglig
effelkt och turbinpidrag representerar ett icke minimum-fas-systemn.

1
L%)'i'é 'l)%g“‘gh=0

déir v &r stromningshastigheten i anloppstuben vilken antas ha konstant
tvirsnitt. Kontinuitetsekvationen ger
vuo=vA

Vi finner

de 1o, L (4N

& L% 2L\a

Den maximalt uttaghara turbineffokten kan skrivas
A%?

1 1
P"Jé Q'U?uQ=§ me‘i:=59 Tat

Tnférs tillsténdsvariabeln & =v, styrvariabeln ¥ =a/4 och utsignalen y=F s&
erballs féljande ekvationer for systemet

%=gh/L——x2/(2Lu“’)

y =pAad|(2u?)
Vid ett givet turbinpidrag u=u, erhills den stationéira lésningen

o=y Y2 ghi 1= Po=eAzd/(2u)
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Linjirisering av systemekvationerna kring den stationdra l5sningen x{f)—wm,
ger

dz—m) _ V2gh 2gh
dt - g L (3 xe) + g L (u uﬁ)
2 P2 i WA
Yy Pl] - g Vm xﬂ) g (u uﬁ)

Etter Laplacetransformation av dessa ekvationer
Y(s)= £[y(t) ~yol; Uls)= Llult) —u,)
erhalls f6ljande Gverforingsfunktion for systemet

Y(s) Py1—2usT
U(s) g 1+ tysT

(9.8)

dir T'=L/V2gh betecknar den tid det tar f6r vattnet att rinna genom anlopps-
réret. Tidskonstanten T #r av storleksordningen sekunder. Vid en plétsiig
tkning av ventilpddraget kommer siledes effekten momentant att minska for
att sedan viixa upp exponentiellt till ett hégre virde. Den momentana minsk-
ningen #r dubbelt 83 stor som den dkning som erhalls i stationirt tillstind.

Det finns ménga andra tekniska system som ej dr minimum-fas, Overfd-
ringsfunktionen e~*7 som representerar en transportférdrdjning (jimfér exem-
pel 8.3} dr ej minimum-fas, D& transportfrdrojningar férekommer i ménga
tekniska system forstdr vi att forekomsten av icke minimuom-fas-system dr
vanlig. Sambandet mellan héjd och héjdroderutslag i ett flygplan dr ett annat
exempel, Dd hdjdrodret vrids uppét erhalls en kraft, som till att bérja med
accelererar flygplanet neddt, Kraften ger emellertid dven ett moment, som
vrider flygplanet 84 att anfallsvinkeln tkar. Hirvid dkar Iyftkraften och flyg-
planet stiger. Relationen mellan domnivd och matarvattenfléde i en 4ngpanna
liksom positionen fr en backande bil &r ytterligare exempel pd icke minimum-
fas-system. Vi dterkommer senare i kap. 6 med en diskussion om svirigheterna
att reglera icke minimum-fas-system.

10. Grafisk representation av dynamiska system

Det ér vanligt i den reglertekniska litteraturen att dynamiska system repre-
senteras med grafiska symboler av olika slag. T det féljande ges en kortfattad
Gversikt av tvd sfidana grafiska representationer, blockschema resp. signal-
Hodesdiagram.
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y Fig. 10.1. Blockschema for addition.

Fig. 10.2. Blockschemas, for addition av vektorer.

Blockschema

Tér representation av dynamiska system med blockschema inférs symboler
avarande mot addition, forgrening, integration och dynamisks eller statiska
samband. Dessa ansluter sig néra till de operationer, dvs. addition, multiplika-
tion med konstant och integration, som kan utféras av en analogimaskin, Fift
blockschema kan dirfor som regel direkt liggas till grand f6r Iosning av ett
problem p4 analogimaskin. '

Summation

Tor att representera summation av tvd variabler, dvs, z=x+y, anvinds den
symbol som visas i fig. 10.1. Om storheterna och y dr vektorer av samma
dimension och man speciellt vill betona detta anvinds en symbol enligt fig.
10.2. Om flera variabler summeras ritas flera pilar till summationssymbolen.
T amerikansk litteratur forekommer &ven de symboler som visas i fig. 10.3,
diir ett tecken invid pilarna anger addition eller subtraktion. I denna bok skall
vi genomgdende anvinds rena additionssymboler enligt fig. 10.1 och 10.2.
Om vi dnskar subtrahera en variabel frin en annan kan vi alltid gora detta
genom att multiplicera den ena med —1 och addera.

X1 X1

X3 X3

Z=‘X1+x2—X3

Fig. 10.3. Alternative blockscheman £6r addition och subtraktion,
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Forgrening

For att beteckna att en signal gir flera vigar anvinds de symboler som visas
ifig. 10.4, '

X X
X X >

* X Fig. 10.4. Blockschema f{6r
forgrening,

Multiplikation med konstant

Den symbol som visas i fig. 10.5 anger att utsignalen y erhalls genom multipli-
kation av insignalen « med en konstant g. Observera att symbolen dven anger
ett kausalt samband som indikeras av pilens riktning. Utsignalen ¥ orsakas
siledes av insignalen u. Blocket i fig. 10.5 dr alltsd e reversibelt.

u =au
—E 14 Fig. 10.5. Blockschema f5r multiplikation med kon-~_
stant,

Dynamiska samband och integration

For att beteckna att y &r utsignalen till ett dynamiskt system 8§ med insig-
nal % och Overforingsfunktion G{s} anvinds symbolerna i fig. 10.6. Special-
fallet integration har en egen symbol (fig. 10.7). Om man speciellt vill mar-
kera att storheterna u och y ér vektorer anvinds symbolerna i fig. 10.8.

Vi illustrerar anvindningen av blockschemasymboler med nigra exempel.

u(t) S S y{t)  U(s) G(s) Y(s)

Fig. 10.6. Blockschema f6r dynamiska system.

t
N, Y0 =Juts)ds

Fig. 10.7. Blockschema {r integration.

t
y(t)={u(s)ds  u(t) 3 v(t)

u(t)

Fig. 10.8. Blockschema for dynamiska systermn d& man speciellt vill markera att
insignalerna och utsignalorns ér vektorer,
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ult) S x()

A

Fig. 10.9. Blockschemsa for systemet 8(4, B, 0, D).

HExsmrrs 10.1

Det linjéra tidsinvarianta dynamiska systemet 5(4, B, €, D) kan represen-
teras med blockschemat i fig. 10.9, eller om endast insignal-utsignalrelationen
4r av intresse med blockschemat i fig. 10.6 med G{s) =D+0[sI— A} 'B.

Exemper 10.2. Systemet 8(4, B, C, D) i observerbar kanonisk form

Systemet
-y 1 0 1
s — 0 1...0 e b, )
ol g 0 0.1 Bu-s
—a, 0 0...0 b,

y=[1 0...0]a+Du
kan representeras med blockschemat i fig. 10.10.

Exempur 10.3. Systemet 8(4, B, C, D) i styrbar kanonisk form

Systemet
—@y —Og... —Bp-1 — On 1
1 0.. 0O 0 0
@= ‘ x+ ]
7 0 .. O .0 (}
0 0.. 1 0 0

y=[b, by...b,]x+Du

kan representeras med blockschemat i fig. 10.11.
Observera att systemen i exemplen 10.2 och 10.3 har samma dverforings-
funktion, niémligen
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— 8 —8p—1

Fig. 10.10, Blockschema fér systemet ${4, B, €, D) i observerbar kanonisk forn:.
Systemet har dverfdringsfunktionen

bya" T by et e by,

z—1

S, 8"ty

Qs =D+

bys" 1+ by 1D,
Gle)= D+ e st ta,

Ligg #ven mirke till likheterna mellan fig. 10,10 och 10.11. Blockschemat i
fig. 10.10 kan erhéllas ur blockschemat i fig. 10.11 genom att pilarnas riktning
omkastas, insignal byts mot utsignal i varje block, férgreningspunkter byts
mot summationspunkter och summationspunkter mot férgreningspunkter.

bp—1 b
u | Xp~1 ‘ : ¥n
7
—8n~1 —ap
/f!‘,g&
2/

Fig. 10.11. Blockschems for det dynamiske systemet ${4, B, ¢, D) i styrbar
kanonisk form. Systemet har $verféringsfunktionen

-1 2
b " b T e+ by

S a, " ety

G{s)=D +
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Ug,l G_is) Y(()S)

Fig. 10.12. Signalilédesdiagram for ett dynamiskt system med insignal «, utsignal y
och Sverféringsfunktion GH{s).

X4 a

y=ax;+bxo

X2

Fig. 10.13. Signalflodesdiagram for addition och f6rgrening.

Signalflodesdiagram

Blockschema kan ibland bli ganska otympliga. Man kan di i stéllet anvinda
signalfldesdiagram, I ett shdant representeras systemvariablerna med noder,
Variabler som paverkar varandra forbinds med en linje. ¥ér att ange kausalitet
anviinds en pil. Tnvid linjen anges det samband som rdder mellan variablerna
operatorform. Sambandet

Yis)=G{s)Uls)

representeras siledes med symbolen i fig. 10.12. Observera skillnaderna med
blockschema. I blockschema representeras dynamiska system med block
och signalerna med streck. I signalflidesdiagram representeras dynamiska
system med streck och variabler med prickar eller ringar, Addition och for-
grening representeras enligt fig. 10.13.

Nagra exempel pé signalflsdesdiagram ges i fig. 10.14, fig. 10.15 och fig.
10.16.

Bade for blockschema och signalflddesdiagram har en algebra utvecklats,
g% att man direkt kan manipulera diagrammen pé olika sitt, t. ox. forenkla
komplicerade signalflédesdiagram, finna samband mellan tvd godtyckliga
variabler i ett diagram ete. D4 alla dessa frigor dven kan besvaras genom ett
direkt studium av systemekvationerna, avstdr vi har frin att g vidare in
pé dessa frigor utan hinvisar till litteraturen.

D

Fig. 10.14. Bignalflédesdiagram for sy-
stemet §(4, B, C, D). Jémfor med block-
schemat for samma, system i fig, 10.9.
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Fig. 10.15. Signalflodesdiagram for systemet 8$(4, B, C, D) i observerbar kanonisk
form. Jamfor med blockschemat {6r samma system i fig. 10.10.

Tig. 10.16. Signalflédesdiagram for systemet 8(4, B, 0, D) i styrbar kanonisk
form. Jamfoér med blockschemat f6r samma systern i fig. 10.11,

11. Elementir stabilitetsteori for linjéra
tidsinvarianta system

Definitioner

Vid manga tillimpningar dr det viisentligt att veta under vilka villkor samtliga
1ssningar till den homogena ekvationen

A (11.1)

konvergerar mot noll. Om s iir fallet sdges denna ekvation vara stabil. Annars
ir ekvationen instabdil. Man siger dven att det system som beskrivs av (11.1)
iir stabilt resp. instabilt. Vi skall senare i kap. 5 grundligt motivera detta.
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Om matrisen 4 har skilda egenvirden, si finns alltid en reguljir matris 7'
sidan att

oxp Af=T"1(exp A)T

déir A #r en diagonalmatris av A4:s egenviirden, D& A har skilda egenvirden,
finner vi siledes att ett nédvindigt och tillrickligt villkor f6r stabilitet dr até
" alla egenviirden har negativ realdel. Vi skall nu visa att detta giiller &ven da
A har multipla egenvirden.

Fir att visa detta anvinder vi det resultat frén matristeorin som séger att
en godtycklig matris 4 alltid kan transformeras pd triangelform, dvs. det
finns en veguljir matris T sd att

;{I blﬂ"'bln
TAT_I# 0 lg e bm‘ -
0 0 .4,

dir A, ir 4:s egenviirden.
Lissningen till ekvation (11.1} kan di skrivas

w{t) =T '2(t)

qér

Ay biaees bin
§f= 0 Ay o byy .
dt :

0 0 ...k

I detta ekvationssystem kan vi integrera ekvationerna successivt frin slutet.
Vi finner d& att om egenvirdena A, dr skilda s& blir 2, en summa av exponen-
tialfunktionen exp (4;f). Varje sddan term keallas en mod till systemet. Om
matrisen 4 déremot har multipla egenvérden sd kan ldsningen innehdlla ter-
. mer som #&r produlster av polynom och exponentialfunktioner. Ett egenvirde
av multipliciteten k& ger siledes upphov till termer av typen P, () exp (Act)
déir P,{t) dr ett polynom av graden [ eller ligre.
Alternativt kan vi hirleda detta resultat ur Laplacetransformen

Llexp At} =[sI—A]" (11.2)

Varje element i matrisen (11.2) har ndmnaren det[s] — 4], dvs. det karak-
teristiska polynomet till 4. Med anviindande av inverstransformen finner vi
d8 att enkls mollstillen till den karakteristiska elcvationen ger upphov till
termer av typen exp (4.f). Multipla nollstiilen till den karakteristiska ekva-
tionen motavaras av termer av typen

P 1(t)e* (11.3)
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Varje 16sning till (11.1) har siledes komponenter av typen (11.3). D4 exponen-
tialfunktionen viixer snabbare én varje potens fljer nu resultatet, Vi sam-
manfattar resultatet som

Sars 11.1

Ett nédvindigt och tillrickligt villkor f6r att ekvation (11.1) skall vara stabil
&r att samtliga egenvérden till 4 har negativ realdel. Varje komponent z{t)
av en losning x(f) till (11.1) har egenskapen

EXCICE (11.4)
dér .
o >max Re A, {4)

!

Det forsta pistendet har visats direkt och det andra pistéendet féljer av
det gjorda resonemanget.

Stabilitetskriterier i enkia fall

Vi har infort ett stabilitetsbegrepp och genom sats 11.1 visat att stabilitets-
underskningen reduceras pi ett rent algebraiskt problem, ndmligen att un-
derstka om samtliga rotter till den karakteristiska ekvationen det [sI —4]=0
har negativ realdel. Vi skall nu ge stabilitetskriterier i enkla fall.

ExzvpEL 11.1. Férsta ordningens system

Betralkta ett forsta ordningens system. Den karakteristiska ekvationen

det [sI—A4]=0 {11.5)
kan dé skrivas

s+, =0 {11.8)
Stabilitetskriteriet ir uppenbarligen a, > 0.

ExempEL 11.2. Andra ordningens system

Betrakta ett system av andra ordningen. Den karakteristiska ekvationen (11 5)
kan skrivas

& ta s ta, =0 ' : {11.7)
Vi finner genom direkt Idsning att stabilitetsvillkoret & a, >0 och @,> 0.

Exmvres 11.3, Tredje ordningens system

Betrakta ett system av tredje ordningen. Den karakteristiska ekvationen
{11.5) kan skrivas

B+, 88 +ays-tay=0 (11.8)
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D4 en tredjegradselkvation med reella koefficienter alltid har en reell rot kan
ekvationen alltid faktoreras som

(s-ta)(s®+psty)=0 (11.9)
dér

4y =o0+p

ay=yt+of

g = oy (11.10} .

Enligt exemplen 11.1 och 11.2 kan stabilitetsvillkoret for (11.9) skrivas som

a>0
=0
y>0 {1111

For att uttrycka stabilitetsvillkoret fér (11.9) med hjilp av ¢;, a; och ay
behéver vi siledes endast undersSks hur omridet (11.11) i afy-rummet av-
bildas i @, #,ay-rammet vid transformationen (11.10}.

Vi finner

af-planet y=0 = a;=a+p, ay=ofl och az=0.
Avbildas shledes pd ay0,-planet.

By-vlanet a=0 = a,=f, a4,y och a,=0,
Avbildas siledes pd a,a,-planet.

ay-planet f=0 = ay=u, 4=y och a,=oy.

Avbildas siledes pd ytan oy =a;,.
Den positiva oktanten i afly-rummet vid transformationen (11.10) avbildas
alltsd pi en volym i positiva oktanten i @, 4,0, rummet karakteriserad av

0<ay<a,t,
ay, 23>0 {11.12)

och vi finner siledes att olikheten (11.12) dr ett nédvindigt och tillrickligt
villkor fér att ekvationen {11.8) skall ha alla rotter i viinstra halvplanet.
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12. Orientering om den aliménna teorin for
dynamiska system

Vi har sett exempel pd hur teorin f6r dynamiska system kan utvecklas i special-
fallet linjdra tidsinvarianta system av dndlig ordning. I detta avenitt skall vi
ge en mycket kortfattad introduktion till den allménna teorin for dynamiska
system. Den generella teorin &r kanske ej sd matnyttig £6r den praktiskt
inriktade, men den ger ett allmént betraktelsesitt, som gor det majligh att
se sammanhangen mellan problem som vid ett ytligt betraktande kan ibre-
falla mycket olika. Den generella teorin kan dven ge uppslag till 1¢sningsme-
toder for problem som ej tilthor standardkategorin. For att penetrera den
generella teorin fordras kunskaper i matematik som gir utdver fordringarna
for godként i eivilingenjérsexamen.

Abstrakt definition av dynamiska system

Ett dynamiskt system 8 iir en matematisk struktur som definieras av f6ljande

axiom:

Al Det dr givet ett topologiskt rum ¥, tillstindsrummet, och en mingd av
tider J, ddr T &r en ordnad halvgrupp av reella tal.

A2 Det ir givet ett topologiskt rum 0, av funktioner definierade pd J som
tar virden i det topologiska rummet . Vidare dr givet ett topologisks
ram Y, dér utsignalerna tar sina virden. Ett insignalsegment uy, ., &r
en avhildning [t,, £,)—>u, w €U dir [t t,) ir en delméingd av J som inne-
haller alla element som uppfyller ordningsrelationen f) <t <f,.

A3  Fér varje tillstind 2°€ X, varje tidpunkt £, €J och varje insignalsegment
g, 1y & systemets tillstind vid tidpunkten {€J bestimd av Svergings-
funktionen ¢, vilken avbildar produktrummet FxTxXx w il
stdndsrummet %, dvs,

w{f) =@lt; fo, 2% wp,. )
Funktionen ¢ skall vara sddan att
2=t by, 20, Uns, 1) (12.1)

llg by 2% Uy ep) =@l T U0 T 2%, Ui, 00)s Uastn) {(12.2)

Vid varje tidpunkt £ €7, varje tillstind = € X ooh varje virde av insignalen
w(t) €YU giller att utsignalen y definieras av funktionen y som avbildar
¥xUxTph Y, dvs.
y(8) =iz, ult), )

A4 Funktionerna g och y ér kontinuerliga med avseende p& de topologier,

gsom definierats f6r F, ¥ och U och de dérav inducerade topologierna i
produkirummen.
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Vi skall beteckna ett dynamislt system $ med sju-tipeln $=38(X, 7, U, W,
Y, @, v). Miingden J ér vanligen mingden av reells tal eller méngden av heltal,
systemen kallas d& tidskondinuerlign resp. tidsdiskreta.

Ett systom siges vara Hidsinvariant om w(f) =4t +7), fr varje v€J medfor
att

@it by, 20wy, o) =g+ T b T, ®0, dgpyte, 1) (12.3)
pl, u, 1) =ylz, w, 1 +7) (12.4)
for varje t€T, £,€J, 2°€ X, x€X och wEY.

Ett system 8 ir linjdrt om funktionerna g och y ér linjira i 2 och u. Ett sy-
gtem § #r dndligt dimensionellt om rummen X, U och Y har éndlig dimension.
Ett system $ &r en dndlig automaton (finite automata, finite state machine)
om rummen X, U och Y ér dndliga mingder och rummet U &r mingden av
heltal, Detta visar sammanhanget mellan autornatateori och reglerteknik. En

viisentlig skillnad dr att i automatateori betonas algebraiska och kombina-
toriska metoder medan reglerteorin betonar analytisks metoder.

Exsmres 12.1. Linjédrs system

Tor att illustrera axiomen skall vi undersika deras innebord i det specialfall
da rummen X, U, Y och J dr méngder av reells tal R och W =C #r méng-
den av kontinuerliga funktioner pa reella talen. Vi skall vidare forutsitta att
systemen #r linjira. Den allminna linjéra funktionen frén R #ll R dr A=
Enligt en sats av F. Riesz (se t.ex. F. Riesz & B. Sz.-Nagy, Legon d’Ana-
lyse Fonctionelle s. 110) kan varje linjir funktion frén C till R skrivas som
en Stieltjesintegral. Vi finner d& att funktionerna ¢ och y har formen

t
(p(t; tﬂ’ ﬂ:e, Uk, ;)} = f(t; tﬂ) CEO -+ f dH(ﬁ, S} %(8) (12.5)
ta
p(x, u, ) = Ct)x+ D{t)u {12.6)
Anvind nu egenskapen (12.2) i A3 och vi finner

@b Lo, 20 U, ) = PlE; b, @(E3; Lo, &0, gee, ), Yita, )
t ¢

=f{t; 4,) [f(tl; £) x"—l—f dH{t,,s) u(s)] + | dH(t, 5) uls)
£q 29

Identifiering med (12.5) ger
f(t; £0) = 18 1) f(ty; o) (12.7)

:’ it 4,) dH(E, 8) uls) = f“ dH(, s) u(s) (12.8)

fo
D4 (12.8) giller for alla v €Y finner vi
A, s) =t ) dH (b, 8) (12.9)
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Riitt £ =¢ och vi erhiitler
dH(, s)=f(t; s)dH (s, 8)={{1; 8)dH(s} (12.10)
Insétts ekvation (12.6) i ekvation (12.1) finner vi sdledes

¢
o) = [+ [ 16:9) ) uto) (2.1

ty
Enligt {12.1) géller vidare

fit ¢ =1 (12.12)

Det foljer séledes av axiomen att ett endimensionellt linjirt system kan
beskrivas med ekvationerna (12.6) och (12.11) dér funktionen f satisfierar
funktionalekvationen {12.7) med bivillkoret (12.12)._

Vi skall nu gdra den ytterligare fSrutsittningen att systemet #r tidsin.
variant. Det filjer dd av ekvation (12.3) att f(t; {)=f(t+1; {,+7) och dH{s}=
dH{s+7) dvs.

1t ) =t — o)
H{t)= Bt +konstant

Funktionalekvationen (12.7) med bivillkoret (12.12) reduceras di till

fla +8)=f(3)/(t)
f(0)=1 ' (12.13)

Enligt axiom A4 dr funktionen ¢ kontinuerlig i #. Funktionen f ir d& ocksd
kontinuerlig. Vi skall nu visa att f dven ér deriverbar. Vi observerar forst
att f dr integrerba.r dver ebt intervall {0, k) och att

For ¢ litet men positivt giller dd att
t
= f f(g)ds>0
0
Bilda nn

1 1
7 U = f0)] =7 [f(R)— 1]~— [fik) — llf f(s)

hl[ffs)f ds— ff ds] hk”fs+hds ffs)ds}
'},UM )ds—J; f(8) ds] =£— U‘M .s)ds—j0 #s) d@

>
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Men dd f dr kontinuerlig giller

- 1 LR _

pmg [ =g

och vi finner siledes att grinsvérdet

1
f(0)=1im 3, U~ £0)]
R0

existerar och att

H0) = [t~

F0)=3 O =11

dvs.
t

f{ty=1-+Ef (0)= 1+Af f(s) ds (12.14)
0

dér A =/'{0). Vidare géller

fle-+h) — () =1f(k) —111(E)

Funktionen f &r siledes deriverbar for alla f. Derivation av (12.14) ger

df _
U_ 4 (12.15)

Vi finner siledes att for linjira, tidsinvarianta, endimensionella dynamiska
system giller

do _ofllit) . r aLgt_s) Bu(s) ds+ f(t; £) Bult)

o b
dvs.
d—z(ti) = Ax(t) + Bulf) (12.16)

D4 systemet ir tidsinvariant giller vidare, enligh definition, ekvation {12.4).
Talen ¢ och D i ekvation (12.6) ir d konstanter, dvs.

y=Czx+Du (12.17)

Vi har siledes visat att £6r linjira tidsinvariante system med en insignal och
en utsignal dr den abstrakta definitionen av dynamiska system ekvivalent
med den speciella definition som gavs i avsnitt 3. Resonemanget kan omedel-
bart generaliseras till det fall d& B, U och Y ér euklidiska rum av god-
tycklig dimension. '
Observera att vi aven har visat att en kontinuerlig funktion som satisfierar
funktionalekvationen (12.13) dr en exponentialfunktion. Jamfdr avsnitt 5.
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13. Referenser

For ett vidare studium av dynamiska system rekommenderas i forsta hand
nigon av nedanstdende ldrobcker

Zadeh, L. A. & Desoer, C. A., Linear Systems Theory—The State Space Ap-
proach, MoGraw-Hill, New York 1963

Porter, W. A., Modern Foundations of Systems Engineering, The Macmillan
Company, New York 1966

Koenig, H. E. m. fl., Analysis of Discrete Physical Systems, McGraw-Hill, New
York 1967.

Zadeh & Descers bok #r mycket lisvird. Den ger en mycket grundlig fram-
stallning av dndligt dimensionella system. Porters bok ér mer speciellt inriktad
och innehiller flera rent matematiska avsnitt, t. ex. en sversikt av fundamenta
av funktionalanalysen. Bide Zadehs och Porters bocker fordrar matematiska
kunskaper, som delvis gir utéver vad som krivs for godként i civilingenjors-
examen. Koenigs bok har starkare praktisk anknytning och kriver mindre
matematiska forkunskaper. Den innehiller 4ven en framstillning om hur man
stiiller upp matematiska modeller for elektriska, hydrauliska och pneumatiska
system. Uppstillning av matematiska modeller f6r dynamiska system presen-
teras dven utmirkt i '

Shearer, L. L., Murphy, A. I. & Richardson, H. H., Introduction to System
Diynamics, Addison-Wesley, Reading, Mass. 1967,

Dynamiska system som beskrivs av differential-differensekvationer behandlas i

Bellman R. & Cooke, K. L., Differential- D@fference Equations, Academic Press,
New York 1963,

System beskrivna av partiella differentialekvationer #r ej tillndrmelsevis full-
stindigt genomarbetade. Vissa resultat finns i

Leondes, C. T. (red.}), Advances in Control Systems—Theory and Applications,
Vol. 1, kap. 3, Control of Distributed Parameter Systems, Academic Press,
New York 1964,

Fér en detsljerad framstillning av transformteorin och dess tillimpning pd
linjéra system hénvisas till :

Gardner, M. F. & Barnes, J. L., Transients in Linear Systems, Vol. 1 & 2,
John Wiley, New York 1942

Chestnut, H. & Mayer, R. W., Servomechanisms and Regulation Systems Design,
Vol. 1, John Wiley, New York 1951

Truxal, J. G., Automatic Feedback Control System Synthesis, McGraw-I1ill,
New York 1965,

Alla dessa larobécker dr omsorgsfullt skrivna och vl genomarbetade.
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Fér teorin f6r Laplacetransformen hénvisas till standardverken

Widder, D. V., The Laplace Transform, Princeton ﬁnivarsity Press, Princeton,
New Jersey 1941

Dootsch, G., Handbuch der Laplace Transformation, 3 delar, Basel 1950-1960.

Widder ger bl. a. fullsténdig genomgang av begynnelse- och slutviirdessatserna,

s. k. Abel- och Taubersatser. En myecket trevlig framstillning av Taubersat-

ger har dven givita i

Feller, W., An Introduction to Probability Theory and its Applications, Vol. 1I,
kapitel 13 och 14, John Wiley, New York 1866.

Tér dvningsexempel i Laplacetransform hinvisas till

Spiegel, M. R., Theory and Problems of Laplace Transforms, Schaum’s Qutline
Series, New York 1965, _

For att undvika formella manipulationer med dirac-funktioner, f&r man till-

gripa distributionsteori, generaliserade funktioner eller Mikusinskis operator-

kalkyl., En littfattlig 6versikt har givits i

Beckenbach, E. F. (red.), Modern Mathematics for the Engineer, Second Series
kap. 1, From Delta Functions to Distributions, A., McGraw-Hill, New York
1961,

T denna artikel finns referenser till originalarbeten av Schwartz, Lighthill

och Mikusinski.

Vid praktiskt réknearbete med Laplacetransformer har man stor nytta av
tabellverken

Magnus, W. & Oberhettinger, F., Formulas and Theorems for the Special Func-
tions of Mathematical Physics, Chelsea, New York 1949

Erdelyi, A. (red.), Tables of Integral Transforms, Vol. I, McGraw-Hill, New
York 1954.

Numerisk inversion av Laplacetransformer har behandlats av

Bellman, R. m.fl., Numerical Inversion of the Laplace Transform, Elsevier,
New York 1966,

Fér teorin for ordiniira differentialekvationer hénvisas till standardverk sisom

Coddington, E. A. & Levinson, N., Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw-Hill, New York 1955

Lefschetz, S., Differential Equations—Geometric Theory, John Wiley, New
York 1963.

Madtristeori kan limpligen studeras i

Gantmacher, F. R., The Theory of Matrices, Vol. 1 & 2, Chelsea, New York
1959,

Fér en hirledning av Bodes relation och ytterligare behendling av icke mini-
mum-fas system hinvisas till
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Bode, H. W., Network Analysis and Feedback Amplifier Design, D. Van
Nostrand, New Jersey 1945,

For den abstrakta teorin for dynamisks system som ej dr styrda, refereras till

Birkhoff, G. D., Dynamical Systems, Am. Math, Soe, 1927

Nemytékii, V. V. & Stepanov, V. V., Qualitative Theory of Differential Equa-
tions, Princeton University Press, Princeton, N.J. 1960,

En diskussion om sambanden mellan reglerteori och automatateori finns i

artikeln

Arbib, M. A., A Common Framework for Automate Theory and Control Theory,
S8.1.A.M. Journal on Control 3 (1965) 206-222.

Dér ges dven ytterligare referenser.
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3. Styrbarhet
och observerbarhet

1. inledning

T detta kapitel skall vi behandla tvd fundamentala {rigor i anslutning till
styrda dynamiska system: Kan ett dynamiskt syStem alltid styras ifrén ett
givet tilistind till ett annat? Om insignalens och utsignalens viirden dr kinda
i ett iutervall (0, T) kan di systemets tillstand vid tidpunkten 7' bestdmmas?

Svaren pd dessa frigor anger i vilken utstrickning systemet ghr att styro
samt vilken information utsignalerna ger om systemets tillstdnd, 1 ett konkret
fall kan vi t. ex. avgora om antalet reglerventilor dr tillriackligt for att styra
en process eller om de tillgingliga instrumenten ger fullstindig information
om processens tillstind. Det &r forvanande att dessa fundamentala frigor
formulerats och besvarats relativt sent. De villkor som delvis besvarar fré-
gorna upptridde f6rst som forutsittningar for att vissa formella berdkningar
skulle g& att genomfdra. Jamfor avsnitt 2:6. Problemen formulerades och
Yostes f6rst av Kalman (1960), som dven inforde begreppen styrbarhet (control-
Jability) och observerbarhet {observability). Ibland anvénds ordet kontroller-
barhet i stillet f6r styrbarhet.

Avsnitt 2 i detta kapitel behandlar ett enkelt exempel, som belyser frige-
stillningarna i ett specialfall. Formella definitioner av styrbarhet och obser-
verbarhet ges i avenitt 3. I de tvd foljande avsnitten ges kriterier for styrbarhet
och observerbarhet for linjira, tidsinvarianta dynamiska system. I avsnitt 6
ges ebt viktigt resultat som visar att ett linjart tidsinvariant system kan upp-
delas i delsystem utgdende frdn styrbarhets- ach observerbarhetsegenskaper.
Kriterierna for styrbarhet och observerbarhet ir snarlika. 1 sjilva verket &r
styrbarhet och observerbarhet matematiska dualer. Detta visas i avsnité 7. 1
avsnitt 8 ges en dversikt av olika sitt atd representera det dynamiska systemet
$(4, B, C, D). Begreppen observerbarhet och styrbarhet gor det mdjligt att
klart inse skillnaden mellan att representera ett dynamiskt system med hjilp
av tillstAndsekvationer respektive dverforingsfunktioner. Hur man skall kon-
struera en tillstdndsekvation av ligsta méjliga ordningstal som har en given
sverforingsfunktion behandlas i avsnitt 9.
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T Fig. 2.1, Parallellresonanskrets,

2. Ett exempel

Betrakta det elektriska nit som visas i fig. 2.1.

L#t insignalen vara polspinningen # och utsignalen y strémmen i huvud.
grenen. Anta vidare att E=1, L=1 och O =1, Infir strémmen genom induk-
tansen, 4, och spinningen &ver kapacitansen, », och vi fir féljande ekvationer

. di
u—R’b+L:ﬂ
u=v+RC%

. dv . v u
ywH-Oa—z TR

Infér tillstdndsvariablerna
T =t
mg =g

och systemekvationerna kan skrivas

dx,

o —&t+u
Q‘!ﬂ_ +u
a -

eller
de [—1 0 1
d_i_[ 0 —1 ‘”[1]“

95




3:2

Vi finner sdledes att systemet ér ett stationdrt dynamiskt system av andra
ordningen med en insignal och en utsignal. For att ndrmare undersoka syste-
mets egenskaper inférs nya koordinater i tillstAndsrummet med transforma-
tionen

ke
2o=x, + &,

Vi finner dé

= gy

dt

dzg
7 2o+ 20

y=z tu

Ovanstiende ekvationer visar att styrsignalen u kan phverke tillstnds-
variabeln z, men ej variabeln z; samt att utsignalen endast pverkas av ve-
riabeln 2. I detta speciella exempel éir det siledes ej mojligh att styra systomet
4l ett Hillstind med z, =0 med hjélp av insignalen u. Vi siiger att variabeln
2, dr styrbar medan variabeln z; ej &r styrbar. Vidare ger utsignalen ingen
som helst information om variabeln z, Vi siger att variabeln 2, &r observer-
bar men att variabeln z, ej &r observerbar.
Lat oss dven beriikna dverforingsfunktionen for systemet. Vi finner d&

Y(s) _Z(a)+ Uls)

“Te~ U@

A(s)

ty enligt definition 2:8.]1 ér sverforingsfunktionen kvoten mellan utsignalens
och insignalens Laplacetransformer di initialtillsténdet dr noll vilket medftr
Z,(8)=0. Overféringsfunktionen kan dven berdknas direkt ur fig. 2.1. Vi
finner

Y 1 1 _ 1-+ 2BCs + LCs® =(1+s)a_1
U{s) R+l 1 (R+sLy(1+RCs) \s+1
R+25

D4 systemet &r av andra ordningen gkulle man vinta sig att Sverforingsfunk-
tionen ir en kvot mellan tvé andragradspolynom. Trots detta finner vi ath
verforingsfunktionen ar en konstant. Den férsta hirledningen visar att detta
faktum &r en omedelbar konsekvens av att variabeln 2, &r observerbar men
ej styrbar och att variabeln z, #r styrbar men ej observerbar. I den senare
kalkylen yttrar sig effekten dérigenom att tvd poler och tvd nollstillen i
verforingsfunktionen kan forkortas bort.
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3. Definitioner

De begrepp som inférdes heuristiskt i foregdende avanitt skall nu definieras.
Betrakta ett linjart dynamiskt system. Ante att systemets tillstdnd &r 2f
vid tiden f, och att styrsignalen « definierad i intervallet (0, t;) medftr att
x(f;) =at. Styrsignalen w siigs d& dverfora eller styre tillstindet 20 &ill 21, Vi
kan nu inféra

DrrmvrrIon 3.1, Btyrbarhet

Ett tillstand z° dr styrbart (controllable) om det finng ett dndligt £,>0 och en
sbyrsignal « i intervallet (0, £,) som &verfor tillstdndet a? till origo. Ett system
iir styrbart om varje tillstdnd &r styrbart.

Observera att det ir visentligt att fSrutsitia ¢, dndligt, annars skulle till-
stdndet z; 1 exemplet i avenitt 2 bli styrbart, vilket e dr Onskvirt,

Det skall senare visas att om ett linjirt tidsinvariant system &r styrbart si
kan det styras frin ett godtyckligt tillstdnd till varje annat tillstdnd. Fér
teoribildningen #ér det dock bekvimt att standardisern s& att definitionen gérs
t. ex, 161 det fall d& systemet styrs frén ott givet tillstdnd till origo som i
definition 3.1. I litteraturen férekommer ocksd begreppet uppndeligt tillstind
{reachable state) som relaterar till den situation di systemet styrs frin origo
till ett foreskrivet tillstdnd. For linjira tidsinvarianta system #r mingderna
av styrbara och uppnieliga tillstdnd lika, Detts dr dock ej nédvindigtvis sant
for andra klasser av system, t. ex. linjéra tidsvariabla system.

Begreppet styrbarhet uttrycker sdledes méjligheten att styra ett system
frén ett tillstdnd till ett annat. Vi skall nu infbra ett annat begrepp observer-
barhet, som uttrycker méjligheten att bestémma tillsténden ur métningar av
systemets in- och utsignaler. '

For ett linjart tidsinvariant system giller

y{t) = Ca(f) + Dult)

Enligt ekvation (2:4.8) giller

t
x(t) = etla? + f 244" Bu(s) ds
o

De férandringar 1 tillstdnd och utsignal som orsakas av insignalen kan siledes
alltid beriknas, For att avgbra om det dr méjligt att ur in- och utsignaler
bestdmma systomets tillstdnd kan det darfor foruteittas att w(t) =0.

Av tekniska skill ar det bekvamt att forst definiers icke observerbarhet.

DEerviTion 3.2, Observerbarhet

Ett tillstdnd o <=0 siigs vara tcke observerbart (unobservable} eller tyst om det
finns ett dindligh ¢, >0 83 att y(f) =0 for 0<i<{; d& 2{0) ~2® och u(f)=0 for
0<{<t, Ett system ir observerbart om det ej finns ndgra tysta tillstdnd.
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Definitionen &terspeglar klart den intuitiva innebdrden att de icke observer-
bara tillstdnden ej kan bestiimmas ur observationer av in- och utsignalerna,

Ett alternativ till ovanstiende definition &r abt sdga att oft dillstind &r
icke rekonstruerbart (non reconstructible, not determinable) om det finns eth
andligt £, s& att a()+0 dven om y(f) =0 och u{f) =0 {or 0<i<t;. Det skall
genare visas att for linjira tidsinvarianta system sd Ar mingderna av tysta
och icke rekonstruerbars tillstind lika. Detta dr ej sant for andra klasser av
system, t. ex. linjara tidsvariabla system.

Observera att om tillstdnden x! och 22 ir tysta si giller
0 =Ceflat
0 = Clefiy?
D4 giller ocksh
0 = Ceoa 4 fx*]

Tillstandet ax! | fx® ar sbledes ocksd tyst. De tysta eller icke observerbara till-
standen bildar allisit ett linjirt underrum, Detta ir motivet #ill att man
férst definierar tysta eller icke observerbara tillstdnd.

4. Kriterier for styrbarhet

Kriterier som anger om ett tillstAnd ar styrbart skall nu hirledas. Betrakta ett
linjirt tidsinvariant system 8(4, B, €, D). Enligt ekvation {2:4.8) kan 16s-
ningen till systemekvationerna skrivas

2(t,) = e [m" + Jm ¢~ “*Bu(s) ds}

0
Tillstdndet x° ir shledes styrbart om det finns en styrsignal u sidan att elova-
tionen

{79

ad= — J e **Bu(s)ds (4.1)

a

har en losning for éndligt ¢;. Vi kan siledes f6rst observera att styrbarheten
endast beror av matriserna A och B. Vi observerar vidare att om tillstdnden
2% och z? &r styrbara s& finns styrsignaler 4! och «? sidana att

ty
= — f e **Bul(s)ds

R\
i1

a2=— J e~ 4 Bu(s)ds
1}
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D4 giller ocksé
£y

ol + fa’ = — J‘ e~ 4 Bloul(s) -+ fu’(s)] ds
a

Tillstdndet axl+fa? ar alltsd styrbart. Vi finner siledes até de styrbara till-
stdnden bildar ett linjart underrum av tillstdndsrummet. For att karakterisera
detta linjira underrum observerar vi att ekvation (4.1) kan skrivas p4 féljande
sitt

I3

ah= — f Yo By de— — S A*B f ) uls) ds (4:2)

t] 0

dir funkiionerna e, dr linjirt oberoende pd intervallet (0, t,). Detta féljer av
en sats om matrisfunktioner. Man kan intuitivi inse att resultatet ar rimligt
genom att anvinds serieutvecklingen for exp (—As). En sats av Cayley och
Hamilton siger att varje matris satisfierar sin egen karakteristiska ekvation,
dvs.

At +a A" o ta,  A+a, I =0
dér a; ir koefficienterna i matrisen 4:s karakteristiska polynom, dvs,
det [Ad ~A] =A"+a; 4"+ ... g Aty

Genom upprepad anvindning av denna sats finner vi att varje potens 4*
med %3n kan uttryckas som en linjirkombination av I, 4, ..., 4™

Ekvationen (4.2) kan siledes endast losas om vektorn a° kan erhillas som
en linjirkombination av kelonnerna i matriserna

B AB A*B ... A"'B

Sammanfattningsvis finner vi

SaTs 4.1

De styrbara tillstdnden ligger 1 det lnjdra underrum av tillstdndsrummet som
spénns upp av kolonnerna i matrisen

W,=[B AB A%B .. A"1B] (4.3)

Systemet $(A4, B, ¢, D) ar styrbart om och endast om W har rangen ».

Matrisen W, kallas styrbarhetsmotris, ’

I avsnitt 2:6 studerades byte av koordinater i tillstindsrummet. For att
genomfora analysen forutsattes att matrisen  definierad av ekvation (2:6.17)
var reguljir. Det foljer nu av sats 4.1 att denna fSrutsittning innebir att
gystemet &r styrbart, vilket motiverar namnet styrbar kanonisk form.
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Xy

styrbara tillstAnd

x4

Fig. 4.1. Tillstindsrummet och de styrbara till-
sténden {6r parallellresonanskretsen i fig. 2.1. Obser-
vora att de styrbara tillstinden bildar ett linjért
underrum.

ExmurrEL 4.1 ) -

Fér ndtverket i fig. 2.1 giller

-1 0 1
A“[ 0 —1]’ B"[l]
Vi finner siledes

W,=[B AB}=[i :H

Styrbarhetsmatrisen W, har rangen 1. De styrbara tillstinden bildar siledes
ett endimensionellt underrum, Detta underrum spinns upp av vektorn (1, 1).
Se fig, 4.1, Jamidr analysen i avsnitt 2.

Btt styrbart tillstdnd definierades sd att det var mdajligh att styra frin 2% till
origo. T ménga praktiska fall ir det naturligtvis irtressant att ocksé styra till
andra punkter, Foljande resultat motiverar den mer inskrinkta definitionen.,

Sars 4.2

For ett linjart tidsinvariant system gér det att styra mellan tvd godtyckliga
tillstdnd i det styrbara underrummet.

Bewis:

Det fljer av sats 4.1 att det gir att styra frén 29 till origo. Det Aterstdr siledes
endast att visa att det gir att styra frén origo till tillstdndet #!. Om initial-
tillstdndet &r noll giller enligt ekvation (2:4.8)

6 ty
al=zx(t,) = L e N Byls)da = J; e Bult, — ) dv {4.4)

diir sista likheten erhdllits genom variabelbytet v =%, —s.
Samma resonemang som utnyttjades vid bevis av sats 4.1 visar nu att det
finns en styrsignal som satisfierar (4.4) om a* tillhor det styrbara underrummet.
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Négra av det styrbara underrummets egenskaper skall nu analyseras. Vi under-
soker forst vad som hinder vid byte av koordinater i tillstdndsrummet. Infor

z="Tx
dir T 4r en reguljir matris. Systemekvationen lyder d&

dz
e TAT-L
o AT %2+ TBu

Det transformerade systemet har styrbarhetsmatrisen
V,=[TB (TAT-)TB ... (TAT-)*-1TB]
~[TB TAB .. TA"1B]=TW,

Om 2® tillhér det underrum som spinns upp av kolonnerna i W, s tilthér
2% = T'x® det underrum som spinns upp av kolonnerna i T'W,. Men dd T'W, =V,
ir 2 styrbar. Vi finner siledes

Sars 4.8

Det styrbara underrummet ir invariant under byte av koordinater i tillstdnds-
rummet.

Vi har vidare
Sars 4.4
Det styrbara underrummet ar invariant under transformationen 4.

Bevis:

L&t a° vara styrbar. Vektorn 2° &r d& en linjiirkombination av kolonnerna i
B A4B..A™B

vektorn Aa? ar di en linjirkombination av

AB A*B .. A"B

Men enligt Cayley-Hamiltons sats d4r A™B en linjirkombination av B, 4 8B, ...,
A" B, och Aa?® ir siledes en linjirkombination av kolonnerna i W,.

Kriteriet for styrbarhet blir speciellt enkelt for system som kan skrivas pé
diagonalform. Om matrisen 4 har skilda egenvirden finns enligt avsnitt 2.6
‘en transformation z=7"» sd att systemekvationerns kan skrivas som

d.
E-:==Az + fu

(4.5)
y=yz+Du
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dér A 4r en diagonalmatris
A— =dia'g {;{1’ ]'2: ey ln}

Betrakta den i:te moden, dvs. tillstindsvektorns i:te komponent, Vi finner
t

2 () =eit2l+ f M98 u(s) ds
0

dér B, ér ite raden av matrisen B. Enligt definitionen pd styrbarhet ar
moden #! styrbar om det finns en styrsignal shdan att z;(t,) =0. Detta ér
méjligh endast om det finns nigot element i §;, som &r skilt frin noll. T detta
fall spiinns det styrbara underrummet upp av koordinataxlar i z-rummet, Vi
sammanfattar resultatet som

S5aTs 4.5

Anta att samtliga egenvirden A, ir skilda. Moden z, ér styrbar om och
endast om ndgot element i §, {dvs. i:te raden av f-matrisen) dr skilt frin noll.

Foljande exempel visar att det maste krivas att alla egenviirden 4r olika

de |1 © 1

i=lo e L

Avslutningsvis kan det betonas att begreppet styrbarhet uttrycker att ett
system kan styras frén ett tillstdnd till ett annat p4 dndlig tid, Begreppet sager
diremot ej ndgot om abt styrningen kan goras si att tilistindet eller utsignalerna
foljer foreskrivna banor. Detta kriver ytterligare villkor. Man kan b. ex. litt
dvertyga sig om att dubbelintegratorn i exempel 3:3.1 dr styrbar. Diremot

kan i varje tidpunkt endast tillstdndsvektorns andra komponent viljas fritt
genom val av styrsignalens virde

5. Kriterier for observerbarhet

Beotrakta ett linjart tidsinvariant system 8(4, B, ¢, D). Vi skall nu undersdka
niir deb gr att bestamma systemets tillstdnd ur observation av insignaler och
utsignaler. Som tidigare anmirkts i avsnitt 3 kan man foruteditta att u=0.
Vi skall nu karakterisera det tysta underrummet. Det fGljer av ekvation
(2:4.8) att

y(t) = Cedia®

Lat a® vara ett tyst tillstdnd. Enligt definition 3.2 gifler d y(t) =0 och efter-
som y kan deriveras godtyckligt ménga ginger dven

#(0) = Gt =0
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y'(0) = Cda® =0

g0 =04 I =0

Ytterligare derivationer ger inget nytt ty enligt Cayley—Hamiltons ekvation
galler

Ara, AV 4 L, I =0

Vi finner sledes

(k—1) (k-2)

—ayy —a, "™ kzn

¥ = —ayy

Samtliga hogre derivator av y kan siledes uttryckas i linjarkombinationer av
y(0), o' (0), ..., ¥ V(0). Om y och de n—1 forsta derivatorna av y &r noll s&
blir alltsd dven alla hogre derivator noll. Vi finner siledes

Sars 5.1

Det tysta tillstAnden ligger i nollrummet till matrisen

c
Wy= ?A
cArt

Systemet 8(d4, B, €, D) ér observerbart om och endast om matrisen W, har
rangen #.

Matrisen W, kallas observerbarhetsmatris, Med nollrummet till en mxn
matrix W, menas alla z€ R* sidana att Wyx=0.

Jimfsr avsnitt 2:6 som behandlar byte av koordinater i tillstdndsrummet.
Fir att genomifsra analysen antogs dér att matrisen F definierad av ekvation
(2:6.5) var reguljir. Enligt sats 5.1 innebir detta emellertid att systemet ér
observerbart, vilket motiverar namnet observerbar kanonisk form.

ExzvrrL 5.1

For ndtverket i fig. 2.1 giller att

-1 0
A:[ 0 _1], o=[1 —1)

Vi finner
() 1 -1
W"m{C'Alﬁl—l 1]

Matrisen W, har rangen 1. De icke observerbara tillstdnden ligger shledes i ett
endimensionellt underrum, vilket ar ortogonalt mot vektorn (1, —1). Det icke
observerbara underrummet spinns siledes upp av vektorn (1, I) se fig. 5.1.
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.Xz

tysia tillstind

Fig. 5.1. Tillsténdsrummet och ds tysta tillstdnden
for parallellresonanskretsen i fig. 2.1. Observera att
de tysta. tillsténden bildar ett linjirt underrum.

Observera att i detta speciella fall Sverensstimmer det icke observerbara under-
rummet med det styrbara underrummet. Se fig. 4.1.

Nigra egenskaper hos det icke observerbara underrummet gkall nu under-
stkas, Det giller

SaTs 5.2
Det tysta (icke observerbara) underrummet &r invariant vid byte av koordi-
nater i tillstdndsrummet.

Bevis:

Infor nya koordinater genom transformationen

z="Tzx

Det tmnsformorade systemet far d& observerbarhetsmatrisen
ot ¢

V= (‘J'T_?‘TAT’I _ QA i W, T
or-vrar-iy-tl Loam

Antag att 2% &r icke observerbar d& giller Wya®=0. For motsvarande trans-

formerade tillstind 2%=72® giller d4 W,T-%2°=0. Men enligt ovanstiende
ekvation innebir detta att 2° ir icke observerbar.

Vidare géller

Sats 5.3
Det tysta (icke observerbara) underrummet ér invariant under transformation
med matrisen 4.

Bevis:
" L&t a® vara tyst. DA galler
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Cx® =0
CAx® =0

A0 = 0

Vi skall nu visa att Ax® ocksd dr tyst. Det f6ljer av ovanstdende ekvationer att
(A4 =0

CA™An) = 0

Det folier av Cayley—Hamiltons ekvation att

OA™® = —a, CA™ 20— .., —a"Ca®

Men hogerledet forsvinner eftersom = &r tyst och dven Ax? dr sdledes tyst.

Observers att det foljer av sats 5.3 att mingderna av icke observerbara och
icke rekonstruerbara tillstdnd &r lika.

Kriteriet fér observerbarhet blir speciellt enkelt for system som kan skrivas
p4 diagonalform. Om matrisen 4 har skilda egenvirden kan systemekvationerna
skrivas pa formen (4.5). Detta ger omedelbart

Sars 5.4

Betrakta ett system pd diagonalform med gkilda egenvirden. Moden z, 4r
icke observerbar om alla element i i:e kolonnen av y &r noll. Systemet ar
ohserverbart om och endast om det i varje kolonn i y finns &tminstone nfgot
element som #r skilt frdn noll.

8. Kalmans uppdelningssats

Vi skall nu visa en konsekvens av begreppen styrbarhet och observerbarhet
som &r central for att forstd sambanden mellan olika representationer av
dynamiska system. Resultatet innebédr att ett linjirt system kan uppdelas i
ett antal olika delsystem utglende frén styrbarhets- och observerbarhets-
egenskaper. Resultatet erhdlls genom att gora en speciell transformation av
koordinaterna i tillstdndsrammet. Det centrala resultatet skall byggas upp
successivt genom att man forst 16ser tvd enklare problem.

Uppdelning med avseende pa styrbarhet

Det visades i avsnitt 4 att de styrbara tillsténden bildade ett linjart under-
rum av tillstdndsrummet, som kallas det styrbara underrummet X,. Det
visades ocksh 1 sats 4.4 att X, var oberoende av val av koordinater i tillstdnds-
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vy

Fig. 6.1, Illustrerar abt rummet B® kan skrivas som en direkt summa av det givne linjire
underrummet ¥, och ett snnat linjirt underrum V, p& tva olika sétt.

rummet. Vi skall nu ge ett val av koordinatsystem i vilket systemekvationerna
far en speciell form,
Varje vektor x i tillstdndsrummet kan skrivas som

x = al+a?

dir 2! ligger i det styrbara underrummet X, och x* ligger i ett linjirt under-
rum X;. Man siger att tillstindsrummet dr en direkt summa av X, och ¥; och
skriver

% = x.«;@ x.;

Det linjira rummet X; ér ej entydigt shsom visas i fig. 6.1. Oavsett vilket val
som gors & ar dock varje tillstdnd i X; icke styrbart och X; kallas dirfor det
sicke styrbara underrurmmety. Observera att sprikbruket ar 1itt missvisande
di de icke styrbara tillstinden ej bildar ett linjirt underrum. Jamfér fig. 4.1.

Valj nu en bas i tillstindsrummet som sammansitts av en bas for X, och
en bas f6r X;. Med detta val av koordinater ges matriserna 4 och B av

[ A{E A{Z r__ B;
o= 2l #-lo] o

dar koordinaterna svarande mot basen 1 ¥, utgor forsta delen av tillstdnds-
vektorn. Delmatrigen av A’ i position 21 méste vara noll ty annars ir det styr-
bara underrummet ej invariant under A’ (sats 4.4). Vidare maste delmatrisen
av B’ i position 2 vara noll ty annars kunde tillstinden i X; vara styrbara.

Uppdelning med avseende pa observerbarhet

P4 analogt sitt kan tillstdndsrummet X ocksé uppdelas som
X=%0%
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dar X; dr det entydiga linjira underrummet av icke observerbara tillstind,
och ¥, 8r ett linjirt underrnm som tillsammans med X5 spénner upp till-
stdndsrammet ¥. Observera att X, e] fr entydigt. Alla tillstdnd 1 X, 4r dock
observerbara. Med nigot oegentligt sprikbruk kan X, kallas »det observerbara
underrummety. De observerbara tillstdnden bildar dock ej ett linjért underrum.
Se t.ex. fig. 5.1, Infér nu en bas i tillstAndsrummet som dr sammansatb av
en basi X, och en bas i X;. Med detta val av koordinater kan matriserna 4
och C skrivas som

' A;I 0 } ’ ’
A'=1 ; ¢'=[C; 0O 6.2
[1‘121 ALy (i 0] (6.2)

dir tillstindsvektorns komponenter svarande mot X, grupperats forst, Del-
matrisen av 4’ 1 position 12 méste vara holl ty enligt sats 5.3 &r underrummet
av tysta fillstdnd ¥; invariant under A’. Vidare méiste delmatrisen av € i
position 2 forsvinna ty annars vore ej X5 tyst.

Uppdelning med avseende pa styrbarhet och observerbarhet

Eftersorn skirningen mellan tv4 linjéara underrum ar ett linjdrt underrum si &z
3€Es = x3 n 363

ett linjart underrum. ¥nfér nu underrummet ¥;; vilket tillsammans med X5,
spanner upp X;, dvs.

¥ =%0X:

Infor ocksd det linjira underrummet X, vilket #illsammans med X5, spinner
upp X,, dvs.

xs = xas@) xas

Slutligen inférs det linjara underrummet X,; vilket tillsammans med X,; X5,
och X¥;; spinner upp hela tillstdndsrummet X, dvs.

X=X, CX:D X5, %55

Observera até i denna uppdelning finns visst godtycke ty endast ¥, ar entydigt
bestamd. Infor nu ett koordinatsystem f6r X som #r sammansatt av baserna
i de linjéra rum som definierats ovan. Med detta val av koordinater fir matri-
serna f6ljande form '

Ay, 45, 00 B;
0 4» 0 0 0
A’ = r ;‘)‘2 I ’ B’ - '3
Ay Az Agy An B
0 Ay 0 Ay .0
¢=[0y 0 0 0] (6.3)
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dir tillstdndevektorns komponenter grupperats i ordning efter bagvektorerna
i rummet X,., X5 X5, X5

Delmatriserna av 4’ i positionerna 13, 14, 23 och 24 férsvinner ty det icke
observerbara underrummet ¥;= ¥;,@ X5; dr invariant under 4’ enligh sats
5.3. Delmatriserna av A’ i positionerna 21, 23, 41 och 43 maste ocksi vara noll
ty det styrbara underrummet X, = X, @® X5, dr invariant under A’ enligt sats
4.4. Vidare maste delmatriserna av B’ i positionerna 2 och 4 vara noll ty det
styrbara underrummet sammansitts av X,, och X;, vilket motsvarar posi-
tionerna 1 och 3. PA samma siitt dr delmatriserna av €’ i positionerna 3 och 4
noll ty det tysta delrummet motsvarar dessa positioner.

Enkla algebraisks rikningar ger vidare att systemets dverfdringsfunktion
ges av

Gls) = Oylsl — 4y, ]2 B, + D (6.4)
Sammanfattningsvis finner vi siledes

Sats 6.1. Kalmans uppdelningssats
Ett linjirt system 8 kan uppdelas i fyra delsystem §,, 8., 8z, och 8;;dar
delsystemen har {6ljande egenskaper
8$,, observerbart och styrbart
$,; observerbart men ings styrbars tillstdnd
$;, inga observerbara tillstdnd men styrbart
87; inga observerbara och styrbars tilletdnd
Systemets 6verféringsfunktion ar entydigt bestimd av det observerbara och
styrbara delsystemet och en eventuell direktterm.
Observera att uppdelningen ej &r entydig. I fig. 6.2 ges ett blockschema

gorn illustrerar uppdelningen.
Den till synes oskyldiga férutsattningen att initialtillstdndet sitts lika med
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i_ _______________
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} Fig. 6.3, Blockschema som
| 8 iliustrerar Kalmens upp-
i 08 delning av ett system pi
| diagonalform i delsystemen
L_...._.___.___——.——:—‘——..—— Sun Sn;, 83:, S:-;«

noll vid definition av dverféringsfunktionen har siledes vittgiende konse-
kvenser. Detta faktum har klargjorts forst genom inférandet av begreppen
observerbarhet och styrbarhet. Det finns tyvarr i Htteraturen ett flertal fel-
aktigheter som har sin orsak i att man ej beaktat att dverforingsfanktionen
endast representerar det observerbara och styrbara delsystemet.

ExruMrzL 6.1

Betrakta parallellresonanskretsen i avsnitt 2, Efter det byte av koordinaterna
som gjordes kan systemekvationerna skrivas

dz -1 0 0
E‘[ 0 —1]”[2}“
y=[1 Olz+u

I detta fall saknas det delsystem som dr observerbart och styrbart och det del-
gystem som varken #r observerbart eller styrbart, Overféringsfunktionen be-
stéms enbart av den direkta kopplingen mellan % och y.

TillstAndet 2, dr observerbart men ej styrbart och tillstdndet z, dr styrbart
men e obgerverbart.

ExrureL 6.2

Fér system gom kan diagonaliseras kan systemekvationerna skrivas pd foljande
sith

Ay 0 0 0 B
de |0 A, 0 0O e
o= %
d 10 0 A 0 ¢ B
0 0 0 A, 0
y=Iy vo 0 0lz+Du {8.5)
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dir Ay, ..., A, ir diagonalmatriser. Ty om moden z, ej &r styrbar sd &r enligt
sats 4.5 alla element i raden §, noll, och om moden z, &r tyst 58 dr enligh sats
5.4 alla element i kolonnen y, noll. Vi finner séledes att systemet $(A, §, y, 0)
kan uppdelas i fyra delsystem 8, $,;, 87, och 8;;svarande mot den uppdelning
av tillsténdsrummet, som gavs av sats 6.1, Ett blockschema for uppdelningen
vigas 1 fig, 6.3.

7. PDualitet

En jamférelse mellan sats 4.1 och sats 5.1 visar att kriterierna for styrbarhet
och observerbarhet ér mycket lika varandra. Betrakta t. ex. foljande system

%3’: Av+ Bu - (1.1)
i = O
&z s 0m (7.2)
y=2B"z

Det foljer omedelbart av sats 4.1 och sats 5.1 att om systemet (7.1) dr styr-
bart si &r (7.2) observerbart och om (7.1) &r observerbart sd ar (7.2) styrbart.
System med denna egenskap kallas duale. Systemen i exempel 2:10.2 och
exempel 2;10.3 4r duala,

8. Olika representationer av systemet
$ (A, B,C, D)

I kap. 2 visade vi att det linjéra tidsinvarianta systemet ${4, B, C, D)kunde
representeras pd mings olika siitt med fillstindsekvationer, differentialopera-
torer, viktfunktion, sverforingsfunktion samt flera olika grafiska representa-
tioner. I avsnitten 4 och 5 i detta kapitel har vi med hjilp av begreppen
observerbarhet och styrbarhet narmare klargjort skillnaden mellan tillstinds-
ekvationerna och Sverforingsfunktionen. Vi skall nu giira en sammanstéllning
av de olika representationerna och samtidigt jimfSra deras egenskaper.

Tillstdndsekvationer

1 avsnitt 2:3 definierades ett linjdrt tidsinvariant dynamiskt system & med
hjilp av tillstdndsekvationen
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dx
y=0Cz+Du (8.1)

Vid hirledning av systemekvationer direltt ur fysikaliska grundlagar leds man
direkt till en representation av typ (8.1). Om tillstdndsekvationerna #r kinda
kan vidare systemet direkt simuleras pi analogimaskin, Tillstdndsekvationerna
kallas dirfor dven en realisation av systemet. Vid numeriska berikningar pd
datamaskin ir det ldmpligs att utgh ifrdn tillstindsekvationerna di de flesta
integrationsalgoritmer forutsitter att ekvationerna dr skrivna som ett system
av férsta ordningens differentialekvationer. I vissa fall har tillstdindsvariab-
lerna fysikalisk tolkning som interna variabler i systemet. Observera emeller-
tid att ekvationernas form beror av det koordinatsystem, som inforts 1 till-
stdndsrummet. Ofta kan det vara bekvimtb att infora en transformation si,
att ekvationerna fir en trevlig form. Se avsnitt 2:6. En nackdel med represen-
tation med tillstAndsekvationer dr att det kan vara svirt att handskas med
system av higa ordningstal.

Differentialekvationer som relaterar insignal till utsignal

Representationen med tillstdndsekvationer beror av valet av koordinatsystem
i tillstdndsrummet. I avsnitt 2:7 visade vi att man kunde hirleda en differen-
tialekvation av n:e ordningen som relaterar insignal till utsignal

Bp" '+ B,p" *+...+B,
= i
v {D-I_ Pt tapt it b a, u(t)
d
= 8.2
P {8.2)
dér matriserna D, B, ..., B, och skalirerna g, ..., @, &r oberoende av koor-

dinatsystemet i tillstdndsrummet. Representationen (8.2} &r ekvivalent med
tillstAndsekvationen, ty vi kan hérleda (8.2) ur tillsténdsekvationen och
omvént, Jimfor avenitt 2:7.

Overforingsfunktion och viktfunktion

Overforingsfunktionen och viktfunktionen &r parameterfria representationer,
Om viktfunktionen ges i form av en tabell 33 behdver systemets ordnings-
tal ej anges explicit. D& overforingsfunktionen ar viktfunktionens Lap-
lacetranaform, éir representationerna ekvivalenta i den meningen att den ena
kan direkt beriknas ur den andra och omvint. Bdde viktfunktion och over-
foringsfunktion har trevliga fysikaliska tolkningar och det finns méitmetoder,
impulssvarsanalys och frekvensanalys, med vars hjilp de kan bestdmmas
experimentellt. Overforingsfunktionen ldmpar sig vil f6r uppskattningar av
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olika slag. D4 ett system representeras med &verforingsfunktionen och dess
grafiska representationer kan man nigorlunda hanterbart analysera system
av hijga ordningar,

8. Konstrulction av en minimal realisation av en
dverforingsfuniction

Det framgir av analysen i avsnitten 4 och 5 att 6verfbringsfunktionen en-
dast representerar de observerbara och styrbara delsystemen av eft givet
system. Detta medfér att det ej &r mojligt att skriva upp tillstdndsekva-
tionerna £5r ett system med given Sverfbringsfunktion di man saknar infor-
mation om delsystemen 8z, 8.5 och 83;. Det dr émellertid alltid majligt att
ange tillstdndsekvationen for ett ekvivalent system som har den givna funlk-
tionen till dverforingsfunktion. En sidan tillstdndsekvation kallas en realisa-
tion av den givna bverforingsfunktionen. Om tillstindsekvationen dessutom
ir av ligsta mojliga ordningstal séigs den vara en minimal realisation av den
givna Gverforingsfunktionen. Om vi analyserar system som &r specificerade
med overfringsfunktioner och vill ange realisationer f6r dessa system, t. ex.
for att simulera dem pd analogimaskin eller for att utfora numeriska beriik-
ningar, &r det mycket viktigt att systemen representeras med minimala
realisationer, Vi illustrerar detta med ett exempel.

ExzvrzL 9.1

Betrakta ett system med Sverforingsfunktionen

1
=175

Filjande dynamiska system dr en realisation av denna dverforingsfunktion

dx [0 1
E“L o] ¥ o)™
y=[1 —1]= (9.1)

ty detta system har verfSringsfunktionen

— -1 1
om0 [ 7 [

Realisationen &r uppenbarligen ej minimal, ty systemet (9.1) &r av andra ord-
ningen och G(s) kan representeras av ett forsta ordningens system. Systemet
(9.1) har siledes ett tillstind som ej &r observerbart och styrbart. For att
demonstrera detta transformerar vi systemet pé diagonalform. Infor z=T%
dir
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Vi finner d&

@— ~10 z-i-[l @
dt | 01 {1
y=[1 0]z

Systemet har sdledes tvA moder svarande mot egenviirdena —1 och +1. Den
férata moden dr observerbar, styrbar och stabil. Den andra moden &r styrbar,
ej observerbar och instabil. Om systemet (9.1) simuleras p4 analogimaskin
kommer sdledes den instabila moden snabbt att divergera och forstirkarna
blir 6verstyrda.

Det &r illustrativt att i detalj gé igenom vad som hinder om vi vili berdkna
stegsvaret {6r &verforingsfunktionen

1
=1

genom att anvinda realisationen (9.1}, Om «=1 har ekvation {9.1) 1sningen
#,(ty=sinh ¢

y{t) =cosh £ —1

Utsignalen blir

y(t)=sinh ¢t —cosh f+1=1—¢*

Vi finner siledes att bida tillstdndsvariablerna viixer ezponentiellt, men att
utsignalen som #r differensen mellan tillstindsvariablerna konvergerar mot
ett konstant virde. Om ett system med gverforingsfunktionen 1/(1+¢) simu-
leras p& analogimaskin kommer sdledes béda tillstindsvariablerna att diver-
gera. Forstirkarna blir 6verstyrda och simuleringen méste avbrytas. Ett
liknande fenomen upptrider om vi i stillet simulerar numeriskt. D4 tillstdnds-
variablerna 6kar exponentiellt uppndr de snabbt virden som dér stérre #n det
stérsta tal som kan representeras i en datamaskin. »Overflow» upptrider och
berakningen miste avbrytas. Om koefficienterna i realisationen (9.1) ej anges
mycket noggrant, kan den instabila moden 2z, vara svagt kopplad till wb-
signalen och d& 2z, uppnir stora virden kan &ven utsignalen pdverkas,

Det valds exemplet ir extremt, dels #r det i det enkla fallet litt att inse att
realisationen ej &r minimal, dels &r det tillstdnd som ej #r observerbart insta-
“bilt. For system med en insignal och en utsignal dr det litt att konstruera
minimala realisationer,

En obsarverbar realisation

Vi har i sjilva verket redan tidigare angivit en observerbar realisation av en
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rationell dverforingsfunktion. Jamfsr exempel 2:10.2, fig. 2:10.10 och fig. 2:10.15.
For att visa konstruktivt hur realisationen erhills studeras ett exempel

ExemreEL 9.2
Vi skall ange en minimal realisation av §verforingsfunktionen

bys®+by,s+by
Stasttaystay

G(s)= (9.2)

dir vi foruteitter att tdljare och nidmnare ef har gemensamma faktorer. Vi
sGker siledes ett dynamiskt system av ligsta ordning som har féljande in-
signal-utsignalrelation

bs®+bys+ by Us)

Y= — 5o 0%
(#) S+ a,s*+ays+a, §

Vi infor {orsta tillstdndsvariabeln z; =y. DA giiller
X, ta st X, tays X, tay X, =b 82U + bysU +b, U

dvs,
1
sX, = _01X1+51U+§é [— a8 X, —ag Xy + b,sU + b, U1

Infor tillstAndsvariabeln x, definierad av
1
Ay= e [—ay8X; —ay X; +b,8U + b,U]

dvs.
1
sX,= —a, X, + sz+~; [—a X, +b,U]

Infor tillstindsvariabeln X; definierad av
X, zé [—a; X, +b,U]

dvs.
X, = —ay X, + b, U

Sammanfattningsvis finner vi siledes f6ljande realisation

—-a, 1 0 by
%= —a, 0 1o+ |biu
—a, 0 0 by
y=[1 0 0]x (9.3}

I denna representation ir alla tillstdnd observerbara. Om polynomen b,s*+
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bys+b, och s%+a;s®+ay,e-ta, ej har ndgra gemensamma faktorer, s ir
systemet Aven styrbart. Under den givna forutsittningen dr siledes systemet
bide observerbart och styrbart, alltsd en minimal realisation. Vi observerar
att systemet (9.3) ir pd den obgerverbara kanoniska formen. Jomfér avsnitt 2:6.

PDen konstruktion som gjordes i exemplet kan uppenbarligen ocksi genomforas
i det allménna fallet,

En styrbar realisation

En styrbar realisation av en rationell dverféringsfunktion visades i exempel
2:10.3. Realisationens blockschema och signalflddesdiagram visades 1 fig.
2:10.11 respektive fig. 2:10.16, Vi visar med hjilp av ett exempel hur realiza-
tionen kan konstrueras. )

ExsverL 9.3

Betrakta dverforingsfunktionen (9.2). Infor tillstdndsvariablerna

2

8
X(8)= St ot a,stag Uts)
sX,=X,
sX,=X,

Vi finner d&

83X +ta, 82X, +a,0X, ta, X, =82U(s)
dvs.

sXi=—o X, —a, X, —a, X, +U

Systemekvationerna kan dé skrivas

@y 0y Oy 1
d_:z: = 1 0 0 +10
T _ x %
0 1 0 0
y=[b b, blx {9.4)

Vi observerar att i denna representation #r samtliga tillstdnd styrbara. Om
polynomen £ +a, 8 +a,5 +ag och b, 8% +b,3+ b, ej har nigra gemensamma fak-
torer s& dr samtliga tillstdnd ocksd observerbara. Systemet dr d4 en minimal
realisation. Vi noterar vidare att systemet (9.4) dr pd den styrbara kanoniska
formen, Jimisr avenitt 2:6.

Konstruktionen kan uppenbarligen genomforas {6r en dverforingsfunktion av
godtyekligt ordningstal.
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Fiervariabla system

Vi fann i foregende avanitt att det var mycket Jatt att konstruera minimala
realisationer till en given dverforingsfunktion fér ett system med en insignal
och en utsignal. I detta avsnitt skall vi genomféra denna konstruktion for
ett flervariabelt system. For att forenkla analysen skall vi anta att den givna
overforingsfunktionen har skilda poler. Vi kan dd bestimma en realisation
pi diagonalform, dvs,

dz
di Az+ Bu
y=yz+ Du (9.5)

Detta systern har dverforingsfunktionen

AL

=1 3_11

Gs)=y[el—A)'f+ D=
i

diir v, dr iite kolonnen hos matrisen ¢ och §, dr i:te raden hos matrisen f.
Obgervera att fir moder som ej fr observerbara eller styrbara forsvinner
produkten 9,8, och summationen behtver dirfor endast utféras 6ver index ¢
som svarar mot observerbara och styrbara moder. Overféringsfunktionen
G/{s) t6r ett system pd diagonalform kan siledes alltid skrivas

G(s)= th . ﬁ‘ +D (9.6)

dir matriserna K, har rangen 1 och n #r dimensionstalet f6r det styrbara och
observerbara underrummet av tillstdndsrummet.

Vi skall nu understka det omviinda problemet, nimligen hur man skall
konstruers. en differentialekvation av ligsta ordning pd diagonaiform som
har en given dverféringsfunktion. Betrakta en &verforingsfunktion H(s) som
har enkla poler s=4,, {=1, 2, ..., m. Lat partialbrdksutvecklingen av H vara

_ 5 K
H(s)hgla___]q+1) (9.7}
dér
D=1im G(s)
K,=lim (s— 1) G(s) (9.8)

s+

L&t r, vara rangen av K, D& K, har rangen r, finns det r, linjért oberoende
kolonner i K, Lit dessa kolonner vara e,, §=1, ..., 7. Varje kolonn i K, ir
dé en linjirkombination av ey, dvs.

K,=EF,
dir K =[e,, ey, ..., ¢,,,]. Matriserna F, bestims pd vanligt séitt genom
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F,=(E{E)ElK,

ddr inversen alltid existerar. DA matriserna B, och F, erhdllits kan K, ut-
tryckas p& foljande satt

Ty
K, =121911 fu

dér f, 4r j:te raden av matrisen Fy. Vi finner da

m

Ho=3 3 20D
i=1 j=1 8

Denna formel ér identisk med (9.6) och dverforingsfunktionen H{s) kan sle-
des representeras med ett system pé diagonalform dér

ilIr! Fl )
oy
A= : . s ﬁ = f’a
lmIrm Fr

y=[E, B,... E,]

I; &r en enhetsmatris av ordningen . Egenvirdet A, har multipliciteten #,.
Systemets ordning ér

m il
n= 2 r= 2 rang (K))
i=1 . i=1
Vi sammanfattar resultatet som

Sars 9.1

Givet en dverféringsfunktion G(s) med enkla poler s=i, Lit partislbriks.
utveck]ingen vara

m

Gs)=

= t

L&t r, vara rangen av K. Det finns dd ett dynamiskt system av ordningen

som har den givna &verféringsfunktionen.

Vi visar med ett exempel att man litt kan underskatts ordningstalet for ett
system. Betrakta Sverféringsfunktionen

1 2 [ 1 2] [0 0]
Ft+1 s+ 1 1 0; |11
Gs)= -1 1] s+l a+2

(s+1)(s+2) s+2
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Vid hastigt piseende verkar det som om systemet har ordningen 2 men
r+r,=2+1=3. Stledes behdvs det &tminstone ett tredje ordningens system
for att realisera dverfdringsfunktionen,

Felbeddmning av ordningstal dr ett av de vanligaste felen vid analys av
flervariabla system. Det finns tyvirr ménga fel av detta slag i den publicerade
litteraturen,
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4. Analys av aterkopplade
system

1. Inledning

Vi skall nu nirma oss det reglertekniska huvudproblemet — syntesen. For
att £& ingyn i hur ett dterkopplat system fungerar och vilka fordelar som kan
uppnds med aterkoppling, skall vi forst analysera ett typiskt reglersystem.
Resultaten frin det speciella exemplet skall sedan generaliseras.

Betrakta principschemat for ett reglersystem i fig. 1.1. I kap. 2 och 3 ut-
vecklades matematisk teknik for analys av dynamiska system. Vi skaffade
oss siledes verktyg for att studera delsystemet 1. Delsystemet II som rep-
resenterar Sterkopplingen eller styrlagen, &r i ménga praktiska fall ocksd ett
dynamiskt system. Vi observerar att om sivil system som styrlag ér stationdra
dynamiska system, s& kommer dven det &terkopplade systemet att vara ott
stationdrt dynamiskt system. Den teknik som utvecklades i kap. 2 och 3 kan
sdledes anviindas dven f6r analys av &terkopplade system.

T detta kapitel skall vi undersoka hur ett systems egenskaper péverkas vid
atexkoppling. Vi skall finna att terkopplingen ger ménga fordelar. Systemets
kiinslighet for belastningsvariationer och variationer i systemparametrarna
kan avsevirt nedbringas. Systemets f6rmaga att £6lja variationer i insignaler
kan likaledes férbittras med hjalp av dterkoppling. :

Vi skall i stort sett £6lja den historiska utvecklingen och vi bérjar i avsnitt 2
med att studera varvtalsreglering av en &ngmaskin, Avsikten med analysen
#r att handgripligt demonstrera ndgra av de viktigaste egenskaperna hos ter-
kopplade system. Fr att icke i onddan tynga framstillningen med algebraiska
manipulationer forenklas problemet. De approximationer som gors, &r 1 stort
sett samma som gjordes i Maxwells och Vyshnegradskiis originalarbeten.
Den forenklade analysen av 4ngmaskinregleringen visar att med hjilp av &ter-
koppling kan fel, orsakade av storningar frin systemets omgivning, goras
mindre. Aterkopplingen medfsr 4ven att systemet ej dr sd kansligt f6r para-
metervariationer. Analysen visar att, i det fall d§ styrsignalen gbrs propor-
tionell mot utsignalens avvikelse frin det énskade referensvirdet (proportionell
reglering), erhalls i stationdrt tillstdnd ett bestdende fel i utsignalen. Detta
kan avhjilpas om styrlagen modifieras si att utsignalen fir en term, som &r
proportionell mot reglerfelets tidsintegral (proportionell och integrerande reg-
lering). Vi demonstrerar &ven hur en alltfér forenklad analys kan leda till
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Fig. 1.1, Principschoma fér reglersystem.

felaktiga slutsatser. Om man fdrsuwnmar centrifugalregulatorns dynamik (dvs.
antar att regulatorn efter en forindring i maskinens rotationshastighet ome-
delbart antar sitt nya jimviktslige), sd finner vi att det iir gynnsamt att ha
hog forstirkning i dterforingskretsen. En mer detaljerad analys visar dock att
en alitfir hig forstérkning leder till instabilitet.

I avsnitt 3 visas hur de slutsater, som erhdllits ur det enkla exemplet, kan
generaliseras. Vi understker for en klass av system hur deras férméga att f6lja
styrsignaler och att eliminera stirningar kan hérledas ur Gverféringsfunk-
tionerna for systemets delar. Ett av huvudresultaten dr en enkel metod for
bestdmning av ssymptotiska uttryck for reglerfelet di storningar och styr-
signaler dr polynom i tidsvariabeln. Denna analys leder till inférandet av
begreppen felkoefficienter och styvhetshoefficienter. Resultaten av analysen
kan direkt anvéindas for att i enkla fall avgdra huvurvida en regleruppgift gar
att 16sa med proportionell reglering eller om det ir nédvindigt att infora en
eller flera integratorer i systemet. Vi understker vidare hur kénsligheten for
variationer i systemets parametrar pdverkas av dterkopplingen. Vi anknyter
hér till Blacks uppfinning av den aterkopplade forstérkaren.

2. Varvtalsregiering av en dngmaskin

Vi skall nu betrakta det Itreta reglertekniska system som analyserats mate-
matiskt — dngmaskinen. Analysen #ir baserad p&d Maxwells och Vyshnegradskiis
arbeten.

Det system vi betraktar dr siledes en &ngmaskin, Systemets insignal ér
dngventilens Sppningsvinkel, Systemets utsignal ér maskinens rotationshas-
tighet. Systemets syfte dr att maskinen skall rotera med konstant varvtal,
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Fig. 2.1, Forenklad bild av dngmaskinsystemet (det dppna systemet). Insignalen
#r &ngventilens dppningsvinkel g. Utsignalen #r maskinens vinkelhastighet e.

['}

trots stOrningar frAn omgivningen i form av belastningsvariationer och varia-
tioner i Angtryck. Dessutom &r det Onskvirt att man snabbt skall kunna
dndra maskinens rotationshastighet frdn ett konstant virde till ett annat.
I fig. 1:2.1 visades en enkel centrifugalregulator {6r konstanthillning av dng-
maskinens varvtal. Vi hnvisar till detta kapitel f6r en redogirelse av empi-
riskt funna egenskaper hos cenfrifugalregulatorer. Vi gkall nu analysera det
reglersystem, som bestér av en 4ngmaskin med den centrifugalregulator som
vigsades 1 fig. 1:2.1. Forst analyserar vi dngmaskinens dynamiska egenskaper
{det Oppna systemet) och sedan skall vi studera hur systemets egenskaper
dndras d& regulatorn infors, dvs. dd systemet dterkopplas. Slutligen skall vi
undersika hur resultaten beror av regulatorns egenskaper. Hirvid skall vi
dven diskutera de mer sofistikerade regulatorerna som omnimndes i kap. 1.

Analys av det 6ppna systemet

Vi skall férst stélla upp ekvationer, som beskriver hur &ngmaskinens varvtal
beror av &ngpddraget. Bektrakta det system vars insignal dr dngventilens
tppningsvinkel ¢ och vars utsignal &ir ingmaskinens vinkelhastighet  (fig. 2.1).

L&t J beteckna tréghetsmomentet for dngmaskinens axel med svinghjul
och belastning. LAt vidare M, vara det moment varmed lasten pdverkar
maskinen samt M, det drivande moment som erhilles frén &ngmaskinens
cylinder. P4 motoraxeln verkar dessutom ett friktionsmoment M, frin lag-
ringen. En momentekvation fir svinghjulsaxeln ger

dw

JE=MD_MB_MF {2.1)

Det drivande momentet M, beror av &ngventilens sppningsvinkel och dess
utformning, ingans tryck och temperatur, axelns vridningsvinkel m. m, Fank-
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tionssambandet 4r 1 allmidnhet mycket komplicerat. I analysen skall vi forut-
séitta att svinghjulets troghetsmoment dr 84 stort att vi kan rikna med ett
medelvirde av det drivande momentet dver vridningsvinkeln 27, Vi gér vidare
det starkt férenklade antagandet att friktionsmomentet dr en linjir funktion
av vinkelhastigheten ¢, dvs.

M.=Dwo

Efter dessa forenklingar finner vi att &ngmaskinen kan beskrivas med fsljande
ekvation

dw
JE+Dw=MD—MB (2.2)
dér det drivande momentet My beror av insignalen ¢. Denna f6renklade ekva-
tion anvindes dven i Maxwells analys. Med de férenklade antagandena finner
vi siledes att &ngmaskinen #r ett dynamisks systefn av forsta ordningen,
Systemet dr olinjdrt framforallt beroende pd det samband som rider mellan
det drivande momentets medelvirde éver ett varv och dngventilens dppnings-
vinkel,

I stationdrt tillstind, dvs. £6r konstant ventillige och ddrmed #ven konstant
drivande moment och konstant belastning, roterar &ngmaskinen med konstant
varvtal

@’ = (Mp— M%)/D (2.3)

Vid en plotslig belastningséndring frin ett konstant belastningsmoment till
ett annat kommer rotationshastigheten att svénga in sig efter en exponential.
funktion med tidskonstanten J/D. I stationirt tillstdnd erhélls en bestdende
férandring

Aw=~AM,D 2.4)

Ur denna synpunkt verkar det vara mycket fordelaktigt att ha en hog démp-
ningskoefficient. Dels erhdlls en snabb insvingning, dels en liten avvikelse i
vinkethastigheten. En hog ddmpningskoefficient D betyder emellertid att
friktionen pd motoraxeln dr hog. Detta orsakar naturligtvis energidissipation,
virmeutveckling och lg verkningsgrad, vilket ej dr onskvirt.

Innan vi kan undersbka det aterkopplade systemet, méste vi forst undersika
regulatorns dynamiska egenskaper.

Analys av centrifugalregulatorn

En schematisk skiss av centrifugalregulatorn med hévarmssystem och dng-
ventil visas i fig. 2.2.

Vi infér beteckningar enligh fig. 2.2, For att ej komplicera analysen antas
att geometrin #r sddan att dngventilens Sppningsvinkel ¢ #ir lika med vin-
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Fig. 2.2, Forenklad bild av centrifugalregulator med hivarmssystem och dngventil.
Insignalen #r spindelns vinkelhastighet w. Utsignalen #r ventilens instéllnings-
vinkel ¢.

keln 0. Vinkeln 8 beror av liget x, hos instdliningsskruven och kulornas ut-
slagsvinkel ¢, Det giller att

tg ¢ =t 0= (21, cos p— ) lg (2.6)

L&t I, beteckna avstdndet mellan pivotpunkten O och ena kulans masscentrum
och 14t g beteckna tyngdaccelerationen. Anta vidare att regulatorn &r sym-
metrisk samt att hivarmarnas massa och friktion kan férsummas. D& giller
i stationdrt tillstdnd foljande samband mellan hivarmarnas utslagsvinkel g
och axelns vinkethastighet w

g sin p=c?®, sin p cos p
Regulatorns utslagsvinkel ges siledes av
cos p = g/(w;) (2.6)

Sammanfattningsvis finner vi siledes filjande relation f6r regulatorn, som
anger hur &ngventilens Gppningsvinkel ¢ beror av vinkelhastigheten w och
regulatorinstéliningen «, i stationdrt fillstdnd

@ =g@(w, ¥,) =arctg [2Lg/(w?, 1) — /1] ’ 2.7

Om vi nu gér det férenklade antagandet att regulatorns massa dr forsumbar
83 att det stationdra tillstdndet instiiller sig momentant, finner vi sdledes att
regulatorn kan karakteriseras med ett rent statiskt samband (2.7). Vi skall
senare analysera konsekvenserna av antagandet.
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Analys av det aterkoppliade systemet

Vi skall nu analysers det slutna systemet &ngmaskin med centrifugalregulator.
Detta system kan beskrivas med ekvationerna

J %‘;—’ + D= My(p)— My (2.8)
p=plw, z,) (2.7)

Vi antar att regulatorinstillningen {x,) r konstant och vi skall underséka hur
varvtalet kommer att férdndras vid smi belastningsvariationer. D& regulator-
instillningen dr konstant kan vi siitta

¢ =lw)

Anta nu att M~ M% =konstant. Maskinens varvtal antar dé det konstanta
virdet w, givet av

Doy = Mplglwe)) — My 2.9)

For att linjirisera systemekvationerna kring jémviktslosningen w = w, infdrs

dB,
C=—— (2.10
d(P © i )
dip{w) 41, cos® g,
' Al e 2tad T e 2.
A0 |uu Wil (2.11)

déir g, = p(w,). Talet C anger siledes kvoten mellan éndring i drivande moment
och #ndring i ventilinstillning, Talet K ir regulatorns forstdrkning. Det anger
vid sma férindringar kvoten mellan dndringen i &ngventilens vridningsvinkel
och indringen i varvtal. Talet K dr positivt, ty regulatorn fungerar sd att
ventilen stings d& vinkelhastigheten tkar (fig. 1:2.1). Vid smé firindringar
av ventilinstdllningen kring ett jamviktslige @, kan dngmaskinen siledes
beskrivas med den linjdriserade ekvationen

d
Jﬁ;(w—wo)JrD(wHwe)EO(@—%)—(MB“M‘.’?) {2.12)
Vidare kan regulatorn beskrivas med
=y~ K —wy) ) (2.18)

diir termer av andra och hogre orduing har utelimnats. Insétt (2.13} 1 (2.12),
Den linjiriserade ekvationen for det dterkopplade systemet kan di skrivas

J% (0 — ) + (D + OK) (0 — wo) = — (Mz— M%) (2.14)

Om belastningsmomentet dndras fran My till MS+AMp, sb dndres vinkel-
hastigheten till w,+ Aw dér

Aw=—AM,/(D+CK)
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—K=4D/C
1 K=D/C

\\ «+tOppna systemet

c 5 tD

J
Fig. 2.8, Visar varvtalsforindringen Aw vid en ékning av belastningen med AM,
for det Sppna systemet och fér det slutna systemet mied tvé olike vérden pé for-
starkningsparamotern K.

En jimforelse med analysen av det &ppna systemet visar skillnaden mellan
de &ppna och slutna systemen. I det Sppna systemet orsakar en belastnings-
variation AM, en varvtalsindring Aw=—AM,/D. Se ekvation (2.4). I fig.
2.3 visas varvtalsférindringen efter en Skning i belastningen. I det dterkopp-
lade systemet har kinsligheten for belastningsvariation M, siledes minskats
med en faktor D/(D -+ CK) jimfért med det Sppna systemet. Efter en plotslig
lastférindring sviinger det dterkopplade systemet in sig efter en exponential-
funktion med tidskonstanten J/{D + CK), dvs. en faktor (D + OK)/ D snabbare
én det Gppna systemet.

Observera att vid konstant ventilinstillning i det 6ppna systemet ir ekva-
tionerna for Sppna och slutna systemen (2.2) resp. (2.14) identiska sinéir som
pd virdet av dimpningsparametern. Om man experimenterar med det &ter-
kopplade systemet (2.14) genom att indra belastningen och observera maski-
nens vinkelhastighet 84 uppfér sig systemet pd precis samma sitt som ett
Sppet system (2.2) med dimpningskoefficienten D +CK. Vi kan siledes siga
att Aterkopplingen skenbart Skar maskinens diémpning. D& diémpningen in-
fiirts artificiellt genom &terkoppling, &tfdljs den emellertid ej av den energi-
dissipation, som erhélls vid tkad viskss friktion pd motoraxeln. Aterkopplingen
gor det alltsd mojligh att erhdlla ett system som har alla fordelarna hos ett
system med hig ddmpning (snabb insvingning och litet fel i stationirt till-
stdnd) utan att ha dess stors nackdel {energidissipation),

Av ekvation {2.9) foljer vidare att om regulatorns instillning (x,) dr konstant
kommer maskinens hastighet i stationdrt tillstdnd att bero av belastningen.
Det ir sdledes e méjligt att kalibrera regulatorns instillning i varvtal.

Proportionel och intagrarande &terkoppling
I den enkla centrifugelregulatorn, fig. 1:2.1, dr forindringen i styrsignalen
{dngventilens vinkelliége) proportionell mot varvtalsindringen. En sidan re-
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Fig. 2.4. Angmaskin med PI-regulator. D3 dngmaskimens hastighet @ Skar si
&kag dven kulornas utslagsvinkel y, Harvid lyfts punkten A via hévarmesystemet.
Ventilarmen € héjs d& genom kopplingen via linken B. Aven kulorna D hojs d&
de #ir firbundna med 4. D& D Hgger an mot skivan F, som roterar med konstent
hastighet, 5kas kulornas hastighet proportionellt mot ligesidréndringen for 4.
Kulorna D ligger an mot cylindern F, vilken ér férbunden med skruven (¢ som
géngar { en mutter H fist vid hivarmen K. Hivarmens hogra éndpunkt far da
en uppatriktad hestighet, som &r proportionell mot tidsintegralen av punkten 4:s
férskjutning, Ventilarmens lige blir d& proportmnell maot A:s lige och mot tids-
integralen av A:s ldge.

gulator kallas darfr proportionell regulator eller P-regulator. Analysen av
dngmaskinregleringen visade att med denna regulator erhills dven i stationdrt
tillstdnd en avvikelse i vinkelhastigheten efter en dndring av belastningen
frin ett konstant virde #ll ett annat. Man kan dé frigs om det inte dr mojligt
att konstruera en regulator s& beskaffad att en dndring av belastningen ej
Teder till ndgon bestiende férindring av vinkelhastigheten. Sidana regulatorer
konstruerades redan pd 1800-talet av flera sngmaskinkonstrukttrer. Den
matematisks innebérden av dessa konstruktioner dr att ventilutslaget gbrs
proportionellt mot sdvil reglerfelet (w - w,) som reglerfelets tidsintegral, dvs.
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gl 1) — plog) = — Klw — we) — K ft(w"wu) ds (2.158)

Den styrlag som beskrivs av ovanstdende ekvation kallas proportionell och
integrerande. Motsvarande regulator bendmns ofta Pl-regulator. Fig. 2.4 visar
hur en Pl-regulator kan realiseras praktisks. I fig. 1:2.3 visas en annan regula-
tor, som &r rent integrerande.

Vi skall nu understka egenskaperna hos en dngmaskin, som ir férsedd med
en proportionell och integrerande regulator. Ekvationen fir regulatorn (2.15)
kan skrivas

dp _ do _
R G A (2.16)

Vi har tidigare visat att Sngmaskinen kan beskrivas med den linjiriserade
ekvationen (2.12) dvs.

T % (@=09) + Do~ wo) = Olp = o) ~ (Mo — M%) 212)

For att beskriva det slutna systemet inférs tillstAndsvariablerna
Ty =0 — ey

Ta=P "¢

Lat insignalen vara

u=M,—M%

och utsignalen

Y=m—wy

Kombineras ekvationerna (2.12) och (2.16) erhills f6ljande ekvation for det
dterkopplade systemet

%= ~{D/Ty2,+(C/ Ty xy—u/T
%m —K%‘—lel= — (K, — ED/J) %, — (EC/J) 23+ (K /J) u 2.17)

Det aterkopplade systemet &r sidledes ett linjiirs, tidsinvariant system
8(4, B, C, D) med

_[-pM c/J B2 _ ~
4= — (K, - KD/J) ~K0/J]’ B“[ K/J}r O=[1 0}, D=0  (218)

Insignal-utsignalrelationen erhdlls direkt genom att man deriverar {2.12) och
eliminerar dp/di med hjilp av {2.16). Vi finner d4§

4

J‘—;%'(w—wo)+(D+KG)gz(m—mo)+K16‘(w—wo)= d (Mg— M%) (2.19)

“ar
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Systemets karakteristiska ekvation dr
det [sI —A]|=s2 +e(D{J +KC[J)+ K, C]J =0 (2.20)

Da samtliga koefficienter &r positiva, foljer av stabilitetsanalysen i avsnitt
2:11 att systemet dr stabilt. Fér konstant virde pd M,— MY} erhills di en
stationdr losning
ot T e 4y a0y — 0 |

g P e A a2
1 stationirt tillstdnd kommer vinkelhastigheten e shledes alltid att Gverens-
stiimma med referensviirdet w, oberoende av belastningsvariationerna. Ventil-
instéllningens stationiira virde kommer emellertid att bero av belastningen.
Ventilen kommer siledes att stilla in sig si att det drivande momentet M,
exalkt balanserar belastningsmomentet M. Observera att detta foljer direkt
av formen pa styrlagen (2.15) och att om det finns en stationdr l6sning
w—=konstant si maste det gilla att o =w, Om @ =konstant +=w, s& kommer
enligt (2.15) ventilliget g att viixa linjirt med tiden. Ekvation (2.15) medfor
d% att maskinens vinkelhastighet ej kan vara konstant och vi har fitt en
motségelse.

En jamforelse mellan ekvationerna (2.13) och (2.15) visar att den anmirk-
ningsviirda egenskapen erhélls p& grund av att styrsignalen ér en funktion av
reglerfelets integral. Detta faktum pipekades redan av Maxwell, som gjorde
en skarp distinktion mellan de bida styrlagarna (2.13} och (2.15). System som
realiserade den férsta styrlagen kallades moderaforer och system som reali-
serade den andra styrlagen regulaiorer.

Vid analys av dngmaskinen med en proportionell regulator fann vi att ma-
skinens varvtal i stationdrt tillstdnd ej endast beror av regulatorns instélining
utan #ven av belastningen. Med en proportionell och integrerande regulator
ir ddremot varvialet i stationdrt tillstdnd endast bercende av regulatorin-
stéillningen. Instéllningsskruven £6r PI-regulatorn kan siledes direkt kalibreras
i varvtal, Kalibreringen tillghr 58 att man for given instillning x,, (fig. 2.4)
bestiimmer vid vilken vinkelhastighet o, integratorn ger utsignalen noll. In-
stillningen z,, markeras sedan w,. Noggrannheten hos vinkelhastigheten for
det slutna systemet i stationdrt tillstdnd bestims siledes enbart av noggrann-
heten hos regulatorn med lénksystem. Den ir oberoende av dngmaskinens
egenskaper i 6vrigt. Om vi betraktar regulatorns instdllning som en insignal
till det &terkopplade systemet, kan vi sdledes siiga att med en Pl-regulator
dverensstémmer utsignalen (maskinhastigheten) i stationirt tillstdnd alltid
med insignalen. Med en P-regulator diiremot kan utsignalen avvika frin insig-
nalen fiven i stavionirt tillsténd.

Bestamning av l&mpliga parametrar f6r Pl-regulatorn

Vi har siledes funnit att styrlagen (2.15) har en limplig form. Om problemet
vore att konstruera on limplig regulator fér en Angmaskinreglering &terstér
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Ki=5a
M
E(‘j: 28-——ib
!(1=a
P e S
b
Fig. 2.5. Den karakteristiska eckvationens
riitter som funktion av paramestrarna K och
A% K,. Enheterna ér ¢ = (D + KC)*/4JC och b =

(D +KQ)j2J. -

nu problemet att bestémma koefficienterna K och K,. Vi léser detta problem
analysvigen genom att understka hur det dterkopplade systemets egenskaper
varierar med K och K.

Systemets (2.17) karakteristiska ekvation har rétterna

8,.= —(D+KC)/@N)+V[D+ KC/@IF—K, O/ (2.22)

Ritterna ligger sdledes alltid symmetriskt med avseende p& punkten
3= —(D+KO(2J). For B,<o=(D+KCP/4JC} dr rétterna reella, for
K, >a §r rotterns komplexa. Fig. 2.5 visar hur rétterna beror av parametrarna
K och K. D§ lésningen till systemekvationerna (2.17) sammansitts av linjira
kombinationer av exp s, dér s, ir den karakteristiska ekvationens rotter, ger

05
DAwW
A Mg K(=50a li1=53 Ky=a K{=0
0 Parad y—-:*u,..J
fns? l ,,.-"”
=
<_,,//
-0.5
0 5 )
J

Pig. 2.6. Vinkelhastigheten Aw efter en Skning av belastningen for en dngmaskin
med proportionell och integrerande reglering {w =Ke + K, j'e(t)dt). Konstanten K
har virdet K = D0 och konstanten K, har givits fyra olika virden 0, g, 5 och
50a dir o = (D +OK)/4JC.
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10log |G|

00g a 7

el
L~ N

0.1 1 10
wT
Fig. 2.7. Amplitudkarva for éverféringsfunktion frén stérmoment till vinkelhastig-
het £6r Angmaskin med proportionell och integrerande reglering. Overforingsfunk-

Pl

tionens maximum #r @ =1/(2¢ VKz an

fig. 2.5 ett kvalitativt uttryck pd hur det Aterkopplade systemets egenskaper
beror av parametrarna K och K.

Fig. 2.6 visar #ndringen i vinkelhastighet efter en sprdngvis kning av
belastningen M. Vi finner att ett limpligt vérde pd K, dr 2a—5a. Vidare
finner vi att systemet sviinger in sig snabbare ju hégre virdet pd K dr. Syste-
met forefaller alltsd att bli bittre och béttre ju higre viirde pd K vi viljer.
Vi skall 4terkomma tiil denna friga i niista avsnitt.

Overforingsfunktionsn fran belastning till vinkethastighet

Vi har hittills endast diskuterat indringar i vinkelhastigheten orsakade av
stegstérningar i belastningen. Vi skall nu kvalitativt bedéma hur andra typer
av storningar piverkar systemet. Overforingsfunktionen frin momentstir-
ningar till vinkelhastighet &r

8
GO = =~ 72 (DFKC) s + K, O
Infor
T2 =J|(K,C)

(=(D+EKO(2TK,C)

Overforingsfunktionen ¢ kan dd skrivas pd standardformen

sT

= — -4 =
&) (K, CJ) 1+ 22T+ 9T

Amplitudkurvan fér denna Sverforingsfunktion visas i fig. 2.7. Det framgdr
av diagrammet att systemet iir kiinsligast for momentstorningar med frekvens

w=1/T= VK, C[J, men att sdvil higre som ligre frekvenser dimpas effektivt.
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X2

Fig. 2.8. Forenkiad bild av centrifugalregulatorn

med det koordinatsystem som anviinds fér analys

av systemet. Koordinataxeln w, ér vinkelrdt mot
X1 @y och zg-axiarna.

Analys av cantrifugalregulatorns dynamik

Den forenklade analysen i foregiende avsnitt gav bl a. som resultat att, vid
s&vil proportionell som proportionell och integrerande reglering, felen blir
mindre och insviingningen snabbare ju hogre virde pd parametern K som
viljs. I verklighoten kommer dock stora viirden pd K att leda till att systemet
plir instabilt. Diskrepansen mellan verkligheten och vér analys beror pd de
forenklade antaganden som gjorts i analysen. Vi skall nu gbra en négot for-
finad analys, som ger en mer realistisk bild av verkligheten i detta avscende,
Det finns ménga brister i den férenklade beskrivning av systemet, som ges av
ekvationerna {(2.12) och (2.13). Sdvil modellen f6r &ngmadkinen (2.12) som
modellen for regulatorn (2.13) &r mycket schematiserade. Vi skall hir god-
tyekligt vilja att gora en bittre beskrivning av regulatorn. Det finng tvd
skil till detta val. Dels iir det littare att analysera regulatorn, dels Gverens-
stiimmer det med den historiska utvecklingen. VAr analys foljer i stort sett
Vyshnegradskiis arbete.

Den mest markanta bristen i modellen (2.13) av regulatorn &r att vi for-
summat regulatorns dynamik. Vi har med andra ord antagit att vid en fér-
#ndring i &ngmaskinens varvtal frin ett konstant vérde till ett annat, s kom-
mer centrifugalregulatorns kulor att omedelbart inta det nya jamviktsldget.

Fig. 2.8 visar en forenklad bild av den del av regulatorn, som innehéller
pendelarmarna, For en schematiserad bild av hela regulatorn hinvisas till
fig. 1:2.1.

Vi antar fortfarande att regulatorn dr symmetrisk och att hiivarmarnas
massa kan forsummas. Dessa antaganden dr ovisentliga men férenklar rdkne-
arbetet, Vinkeln yp #ir regulatorns utslagsvinkel, o &r regulatorns vinkethas-
tighet. Problemet ar att finna det dynamiska sambandet mellan o och .
For att beskriva regulstorns rérelse infors koordinatsystemet ;%% som
antytts i fig. 2.8. Koordinatsystemets origo ir fixt men koordinatsystemet ir
188t till pendeln och medféljer i dess rirelse. Koordinatsystemet har vinkel-
hastigheten

131




4:2

. dy
Q= —wd, cos y+ wf, sin y+ - 7 :2 {2.23)
diir £; betecknar enhetsvektorn langs x,-axeln.

Om J fir beteckna pendelns tréghetsmoment med avseende pd axlarna x,
och x; sd blir pendelns rérelsemingdsmoment

M=Jw sin pf, +J(§é,:ﬁ

Pendeln pdverkas av tvd moment. Det ena beror av tyngdkraftens inverkan
och det andra beror av den dimpning som erhélls pd grund av pendelarmarnas
lagring. Vi gor det férenklade antagandet att friktionsmomentet &r propor-
tionellt mot dy/dt. Det yttre moment som pdverkar pendeln ér sdledes

- (mg fy sin g+ in—?) #g

Vidare exrhlls féljande uttryck pd rérelsemingdsmomentets tidsderivata

dm dey dy dé, |, dy di,
& J(de siny+o g FRR
(2.24)

Men di#,/dt=Q x #, dir x betecknar kryssprodukt. Vi finner siledes f6ljande
ekvation fir regulatorn

ceszp) £, +Jﬂ;t‘g)£ +Jwsiny

diy dy
JEEE*J(» sin g cos y+ bJ d—+mgl siny=0 {2.25)
diir
J=ml}

Ekvation (2.25) har en stationéir 16sning som ges av
Lw? corp=g : {2.26)

vilket Sverensstdmmer med ekvation (2.6}, som erhélls ur en forenklad analys,
Om vi vidare férsummar trogheten i hdvarmssystemet giller enligt (2.5) fol-

jande relation mellan regulatorns utslagsvinkel g och dngventilens Sppnings-
vinkel

tg @ ={2, cos p—zx,)l (2.6)

Vi finner siledes att om vi tar hdngyn till kulornas massa, s4 #r centrifugal-
regulatorn ett dynamiskt system av andra ordningen, Insignalen ir pendelns
rotationshastighet @ och utsignalen ér dngventilens Sppningsvinkel ¢. Om vi
linjériserar ekvation (2,25) kring den jimviktslésning e, 1, som ges av (2.26)
och sedan utnyttjar det statiska sambandet (2.6) mellan kulornas utslags-
vinkel ¢ och dngventilens 6ppningsvinkel ¢ erhalls efter elementéra rékningar
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d* d

g PP b o (g~ o)+ ale —go) = — aK(w — w,) (2.27)
dér

a =g sin® e/{l; cos ;) (2.28)

och K &r regulatorns statiska fdrstdrkning som definieras av elvation (2.11).
Hirledningen av ekvation (2.27) underlittas om vi observerar att det foljer av
ekvationerna (2.5} och (2.26) att p —pg= — K{w —w,) i stationdrt tillsténd.

Analys av dngmaskinregiering med proportionell dterkoppling
dé regulatorns dynamik e} forsummas

Vi skall nu understka hur analysen av en dngmaskin med P.regulator kommer
att foréndras om vi tar hinsyn till regulatorns dynamik. Om vi linjériserar
kring jimviktsliget, som ges av ekvation (2.9), finner vi att{ dngmaskinen kan
beskrivas av ekvation {2.12), dvs.

78 (@)t Dl w0) = Clp— go) ~ (My— M%)

och att regulatorn kan beskrivas med ckvationen (2.27), dvs.
d? d
72 P %) Tb o (g — o) T alp— o) = —aK(w— )

Fir att beskriva det dterkopplade systemet inférs nu tillstdndsvariablerna
Ty =0 —w, |

23 =@ =P =P ~Plevy}

xy =dm,/dt

insignalen

u=My— M

och utsignalen

¥=x

Det dterkopplade systemet ér ett linjirt, tidsinvariant system 8(4, B, C, D)
med

-D/J ¢/F 0O ~1/J
A=l 0 o0 1}, B=| o |, ¢=[1 0 0}, D=0 (2.29)
—aK —a —b 0

Systemet karakteristiska ekvation &r
det fsI — AJ= (s + D[J)s{s + b} + a KOS +a(s+ D}J)=0 {2.30)
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dvs.

8ty st taysa,=0

diir

a,=b+D[J

a,=bhD}J+a

a,=aD|J taKC}J (2.31)

Det f5ljer nu av exempel 2:11.3 att karakteristiska ekvationen (2.30) har
samtliga rétter i vinstra halvplanet om

g <ty y
Systemet ar da stabilt. Utnyttjas (2.31) kan stabilitetsvillkoret skrivas
KOjD<ba-+bJ|D-bDj(aJ)

Vi finner siledes att stabilitctevillkoret ger en &vre grins for regulatorns
forstirkning K. For att kunna ge en fysikalisk tolkning till stabilitetsvillkoret
infors parametrarna

T=J|D &ngmaskinens tidskonstant

f= Ve regulatorns egenfrekvens

= 2% regulatorns dampningskoefficient (i typiska fall ir 0< (< 1).
Stabilitetsvillkoret kan d4 skrivas

KC|D<20120 + BT +(BT) 1] (2.32)

Om stabilitetsvillkoret &r uppfyllt och om belastningsmomentet dndras frin
jamviktsvirdet M% #ill det konstanta viirdet M5 +AM p, éndras det dynamiska.
systemets tillstdnd frén z =0 till det konstanta virdet a® givet av

Az®+ BAM =0

dvs.

2®=|g— gy = | - AMz K{(D+ KC}
dp/dt 0

Andringen i vinkelhastighet blir siledes densamma som i det fSrenklade fallet.

Vi finner siledes att den forenklade analys som baseras pd antagandet
att regulatorns dynamik #r forsumbar kan ge helt felaktiga resultat. Den
forenklade analysen visar sdledes att det dr gynnsamt att vilja regulatorns
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Fig. 2.9. Visar vinkelhastighetsfordndringen Aw efter en Gkning av belastningen
for en Angmaskin med proportionell dterkoppling med olika vérden pd regulatorns
forstarkning. Regulatorns parametrar har velts sé att 87 =1 och { =0,6. Figuren
visar iven vad som hinder d& regulatorns dynamik férsummes i enalysen.

forstarkning s& stor som méjligh. Om regulatorns dynamik medtas finner vi
emellertid att det finns en Svre grans for regulatorns firstirkning som ges av
ekvation (2.32). Om denna grins Gverskrids, blir systemet instabilt. Jémfsr
fig. 2.9.
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Fig. 2.10. Blockschema for sngmaskin med regulator. Angmaskinblocket har tvé
insignaler: &ngventilens ppningsvinkel ¢ och belastningsmomentet Mg, och en ut-
signal: maskinens vinkelhastighet w, Regulatorblocket har tv4 insignaler: regulator-
installning x, och vinkelhastighet w, och en utsignal: &ngventilens dppningsvinkel .

Sammanfattning och generalisering

Sammanfattningsvis finner vi sdledes

® Med proportionell reglering erhélls ett bestdende fel i vinkelhastighet ofter
en belastningsindring. Felet avtar di regulatorns férstdrkning Skar. Regu-
latorns instdllningsskruv (z, i fig. 2.2) kan ej kalibreras i vinkelhastighet
d& maskinens varvtal i stationdrt tillstdnd beror av belastningen,

® Med proportionell och integrerande reglering erhills inget bestiende fel
efter en belastningsiindring. Regulatorns instéllningsskruv kan graderas i
vinkelhastighet. Noggrannheten i kalibreringen beror endast av preci-
sionen 1 regulatorns mekaniska delar.

@ Starkt idealiserade matematiska modeller leder litt till felaktiga slutsater.
Den forenklade modell dir regulatorns dynamik férsummats indikerar
t. ex. att det skulle vara gynnsamt med en regulator, som har myckef
hog forstirkning. En noggrannare matematisk modell, som tar hinsyn till
regulatorns dynamik, visar dock att higa forstérkningar medfér att syste-
met blir instabilt.

T fig. 2.10 visas ett blockschema for dngmaskin med regulator.
De olika fall vi analyserat motsvarar olika Sverforingsfunktioner Gp(s} for
regulatorn. Det giller :

Proportionell reglering df regulatorns troghet férsummas

Ges)=K

Proportionell och integrerande reglering di regulatorns tréghet forsummas
Qp(s)=K + K,Js
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Proportionell reglering da regulatorns tréghet e férsummas

aK

Bl = s a

Det vore nu naturligt att dven understks fallet med Pl.-reglering da regu-
latorns tréghet ej &r forsumbar, Vi genomfdr e analysen utan ndéjer oss med
att ange att dven i detta fall méiste férstérkningsparametern K vara mindre
in ett givet virde for att systemet skall vara stabilt.

L&t oss slutligen pépeka att de enda egenskaper hos dngmaskinen vi utnytt-
jade f&r analysen var att den kunde beskrivas som ett linjirt dynamiskt
system av forsta ordningen, som karakteriseras av elivationen

T%f-i—w Ku+Kv

diir & #r utsignal, w styrvariabel och ¢ stérning. D4 mdnga andra tekniska
system kan beskrivas approximativt med dessa elvationer, dr den genomfirda
analysen dven giltig fir manga andra system, t. ex. vid hastighetsreglering av
explosionsmotorer, ankarstyrda lkstrimsmotorer, turbiner, temperaturregle-
ring av enkel ugn och nivireglering av tank med hjdlp av utflodesventil.

3. Kvalitativ analys av dterkopplade system

Ur den forenklade analysen av dngmaskinregleringen erhills filjande slut-
satser:

® (enom en proportionell dterkoppling kan det fel i rotationshastigheten,
som orsakas av tryck och belastningsvariationer, minskas. Om styrlagen
forses med en term proporticnell mot felets tidsintegral kan felet i statio-
niéirt tillstdnd helt elimineras.

® Genom &terkoppling kan systemets egenskaper i viss utsfréckning goras
obercende av variationer i systemets parametrar. Det dterkopplade syste-
mets noggrannhet i stationdrt tillstdnd bestims visentligen av métinstru-
mentets precision medan det ppna systemets noggrannhet kritiskt beror
av samtligas komponenters precision. Aven de komponenter som skall ge
stora krafter, miste hos det Oppna systemet vara noggranna,.

Vi skall nu understka i vilken utstrickning dessa slutsater giller for andra
typer av Aterkopplade system. Vi studerar en klass av system vars block-
schema visas 1 fig. 3.1,

Systemets insignal betecknas med u, dess utsignal med y. Variabeln » be-
tecknar en stérning och e dr reglerfelet, Vi forutsitier att systemets syfte ar
att utsignalen skall reproducera insignaien si viil som méjligt trots stérningens
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V(s)

Y(s)

G4(s) . G,(s)

- Hz(s)

Fig. 3.1. Blockschema for reglersystem med en insignal » och en stirsignal v.

inverkan. Overforingsfunktionerna Gy(s), Gu(s) och H,(s), H,{(s) motsvarar
s&vil systemet som de styrlagar som inforts for att {4 ett system med Gnskade
egenskaper. Overforingsfunktionen

Gols) = G1(8) Gols) Hols) (3.1)
kallas krefsoverforing (loop transfer funetion).

Vi skall nu for systemet 1 fig. 3.1 undersfka hur dess
® {ormiga att f6]ja styrsignaler

@ férmiga att eliminera stdrningar

@ kiinslighet for parametervariationer

beror av Sverféringsfunktionerna Gy(s), G,(s), H,(s} och Hy(s).

Frin fig. 3.1 erhdlls f6ljande samband mellan u, », y och ¢

Gy(s)

_G4(9) Ga(9) Hyls)
Y (s) ! 1+ G, (s) Gy {s) Hy(s)

1+ Gy(8) G,y (s) Hy(s)
F(s) = Hyls) Uls) — Hyls) Y{(s)

Uis)+

Vis) (3.2)

Vi finner sdledes att om beloppet av krets6verforingen Gy(s) &r mycket stdrre
#n 1 &4 giller approximativt
H,(s) 1

~ Hz (8-)- U(S} + a,’l (8) HLTS) V{S) (3.3)

¥(s)

RSignaltransmissionen frén » till y bestdms siledes vasentligen av dverfdrings-
funktionerna H,(s) och H,{s) och #r i stort sett oberoende av kretstverfd-
ringen Gy(s). Observera att om H,{s)=1, s& ir Sverforingsfunktionen frin u
till y approximativt 1/H,(s), dvs, inversen av overféringsfunktionen i dter-
kopplingskretsen. Det foljer av (3.3) att om |Gy(s) Hy(s)| =1, dvs. om det
visentliga bidraget till kretsforstirkningen Gofs) kommer fran Gy(s)Hy(s), sd
kommer stérningen » endast att ha obetydlig inverkan p# utsignalen y. Jim-
for 3.1. D4 en integrator infors i systemet (jimfér exemplet med dngmaskin-
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U(s) Gy(s) Y(s)

-1 Fig. 32 Blockachema f6r enkelt slutet
system med kretstverforingen Gy(s).

reglering) &kas ¢, mycket kraftigt vid laga frekvenser och inverkan frin lang-
samma stérningsar mingkas aveevirt.

1 foljande avsnitt skall vi gora en kvantitativ analys baserad pi ovanstdende
heuristisks resonemang. D4 gystemet dr linjért giller superpositionsprincipen
och vi kan siledes separat studera inverkan av insignaler och stérningar pd
systemet.

Statisk noggrannhet. Felkoefficisnter

Vi skall férst understka systemets férméga att £6lja en klass av insignaler. Det
forutsitts att stérningarns dr noll. Vidare antas att i fig. 3.1 dr H,(s) = H,(s)=1.
Systemet har séiledes det blockschema som visas i fig. 3.2

Vi antar att det 6ppna systemet har Sverforingsfunktionen

(14 byt by bys™) b B(s)
SM(l+tastas+ ... +as% sTA(s)

Gy () (3.4)

Det slutna systemets dverforingsfunktion ir di

Y6)_ 0 Gals) _ kBls)
U6~ 0T T3 6, ko Bls) + 5" Als)

Observera att det kan vara litt att forvixla de dppna och slutna systemens
overforingsfunktioner. Vi skall dérir indicera det Gppna systemets dveris-
ringsfunktion med index 0.

Om » >0 har det 6ppna systemets tverforingsfunktion siledes en singularitet
i origo. Talet » kallas systemets dyprummer och motsvarar antalet integra-
tioner i det 8ppna systemet. Vanliga viirden pa » &r 0, 1 och 2. Talet &, kal-
las systemets kretsfirstirkning. Observera att Gy(s) ofta antar mycket stora
virden f6r smd s medan G{s) oftast antar virden nira 1 for smé s. Vi forut-
siitter vidare att koefficienterna @, och b, dr sidana att funktionen 1+ Gyfs)
har alla nollstéllen i halvplanet Re s< —a diir «>0. Samtliga poler till det
slutna systemet ligger d& till vinster om den riita linjen Res= —a.

Vi skall nu undersoka reglerfelet e=u—y, dvs. differensen mellan utsignal
och insignal d8 insignalen u &r polynom av n:te ordningen

w(f) =ug+u b Hugl? ..+,
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Reglerfelets Laplacetransform F(s) dr given av

1
E(s)= 1+ Uls)
D4 u(t) dr ett polynom av m:ite graden i ¢ 4r dess Laplacetransform U(s) ana-
Iytisk i hela planet utom i origo dédr funktionen har en pol av ordningen 7+ 1.
Funktionen F(s) har siledes poler i origo och poler till vinster om linjen
Re s= —a. Vi skall nu gira en asymptotisk uppskattning av reglerfelet e{f).
For att gora detta skall vi skriva E{s} som en summa av tva termer, dir den
ena har alla poler i origo och den andra har alla poler till vinster om linjen
Res=—a.

Infér koefficienterna e, definierade av
i -

— =g te sttt ... be, st ... 3.5
1+Gys) ° ° 2 n (3.6)

Serien konvergerar tminstone for [s[ < g, ty vi hade férutsatt att funktionen
1+@y{s) e} har ndgra nollstillen i halvplanet Re s> —a.
Funktionen E(s) kan d& skrivas pad foljande satt:

E(s)=[e,+e,5+es+ ... +e,8" U{s)

1
+ [I-I-—G’»o(s)_ €y €8 6282 T e ann:l U{S) (3.6)

Genom att anvdnda formeln foér Laplacetransformen av derivatan av en tids-
funktion (ekvation 2:8.2) kan vi direkt erhilla den tidsfunktion, som svarar
mot den forsta termen i hégerledet 1 (3.6). Vi finner

du(t) d™ut)

L ey e s+ ... te, ) Ul)=eult)+e ——+...+e, PR

it £>0

Vi observerar vidare att den andra termen i hégerledet av ekvation (3.6) ej
har ndgra singularitoter i halvplanet Re s> —o, ty
[+ Goe)] " =g era == eqs™= 0 (s"*%)
g3l
Us)= 0 (s Y
30

dir F(s)= 0 (s™) betecknar att F(s)/s" &r begrinsad di s—0.

30 :
Enligt sats 2:11.1 giller d& att motsvarande tidsfunktion ir begrinsad av
Ke ™. Vi finner siledes

e{t) —equil) —e; M— e —e, dult) < Ke ™ t>0 (3.7)

di "

Vilket leder till foljande asymptotiska uttryck f&r reglerfelet ¢

du(t drult
et) ~e ulf) +e, ME%)-F .o te, dt’s )

(3.8)
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Uppskattningen (3.7) visar hur snabbt det asymptotiska uttrycket uppnés.
Ekvation {3.8) visar att felet dr en summa av termer som #r proportionella
mot styrsignalen och dess derivator. Proportionalitetsfaktorerna utgérs av
talen ¢, Talen e, kallas diirfor felkoefficienter {error coefficients).

Vi sammanfattar resultatet som

Sars 3.1

Om éverforingsfunktionen [1+G(s)]™? e har nigra poler i halvplanet
Re ¢ > — a och om insignalen « dr ett polynom av n:e graden =4 géller féljande
olikhet for reglerfelet e

duft) _ dult)

e(t}— egu(t) —& dt vee T8y ‘ET

<Ke™, 1>0 (3.9)

dir talen e, dr felkoefficienterna, dvs. koefficieriterna f6r s i Maclaurin.
utvecklingen av 1— G(s)=[1 +Gy{s)] .

Ekvation (3.9) visar speciellt att om e;=e¢, =...=¢, =0, sd gir felet vid en
insignal i form av ett polynom av nite ordningen mot noll dé ¢ vixer. Vi fin-
ner vidare att fér ett system med kretsdverfdringen (3.4) giller

1 s"A(s}
1+Gy(s) s"A(s}+k,B(s)

Vi finner siledes f6ljande samband mellan felkoefficienterna och talen k,.

1. n=0 eg=—
2. n>0 g=..=e-1=0¢e, =

De forsta talen k, har dirfor fatt speciella namn. k, kallas stalisk konstant
{position constant, step constant), &, kallas hastighetskonstant (velocity con-
stant) och k, kallas accelerationskonstant (acceleration constant). Detta kommer
sig av atb det stationdra felet efter en stegstorning & &dr Aj(1 +k;). Tor ett
system med %, = co giller vidare att det stationdra felets storlek efter en ramp-
stérning ot dr vfk, ete. Med hjilp av felkoefficienterna kan vi siledes direkt
uppskatta reglerfelen vid enkla insignaler. Den genomférda analysen visar
#ven hur féljfelen kan minskas genom att man infor integrationer i det 6ppna
systemet.

Systemets formdga att eliminera stérningar,
Styvhetskoefficienter

I foreghende avsnitt analyserades systemets f6ljsamhet for insignaler under
forutadttningen att inga stdrningar verkar pd systemet. Vi skall nu undersika
gystemets kinslighet fér stérningar dé inga insignaler piverkar systemet.
(Genom superposition kan sedan de bida resultaten kombineras.
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U(s) E(s) Y(s)

G1 (s} Gs{s}

Fig. 3.3.

Betrakta det system vars blockschema framgdr av fig, 3.3.
LAt v(t) beteckns stirningen och e(f) reglerfelet. Anta att insignalen dr
noll. Vi finner

G’ Gyls) __ 1 Gy

BO= = 176,066 G 1T @

diir
Gols) = G{s) Gofs)

For ett reproducerande system skall gélla att kretsdverforingens belopp
|Golsy| &r stort inom insignalens frekvenshand. I vilken utstrdckning stor-
ningar dimpas beror d& pa var i systemet stérningen angriper. Om G;=1,
dvs. om stérningen intrider i systemet pd samma sitt som insignalen, sf kom-
mer stérningen att diimpas endast i ringa utstrickning. Om diremot Gyfs) =1,
dvs. stérningen piverkar utsignalen diiekt, s blir strningens démpning
mycket effektivare,

For att kvantitativt uppskatts stérningarnas inverkan kan vi forfara pé
samma sitt som vid analysen av systemets f6ljsamhet, Vi finner d&

SaTs 8.2

Om &verforingsfunktionen Gy(s){1+G1(s)Gy(s)]"" ej har ndgra poler i halv-
planet Re s> —«, «>0 och om v éir ett polynom av nite graden s& giller fél-
jande olikhet for reglerfelet e

do{t dv™ (¢
e(t) —cyv{t) — ¢y ;{t) vy jwﬁ) < Ke ™ (3.10)

diir K ir en konstant och talen ¢, ar koefficienterna f6r s* i Maclaurinutveck-
lingen av funktionen — @y(s)[1+Gy{s)Gu(s)] "

Koefficienterna i serientvecklingen

Ga(3)

) 1. ol S 2
15G,(5) G (9) Co+ o 8t es + ...

anger siledes hur systemet kan motstd inverkan av storningar, som kan
beskrivas med polynom. Talen ¢, kallas styvhetskoefficienter. Observera att
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om (,(s)=1, dvs. om stdrningen péverkar utsignalen direkt, si giller ¢,= —e,
dér ¢, dr felkoefficienterna.

ExgmreeL 3.1. Varvtalsreglering av en &ngmaskin

Vid proportionell reglering av en dngmaskin géller

Qy(s)=KC

Gyla)=

Js+ D

Jamfer fig. 2.10. Vi har siledes féljande uttryck pé overféringsfunktionen
frin storningen v till felet e

— G, (s) -1 ~1 J

15T Ga) CK+D+Js D+CE ' ° (D+CKP

Vi far
¢p=—(D+CK)*
e, =J(D+CK)™®

och finner omedelbart att ett konstant stdrmoment AM, i stationdrt #ill-
sténd ger ett fel 1 vinkelhastigheten

Aw=cyAMp=—AM/(D+CK)

Jamiér avenitt 2. T fallet proportionell och integrerande dterkoppling giller i
atillet '

Gy (sy=C(Ks+ Kj)[s

och vi finner foljande uttryck pd &verforingsfunktionen frén stérningen v till
felet e

_Gz(s) — —8 s_i+D+OK .y
1+ 6, (s)Guls) CK +s(D+OK)+Js&  CK, (GIQ)” Fo..
Vi far
€ =0

&= —(OK;)™

Ett konstant stérmoment ger alltsd ej ndgot fel i maskinens hastighet 1 sta-
tionirt tillstind.

Kénslighet §6r parametervariationer

Vid den forenklade analysen av dngmaskinreglering fann vi att det dterkopplade
systemet hade en skenbar dimpningskoefficient D + CK, dir X var regulatorns
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Referenssignal
Forstarkare

Reglerventil Fiédesmatare

I

Fig. 3.4. Reglerkrots bestdende av flodesmitare, forstéirkare och reglerventil,

forstirkning. Om K #r stor si dominerar termen CK och variationer i D
kommer ej nimnvért att piverka det slutna systemets egenskaper. Aterkopp-
lingen kan siledes medfora att det slutna systemet blir mindre kénsligt for
variationer i systemparametrarna. Detta dr ibland det enda skilet till att
dterkoppling anvindes. Vi har tidigare i avenitt 1:2 berdrt dterkopplingens
betydelse for langdistanstelefonin. I detta sammanhang &r problemet att
konstruera en elektronisk forstirkare, sor har extremt konstant forstirkning
trots variationer i de ingdende komponenternas parametrar. Detta problem
ldstes som tidigare ndmnts av H. 8. Black genom uppfinningen av den ater-
kopplade iorstirkaren. Vi citerar »By building an amplifier whose gain is
deliberately made, say 40 decibels higher than necessary (10 000 fold excess
on energy basis) and then feeding the output back on the input in such a way
as to throw away the excess gain, it has been found possible to effect extra-
ordinary improvement in constancy of amplification and freedom from non-
linearity.» Viillustrerar effekten med ett exempel.

Exemren 3.2

En reglerventil har olinjir karakteristik mellan ventillige % och flode y som
anges av funktionen

y=glu)=u?* 0l=xu<xl

Vid smé férandringar i ventilliget kan vi definiera ventilens frstérkning som

g%’: =g'(u)=2u

Om reglerventilen anvinds i en reglerkrets dér ventilliget kan variers mellan
gringerna 0,1 och 1,0, 884 kommer ventilens forstéirkning sdledes att variera
mellan viirdena ¢'(0,1)=0,2 och g'(1)=2.

En férstdrkningavariation med en faktor 10 kan i vissa fall medfdra mycket
stora oligenheter. For att eliminera dessa oldgenheter kan ventilen infbras i
ett dterkopplat system péd det sitt som illustreras i fig, 3.4,

Man infér siledes en flédesmétare. Signalen frin denna y subtraheras frén
en referenssignal «,, differensen w, —y forstirks. Den forstérkta signalen styr
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1.0
Y
08 -
Slutna systemet
0.6 ’ /
0,4
4
/ " Oppna systemet
; //
02 0,4 0,6 0,8 1,0
u

Fig. 3.5. Insipnal-utsignalrelationen fér Gppna oeh slutna systemen. Dot slutna
gystemet har k = 50. Jimfor linjariteten for Sppna och slutna systemen.

ventilens lige med hjilp av en servomotor. Vi skall nu visa att fSrstiirkningen
for det dterkopplade systemet kan héllas mycket néra konstant trots varia-
tionerns i reglerventilens forstirkning. Anta att den krets, som bestér av for-
stirkare och motor, dr ett linjirt statiskt system, dvs. att kvoten mellan
#indring i reglerventilens lige och dndring i flddesmitarens signal dr konstant k.
Det aterkopplade systemet kan di beskrivas med ekvationerna

e=u,—y

y=y(ke)

Elimination av e ger foljande samband mellan insignalen u, och utsignalen y
i _ i

wemytr g W)=yt Vy

déir g-1 betecknar den till g inversa funktionen. Det slutna systemets forstiirk-

ning ér

dy _ 2kVy 2 bu

du, 1+2kV;t;“ 1+ 2%ku

Genom att vilja k tillrickligt stort kan det slutna systemets forstirkning fds
att variera mycket litet trots att reglerventilens férstérkning varierar med en
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U S k) L(s) S
—H(s) e
Fig. 3.6,

faktor 10. For k=>50 varierar det slutna systemets férstirkning mellan grin-

serna
PR
119101 :

Det stutna systemets linjaritet &r dven mycket god. Med k=50 ar den stirsta
avvikelsen frin det linjira sambandet y =, given av
' 1.~ 1
max |4, —y|=max . Vy=7=0,02
v k k
1 fig. 3.5 visas insignal-utsignalrelationen f6r det Sppna och det dterkopplade
gystemet.

Vi skall nu underséka hur dterkopplingen p&verkar systemets kiinslighet for
parametervariationer i mer generella fall. Betrakta det system vars konfigura-
tion framgér av blockschemat i fig. 3.6. ‘

Uverforingsfunktionen frdn insignal till utsignal &r

Y(s)  _K(s)Lis)

GO = o)~ 1T Lis) HE)

¥sr att understka hur en systemparameter paverkar den totals Sverforings-
funktionen (/(s) inférs begreppet kinslighet (sensitivity). Med systemets kéns-
lighet 8, for variationer i ett delsystem 4 avses
s _dG A _dlg @

4@ dd dlog 4
Kénsligheten ér saledes en dverforingsfunktion. Den anger den relativa varia-
tionen i systemets Sverforingsfunktion vid en féréndring av nigon av de i
systemet ingende Gverforingsfunktionerna. Kénsligheten ar ett tekniskt
mycket viktigt begrepp da den indikerar vilka krav, som migte stillas pd de
i systemet ingdende komponenterna.

Ur ovanstiende ekvation erhills f&ljande uttryck pd de olika kdnsligheterna

g _dlog G_dlog K _
T dlog K dlog K
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Vi Ve

O
Fig. 3.7. Schematiskt diagram &ver Aterkopplad operationsfSrstérkare.

dlog G dlog L—dlog (1+LH) 1 .

=

dlog L dlog L " 1+LH
g dlog G dleg (1+LH) _ LH
B dlog H dlog H 1+LH

Vi finner siledes att kiinsligheten 8y alltid ar 1. I de frekvensband dir krets-
forstarkningen dr stor (|LH|>1) giller vidare att kinsligheten S, &r liten
medan kinsligheten S ér nira ett. De komponenter som ingdr i L behdver
shledes ej tillverkas med stor noggrannhet utan det édr tillfyllest om de kom-
ponenter som ingér i K och H ér noggranna,

Exemres 3.3. Operationsforstirkaren

Operationsférstirkaren dr en direktkopplad likspinningsfrstérkare med
mycket hog f6rstarkning. Operationsforstirkaren anvinds ofta for att realisera
sverforingsfunktioner. Vid dessa tillimpningar kopplas forstirkaren pd det
sitb som visas i fig. 3.7.

Overforingsfunktionen frén férstirkarens inspénning V till dess utspénning
V, ér —A. Vi skall visa att man med denna koppling kan erhilla en &ver-
foringsfunktion, som dr mycket stabil d&ven om operationsforstirkarens para-
metrar skulle variera. Vi skall forst skrwa upp de ekvationer som beskriver
kopplingen i fig. 3.7.

Om vi antar att strommen ¢ dr forsumbar giller

(Vi= V)2, =(Vy—ValZ,

Detta ger efter omskrivning

(Zy v Zy) V=2,V +2,V, {3.11)
Vidare har férstiirkaren f6rstirkningen — A4, dvs.

V,=—AV, (3.12)
Dessa ekvationer kan representeras med blockschemat i fig. 3.8.
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Fig. 3.8. Blockschema f6r operationsfSratirkaren i fig. 3.7.

Ekvationemna (3.11) och (3.12) ger

V2(8)= __Zz(")- . 1 =
Vi) Zy(a) 1+2Z,(8) 2y (s) A7 () + A7 s)

— G(s) (3.13)

Om Sverforingsfunktionen 4 ir tillréickligt stor s& dr uppenbarligen det slutna
systemets dverforingsfunktion visentligen — Z,/Z;.

Av uttrycket (3.18) foljer t. ex. att om Z; och Z, dr rena resistanser sd #r
sverforingsfunktionen ((s) frekvensoberoende. Om Z, #r en resistans och Z,
iir kapacitans blir verforingsfunktionen en ren integration. Detta &r det
vanliga siittet att realisera integrationer i en analogimaskin.

Observera att i fig. 3.8 motsvarar Z; och Z, passiva komponenter t. ex.
resistanser, kapacitanser ete., medan 4 motsvarar aktiva komponenter, sfaom
transistorer, ror ete. Det slutna systemets dverforingsfunktion bestims siledes
av de passiva komponenterna. Dessa kan utforas med mycket god stabilitet
och temperaturstabiliseras. De aktiva komponenterna #r diremot mycket
mer komplicerade och har ej s& god stabilitet.

Vi skall nu med hjilp av kinslighetsbegreppet analysera hur det shutna
systemets overforingsfunktion péverkas av variationer i tverforingsfunktionen
A(s), dvs. variationer i de aktiva komponenterna.

Anta . ex. att vi vill géra en forstirkare med forstéirkningen 100 ggr med
hjilp av en operationsférstirkare med 4(s) =konst =4 =10° déir A kan variera
med 109%. Vi viljer da Z,(s)/Z(s) =100. Overforingstunktionen for det slutna
systemet blir di

1
G(s) =100 " 101
4
Kinsligheten hos G(s) fér variationer i 4 ir dd
_dlog & 101
SA—d Tog i~ = 0,00101

Det slutna systemets Sverforingsfunktion #ndras siledes endast med 0,01 %,
trots att det Sppna systemets Sverforingsfunktion dndras med 10 %.
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Stabilitet

1. Inledning

Stabilitetsteori har varit ett central tema i reglerteoring utveckling. Till en
bérjan utvecklades kriterier fér att avgbra om ett system dr stabilt eller
instabilt. Det var sedan naturligt att ange konstruktiva metoder f6r att modi-
fiera instabila system s& att de blir stabila. Ménga syntesmetoder kan sdledes
direkt aterforas pd metoder for stabilitetsanalys.

Stabilitetsproblem upptriider ej endast i samband med analys av dterkopp-
lade system utan &ven i ménga andra sammanhang. Vid tillverkning av
dynamiska system ar det siledes naturligh att friga om smd avvikelser i
systemets koefficienter kan leda till stora forindringar i systemets egenskaper.
En niirbesliktad friga &r om systemets egenskaper kan piverkas drastiskt
genom smj stSrningar. Stabilitetsteorin har siledes manga berdringspunkter
. med kinslighetsanalysen i avsnitt 4:3.

Vi har tidigare i avsnitt 2:11 infort begreppet stabilitet for linjira tidsin-
varianta dynamiska system. Stabilitetskriterier f6r system av l4g ordning har
dven angivits. I detta kapitel skall vi utveckla stabilitetsbegreppet. Vi skall
borja med att studera ofinjira system, som beskrive av ekvation (2:2.3} och
vi skall inféra olika stabilitetsbegrepp i anslutning till dessa. Vi skall siledes
ej borja med att diskutera linjira tidsinvarianta system. Det dr ej svérare
att gora definitionerna generella och vi vinner iven iklarhet. Vid angivande
av explicita stabilitetskriterier skall vi dock begrinsa oss till specialfallet lin-
jiira tidsinvarianta system. Det visar sig att viidet allminna fallet ej kan séiga
att ett system #r stabilt. Vi fir i stillet gora uttalanden om speciella 16sningars
stabilitet. For linjira tidsinvarianta system giller dock, att om en speciell
16sning éir stabil, s ir dven varje annan losning stabil. I detta specialfall kan
vi shledes siiga att systemet dr stabilt, Négra olika stabilitetsbegrepp, bl. a.
stabilitet, asymptotisk stabilitet och insignal-utsignalstabilitet, inférs i avanit-
ten 2 och 3. Sambandet mellan dessa och det stabilitetsbegrepp som inforts i
avenitt 2:11 behandlas dven. Avsnitt 4 ger en versikt av metoder for stabi-
litetsanalys av linjira tidsinvarianta system: rotortmetoden, Routh-Hurwitz-
kriteriet och Nyquistteoremet. Dessa metoder behandlas detaljerat i avsnitten
5, 6 och 7. I avenitt 8 behandlas slutligen begreppet praltisk stabilitet.
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2. Stabilitet med avseende pa stdrningar i
begynneisevillkor

Betrakta ett system som kan beskrivas med differentialekvationen

& i) (2.)

med initialvillkoret

2(tg) = 2" (2.2)
Anta att funktionen g(z, ) dr sidan att ekvation (2.1) har en entydig 16sning
for t,<t<oco. Den entydiga ldsningen betecknas med z(t} eller z(2°, £, ), om
vi apeciellt vill understryka lésningens beroende av initialvillkoret, och kallas
den ostérde rorelsen. Det #r vanligt 1 stabilitetsteorin att anvinda orden
trajektorie, rirelse och lésning synonymt. Vi skall nu understka s. k. stirda
l6sningar till ekvation (2.1}. Stérningar kan uppkomma pa flera olika sétt,
t. ex. genom att systemet (2.1) ges ett annat initialvirde in (2.2). Avvikelser
i hastighet och position vid startraketens brinnslut vid satellibuppskjutning

ir ett typiskt exempel pd detta. En annan typ av storning bestir i att hoger-
ledet i ekvation {2.1) dndras si att systemet beskrivs av

& e, )+ e, 1) 23)

dér funktionen b dr liten i ndgon specificerad mening. Detta kan uppkomma
t. ex, pd grund av krafter, som férsummats vid uppstillning av systemekva-
tionerna eller genom att vissa parametrar varierar pd grund av toleranser
vid tillverkningen. Beroende pé stérningarnas karaktdr kan vi f4 on rad olika
stabilitetshegrepp. T det foljande skall vi understka stdrningar i ekvationens
begynnelsevillkor. Orsaken till detta ér, att det fall d4 storningarna vpptrider
som tilliggstermer i systemekvationens hdgerled, alltid kan reduceras till fallet
med stérningar i begynnelsevillkor, For linjéira tidsinvariants system skall
detta visas i avsnitt 3. For det allménna fallet hinvisas till larobbcker om olin-
jiira system.

Definitioner

1At [{f) vara en stird losning till ekvation (2.1}, som erhéllits genom att
begynnelsevillkoret (2.2) dindrats. Infor nu skillnaden mellan den stoérda och
den ostorda 18sningen

w(t) = (8} —2(2° by, 1) | (24)
Se fig. 2.1. D& [(f) satisfierar ekvation (2.1) finner vi

daz

71160 —gz ) =gzt o )~ g )= flz, 0 (2.8)
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stord Isning  (t)

ostord [Osning  z(1)

N4

Fig. 2.1. Tllustration av stérda och osttrde l6sningar.

ty #(20, by, ) dr en kiind funktion av tiden. Observera att #iven om funktionen
g(z, t) r oberoende av tidsvariabeln £ 8§ kan funktionen f(z, £) vara beroende
av i,

Den ostérda l8sningen motsvarar 2(f)=0 och det féljer av (2.5) att funk-
tionen f{x, t) har egenskapen

{0, 9)=0

Detta innebér att 2(0, ¢, £) =0 foér £>f,, Om den storda lésningen Gverens-
stémmer med den ostérda losningen vid tidpunkten f,, 88 Sverensst&mmer
I6sningarna siledes f6r alla § 24,

I stabilitetsteorin fir det brukligt att alltid gbra transformationen (2.4) och
studera stabiliteten av nollésningen {0, {,, £) till ekvationen

d
dt
2t} =0 (2.6)

= f(z, 1)

Vi skall dven anta att Tunktionen f(z, f) #r sddan att ekvation (2.6) har en
entydig ldsning i hela intervallet £, <t <oc fir varje 2% som ligger tillrdckligh
niira origo.

Vi kan nu infora ett stabilitetsbegrepp.

Dzrrinrriox 2.1. Stabilitet — Lyapunov

Nollssningen x{t) =0 till. (2.6) &r stabil (vid {=4#,) om for givet ¢>0 det finns
ett 8=4(g, t,) >0 sd att for alla 16sningar med initialvillkor ||x°|| <4, det géller
att [ja(a®, ty, £)}| <e for alla £>#,. En ldsning som ej ér stabil kallas instabil.

I definitionen betecknar ||2f| normen av vektorn . Definitionen innebir
sdledes att nolldsningen &r stabil om varje stird ldsning kan fis att ligga
godtyckligh nira nolldsningen genom att initialtillsténdet valjs tillvdckligt néra
noll, Observera att vi endast definierar stabilitet for en specifik 18sning och
ej f6r ett system, och att stabilitet dr ett kontinuitetsbegrepp.

Det &r instruktivt att betrakta ett icke-trivialt fall av instabilitet.
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ExempeL 2.1, Matematisk pendel

Betrakta en matematisk pendel. L&t oss underska stabiliteten hos den rérelse

som fir definierad av initialvillkoren $(f;) =, ¢{t,)=0 dér ¢(f} dr pendelns
utslagsvinkel. Vi skall visa att denna rdrelse dr instabil. Betrakta déirfér en
stiird rérelse definierad av $(t,) =4, gé{t[,)=0. Det dr bekant frin mekaniken
att sviingningens period beror av initislamplituden. Pericden Gkar med kande
amplitud. Se t. ex. Faxén, Dynamik, del 11, 2 uppl., 8. 129 ff. Vinkelskillnaden
mellan den stérda och den ostdrda rérelsen kommer siledes Atminstone vid
nigon tidpunkt att vara stOrre &n o, oavsett hur liten differensen «--f§ ir,
och den ostéirda rérelsen dr alltsd instabil.

~ Ett skarpare stabilitetshegrepp ges av filjande

DEeriNiTIoN 2.2. Asymptotisk stabilitet — Lyapunov

Nollssningen x(t) =0 till ekvation (2.6) &r asymplotiskt stabil (for t=¢;) om
lssningen ér stabil och det finns § >0 sd att for alla losningar med 29| <8
giller att

|20, tg, O] =0, dd t—f->co.

Asymptotisk stabilitet innebédr séledes forutom stabilitet att ldsningen kon.
vergerar mot noll dé {— oo, '

I definition 2.1 dr i allménhet 6 =4§{g, {;) en funktion av initialtidpunkten ¢,
Om man i definition 2.1 till varje £>0 kan finna ett tal § som fr oberoende
av t, kallas nollésningen likformigt stabil. Analogt kan vi dven tala om Iik-
formig asymptotisk stabilitet.

Linjéra tidsinvarianta system

Vi skall nu tillimpa definitionerna 2.1 och 2.2 pi det linjira tidsinvarianta
systemet

da
d

Vi sdrskiljer tre fail:

A:s allg egenvitrden har negativ realdel, Vi finner omedelbart att om samtliga
egenvirden till matrisen 4 har negativ realdel s &r nollésningen asymptotiskt
stabil. I definition 2.1 finner vi vidare att d{e, {;) kan viljas oberoende av
t,. Nolldsningen iir sdledes likformigt stabil. Vidare finner vi enligt definition
2.2 att l6sningen &r asymptotiskt stabil. Det giiller speciellt

(e, b, )ff <K e (2.8)

déir —a>max Re d, och A, dr 4:s egenviirden (sats 2:11.1).
Den storda lésningen konvergerar i detta fall mycket snabbt (exponentiellt)
mot den ostirda lésningen.
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Négot av A:s egenvirden har positiv realdel. Nollosningen &r d& instabil.

A:s alla egenviirden dr icke positiva och dtminstone ndgot egenviirde har realdelen
noll. Nollosningen kan d& vara sivil stabil som instabil. Vi njer oss med att

ge nagra exempel.

00
a=[5 o
01
A—LOO]
01
A== 1J
01 0]
4=1-1 0
00 0
01 0)
d=|-10 0
| 100

Stabiia system

exp A=
exp At=

exp At=

exp At=

exp At=

sin £

stabil
instabil
in ¢
s } stabil
cos {
ginf 1—cosi
cod f sin ¢ stabil
0 1
gint 0
cost O stabil
1—cost 1

Betrakta en losning till (2.7) som ej &r en nolldsning, ség

de
dt
z2(0)=a

Tér att undersoka om denna losning ér stabil studerar vi en stord 18sning

d

at
{O)=a

Infér nu enligt (2.4)
a(t) =) —=(t)

Vi finner d&

Ag

da:_dC_cE_ _
TR I TRR
2{0)=a—a

For linjira tidsinvarianta system giller sdledes att om nolldsningen ar stabil
{asymptotiskt stabil eller instabil) g4 dr varje annan ldsning stabil (asympto-
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tiskt stabil eller instabil). Fér linjira tidsinvarianta system dr stabilitel sdledes
en egenshap hos systemet och ej en egenskap som héanfor sig till en speciell 16s-
ning. Systemet (2.7) dr asymptotiskt stabilt om och endast om A:s alla egen-
vérden har negativ realdel.

3. Insignal-utsignalstabilitet

I foregdende avsnitt definierades stabilitet med avseende pd stérningar i
systemets initialvillkor. Vi némnde dven att man kunde definiera andra
stabilitetsbegrepp genom att infora storningar i ekvationens hogerled. I detta
avsnitt skall vi genomitra detta for linjira tidsinvarianta system.

Drrmrrion 3.1. Insignal-utsignalstabilitet

Ett linjirt system dr insignal-utsignalstabilt (i—u-stabilt) om en begrinsad
insignal ger en begriinsad utsignal for varje initialtillstind.

Vi skall nu underska ndgra av de samband som finns mellan de olika
stabilitetsbegreppen. Vi har

Sars 3.1

Betrakta det linjira tidsinvariants systemet
—=Ax+ Bu 3.1)

diir  dr systemets ntsignal. Om samtliga egenviirden till 4 har negativ realdel
8& fr systemet insignal-utsignalstabilt,

Bevis:

Ekvation (3.1) har 1ésningen

i
a:(t) meA(t—tu) mo+j eA(t~*8)Bu(8) ds (3.2)
to
Jimfor ekvation (2:4.8).
D4 giller
£
=l <fese- R a*] + [ fle*-2 ) 5] o) d 33)

déir ||4] betecknar den med vektornormen [lz|| associerade matrisnormen.
D4 samtliga egenvirden till matrisen A bar negativ realdel, sig ReA(4) < -,
giller enligt sats 2:11.1

et <K-e™%, a=0
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Vi finner sdledes

¢
o) < Kem™* || + L Ke ]| B|[|w(s)] ds

< Ket-0 || 2] _I_%f {1—e -} || BY max Hu(s)|] (3.4)

Om insignalen dr begrénsad, dvs.

max [lu(s)]| <K,

s #r iven utsignalen begrinsad och satsen dr dirmed bevisad.

Sats 3.1 innebir s8ledes att for linjira tidsinvarianta systerm medfor asymp-
totisk stabilitet av nolldsningen att systemet &r insignal-utsignalstabilt. Vi
skail med hjélp av ett motexempel visa att omvindningen av denna sats ej
dr sann,

ExEMPEL 3.1

Betrakta det system som beskrivs av

0 1 0 0
dx
S |"1 0 0 et 0fu
00 —1 1 (3.5)

dér utsignalon antas vara tillstdndsvektorn. Ovanstiende ekvation har 10s-
ningen
@) cos (21— £y} + =5 sin (¢ — &)

—af sin {t—1,)+ 22 cos (f—1t;)

i
0 ta-t -t d
age +J;e u{s) ds (3.6)

z{)=

Detta system dr uppenbart insignal-utsignalstabilt. Det ostérda systemets
nollésning (u(t) =0, =(t) =0) ér dock ej asymptotiskt stabilt, ty tillstdnden z,
och z, konvergerar ej mot noll d ¢ vixer. Om tillstnden 2, och x; kunde
phverkas av insignalen u sa skulle #; och @, kunna ges mycket stora virden
dven med en liten insignal, t.ex. genom att man viljer » periodisk med
perioden 2. I exemplet #r emellertid @, och w, ej styrbara.

Vi skall vidare med hjilp av ett motexempel visa att motsvarigheten till
sats 3.1 ej giller for tidsvariabla linjéra system.

ExsmrELn 3.2

Betrakta det system som beskrivs av ekvationen

dx 1
FTREY, x + u(t) 3.7
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Det fria systemet
dx 1

de 21"
har lésningen

() = Vi, /¢ 20

Nollgsningen dr siledes asymptotiskt stabil men ej likformigt asymptotiskt
stabil. Vi finner t. ex. genom anvindning av Lagranges metod med variation
av konstanten att den stérda ekvationen (3.7) har ldsningen

z(f) = m x°-§—J‘t V.;ﬁ u(8) ds

Anta nu u(f) =a =konstant. Vi finner d3 -
a(t) =20 Vi /t +(2/3) at — (2/3) aty Vi /8

Utsignalen ér siledes ej begrinsad och systemet 4r ej insignal-untsignalstabils.

4. Oversikt av metoder fér stabilitetsanalys av
linjdra tidsinvarianta system

Vi skall i de avsnitt som f8ljer utveckla systematiska metoder for até under-
soka om ett dynamiskt system ir stabilt, Férat méste vi bestimma vilket
stabilitetsbegrepp som skall anviindas. Frén teknisk synpunkt dr det rimligt
att kriiva &tminstone insignal-utsignalstabilitet, ty vi vill gardera oss mot
att sma storningar leder till att systemets 16sningar f6rindras drastiskt. Fér
att undvika sidana fall som representeras av exempel 3.1 skall vi kriva
asymplotisk stabilitel i Lyapunovs mening. Nér vi i fortsittningen talar om
stabilitet avses siledes asymptotisk stabilitet enligt definition 2.2 om ej annat
stigs. Observera att detta val dr starkt betingat av forutsittningen om tids-
invarianta system, Exempel 3.2 visar att for tidsvariabls system medisr
asymptotisk stabilitet ef insignal-utsignalstabilitet, Observera dven att den
valda definitionen 2.2 kan appliceras direkt pi flervariabla system, medan
en undersdkning av insignal-utsignalstabilitet kriver understkning av alla
mijliga par av insignaler och utsignaler.

Vi fann i avsnitt 2 att asymptotisk stabilitet var ekvivalent med villkoret
att samtliga egenvirden till systemmatrisen 4 har negativ realdel. Det stabi-
litetsbegrepp vi skall anvinda oss av Overesstimmer alltsd med det begrepp
som inférdes i avanitt 2:11.

Fér att understka om ett system dr stabilt behdver vi sdledes metoder som
avgdr om den karakteristiska ekvationens rétter ligger i viinstra halvplanet.
Vi kan indela metoderna i tvd kategorier, direkia respektive indirekta metoder.
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Stabilitetskriterier baserade pd direkta metoder utgdr frin en direkt 1osning
av den karakteristiska ekvationen. I de indirekta metoderna avgors i stéllet
stabiliteten. utan att den karakteristiska ekvationen lGses.

Vad som hittills sagts géller for linjéra tidsinvarianta dynamiska system i
allménhet. For sterkopplade system finns ytterligare en synpunkt att beakta.
Det ir bekviimt att kunna avgora stabiliteten med hjélp av det ppna syabe-
mets egenskaper (avsnitt 4:3). Stabilitetskriterierna bor siledes formuleras
som villkor p4 kretssverforingen. Ett annat kil for detta dr att kretsbver-
foringen ofta direkt motsvarar systemets fysikaliska komponenter. En vanlig
metod att modifiera ett reglersystem &r att infbra ety filter efter felsignal-
givaren, Detta ir ekvivalent med att kretsoverféringen multipliceras med
filtrets overforingsfunktion. Vid en sidan foréindring dndras kretsdveritringen
pa ett enkelt sdtt (multiplikativt), medan dndringen i det Aterkopplade syste-
mets Gverforingsfunktion dr betydligh mer komplicerad.

Fljande metoder skall undersékas:

Direkta metoder
@ Numerisk l6sning av den karakteristiska ekvationen
® Rotortmetoden

Indivelta mefoder

® Routh—Hurwitzkriteriet _
@ Argumentvariationsprincipen och Nyquistkriteriet

En numerisk 16sning av den karakteristiska ekvationen kan endast goras for
hand med system av lg ordning, t. ex. fjiirde och femtegradsekvationer. Om
man har tillging till en datamaskin s dr det naturligtvis méjligt att understka
higre gradtal med hjilp av standardalgoritmer. En direkt losning ger siillan
insyn i hur den karakteristiska ekvationens ritter beror av systemets para-
metrar. Detta dr en mycket stor nackdel di man i reglertekniska problem
ofta har intresse av att veta lésningen for flera parameterviirden, Man vill
t. ex, veta hur karakteristiska ekvationens rétter varierar med forstirkningen
i §terkopplingskretsen.

Lt oss shutligen nidmna att det finns en generell metod — Lyapunovs andra
metod — som kan anviindas dven for olinjéira system. En behandling av
denna gar emellertid utanfér ramen av denna bok.

B. Rotortmetoden
Allmant

Rotortmetoden (the root locus method) som introducerades av Hvans 1048,
ar en elegant grafisk metod att 16sa algebraiske ekvationer, t. ex.

A(s)=s"+a,s" ! tays" P+ Fa, =0 (5.1)
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Y(s)

Gols)

-1 Fig. 5.1. Blockschema f6r enkelt &ter-
kopplat system.

Metoden baseras p# inbiddning (imbedding) och gir ut pi att man, i stillet
for att losa ekvationen {6r fixa virden pid parametrarna, Iéser ekvationen f5r
samtliga virden pd ndgon parameter (eller parameterkombination). Vi kan
t. ex, skriva ekvationen (5.1} som

Als)=P(s)+Q(s) =0 - {5.2)
diir {detta &r endast ett exempel pd nppdelning)

Pls}=g"+a;s" 1 +... +a,s" "

Q) =ty 18" " b, LTI ta,

I stiillet {or att Idsa ekvationen

A(sy=P(s)+1-G(s)=0 (5.3)
lser vi ekvationen .
Ax(s) =P(s) +K-Q(s) =0 (5.4)

for positiva reella virden pd parametern K. Vi kan siledes siiga att det spe-
ciella problemet (K =1) biiddats in i ett allménnare problem (positiva reella K).
Diirav namnet inb#ddning. Det anmirkningsvirda dr att det allmiénnare
problemet dr Jittare att 16sa.

Vi skall nu infora

DermrTION §.1

Med roforten for ekvation (5.4) med avseende pd parametern K avses den
geometrisk orten fir ekvationens rétter d4 parametern K varierar ver inter-
vallet (0, o0).

For att losa ekvationen (5.1) med hjélp av rotortmetoden ritar vi sfledes
rotorten for elkvation (5.4). Genom att sedan i den erhdllna figuren avlisa
rotternas lige for K =1 har vi fitt en losning till det ursprungliga problemet.

Anvindning av rotorten fér analys av aterkopplade system

Rotortmetoden dr mycket anvindbar dé den ger en god Gverblick av hur den
karakteristiska ekvationens rétter varierar med nigon systemparameter. Vi
illustrerar med ett exempel. '
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Fig. 5.2. Rotorten fér elvationen
& +3s% + 28 + K =0 d& parametern
K antar positiva reella vérden.

Exmmery §.1

Betrakta det reglersystem vars blockschema visas i fig. 5.1. Lt kretsdver-
foringen vara

Gols) = KQ(s){P(s)

diir K betecknar forstirkningsparametern. Studera hur det slutna systemets
egenskaper varierar med forstarkningsparametern K.

Overforingsfunktionen frén insignal till utsignal (»det slutna systemets ver-
foringsfunktions) dr

Y _ Gys) _  KQ

= = — B
U(s) 1+Gy(s) Pls)+EKG(s) 6.5)
Systemet har foljande karakteristiska ekvation

P(s) +KQ(s)—=0 {5.6)

Vi finner att det slutna systemets overforingsfunktion (5.5) har samma noll-
stillen som det dppna systemet, men att det slutna systemets poler &r givna
av den karakteristiska ekvationens {5.6) rotter. Genom att rita rotorten for
den karakteristiska ekvationen (5.6) fir vi siledes veta hur polerna till det
slutna systemets &verforingsfunktion beror av forstirkningsparametern K.
Med hjélp av den karakteristiska ekvationens rotort kan vi kvalitativt bedéma
det slutna systemets egenskaper. Vi illustrerar detta genom att specifikt anta

o) ___ K (5.7)

Gol8)= K 5T s+ 1) 5+ 2)

Det 6ppna systemet har siledes inga nollstillen och enkelpoler 1 =0, s= —1
ooh s= —2. Den karakteristiska ekvationen lyder
P(s)+ KQ(s)=s*+3s*+2s + K =0 {5.8)
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ir K=0,2
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I 1
10 20 t
K=0,4
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Fig. 5.3. Stegfunktionssvar fér enkelt Aterkopplat system med olike vdrden pd
kkretaforstiirkningen K. Systemets kretadverforing dr

- K
b osla+ 1 {s+2)
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Fig. 5.2 visar rotorten for denna ekvation. Med hjilp av rotortkurvan i fig. 5.2
kan vi kvalitativt bedéma det &terkopplade systemets egenskaper for olika
viarden pd forstirkningsparametern K. Vid liga viirden, K <0,4 har den
karakteristiska ekvationen (5.8) endast reella ritter. Det slutna systemets
viktfunktion dr d& sammansatt av tre exponentialfunktioner med reells
exponenter, dir den ena exponenten dr > —0,5t. D& K >0,4 har den karak-
teristiska ckvationen tvA komplexa rétter och systemset dr osecillativt. Med
viixande virden pd K blir systemet allt svagare ddmpat och for K =86 blir
systemet instabilt. I fig. 5.8 visas systemets stegfunktionssvar f6r olika viirden
pa forstarkningsparametern K. Lampliga vérden &r K =0,8-1,5.

Uppritning av rotorten

Rotorten definierades som geometriska orten f6r rétterna till ekvation
P(s) +KQ(s)=0 (5.4)

di 0< K <oo. I denna ekvation dr P(s) och ¢(s} polynom av den komplexa
variabeln s. For att endast behva arbeta med reella storheter kan vi skriva
ekvationen (5.4) som

arg Q(s) —arg Pls)y =m+2kn, £=0,1,2, ... (5.9

K=1P(s)|/]Q()] (5.10)

Ekvation (5.9) kallas argumentvillkoret och ekvation (5.10) kallas belopp-
villkoret. Alla punkter s som satisfierar argumentvillkoret ligger siledes pd
rotorten. Beloppvillkoret &r anvandbart for att bestimma virdet av K i en
punkt pd rotorten. For att rita rotorten begagnar man sig av ekvationerna
(5.4) och (5.9). Fér att parametrisera rotorten med hjilp av K-virden anvinds
sedan (5.10). Uppritning av rotorten forenklas av foljande iakétagelser

® Symmetri. D4 polynomen P(s) och ¢}{s) har reella koefficienter dr rotorten
symmetrisk med avseende pi den reella axeln.

@ Antol grenar. Enligt algebrans fandamentalsats har en n:te gradsekvation
n rétter. Rotorten har siledes flera kurvgrenar. Antalet grenar ér lika med
det stirsta av gradtalen for P(s) och Q(s).

@ Start- och dndpunkier. Genom att Hta K—-0 och K—co i ekvation (5.4)
finner vi att nollstillena till polynomen P(s) och @(s) ligger pd rotorten.
Rotortkurvorna borjar siledes i P:s nollstillen (K =0) och slutar i Qs
nollstiillen (K = co) eller i odndligheten.

® Nira start- och dndpunkter. T niirheten av nolistillen till P eller @ erhdlls
rotorten litt ur argumentvillkoret. For att demonstrera detta skriver vi
polynomen som

Pls)y=o{s—p){s—p) .. 5—10)
Qs) =Pils —21) (8 =23} ... (5—2p)
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déir multipla nollstillen skrivs som multipla faktorer. P-polynomets noll-
stillen p, Hgger ph rotorton. For att understka rotortens utseende i nér-
heten av s=gp, anvindes argumentvillkoret (5.9) och vi far

m n
arg (Sng)=n+le arg (8—2’)—2} arg (s— o)+ 2kn
%
for

s — el min{mjin ip— 2, 1};1}1 loi— i}
kan argumentvillkoret d& skrivas (observera den geometriska tolkningen}

arg (8 —p)~m+ ,gl arg (p;— %) —,;1 arg (p,— ) + 2k@ (5.11)
FE

Speciellt finner vi att delar av reella axeln satisfierar argumentvillkoret.
Till héger om varje punkt p$ rotorten miste det finnas ett udda antal
nollstéllen tiil P{s) och @(s).

Asymptoter. Vi kan dven ur argumentvillkoret litt erhélla rotortens ut-
seende for stora viirden pé |s|. Polynomen P(s) och Q(s) skrivs

Pis)=s"+a,s" T +.. t+a,
Qs)=s"+b,s™ . by,
Det, ér ingen forlust i allmingiltighet att anta att koefficienterna for

hégsta ordningens termer &r 1, ty en annan faktor kan alltid inkluderas
i K. Argumentvillkoret kan nu skrivas

a4 b ™ L+ by
Sra st ta,

ar =g+ 2km, k=0,1,2,...

Antas t. ex. n>m erhdlls
arg [8" " +{a, —b)s" "+ )=a+2kn, £=0,1,2, ...
For stora 8], dvs. d& |s| >max {|p,], |2,|}, giller

arg [§* " (g — b)) st 1] =
_ n-m
= arg [(8+M) + oty 8™ ™" -i-]
n—m

_ n—m '
= Brg (3-{—&1 :J';) +arg [I +%+...]

n —

a,—h\" "
arg (8+n—— m) +arg 1

Argumentvillkoret lyder dé

—b
arg(a+“1 1)~ T ok  k=1,2,... (5.12)
n—m wn—m n—m
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ims /]

Fig. 5.4. Rotortens utseende i nérheten av
en dubbelrot.

For stora viirden pd |s] har rotorten siledes ritlinjiga asymptoter, som dr
symmetriskt orienterade.
Samband mellan rétter och koefficienter ger -

n m
@ = “‘gp, och b, = -—t;z,
Asymptoternas skiirningspunkt ér

o=-h 1 (zpf %) | (é.m)

n—m n—m =1

Detta kan siledes tolkas fysikaliskt som masscentrum till den magsfordel-
ning som har positiva enhetsmassor i nollstillena till P(s) och negativa
enhetsmassor i nollstéllena till {s).

@ Multipelrotter. Lat s, vara en punkt pd rotorten svarande mot parameter-
virdet K, Utvecklas den karakteristiska ekvationen (5.4) i Taylorserie
erhélls

P(sy) + Ko Qsy) + (8~ 85) [P {89} + K Q' ()] +‘k 8 —8p)2[P"(80) + Ky Q" (8p)] + ..
(K~ Ko)Q(sp) (K — Ko} (8 — )@ (8) +.0. = (6.14)

De forsta tvad termerna forsvinner, ty punkten s, dr en punkt pé rotorten
svarande mot K, Om P'(s,) +K,Q'(s,) &0 giiller shledes i nirheten av s,
fsljande approximativa ekvation for rotorten

8=3,— (K — K ) Q(30) [P’ (3) +K0Q'(30)]_1 {6.15)

Om diiremot s, &r en dubbelrot sd férsvinner éven den tredje termen i
ekvation (5.14) .I niirheten av s, giiller d8 approximativt féljande ekvation
for rotorten

(8= 80)2-+ 2K — Ko) Qo) [P"(50) + Ko @ ()] =0 (5.16)
dys.
arg (s—sg) =} arg (K,—K)+ a2 +kn
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Im s A

Fig, 6.5, Rotortens utseende i niirheten av
en trippelrot.

dar
o =arg (3,) —arg [P"(se) + Ko Q"(80)] - (6.17)

eller
at/2+kﬂ: K<K|]

arg (8_8°)={(oc+u)/2+ku K>K, E=1,2, ... (5.18)

I nirheten av en dubbelrot har rotorten slledes den form som vises i
* fig. 5.4. P& samma siitt finner vi att i niirheten av en trippelrot har rotorten
den form som visas i fig. 5.5.

ExzvMeEL 5.2

Skissa rotorten for ekvationen
s(e+1}{s+2)+ K ~0

D4 ekvationen #r av tredje graden har rotorten tre gremar, Dessa borjar i
=0, 8= —1 och ¢= —2. Det {dljer vidare av ekvation (5.11) att i nirheten
av s=0 giller arg a~m, i niirheten av = —1 giller arg {3+1)~0 och i nér-
heten av s= —2 giller arg (s +2)~a. Vi verifierar sedan med hjilp av argu-
mentvillkoret (5.9) att intervallen {- oo, —2) och (-1, 0) tillhér rotorten.
P4 intervallet {—1, 0) méts tvd kurvgrenar, Dir médste dd finnas en dubbel-
rot till den karskteristiska ekvationen. Den karakbteristiske ekvationens
derivata har dd en enkelrot vilket medfér att

%{8(3+1)(8+2)+K}=333+ 63+2=9

Denna ekvation har l8sningen s= —l(f,Vﬁ[& Beloppvillkoret (5.10) ger

K =2 V3/9=0,386.

Vi finner vidare att talet « definierat av ekvation (5.17) ir noll. Rotortens
utseende i nérheten av dubbelroten framgér dé av fig. 5.4.

Vi understker nu asymptoterna. For stora viirden pd |s| giller enligt (5.12)

arg (s+1)~nf3+2kr(3, £=0,1,2
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Rotorten har sdledes f6r stora || tre asymptoter som skir varandra is= ~1.
Vi kan nu skissera rotorten och erhiller d& ndgot som liknar fig. 5.2. For att
bestdmma skirningen med imagindra axeln inféres s=1iw och vi far

i0){2 —w?) + (K —3w?) =0
Denna ekvation har lésningen w =+ V2 och K =6,

Det ir efter viss Svning mycket 141t att skissa rotortkurvor &ven for system
av hig ordning, En skiss dr ofte tillrdeklig. At rita en rotort noggrant ér
mycket tidsédande. For detta indamal finns emellertid utmérkta datamaskin-
program. Nigra av dessa program &r anmérkningsvérda dérigenom att de ej
baseras pd algoritmer 6r lsning av algebraiska ekvationer, T stillet under-
stker man systematiskt ett givet punktgitter i s-planet och testar om argu-
mentvillkoret dr uppiyllt. Fér punkter som satisfierar argamentvillkoret be-
riknas sedan pd vanligt sitt parametern K ur beloppvillkoret,

Funktionsteoretisk tolkning av rotorten

Betrakta avbildningen s—G=Q(s)/P(s). For att representera denna avbildning
en-entydigt méste vi ba ett antal Riemann-ytor i s-planet, lika minga som
det storsta av gradtalen av P(s) och @{s). Rotorten som definieras av (5.9) dvs,

arg (f =arg Q{s) —arg P(s)=n + 2kn (5.19)
dr siledes bilden i s-planet av negativa reella axeln i G-planet. Vi fAr siledes

en kurvgren fir varje Riemannyta.
Funktionen log |G(s)| ér en potentialfunktion. Kurvorna

log|G(s)| =konstant {5.20)
kan séledes tolkas som ekvipotentialytor. Kurvskaran
arg G{s) =konstant {6.21)

ir ortogonal mot kurvskaran (5.20) och representerar siledes strimlinjer.
Rotorten definierad av (5.19) kan alltsd tolkas som en speciell strimlinje.

6. Routh—-Hurwitzkriteriet

Vi gkall nu vergd till de indirekta metoderna fir stabilitetsunderstkning. For
linjira stationdra system kan, som visats i avsnitt 2, stabilitetsproblemet
reduceras ph det rent algebraiska problemet genom att man undersdker
huruvidsa en algebraisk ekvation har alla ritter i det vinstra halvplanet.
Betydelsen av detta algebraiska problem fr reglertekniken understroks i sivil
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Maxwells som Vyshnegradskiis tidiga arbeten, I sjilva verket var problemet
lost av Hermite redan ir 1856, men hans resultat var ej pd en sidan form att
de direkt kunde tillimpas. Ar 1875 publicerade den engelske matematikern
Routh en algoritm f6r problemets losning. Problemet 16stes oberoende av Hur-
witz &r 1895. Hurwitz fick problemet av Stodola, som ovetande om de tidigare
resultaten formulerat problemet i samband med analys av dngturbinreglering.
Det fundamentala resultatet dr nu kint som Routh-Hurwitz' olikheter. Eté
ytterligare bidrag limnades av de franska matematikerna Liénard och Chipart
{1914), som visade att Routh-Hurwitz’ olikheter dr bercende och att flera av
dessa kan uteldmnas.

Rouths algoritm

Betrakta ekvationen

F(z)=agz" +byz"™ 1 +a,2" 2 +b,2" 2 +...=0 {6.1)
Det siregna valet av beteckningar for ekvationens koefficienter skall senare
visa sig vara praktiskt.

Anta att koefficienterna a,, b, 8r reella och att e, dr positiv. Vi skall nu
undersika vilka villkor som skall stillas pd koefficienterna a,, b, for att samt-
liga rétter till ekvationen skall ha negativ realdel. D4 koefficienterna ér reella
vet vi att ekvationens ritter antingen #r reella eller parvis komplexkonjuge-
rade. Ekvationens viinsterled faktoreras d& i termer av typen (s -+ «) eller
8%+ fs+y. Om samtliga rétter skall ligga i viinstra halvplanet si méiste det
alltsd gilla att >0, >0 och »>0. Vi f&r d& omedelbart det nédvindiga
villkoret att alla koefficienter méste vara positiva. Ty en produkt av polynom
med positiva koefficienter ir ett polynom med positiva koefficienter, Villkoret
att samtliga koefficienter dr positiva dr dock e tillrickligt for att alla ritter
skall ha negativ realdel. For att erhdlla ett tillrdckligh villkor f6efar vi pd fol-
jande sdtt. : :

Infor tablin

Gy @y dg

by b by

Cg € ©Cp

dy d, dy
: (6.2)

dir

Co =0y~ dgb,[by

¢y =6y —agbyfb,

do=b; —byeyfeo
dy=by—byeyfcy

(6.3
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Varje rad i tablin erhalls siledes ur de tvd f5regdende. Gvre raden minskas
med undre raden multiplicerad med ett tal sddant att f6rsta differensen for-
svinner. Den nya raden erhills genom att det firsta firsvinnande elementet
utelimnas, Om vid subtraktionen ndgot element fattas utfylls tabldn med
nollor. Proceduren upprepas tills {n+1) rader erh&llits. Vi visar nedan hur
tabldn byggs upp i fallen n =4 och n=5.

=4 n=5

x T x r r x

z x 0 ¥z x

x @ x xz 0

z 0 x

x x 0
&

I ovanstdende uppstéllning betecknar x ett tal och 0 betecknar de nollor som
inforts vid tablins uppbyggnad.

Sats 6.1. Routh

Antalet teckenviixlingar hos sviten ay, by, ¢,, d, ... fir lika med det antal noll-
stillen som polynomet #(z) har i hégra halvplanet Re z>(. Alla nollstillen
till polynomet F{z) ligger i viinstra halvplanet om samtliga tal ay, by, o, 4y, ..
ar positiva.

For bevis av denna sats hiéinvigas till ndgon lirobok i matristeori, t. ex.
Gantmacher, The Theory of Matrices, Vol. II, kap. 15.

Vi ser att den givna regeln for att bygga upp Rouths tabld bryter sainman
om négon av koefficienterna a,, by, ¢4, ... forsvinner. Om vi endast skall avgéra
om polynomet har alla rétter 1 vanstra halvplanet dr svaret givet (nej). Om vi
didremot skall bestimma hur ménga rotter som ligger i hégra halvplanet
méste vi ha kompletterande regler. Shdana regler har givits av Routh. Vi
siger att ekvationen #r reguljir om alls tal a,, by, oy, d,, ... iir skilda frén noll.

ExemrzL 6.1
Ett system har den karakteristiska ekvationen
25228+ 1023+ 3022 4+ 1002 -+ 360 =0

Ar systemet stabilt? Vi bildar Rouths tabld

1 10 100
@ 80 360)
1 16 180
(—5 ~—80)
-1 —16
-1 180
(—196  0)
-1 0
180
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Observera att vi kan multiplicera en rad med ett godtyckligt, positivt tal utan
att #ndra antalet teckenvixlingar. Detta &r anvindbart fér att férenkla
riknearbetet. D4 en ny rad erhallits pd detta siétt har den rad ur vilken den
nya raden bildats satts inom parantes i tabldn ovan.

I forsta kolonnen finns tvd teckenvixlingar, ekvationen har siledes tvé
ritter 1 hisgra halvplanet och systemet ir di instabils,

Vi skall slutligen ge en regel som kan vara ett std f6r att memorera Rouths
tablé. Om vi infor polynomen

A(2) = agz" ta,2" 2+

B(z)=byz" "1 +b,2" %+ ...

Clz) =gz 2 tez™ 2+

D(z)=dz" " *+d,z" 5+ ... -

diir koefficienterna ¢; och d, ér definierade av (6.3), sd finner vi att den ratio-
nella funktionen A{z)/B{z} kan skrivas pé féljande siitt

A6)_o, O6) oy, 1

B b Bl) b,  B@

C(z)
LS S TN
bo” b, .20 TR TR L1
Oz) o Cl)
D(z}
=20, !
b b, 1
o S,y

Koeificienterna ag, by, ¢y, dy, ... kan siledes erhillas genom att man utveckar
den rationella funktionen A(z){B{z} i kedjebrik,

Hurwitzkriteriet

Rouths tabld dr utmiirkt f6r att avgdra om en ekvation dr stabil eller ej. Om
ekvationens koefficienter beror p8 en parameter, t. ex. en forstirkningskoeffi.
cient, och man skall ange for vilka parametervirden systemet dr stabilt, dr
det bekvimt att ha ett stabilitetskriterium som explicit beror av ekvationens
koefficientor. Betrakta ekvationen

F(z)=ayz"+a,2" a2+ +a, =0 (6.4)

diir koefficienterna a, ér rectla och g, &r positiv.
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Ur ekvationens koefficienter a, bildar vi de s. k. Hurwitzdeterminanterna
Ay=ay

ty
Ay Oy

Ag=

a; Gy Gy
Ay=lag ay a4

0 a; ag

@y G Qg ... Ozp_ 1
Qg Oy Oy .. dog-2
A;;: 1] @y Oy .o. Bop_g k=l,2,...,n (65)

Oy

1 varje rad tkar siledes index med tvd enheter. I kolonnerna avtar index
successivt med en enhet, Termen a,, sittes till noll om m #r stérre in = eller
negativ,

Vi kan nu formulera Hurwitz’ teorem.

Sars 6.2. Hurwitz

L&t ekvation (6.4) ha reella koefficienter. Anta att a,>0. Ett nédviindigt och
tillrickligt villkor for att alla rétter till ekvation (6.4) har negativ realdel ér
att alla determinanter A;, A,, ..., A, r positiva,

Beviset av satsen som baseras pd funktionsteorin &terges ej. Vi observerar att
An=a,A, (6.6)
ExrMrPEL 6.2

For en tredjegradsekvation (n=3) erhills foljande villkor ur Hurwitz’ teorem

@ Oy

a, >0, =0, a; >0

Ty &y
Stabilitetsvillkoret lyder séledes (jimfér exempel 2:11.3)
a, >0, a,a,>a,a,, az>0

ExemPEL 6.3

For en fjirdegradsekvation (n=4) erhills foljande villkor
a, ay O

a @
150, 1a, 4y 64)>0,a,>0

a;, >0,

dy dy
0 a a

Hurwitzkriteriet ger foljande olikheter
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Ur ekvationens koefficienter e, bildar vi de s. k. Hurwitzdeterminanterna
Al = al

a4y Gy
Gy g

2y dz G
Ay=lay 8y a4
0 a a4

a4y Qg Gy .. op-i

A.’c: 0 ) Qg ... Gz;_3 k=1,2:>";n (6.5)

Dy

I varje rad okar siledes index med tvd enheter, I kolonnerna avtar index
successivt med en enhet, Termen a,, sittes till noll om m ir stérre &n n eller
negativ.

Vi kan nu formulera Hurwitz’ teorem,

Sars 6.2. Hurwitz

Lat ekvation (6.4) ha reella koefficienter. Anta att a,>0. Ett nédvindigt och
tillriickligt villkor f6r att alla rétter till ekvation (6.4) har negativ realdel dr
att alla determinanter A, A,, ..., A, dir positiva.

Beviset av satsen som baseras pd funktionsteorin dterges ej. Vi observerar att

Anmaﬂ An—l (66)

ExeMrEL 6.2
For en tredjegradsekvation (n=3) erhalls foljande villkor ur Hurwitz’ teorem

Cla 1]
a, >0, * 2i>0,a;>0

@y Uy

Stabilitetavillkoret lyder sdledes (jimfér exempel 2:11.3)
2;>0, a,8,>aytg, 23>0

ExempEL 6.3
For en fjirdegradsekvation (s =—4) erhills {6ljande villkor

a a3 O

a @
T ™50, 1a, @y a4)>0,a,>0

ay >0:

g Oy
0 a, ag

Hurwitzkriteriet ger f6ljande olikheter
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4y >0 (8.7)
@y iy — gty >0 | (6.8)
g0y g — @y 3g) — 0 g >0 (6.9)
a0 (6.10)

D4 alla koefficienter dr positiva finner vi att villkor (6.8) fljer av villkor (6.9).
Stabilitetsvillkoret kan sdledes reduceras till

@,>0 =0, .., 4
Oy ol — o5 — 52, >0
1 Qgliy — Rylly B0y

Villkoret (6.8) som erhdlls nr Hurwitz’ sats dr alltsi onédigt. Lienard och
Chipart har observerat detta, generaliserat och erhillit féljande resultat.

Satms 6.3. Liénard och Chipart

L&t elkvation (6.4) ha reella koefficienter. Anta att ay>0. Ett nijdvéindigt och
tillrickligt villkor fér att samtliga rétter till ckvation (6.4) har negativ realdel
#r att endera av f6Hande villkor & uppfylida

1. a,>0,a,_ >0, .., A;>0, Ay >0, ...

2. a,=0,a, >0, ..., 8,0, A >0,

8, a,>0,a, 70,0, ,>0, .., A, >0, A;>0

4.

@y >0, th, >0, 0, 50, ., Ay >0, A >0

Vi visar inte heller denna sats, men observerar att satsen {5r en ekvation med
positiva koefficienter innebér att alla Hurwitzdeterminanter av udda ordning
ar positiva om de av jimn ordning 4r positiva och omvint. Det ér siledes
tillriickligh att understka tecknet pd endera de udda eller de jimna Hurwitz-
determinanterna.

7. Funlktionsteoretiska metoder och
Nyguisticiteriet
Argumentvariationsprincipen

Det finns flera resultat frdn funktionsteorin som dr anvindbara nir man skall
understka hur ménga poler och nollstéllen en meromorf funktion har i ett
givet omréde. Vi har foljande fundamentala resultat,
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Sars 7.1

L&t fanktionen f(z) vara analytisk i ett slutet omrdde D och pd omridets
rand C utom i ett dndligt antal poler och nollstéllen i D. Det giller da

1 _1(f@E), o
%Acargf(z)—2m.fcﬂz)dz N-P (7.1)

dér N dr antalet nolistillen och P antalet poler i D. Poler respektive noll-
stillen av ordningen m réknas m glnger. Vidare betecknar A, arg f(2) argu-
mentvariationen av funktionen f(z) d& kurvan ¢ genoml6ps i positiv riktning.

Bewvis!

Anta att z =a dr ett nollstille av ordningen . I niirheten av punkten z giller d
fz)=(2—a)"g(z) )
dér g(z) dr analytisk och skild frdn noll. D4 giller

fz)_ m  g@
flz) z-a gz

Den sista termen &r analytisk for 2 =a och funktionen f'(z){f(z) har siledes
en enkelpol i z=¢ med residue m. Summan av residuerna vid nollstéllen dr
siledes N. Analogt finner vi att summan av residuerna vid polerna dr —P.
(Andra tecknet pi m i ovanstiende resonemang.) Vidare giller

d o ()
7 o8I0 =72

dvs.
Lf’(z)/f(z) de= Aglog f(2)

dér A; betecknar variationen av funktionen lings konturen C. Vidare giller
log f(z) —~log |f(z)| +4 arg f(z)

D4 [{(z)] ér en entydig funktion géller siledes for en sluten kontur

Aglog f(z) =i Acarg f(z)

och satsen dr bevisad.

Med hjélp av sats 7.1 kan man nu visa flera satser, som &ir anvindbars for
att understka hur ménga ritter en algebraisk ekvation har i ett givet omride,
t. ex. Rouchés sats. For formulering och bevis av desss héinvisas till nidgon
lirobok i funktionsteori t.ex. Brinck & Persson, Analytiska funktioner, Stu-
dentlitteratur, Lund 1967, 5. 181. For att anvinda sats 7.1 maste vi utvir-
dera argumentvariationen for den funktion vars nollstillen vi vill undersiika,
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Fig.7.1. Blockschema, f6r enkelt
aterkopplat system,

Ett praktiskt sitt att gora detta dr att underséka hur kurvan €'j z-planet avhil-
das pd f(z}-planet. Argumentvariationen av funktionen f{z) anges av det antal
varv som bilden av ' omsluter origo i f(z)-planet.

Nyquistteoremst -

Da Nyquists teorem ér en tillimpning av argnmentvariationsprincipen (sats
7.1) p& ett specialfall kan hans insats forefalla obetydlig. 84 dr dock ej fallet.
Nyquist var ndmligen den forste som insiig sambandet mellan stabiliteten
for dterkopplade system (elektronrdrsfdrstiirkare) och funktionsteori.

Fir att forstd bakgrunden till Nyquistteoremet skall vi studera ett enkels
dterkopplat system enligt fig. 7.1. Fore Nyquistteoremets tillkomst brokade
man anvinda f6ljande heuristiska resonemang for att avgdra om systemet 4r
stabilt. Anta att insignalen u{t)=0 och att iterkopplingskretsen bryts vid 4
sdsom indikerats i fig. 7.1. Anta vidare att ¢; dr en sinussignal med amplituden
1 och frekvensen w. D& det giiller att E,(s)= —Gy{s) B,{s} blir signalen e, i
stationdrt tillstind en sinusfunktion med amplituden |G {im}| och fasliget
—180% +arg Gy{iew) relativt signalen e,. Om signalen e;:s frekvens varierar si
kommer sdledes det relativa fasliget mellan ¢, och ¢, att 4ndras. Vilj nn, om
s& Hr mdjligt, signalen e,:8 frekvens sd atb ¢, och e, ligger i fas. Om signalerna
¢; och e, d& har samma amplitud kan systemet kopplas ithop vid 4 och en
sjilvsvingning erhdlls, Om e, har ligre amplitud &n e, borde systemet vid
sammankopplingen vara stabilt och om e, har hégre amplitud én ¢, borde
systemet vid sammankoppling vara instabilt. Om detta resonemang vore rik-
tigt skulle man siledes kunna avgdra systemets stabilitet genom att underséka
systemets kretsdverforing, t. ex. genom att rita frekvenskurvan. Jimfor av-
snitt 2:9. Det dterkopplade systemet skulle siledes vara stabilt om frekvens-
kurvan skir reelle axeln i Gg-planet till héger om punkten —1 och instabilt
om frekvenskurvan skiir reella axeln i Gy-planet till viinster om punkten —1.
Tyvirr ér det genomirda resonemanget ej korrekt. Orsaken till detta utreddes
klart av Nyquist, Vi citerar ur hans artikel "The Regeneration Theory’ i
Oldenburger, R. (utg.), Frequency Response, Mac Millan, New York 1956:

»Mr. Black proposed a negative feedback repeater and proved by tests that it
possessed the advanteges which he had predicted for it. In particular, its
gain was constant to a high degree, and it was linear enough so that spurious
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signals caused by the interaction of the various ehannels could be kept within
permissible limits. For best results, the feedback factor, the quantity usually
known as uf(= —Gyliw)), had to be numerically much larger than unity. The
possibility of stability with a feedback factor greater than unity was puzzling.
Granted that the factor is negative it was not obvious how that would help.
If the factor was minus 10, the effect of one round trip around the feedback
loop is to change the mangitude of an original current from, say, 1 to —10.
After a second trip around the loop the current becomes 100, and so forth.
The totality looks much like a divergent serics and it was not clear how such
& succession of ever-increasing components could add to something finite
and so stable as experience had shown. The missing part in this argument is
that the numbers that describe the successive components 1, —10, 100, and
so on, represent the steady state, whereas at any finite time many of the com-
ponents have not yet reached the steady state and some of them, which are
destined to become very large, have barely reached perceptible magnitude.
My caloulations were principally concerned with replacing the indefinite
divergent series referred to by a series which gives the actual value attained
ab a specific time ¢. The series thus obtained is convergent instead of diver-
gent and, moreover, converges to values in agreement with the experimental
findings.

This explains how I came to undertake the work. It should perhaps be
explained also how it comes to be so detailed. In the course of the calculations,
the facts with which the term conditional stability have come to be associated,
became apparent. One aspect of this is that it is possible to have a feedback
loop which is stable and can be made unstable by increasing the loop loss.
This seemed a very surprising result and appeared to require that all the steps
be examined and set forth in full details

Vi skall nu visa Nyquistteoremet for det enkla terkopplade systemet 1 fig.7.1.
Vi anvinder ] Nyquists originalbevis utan stioder oss i stillet pd argument-
variationsprineipen vilket #r enklare. For systemet i fig. 7.1 géller att dver-
foringsfunktionen frdn insignal till utsignal &r

ol$)

Yisb=17 G.(5) {s) (7.2}
Systemets karakteristiska ekvation har samma rétter som ekvationen
1+ G{s)=0 (7.3)

D& vi Snskar formulera resultatet med hijilp av kretséverforingen (y(s) skall
vi utgh ifrin {7.3) i stillet f6r systemets karakteristizka ekvation.

For att avgora om den ostérda (u(f)—0) lésningen (y(t)=0) dr asympto-
tisk stabil, skall vi alltsd understka om ekvationen (7.3) har alla rétter i
viinstra halvplanet. Vi understker d& argumentvariationen for funktionen
1-+G,(s) d& & genomléper en kontur € som omsluter hogra halvplanet Re s>0.
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s-plan

R

Fig. 7.2, Konturen € som anviinds vid for-
mulering av Nyquist-teoremet.

Pet dr brukligé att som kontur ¢ vilja den kontur som visas i fig. 7.2. Den
bestdr av de positiva och negativa imaginiira halvaxlarna, tvi halvcirklar
med origo som medelpunkt, en liten (radie 7} och en stor (radie R}, For att
undersika argmmentvariationen hos funktionen 1+Gy{s) ritas bilden av C' i
(/-planet. Sedan detta gjorts girs en gréhséverging r—+0 och R-—oa.

Vi kan nu formulera Nyquistteoremet. '

8aTs 7.2. Nyquist

Om Gy(s) ej har ndgra poler i det omride i s-planet som omslutesav €, och om
bilden av €' i Gy-planet e] omsluter punkten —1 84 har den karakteristiska
ekvationens alla ritter negativ realdel.

Bilden av positiva imaginira halvaxeln &r frekvenskurvan och brukar ritas
heldragen. J#mfor avsnitt 2:9. Observera att di konturen € genomlipes i
positiv riktning rér sig punkten G lings frekvenskurvan frdn @ =co till w=0.

Observera att vi med hjilp av Nyquistteoremet kan avgdra det slutna syste-
mets stabilitet enbart med hjilp av kretsbverforingen. Det 4r dven litt ath
inse hur kretstverfiringen skdll modifieras for att ett instabilt system skall
bli stabilt. Dessa egenskaper dr de vikiigaste motiven fir Nyquistteoremets
anvindbarhet.

Det bér dven noteras att Nyquistteoromet forutsittor att Gy(s) ej har poler
i det omrde i s-planet som omsluts av €. Om &, har poler i hégra halvpla-
net rekommenderas direkt anvindning av argumentvariationsprincipen sisom
illustreras i exempel 7.2, :

En visentlig fordel med Nyguistteoremet dr att det ger direkt anvisning
om hur ett instabilt system skall modifieras for att det skall bli stahilt.

ExEMPEL 7.1
Betrakta ett reglersystem enligt fig. 7.1 med kretséverfiringen

K
Gyls) = ST
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f.-ﬂ"‘ i Go-p‘an
e ..
( AN
\ N
\ N\
\ kY
1 )
—1 \\ [ ) .
L Fig., 7.3. Bilden av konturen C i fig. 7.2
i ! vid avbildningen
/ —K/2 Fi K
w / Qi) = — .
/ of#) afs+1)°
”
R B Frekvenskurvan for liretsverféringen har
B markerats med heldragen linje.

Hur stor fir forstirkningsparametern K hogst vara £5r att det slutna systemet
skall vara stabilt?

For att anvinda Nyquistteoremet skall vi férst understka hur konturen €
i fig. 7.2 avbildas pd Gy-planet vid transformationen

K

Gy = Gyfs) = FPERTY

Den #lilla halveirkelns
s=re?, —m[2<0<n(2, r<]
i s-planet avhildas approximativt pd halveirkeln

K

e |}
¥

Go="-¢
dvs. en halvoirkel som omsluter higra halvplanet. Den sstora halveirkeln» i
s-planet

s=Re"®, —m/2<O<n/2, R>1

avhildas p& origo i G-planet. Anviinds det resonemang som beskrevs i avsnitt
2:9 finner vi att frekvenskurvan bérjar (w=0) i tredje kvadranten och att
den slutar {w=occ) i andra kvadranten,

Vidare finner vi att frekvenskurvan skér reella axeln dé

arg G liw) = —arg (iw) —2 arg (1 +iw) = —7

dvs. for @ =1.

For detta w-virde giller att |Gy(im)| = K /2. Bilden av konturen framgér
av fig. 7.3, Vi finner att bilden av konturen C' ej omsluter punkten —1 om
K <2
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Gg-plan
’d'
s
4
s
4
§
" Fig. 7.4. Bilden av konturen C i fig, 7.2
$ vid avbildningen
‘ '_1 ’—'
K
‘\ i Gols) = T
\ g els—1) (8 +5)
A : Frekvenskurvan {6r overféringsfunktio-
\..,Q; nen (y(s) har markerats med heldragen
linje.

ExzmrEL 7.2

Betrakta ett system enligt fig. 7.1 med

K

O = = D)is +5)

Ange f6r vilka vérden pa forstirkningsparametern systemet &r stabilt.

I detta fall har G, siledes en pol i hogra halvplanet. Nyquistteoremet kan
dé ef anvindas utan vi utnyttjar i stillet argumentvariationsprineipen direkt.
Vi understker forst bilden av konturen € i fig. 7.2 som omsluter hégra halv-
planet. Den »lilla halveirkeln» i s-planet

s=re', ~mf2<0<nf2, r<l
avbildas approximativt p4 halveirkeln
b= —K|(5s) = — Ke™[(Br)

dvs, en halveirkel som omsluter vénstra halvplanet. Den »stora halveirkelns
i s-planet '

s=Re'®, —n[2<B8<xm/2, R>]

~avbildas pa origo i Gy-planet. Vidare finner vi att frekvenskurvan bérjar
{w=0++) i andra kvadranten och.slutar (w= +co) i andra kvadranten. Vill-
koret f5r att frekvenskurvan skall skira negativa reella axeln i Gy-planet Iyder

arg (iw) +arg (teo — 1) +arg (fw +5)=n
dvs.
aretg @ — arctg (w/B)=m/2, O0<w<oo

Denna ekvation har ej nigon lésning och frekvenskurvan foriSper alitséd helt
i andra kvadranten. Bilden av konturen C framgér av fig. 7.4. Vi finner att
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Agarg [1+Gy(s)I= +2x

d& konturen O i fig, 7.2 genomlipes i positiv riktning. Argumentvariations-
principen ger di

N—-P=1

Di funktionen Gy(s) har en pol i higra halvplanet giller sledes P=1 dvs.
N =2, Systemets karakteristiska elvation har siledes tvd rétter i hogra halv-
planet och systemet dr di instabilt for alla virden pd K.

8. Konvergenshastighet. Praktisk stabilitet
Motivering

Begreppet asymptotisk stabilitet, definition 2.2, som &r grunden f6r vir sta-
bilitetsanalys innebir endast att den stirda losningen konvergerar mot noll-
losningen. De stabilitetskriterier som garanterar asymptotisk stabilitet séiger
shledes ingenting om hur snabbt den stirda l6sningen konvergerar mot noll-
lésningen. Vi ger ett exempel som illustrorar att det ej r tillrickligt att kriva
asymptotisk stabilitet.

Exzmrrr 8.1

Betrakta det reglersystem som behandlades i exempel 5.1. Systemet har den
karakteristiska ekvationen

s34+3s2+2s+ K =0 (8.1

Vi finner, t. ex. med hjilp av Hurwitz’ kriterium sats 6.2, att systemet &r
stabilt d3 K <6, men instabilt dd K>6. Vi skall nu undersika systemets
egenskaper d4 forstirkningsparametern K antar virden i ndrheten av stabili-
tetsgriinsen, Vi identifierar (8.1) med uttrycket

(s +o){s?+2lws +w?) (8.2)

Med K=6—¢ erhalls d& termer av andra och hdgre ordning i & férsummas

x=3-¢/11
w=V2-3V2¢e/44 7
t=zsV2/44 (8.3)

For smd viirden pi £>0 har den karakteristiska ekvationen tvd komplexa
rétter, som ligger myeket nira den imagindra axeln. I fig. 8.1 visas stegfunk-
tionssvaret for system med K =5,0 och K =5,9. Aven om systemet &r stabilt
for dessa virden pd forstirkningsparametern, sd ir det fullstindigt canvind-
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K=5,9

Y
1l-

t 1

10 20 t
¥y K=5,0
1+

I I

10 20 t
Fig. 8.1, Stegfunktionssvar fir enkelt shutet reglersystem med kretséverforingen

K

Gyls) =

s{e+1)(a+ 2)
och K =85,9 respoktive K =5,0.

bart som reglersystem. Vi kan t. ex. tdnka oss att systemet representerar en
potentiometerskrivare, Vidare finner vi att redan mycket smé variationer i
systemets parametrar kan leda till att systemet blir instabilt.

Exemplet visar klart att det ej ir tillrdckligt att kriva enbart asymptotisk
stabilitet om ett reglersystem skall fungera tillfredsstillande. I de flesta
praktiska tillimpningar méste man 4tminstone ha kunskap om konvergens-
hastigheten. Dessa frigestillningar leder naturligh fram till problemet om hur
ett reglersystems syfte skall specificoras. En ingdende behandling av detta
problem ges i kap. 6. I foreliggande avsnitt skall vi som en forberedelse disku-
tera ndgra stabilitetshbegrepp, som dr mer restriktiva in asymptotisk stabilitet.

Starkare villkor p& den karakteristiska ekvationans rotter

Ett naturligt sétt att infora restriktivare stabilitetshegrepp vore att fordra att
l=@®)]} < Ke ™, «>0 (8.4)

Detta ir ekvivalent med att kriiva att den karakteristiska ekvationens rétter
ligger i halvplanet Re s<< —o. Jimfor sats 2:11.1. Ett alternativ till (8.4)
vore att fordra att den karakteristiska ekvationens rotter skall ligga i sektorn
7/2+a <arg s <3m/2 —a. Kriterier av denna typ kan litt undersokas med de
direkta metoderna, t. ex. rotortmetoden, dir rétternas virden anges explicit.
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Fig. 8.2. Blockschema f6r enkelt dter-
kopplat system.

Det dr ocks# mdjligt att erhdlla kriterier for dessa mer restriktiva krav genom
modifiering av Hurwitz’ teorem eller med argumentvariationsprincipen. D3
kriterjer som erhalls pd detta sitt fir mycket komplicerade, anviinds de sillan
i praktiken. Man har i stillet infort andra heuristiska kriterier som #r littare
att evaluera. Samtliga kriterier har konstruerats for att analysera ett enkelt
dterkopplat system, vars blockschema framgir av fig. 8.2. Kriterierna &r
baserade p& analys av kretstverftringen Goy(s).

Farstarkningsmarginal och fasmarginal

Begreppen forstirkningsmarginal och fasmarginal fir bAda relaterade till
kinslighetsanalys. Man understker siledes hur mycket vissa systemparametrar
kan #ndras innan systemet blir instabilt. Lat Gy(s) vara kretstverfiringen,
dvs, det dppna systemets dverforingsfunktion. LAt vidare w, vara det minsta
positiva tal sddant att arg Gy(icwg) =n, och funktionen arg Gy{iw) dr avtagande
for w=w, Med forstirkningsmarginalen eller amplitudmarginalen avses dé
talet

A1 Gfiers)] (8.5)

L&t vidare e, vara det minsta positiva tal sddant att |Gy(iw,)| =1. Med fas-
marginalen avses talet

Pn—a+arg Gylim,) (8.6}
L
Am
4= 7T 7™~ Gyplan
# w Yo P
Ve ™
7 %,
/ A
i \
! Wy ll
i ]
\ (AN 1
3 i /
A e 4
\Yd 7 .
W Vs Fig. 8.3. Illustrerar bestimning av fas-
\\\ ‘,z/ marginal ¢, och fSretérkningsmarginal
o = 4,, i Nyquistdiagrammet,
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log |Gy
Beloppkurva

arg Gp

0°

SN

-2

——————— —180°

01 Wy

10,0
w

Fig. 8.4. Illustrerar bestdmning av fasmarginal ¢, och amplitudmarginal A4, i
Bodediagrammet. I figuren visas Bodediagrammet f6r verféringsfunktionen

K

Gole) = s{a+1){s+2)

Vi finner ¢, = 54° och *og 4, =0,78 dvs. 4,, =6.

Forstérkningsmarginalen anger siledes hur manga gdnger forstérkningen i den -
oppna kretsen kan Skas innan systemet blir instabilt. Om forstarkningsmargi-
nalen fr mindre dn ett ir systemet instabilt. Fasmarginalen anger analogt
hur myeket extra fasftrskjutning som kan inforas i det Sppna systemet innan
det slutna systemet blir instabilt. Om fasmarginalen #r negativ ir systemet
instabilt, Man har empiriskt funnit lémpliga virden for amplitudmarginal
och fasmarginal fir olika typer av system. For vanliga servomekanismer har
foljande virden visat sig ge rimliga system A, =2-6 och g, =30°-60°. Bide
fasmarginal och amplitudmarginal kan direkt utlisas ur Nyquist- eller Bode-
diagrammen fir det éppna systemet (fig. 8.3 och 8.4).

Rasonanstoppens storlek My

Den logaritmiska frekvenskurvan fér reglersystemet i exernpel 5.1 med K =5,0

visas i fig. 8.5,

Det starkt oscillerande stegsvaret vi fann i fig. 8.1 har tydligen niira sam-
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0jog |G
1 n
///
TS
p N

a1 0.2 G5 1.0 2,0 5,0 10,0
(53]

Fig. 8.5. Amplitudkurva f6r reglersystemet i exempel 5.1 med K =5,0. Jimfér
med stegsvaret fir sermmea system 1 fig. 8.1.

band med den héga toppen i det slutna systemets resonanskurva, Detta ér
utglngspunkten for ett annat kvalitativt stabilitetsbegrepp, nimligen reso-
nanstoppens storlek

Goliw)

1+ Gy (i) ®.7)

M, = max | @(iw) | = max

Man har empiriskt funnit att for vanliga servomekanismer dr M,~1,3 (1,0-1,5)
ett lampligt virde. Fér att bekvimt kunna anviinda resonanstoppens hojd
som kriterium fordras metoder, som gor det mdjligt att pid ett enkelt séitt
bestdmma M, ur kunskap om systemets kretsdverféring, T det f6ljande skall
vi ange sddana metoder,

Bestdmning av det sluina sysiemets éverforingsfunktion ur
kretsdverforingen

Det slutna systemet i fig. 8.2 har éverféringsfunktionen

G(s) — G{)(S)

T 14 Gyfs) (8.8)

dir (s} dr det Sppna systemets Sverféringsfunktion. Om &verforingsfunk-
tionen (, ir given genom sin frekvenskurva G {iw) kan det slutna systemets
frekvenskurva litt bestimmas med hjilp av en grafisk konstruktion (fig. 8.6).
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im GO

Re GO

1+ Gpliw) —,

Fig. 8.6, Mustrerar hur det slutna systemets frekvenskurva G(Jw) kan konstrusras ur
det Sppna gystemets frekvenskurva G{im). De komplexa talen Gy(iw) och 1 + Go{iom)
kan direkt utlésas i diagrammet. Beloppet |G{iw}| erhalls som kvoten mellan
|Ghizw)] och |1 +G(im)|. Argumentet arg G{iw) dr lika med negativa virdet av
vinkeln ¢.

Den grafiska konstruktionen underlittas om vi ritar féljande kurvskaror
i Gy-planet
| Gof(X +Gy)| =M =konstant (M-cirklar) (8.9)
arg [Gy/(1 +Gy)] =@ =konstant {g-cirklar) (8.10)
Ett ¢/;-plan med dessa kurvskaror inrvitade kallas Halldiagram (fig. 8.7). Man
kan visa att bada kurvskarorna idr cirkelskaror som skir varandra under riita

vinklar. Kurvskaran (8.9) dr de harmoniska cirklarna till punkterna G,=0
och ;= —1, En kurva i denna skara har medelpunkten i

Gy=—M2[(M*—-1)

och radien

R=|M{(M2-1)|

En kurva i den ortogonala skaran (8.10) har medelpunkten i

G= -ty
S22 2tg(e/2)

och radien

1
R=2sin(cp/2)

For att bestdmma det slutna systemets Sverféringsfunktion (=06 /(1 +G,) ar
kretstverforingen (F, ritas slledes forst kretséverféringens frekvenskurva.
Frekvenshurvan graderas i w pd vanligt sétt. Genom att interpolera i Hall-
diagrammets M- och g-karvor kan man sedan {or en given punkt pd frekvens-
karvan bestémma belopp och argument f6r @,
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Fig. 8.7. Halldiagram, dvs. Gg-plan med kurvskarorna |Go/(1 +&}| =M och
arg Gy /(1 + Gy} =p. Jdmfér ekvipotential- och faltlinjer frin en killa och siinka i
plenet.

Resonanstoppens héjd M, definierad av ekvation (8.7), kan direkt bestdm-
mas ur Halldiagrammet som det stérsta M-viirde som antas for nigon punkt
pd frekvenskurvan. Dette virde antas i en punkt dér frekvenskurvan tangerar
~ en M-cirkel.

Nicholsdiagrammet

DA, det &r tidssdande att rita frekvenskurvor anvéinds Halldiagrammet sillan
vid praktiskt arbete. I stéillet anvinds Nicholsdiagrammet, som dr den kon-
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arg Gg

Fig. 8.8. I Nicholsdiagrammet ritas frekvenskurvan for det dppna systemets Sver-
foringsfunktion @, med arg Gy{iw) som abscissa och 1“10g|GB('£w)| som ordinata.
I disgrarnmet finng kurvskarorns G.f{1 +@,) =M och arg &,/(1 +&;) = ¢ inritade.
Dessa, kurvskaror har graderats med 10-logaritmen fér M-vérdet och g-viirdet i
grader. Det slutna systemets dverforingsfunktion & = G,/(1 + &} kan bestéimmas ur

kretagverfiringen @, med hjilp av kurvskarorna. Resonanstoppen M, kan direkt
utlisas ur diagrammet.

forma avbildningen av Halldiagrammet vid transformationen Q,~log G,~
log |G| +7 arg G,. Frekvenskurvans transformation i log Gy-planet kan nam-
ligen litt erhillas ur Bodediagrammet for G,. I Bodediagrammet kan mitas
direkt log | Gy(iw}| och arg Gyliw). Genom att for varje w avsitta log | Gy(im)|
och arg ((iw) i ett ritvinkligt koordinatsystem erhalls siledes en punkt pa
frekvenskurvans bild i log G,-planet.
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M- och @-cirklarna, definierade av ekvationerna (8.9} och (8.10}, blir i
Nicholsdiagrammet konforma avhildningar av cirkelskarorna i Halldiagram-
met. Nicholsdiagram ritas ofta med andra enheter n naturliga logaritmer och
radianer. Kurvskarorna (8.9) och (8.10) bildar di ej rita vinklar med var-
andra. Fig. 8.8 visar ett sidant diagram.

Nicholsdiagrammet anviinds pd samma sitt som Halldiagrammet, Med dess
hjilp kan man siledes litt bestimma det slutna systemets Sverforingsfunk.-
tion @ ur kretséverfiringen . For att gbra detta ritas f6rst frekvenskurvans
avbildning i Nicholsdiagrammet. Genom att interpolera i det kroklinjiga
koordinatsystemet kan man sedan fér varje punkt pé frekvenskurvans bild
bestimma belopp och argument f6r det komplexa talet Gyf(1+Gy). Med hjilp
av kurvskaran |Gyf(1+6Gy)| =M kan man dven avlisa resonanstoppens hojd
M, som det stérsta M -virdet som antas for ndgon punkt pé frekvenskurvans
avbildning. Detta virde uppnds naturligtvis i nigon punkt dér frelcvenskurvans
bild tangerar en M -kurva.

I Nicholsdiagrammet i fig. 8.8 har vi ritat bilden av frekvenskurvan far ett
system med kretsSverforingen

K
GO(S) == Rm 3 K=1
For detta system erhalls %log M, = 0,05, dvs. M,=1,1.

Det slutna systemets bandbredd wy kan vidare erhéllas som den frekvens
for vilken frekvenskurvan skiir kurvan |Go/{(1+Gy)| =0,707. For systemet i
fig. 8.8 erhélls wz=0,8.

D4 en multiplikation av &, med en konstant K motsvaras av en addition
av log K och log &, finner vi att vid en #ndring av kretsftrstdrkningen
translateras frekvenskurvans avhildning i Nicholsdiagrammet vertikalt. Det
&r siledes litt att se hur en dndring av det dppna systemets forstérkning pa-
verkar det slutna systemets dverforingsfunktion. Fér systemet i fig. 8.8 finmer
vi t.ex. att om vi tilliter ¥og M,= 0,1 (M,=1,3 s kan kretsférstirkningen
okas med ¥log K =0,1, dvs. K =1,3. Systemets bandbredd okar harvid till
wg=0,9.
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Rotortmetoden diskuteras dven i de flesta lirobdcker i reglerteknik, t. ex, de
tidigare nimnda av Truxal, Chestnut & Mayer och Elgerd.

Bevis av Rouths och Hurwitz teorem &terfinns i

Gantmacher, . R., Theory of Matrices, Vol. 11, kap. 15.

Nyquistteoremet studeras lampligen i originalarbetet

Nyquist, H., Regeneration Theory, Bell. System Technical Journal I1 (1932),
s. 126-147.

Artikeln finne reproducerad i

Bellman, R. & Kalaba, R., Mathematical Trends in Control Theory, Dover,
New York 1964,

Komplettering av kunskaper i funktionsteori kan t. ex. goras med hjilp av

nigon av -

Ahlfors, L. V., Complex Analysis, McGraw-Hill, New York 1956

Brinck, I. & Persson, A. Elementiir teori for analytiska funktioner, Student-
litteratur, Lund 1967

Titchmarsh, E. C., The Theory of Functions, Oxford University Press, London

1939,

En utférlig hehandling av Halldiagrammen och Nicholsdiagram finns i Chest-
nut & Mayers lirobok. : ‘
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6. Syntes av reglersystem

1. inledning

Losningen av ett reglerproblem kan uppdelas i f6ljande moment:

Specifikation av problemet
Modellbygge och identifiering
Analys

Simulering

Syntes

Farverkligande

® ® ® ® & @ @

Drifttagning och trimning

For att ange specifikationerna bor man gira klart for sig vilka krav som
systemet bir upptylla. Detta kan t. ex. innebiira att ange systemets formaga,
att eliminera stérningar och aft f6lja kommandosignaler.

Modellbyggandet avser att ge en matematisk modell av den process som
skall regleras oeh av de stérningar som pidverkar processen. Modellen kan er-
hilas genom att tilimpa grundliggande naturiagar sisom massbalans, energi-
balans och roérelsemingdsbalans. Om den process som skall regleras finns till-
ginglig kan man ocksé bestdmma modellerna genom att experimentera med
processen. Hxperimenten utférs genom att insignalen varieras och mot-
svarande variationer i utsignalen registreras. Bestimning av dynamiska mo-
deller genom analys av experimentella insignal-utsignal-data kallas idenfi-
fiering. Overforingsfunkticnen kan t.ex. bestdmmas genom att variera in-
signalen sinusformigt och méta amplitud- och fasrelationerna mellan insignal
och utsignal (frekvensanalys). Viktfunktionen kan t. ex. bestimmas genom
att registrera utsignalen d3 insignalen &r en kort puls (transientanalys). 1
ménga fall anvinds flera modeller av varierande komplexitet frin enkla
modeller av lig ordning till mycket komplicerade modeller som representerar

reglerobjektets dynamiska egenskaper med stor detaljrikedom. Man efter-.

strivar ocksd att gora modeller som beskriver systemets omgiviing genom
att karakterisera storningar och maitfel. Nigra av de modeller som anvinds
presenterades i kapitel 2.

Analysen ger en Overblick av modellens egenskaper sisom stabilitet, styr-
barhet, observerbarhet, kinslighet, icke-minimum-fas-egenskaper m. m. Vid
dessa moment anvands de verkiypg som presenterades i kapitel 3, 4 och &.
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Analysen kompletteras ofta med simulering, di ménga problem ej kan lésas
analytisks.

Syntesen bestdr i att matematiskt karakterisera regulatorns funktion. Man
skall beskriva hur styrvariabeln skall genereras frin de tillgingliga miitning-
arna. Simulering anvinds ofta for att verifiera att den erhilina styrlagen ger
ett slutet system med onskade egenskaper.

Med forverkligande, dven kallat realisering, implementering eller apparati-
sering, avses att konstruera, tillverka och monters en apparat som utfér den
signalbehandling som angivits av syntesen. Rent tekniskt bestir regler-
systemen ofta av komponenter av analogityp, dvs. dterkopplade operations-
forstirkare, eller datorer med analog-digital och digital-analog omvandlare,

Med drifttagning och trimning avses att installera regulatorn och att stilla
in den s& att den fungerar enligt specifikationerna.

I praktiken kan de olika momenten av problemlosandet ej genomforas steg
fér steg i den ordning som angivits ovan. Problemlésandet ar i stillet en itera-
tiv proocess, rom sillan dr helt systematisk och logisk. Slutmalet dr att f4 en
praktiskt fungerande regulator, som uppfyller de tekniska specifikationerna,
gom #r billig, palitlig och latt att trimma in, modifiera och underhélla. Detta
maél kan uppnds péd ménga olika sitt ooch ofta miste manga tekniskt-ekonomiska
avvigningar goras. Det finns med andra ord utmirkta tillfillen f6r konstruk-
téren av ett reglersystem att visa sin ingenjérsméssiga f6rmégn. Man bér
ocksh ligga marke till att det ingdr i reglerteknikerns uppgifter att underscka,
om reglerproblemen kan 18sas genom #ndringar av processen, inférandet av
nys métsignaler och nya styrsignaler.

Reglerproblemen kan ha mycket olika karaktdr. Det arbete som fordras
for att 10sa ott reglerproblem kan vara mycket varierande framst beroende av
om det finns tidigare erfarenheter eller om det giller en ny tillimpning.
Reglering av nivd i behdllare forekommer allmént i processindustrin. Fér att
losa en sidan reglernppgift installeras vanligen en proportionell och inte-
grerande standardregulator. Regulatorns parametrar instills sedan empiriskt
med ledning av tumregler. Man vrider pd rattarna, observerar processens upp-
férande och modifierar instillningen till dess nskat resultat erhills. Vid nya
tillirapningar 6. ex. vid ldsning av styrproblem for nya vapensystem, mjuk-
landning pé& mdnen, avancerad processreglering ete. ir projekteringsarbetet
mycket omfattande. Det kan i omfattning motsvara tiotals mandr eller mer.
Det &r vanligh att systemet simuleras antingen genom att man bygger en
skalmodell eller genom att man anvinder analogimaskin elier dator. Eventuellt
kan en kombination goras dirigenom att verkliga komponenter anvinds till-
sammans med en analogimaskin eller dator.

En annan faktor av stor betydelse ir om man fritt kan vilja systemets
alla komponenter eller om man 4r bunden att anvinda vissa givna kompo-
nenter. Vid nykonstruktion har man mycket stora mdjligheter, framforallt
bir samspelet mellan regierutrustning och 6vriga komponenter i systemet
beaktas. Jimifor diskussionen i kap. 1.2 om autopiloter och accelerometrar.
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Vid automatisering av redan befintlig utrustning 4r man i stor utstrickning
bunden av de dynamiska egenskaperna hos den existerande utrustningen.

Detta kapitel behandlar syntes. Vi antar att det system som skall styras ar
givet. Problemet #r hur insignalen u skall berdknas ur den information om
systemet som erhills ur utsignalen y £6r att systemets syfte skall uppnds. For
att 16sa detta problem #r det uppenbarligen visentligh até karakterisera syste-
mets omgivning och specificera dess syfte. I reglerteknikens begynnelse lade
man huvudsakligen kvalitativa synpunkter pé systemets syfte och man var be-
Iten med de fordelar, som dterkopplingen gav i sig sjilv. Syftet var nirmast
att dstadkomma, ett stabilt dterkopplat system med sma statiska fel. Man var
inte heller s4 noga med att definiera systemets omgivning, dvs. de storningar
som péverkar systemet. De analytiska verktyg som anvindes var visentligen
stabilitetskriterier. Kvantifativa uttryck for snabbhet, stabilitet och nog-
grannhet var sedan en naturlig vidareutveckling, Vi har redan i tidigare avsnitt
behandlat sidana uttryck, t. ex. forstirkningsmarginal, fasmarginal, M,-vérde,
felkoefficienter, styvhetskoetficienter. De specifikationer som erhéils pd detta
siit leder endast i undantagsfall till en entydig styrlag. Som en direkt f6ijd av
detta utvecklades ett stort antal syntesprocedurer. Dessa syntesprocedurer
har alla filjande karaktér:

@ Vilj styrlagens form (systemets struktur).
® Justera kretsforstirkningen si att stabiliteten blir acceptabel.

@ Underssk om reglerfelet ar tilliredsstillande vid typiska stGrningar med
hjdlp av analys eller simulering pd analogimaskin eller dator.

® Upprepa proceduren frén bérjan och fortsiitt tills specifikationerna ar
uppfylida.

D4 specifikationerna i allmanhet ej ger en entydig styrlag miste godtyckliga
val goras i flera av stegen.

Ovanstdende procedur kan synas mycket grov. Det har emellertid visat
sig att en bra ingenjér med hjilp av dessa riktlinjer och viss trining kan
dimensionera servosystem som fungerar tillfredsstillande. De flesta servo-
system, som &r i bruk idag, &r hopkomna pd detta sitt. De heuristiska syntes-
procedurerna har emellertid betydande nackdelar. Det ar oméjligt att med
den angivna proceduren avgora om problemet Sverhuvadtaget gir att 1osa.
Specifikationerna kan ocksd vara inbordes motstridande, Syntesmetoderna
kan endast med stor svirighet tillimpas pd system som ej ar enkla och tids-
invarianta. Man vet aldrig om visentligt battre prestanda kan erhillas med
en annan struktur. Man har forsékt att komma ifrdn dessa svarigheter genom
att ange en skalir prestandafunktion som t. ex. motsvarar den ekonomiska
vinsten. P4 detta sitt kan man 8 klarhet i vilka prestanda som kan uppnés
och var de fundamentals begransningarna finns. Den grundliggande svarig-
heten ir att det sallan gar att ange ett systems prestanda med ett enda tal.
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Syntes av ett reglersystem kommer dérfor alltid att goras genom en kombina.-
tien av analytiska cch erfarenhetsmaéssiga synpunkter,

Tillgdngen pd datorer med bildskdrmar och dialogprogramvara har givit
drastiska mojligheter att forenkla syntesarbetet. Minniskans intuition och
dverblick kan d8 kombineras med datorns férméga att snabbt utfora bersk-
ningar, Det finns f, n, vid flera universitet (t. ex. 1 Lund) programsystem for
datorstédd dimensionering av reglersystem. Det dr 6. ex. méjligt att via tan-
gentbord ge beskrivningar av system och att dndra parametrar i en system-
beskrivning. Man kan sedan med hjilp av kommandon generera Bode-diagram
och Nyquist-kurvor p4 en bildskirm. Med hjilp av andra kommandon kan
man t. ex. begirag understkning av styrbarhet och observerbarhet. Det finns
ocksdé mdjligheter att via tangenthordet definiera specifikationer och via
kommandon begira syntes av regulatorer baserade pd olika syntesmetoder.
Program fér datorstédd syntes av reglersystem dr ett mycket kraftfullt hjilp-
medel fér konstruktdren. ,

I avsnitt 2 i detta kapitel ges en Oversikt av olika sitt att specificera regler-
system, Hir behandlas sdval heuristiska specifikationer i tids- och frekvens-
planet som optimeringskriterier. Avsnitt 3 per en 6versikt av olika regler-
principer och reglerstrategier. Metoder fir att syntetisera ett urval av vegler-
principerna behandlas i f6ljande avenitt, Syntes av framkoppling diskuteras i
avsnitt 4. Detts &r intimt férknippat med problemet att berakna inversa
gystem. Avsnitt 5 behandlar tv3 olika metoder att dimensionera en regulator
sem ger en foreskriven dverféringsfunktion. Om ett system med en insignal &r
styrbart s§ kan det slutna systemets poler ges godtyckliga virden genom en
aterkoppling frin samtliga tillstdndsvariabler. Om tillstdndsvariablerna ej
kan mitas direkt 8§ kan de rekonstrueras ur mitningar av in- och utsignaler.
Olika metoder att gora detta behandlas ocksh i avenith 5. T avenitt 6 slutligen
diskuteras tvi metoder baserade pd frekvenskurvor och rotortdiagram med
vars hjilp ett systems egenskaper kan modifierag utan att det slutna systemets
samtliga poler maste fastliggas.

2. Specifikationer

Att specificera ett system bestdr i att ange dess syfte och omgivning. I
vigsa fall kan detta vara mycket lits, t. ex. vid dimensionering av ett
servosystem avsett att driva ett teleskop sd att det foljer en viss stjéirna.
Systemets syfte kan siledes vara att teleskopet skall f6lja stjirnans rorelse
med ett vinkelfel som dr mindre dn en given tolerans. Systemets omgivning
utgérs i detta fall av stjirnans rirelse, som ir en given funktion av tiden.
I detta speciella fall karakteriseras systemets omgivning med en enda funk-
tion. T andra fall kan det vara svirare att specificera systemets omgivning,
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t. ex. vid dimensionering av ett instrumentservo fér en potentiometerskrivare
eller vid dimensionering av ett servo fér inriktning av en luftvirnskanon, I
sidana fall ir det minga olika typer av insignaler som skall reproduceras och
det kan vara mycket svirt att finna en ldmplig klassificering av signalerna,
I praktiken begrinsar man sig ofta till att understka systemets formiga att
reproducera vissa testsignaler, t. ex. stegfunktion, rampfunktion, parabel och
sinusfunktion. Fér ett luftviirnsservo kan man t. ex. & viss uppfattning om
instorheten genom att uppskatta det tinkta flygplanets storsta hastighet ooh
undanmandverforméga.

1 defta avsnitt skall vi ange nigra olika sétt att specificera ett system. Vi
skall forst redogéra for en uppsittning specifikationer, som utvecklades i
samband med de heuristiska syntesmetoderna, nimligen specifikationer pd
stegsvar och frekvenssvar. Dessa specifikationer utvecklades for att kvanti-
tativt uttrycka kompromissen mellan statisk noggrannhet och stabilitet for
reproducerande servosystem. Specifikationerna ér i allminhet sidana att det
finns minga system som uppiyller dem. Vi skall sedan behandla specifika-
tioner, som anger de énskade dverforingsfunktionerna frin referenssignal till
utsignal och frin stérning #ill utsignal. Slutligen skall vi behandla specifika-
tioner som formuleras med hjilp av en kriteriefunktion.

Specifikationer i tidsplanat

Overféringsfunktionen for ett linjirt tidsinvariant system dr entydigt bestdmd
av eft insignal-utsignalpar under forutsittning att insignalen varierar till-
riickligh oregelbundet (en enda sinussignal dr ej tillrdckligt). Det dr alitsd
méjligt att specificera dverfringsfunktionen for ett system genom att man
anger systemets utsignal fér en given insignal. For reproducerande servo-
system ér det vanligh att som insignaler viilja stegfunktioner, rampfunktioner
ete. Vi skall i anslutning till fig. 2.1 ange nigra vanliga specifikationer pd
stegsvavet, dvs. det slutna systemets svar pi ett enhetssteg,

Foljande storheter brukar anges f6r att specificera stegfunlktionssvaret:

® Oversliing, M, {(Overshoot). Utsignalens maximalvirde minskat med 1.
Overslingen anges vanligen i %, Dess tilldtna virde varierar med till-
laimpningen. Truxal har angivit foljande riktvirden. Frin 1% i vissa
mitinstrument, 5-10 % for video-férstirkare i television, upp till 256-30 %
i vissa servomekanismer. Ibland anges fven maxtiden Ty, dvs, den tid da
utsignalen antar sitt stdrsta virde. ‘

@ Stigtid, T, (Rise time). Inverterade virdet av maximum av utsignalens
tidsderivata. Andra definitioner férekommer t. ex. den tid det tar for ut-
signalen att véxa frin 0,1 till 0,9.

@ Insvingningstid eller losningstid, T, (Solution time, settling time), Det
minsta virdet sidant att utsignalen f6r alla £ T, tar viirden mellan 1 —p
och 1+ p. Vanligen dr p=0,05.
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Fig. 2.1, Stegfunktionssvar for ett reproducerande servosystern med illnstration
av nigra vaniiga specifikationer i tidsplanet.

@ Fordréjningstid, T, (Delay time). Den tid det tar f6r utsignalen att nppnd
virdet 0,5.

® Slutfel, e, (Static error, Final value of error). Definieras som eg =1 —y(oo)
Slutfelet ¢, dr identiskt med den nollte felkoefficienten: Jimfor avsnitt
4:3.

Fér att karakterisera systemets formdge att f6lja ldgfrekventa insignaler
brukar felkoefficionterna anges. Dessa kan direkt avldsas ur en registrering
av systemets in- och utsignaler da insignalen ér en potens av ¢ (fig. 2.2 och
2.3).

Observera att dven om samtliga nu nimnda storhe’ser specificeras, sd Ar
systemets stegsvar ef entydigt bestéimt,

Specifikationerna pé stegsvaret hinfor sig till den situation d4 systemet skall
reproducera en given insignal. Om systemets syfte i stillet &r att eliminera
stérningar erhdlls liknande specifikationer, I fig. 2.1 kan $. ex. kvantiteten
1 —y(t) tolkas som det fel, som erhdlls vid en storning i form av ett enhetasteg.
Felkoefficienten e, motsvaras d& av styvhetskoefficienten ¢, med ombytt
tecken,

Specifikationer i frekvensplanet

Specifikationerna kan dven formuleras i frekvensplanet. Man later di systemets
omgivning karakteriseras av en klass av sinussignaler, I fig. 2.4 visas ampli-
tudkurvan for dverforingsfunktionen for ett reproducerande servosystem.
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Insignal vt Reglerfel veq

Utsignal

Fig. 2.2, Rampsvar for system
med e, =0, ¢; +0.

Insignal at2/2

Reglerfel ae,

Fig. 2.3. Insignal och utsig-
Utsignat nal fér systemmede, =¢, =0,
€, %0, d& insignalen &r en
parabel.

Foljande storheter brukar anges for att specificera systemet:

@ Resonanstopp M, (M-peak, resonance ratio). Amplitudkurvans maximum.
Anges ofta i dB. Vanliga viirden pi resonanstoppen ar M,=1,0-1,5 dvs.
0-3,3 dB.

® Resonansfrekvens w, (Peak frequency). Frekvens f6r vilken amplitudkurvan
har sitt maximum,

Bandbredd o, (Bandwidth). Frekvens for vilken |G(iwy)| = 1/V2.

@ Amplitudkurvans lutning k (Slope). Vid hdga frekvenser avtar [ Gliw)|
som |w] ¥, vilket i ett logaritmiskt diagram motsvarar en rit linje med

litningen —k,

Liknande specifikationer kan stillas upp for verforingsfunktionen frén stor-
ning till utsignal for system dédr man vill eliminera inverkan av storningar.
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o

¢ Wy Wy w

Fig. 2.4. Amplitudkurva fér ett reproducerande servosystems dverforingsfunktion,
som har G{0) =1, dvs. e, =0. Observera linjdra slkalor!

Specifikationer pa dverforingsfunktionen

De specifikationer som hittills behandlats stiller vissa villkor pd det slutna
systemets Sverforingsfunktioner frin insignal till utsignal och frin stérning
till utsignal, Det finns emellertid ménga Gverféringstunktioner, som satistierar
en given uppsittning specifikationer. Fér att undvika denna brist pd entydig-
het, kan man dirfor direkt specificera de onskade Gverforingsfunktionerna,
t. ex. genom att man fastligger dess singulariteter.

Ett reproducerande servosystem har vanligen en &ver{Sringsfunktion enligt
fig, 2.5. Overféringsfunktionen karakteriseras av:

@ Ett par komplexkonjugerade poler 8=p, och s =p,

@ En »dipols s=2,, s=p, p4 reella axeln nira origo. Observera att nollstillet
oftast ligger nirmast origo (motiveras senare). Eventuellt kan flera dipoler
finnas.

® Ett varierande antal poler och nollstillen pd negativa reella axeln eller dess
nirhet.

Systemets stransienta uppforandes, dvs. stigtid, dversling, bandbredd, reso-
nanstopp bestdms visentligen av de komplexkonjugerade polerna p, och p,.
Dessa kallas kontrollpoler eller dominerande poler och betecknas

pos= — Lo Fiow, V1 *

didr ¢ kallas den relativa ddmpningen. Systemets egenskaper vid mycket
snabbt varierande insignaler bestims vasentligen av skillnaden meilan totala
antalet poler och nollstéllen.

Felkoefficienterna som karakteriserar systemets statiska egenskaper be-
stims vigentligen av &verforingsfunktionens egenskaper i narheten av origo.
Se avanitt 4:3.

Vi skall nu hérleda ett samband mellan felkoefficienterna och det slutna
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Fig. 2.5. Singularitetsdiagram for dverforingsfunktionen G{s) fér ett typiskt filje-
servo. Vid laga frekvenser dr forstirkningen 1, dvs. G{0} = 1.

systemets poler och nollstillen. LAt det slutna systemets overforingsfunktion
vara

{s—z )8 —2g) ... {8—2y)
Asy=K 2.1
(s) {s—p)E—Pa} ... (s —pa) @1)

Felkoefficienterna definierades i sats 4:3.1 som koefficienterna for s-potenser
i Maclaurinutvecklingen av 1—G{(s}, dvs.

1-G(s)=egte,s+es?+ ... (2.2)
Vi finner siledes
g=1—G(0) (2.3)

Derivering av (2.2) ger

_ |26 L d log G{s) o n l__ A |
o= [ds ]s:OHJ G(O){—————]Fo—(l Go)[z > ] (2.4)

ds —1% =1 D

TFor att beridkna e, deriveras (2.2) tvi glnger. Vi fér
2 P 2
26, — — [d G(s)] __ 1 [dG{s)] —a) [cz log G(s)]
s={) 'y =0

ds? GO0 ds .- ds*
dvs
2 m n
— €1 1 1
e, = +(1— [ S —W] 2.5
T 1e (1~ ) 21 z gx Bi @3

Felkoefficienten e, 4r vanligen positiv. Det foljer av ekvation (2.4) att det dr
méjligh att minska ¢, genom aft placera ott nollstille nira origo pé negativa
reella axeln. Detta &r motivet till nollstillet z; i fig. 2.5. Motivet till att ha en
pol p, omedelbart till viinster om nollstdllet 2, i fig. 2.5 dr att man ej vill att
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nolistillet z, skall pAverka systemets stegsvar alltfor mycket. Om polen p, och
nollstillet z, ligger tillrickligt néra varandra s har de ringa inflytande pé
stegsvaret. For att visa detta berdknar vi stegfunktionssvaret for dverforings-
funktioner som endast skiljer sig med en dipol 2, 2,

Lt G{s) vara en Overforingsfunktion med stegsvaret f(t). Vi skall nu upp-
skatta stegsvaret f6r dverforingsfunktionen

Gis)= 018" A &(s)

28— h

déir vi férutsitter att z; och p; ir reella och p, <0. Vi antar dessutom att Gver-
foringsfunktionen G(s):s samtliga poler ligger i halvplanet Re s<p, —a dér
@ >0. Vi har {6ljande identitet

Q)= e+ 6
LAt fit) beteckna stegsvaret for (Y{s). Det foljer nu av faltningssatsen att
_ ¢
fmm&mﬁfﬁiiﬁffﬂﬁWMs (2.6)
zl zl 0
For smé f, dvs |p, | <1, giller approximativt
Jior =2 )+ 2AA) [y,
och for stora ¢ giller approximativt

MW“MH( ﬁy oY

Det ar viktigt att ha en kinsla for hur systemets egenskaper sisom fel-
koefficienter, bandbredd m m. beror av polernas ooh nollstillenas ligen. Detta
kan fis genom att i detalj studera ménga exempel. Lisaren rekommenderas
att sjilv gbra detta. For enkla system ricker analys med penna och papper,
men dé det finns minga poler och nollstillen fér rikneteknisks hjilpmedel
som analogimaskin och dator tillgripas. Nagra exempel ges nedan.

Exemrrr 2.1. Férsta ordningens system

Betrakta ett slutet system med dverforingsfunktionen

Gi{s)= —4_—@ 2.7

Systemets Bodediagram framgir av fig, 2:9.4, Dess stegsvar 4r
oft) =1 —eot
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Fig. 2.6, Singularitetsdiagram for overfdrings-
funktionen
X g
Q)= 5 7 —g
s +28wys+wy
Enkla rikningar ger
Stigtid T, =1ja B,
Férdrojningstid T, =0,69/a
Insvingningstid (6 %) T =3/a
Oversling M =0
Felkoefficienter e =0, e;=1/n
Bandbredd wp =0
Resonanstopp M,=10
Resonansfrekvens w, =0

Overforingsfunktionen (2.7) kan erhéllas som ett enkelt slutet system enligt
fig. 4:3.2 med kretséverfdringen

Gols) =afs

Detta system har skirningsirekvensen w.=a och fasmarginalen ¢, =90°,

Vi finner saledes att bandbredd och skirningsfrekvens ir proportionell mot
parametern @ medan stigtid, fordrijningstid, insviingningstid och felkoeffi-
cienten e, ir omvint proportioneil mot a.

ExXEMPEL 2.2, Andra ordningens system
Betrakta ett slutet system med éverféringsfunktionen

2

g
T p— .
ts) §%+ 2wy s -+ wh (2.8

Systemets singularitetsdiagram framgér av fig. 2.6. Orten for polerna dé rela-
tiva dampningen { varierar ir sammansatt av en cirkel runt origo med radie
w, och reella axeln, Polerna ar reella om || =1

Systemets stegsvar dr

ety=1- [GOS}ICUdt‘i'V—ELSinhwdt] e, |g]>1

clty=1—{L+ayt)e™f, £=1
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Fig. 2.7. Btegsvar f5r ett system med dverforingsfunktionen

2 i
Gy =g

aa+2§'mu+w‘é'

ct)=1— [coswat"‘fﬁ%&;ﬁnwdt] g—bwat
-2 r<1
=l — £+ <
Vl—CZSln{md #)

dir oy :onl 1 75?} och vinkeln ¢ ar definierad av cos ¢ =(, sind=V1-72
Jamfor fig. 2.6. Stegsvaret visas 1 fig. 2.7. Enkla rdkningar ger for [{[< 1.

Stigtid T, =w; ! exp (¢/tan g&}
Insvingningstid (5 %) T, ~ 3/(w,d) 0<{<0,9
Maxtid Ty = mjwy
Gversléng M =exp {—=nL| Vi“:z’z)
Felkoefficienter ep =0, ¢ =2{[w,
Bandbredd ruB=w0V1—2C2+ V(1 —209% + 1
— 115
Resonanstopp M,= {1/(2C1/1 & &< ”V%
1 {>1/12
we V122 [<1/V2
Resonansfrekvens Wy, = —
0 >1/V2

Overféringsfunktionen {2.8) kan erhillas som ett enkelt slutet system enligt
fig. 4:3.2 med kretsoverioringen

w5

G 2y
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: lms

X

)3 o
& # ,
= Bes Fig. 2.8. Singularitetsdiagram ot ett
. system med OverfSringsfunktionen
2
] ’ Wy s+a
. Ge)=— 5 - 3
x ¢ 8 + 20w, s +wp

Denna kretséverforing har skirningsfrékvensen
w,= gl VAL +1 207

och fasmarginalen

¢ = 90 —arctan (w,/(2{w,))

Sammanfattningsvis finner vi att bandbredd och skérningsfrekvens ér propor-
tionella mot parametern e, medan stigtid, insvingningstid, maxtid, och fel-
koefficienten ¢, ar omvént proportionella mot w,. Vidare finner viatt Bver-
slingen, resonanstoppen, resonansfrekvensen, skirningsfrekvensen och band-
bredden avtar med vixende £, medan stigtiden och felkoefficienten vixer med
vaxande {. Insviingningstiden har lokala minima men ir i huvudsak avtagande
med viaxande ¢ f6r 00 <0,9.

ExevprL 2.3. System med tvA poler och ett nollstille
Betrakta ett slutet system med Sverfringsfunktionen

w3 s+a

W ste 2.9
a §*+2Lwgs+ wh (2.9)

Gs)=

I jamforelse med systemet i exempel 2.2 sd har ett nollstille tillfogats. For |] <1
kan systemets stegsvar skrivas pi foljande sitt

L
alfl— g2

et)=1— et gin (.codt-l-_ d-+dy)

dér

wy =g V1% ¢=arctan Vi-&ye,

¢, = arctan o, VI—=C(a—wel) och 1=Vl —%)+ (o— (o)

storheterna ¢, ¢, och I, har enkel geometrisk tolkning, vilket framgér av fig.
2 8. Systemets stegsvar for £ =0.5 och olika virden pd «=a/w, framghr av fig.
2.9, Systemet har bandhbredden
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0 T T T T T T T T T T T T T
JS 10 16

Fig. 2.9. Stegsvar for eft system med dverféringsfunktionen

&s) cug s+
g =
@ sz+2éwua+w3

for £ = 0,56 och olike virden pa o = ajoy.

wp=wo ¥ 1282+ (wfa)® + V(1 — 20 + (wga) ) + 1
Felkoefficienterna &r
eg=0, e =2lw,—1/a

Jamiort med systemet i exempel 2.2 sd har stigtid och l8sningstid minskat,
bandbredden har 6kat, Gverslingen och resonanstoppen har ocksé 6kat. Andring-
arna ar knappt markbara for ¢ > 5w, men forindringarna jamfort med systemet
i exempel 2.2 ékar drastiskt med minskande o Observera ocksé att det ir
mojligé att £& felkoetficienten e; noll.

ExmmrPEL 2.4. System med tre poler
Betrakta ett slutet system med dverforingsfunktionen
wih

Gs)= (5+8)(s* - 2wy 5 + W)

(2.10)
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Ims
X
) Wy
i ¢ y ‘ N )
X Be s Tig. 2.10. Singularitetsdiagram for et
b system med Gverftringsfunktionen
mf, 1]
Y= 5/ 2 .-
X (¢ + 2Lw, s + o) {5+ B)

I jamférelse med systemet i exempel 2.2 s& har en pol tillfogats. Genom att

tillimpa formeln 2:8.3 for inversa Laplacetransformen finner vi for |£] <1

att stegsvaret blir -

efty=1— b te sin (gt + ¢ — ) — E'—)j—;e""
lV}-TEZ [} v

dir

wy=t, V1~ L%, ¢=arctan V'1— ¥,

$; = arctan w, V1= 88— Lay), I=V(1 =LY i+ (b fwg)

Det framgir av fig. 2.10 att storheterna ¢, ¢, och I har enkel geometrisk
tolkning. Stegsvaret for { =0.5 och olika virden pd bf/w, framgir av fig. 2.11.
Sammanfattningsvis finner vi i jamférelse med exempel 2.2 att ett tilligg av
_en pol pd negativa reella axeln medfér att stigtiden dkar och att Sverslingen
minskar. Forindringen ir knappt mirkbar om b>> 5w, men den Skar med av-
tagande b.

Bandbreddskompromissen

Att ett servosystem har bandbredden wj innebar att signaler, vars frekvens-
innehall ligger i intervallet (0, wp), kommer att reproduceras val. Man skulle
kunna tro att det alltid &r Snskvirt att ha system med storsta majliga band-
bredd, Detta medfdr att systemet blir snabbt. Felkoefficienterna blir ocksa
sm&. Vidare kommer systemets kinslighet for parametervariationer ocksd att
bli liten, Det kan i vissa fall vara svart att gora system med hog bandbredd.
Tidsfsrdréjningar och icke-minimumfas egenskaper ger naturliga begrans-
ningar, (Varfor?) Dessutom finns det skil som talar for att systemets band-
bredd bér begrinsas, nidmligen

@ Hogfrekventa stérningar i métsignalerna
® Mekaniska resonanser

@ Slitage av reglerventiler o. dyl.
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Fig. 2.11. Stegsvar for ett systom med dvorfoéringsfunktionen

) @ab B
(s+b) (5 + 2wy 5 + )

&{s) =

for § =0,5 och clike viirden pé § = bjw,.

En stérning som uppkommer vid métning av utsignalen intrider i regler-
systemet pi samma sitt som en insignal. Se . ex. blockschemat i fig. 4:3.2.
Mitfel vars frekvenser ligger under reglersystemets bandbredd kommer sé-
ledes att orsaka variationer i systemets utsignal. D4 maétfelen ofta har héga
frekvenser finns siledes skal att begrinea bandbredden.

Hogfrekventa mitfel kan uppkomma pd minga olika sitt, Om regler-
avvikelsen avkdnns med en potentiometer kan stérningar uppkomma dé
potentiometerarmen gr frén tridvarv till trddvarv. Vid tjockleksmitning
genom mitning av strlningsabsorption erhills stérningar pd grund av mét-
ningens statistiska natur. Om métgivaren 4r en elgon kan stérningen bestd av
dverhérning frin birfrekvensen. Om matvirdet erhills frdn en digital data-
overforing eller frin ett digitalt métorgan, erhills storningar p& grund av
kvantisering, Vid tryckméatning orsakar turbulens hogirekventa stérningar.

Mekaniska resonanser motsvarar system med Sverforingsfunktioner av typen

_ @b
s+ 2wgs+ wf

G(s)

med mycket smd virden p4 démpningskoefficienten {. Sidan resonans fére-
kommer t.ex. pd grund av torsionssvingningar i en axel eller bdjsvingningar
i en mekanisk konstruktion. For att undvika att exciters sidana mekaniska
resonanser bir reglersystemets bandbredd ligga viil under resonansfrekvensen.

Statligen slitagefrigan, En ontdigt hdg bandbredd pé ett servosystem bkar
slitaget och utmattningen av servokoemponenterna t. ex. axlar och kuggvixlar,
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Optimeringskriterier

De kriterier som vi hittills diskuterat utvecklades visentligen fér att speci-
ficera servomekanismer som skall reproducera vissa typer av signaler och
eliminera inflytande av stérningar. Specifikationerna ir visentligen ett forsok
att kvantifiera de kvalitativa synpunkter pd &terkopplade system, som be-
handlades i kap. 4. De visentliga nackdelarna med dessa specifikationer r
att de ej bestammer ett system entydigt och att det kan vara svirt att upp-
ticka om specifikationerna #r inbordes konsistenta. Vi skall nu behandla ett
helt annat sitt att specificera systemets syfte. Bektrakta ett system som be-
skrivs av ekvationen

d
£=f(x, %, 1) (2.11)

diir x &r tilistdndsvektorn,  styrvariabeln cch » en storning. Bilda uttrycket
T

[ ot wenae+ Gtatry @.12)
0 .

dir ¢ dr en skalir funktion av x och #, och dir G dr en skalir funktion av .
Uttrycket (2.12) kallas forlustfunktion, vinstfunktion, kriterium etc. och anger
t.ex. den totala vinsten eller den totala kostnaden med att operera ett system.
Vidare anges begrinsningar pd tillstinds- och styrvariablerna, t. ex.
)<z BB i=1,2,.,n

p{t)Su) <) i=12,.,7 , {2.13)
Systemets syfte anges nu som att minimera forlustfunktionen (2.12) med

bivillkoret att begrinsningarna som ges av ekvation (2.13) skall uppfyllas.
Detta sitt att specificera ett systems syfte har flera fordelar:

@ Metoden ir generell. Den kan appliceras pé olinjdra, tidsvariabla och fler-
variabla system.

® Specifikationen leder ofta till en entydig styrlag.

® Det finns matematiska metoder med vars hjélp vi kan bestimma en styr-
lag som uppfyller syftet dven i mycket komplicerade situationer.

Vi ger ndgra exempel,
ExempeL 2.5. Satellituppskjutning _
Sind upp en satellit till given hdjd med minste brinsleférbrukning.

ExEwrern 2.6. Stilugnar

Betrakta en stalframstillningsprocess t.ex. martinugn eller en LD-process.
Syftet hiir kan vara att pd given tid uppnd givna koncentrationer av kol och
legeringsémnen med minsta mojliga kostnad. Forlustfunktionen &r i detta fall
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totallkostnaden f6r rivaror, brénsle, syre, legeringsiimnen m. m. Styrvariab-
jerna kan vara tillsats av syrgas och legeringsdmnen.

Metoder {6r att dimensionera servosystem var vil kinda innan optimerings-
kriterier bérjade anvindas fér att specificera reglersystem. Man har darfor
forsékt att i efterhand bestimma kriteriefunktioner som leder till de egen-
skaper for servosystem som tidigare befunnits bra. Ett sitt ir att ansiitta en
dverforingsfunktion for det slutna systemet pd formen

wy wy
n -1 - =
8"+ p 8" lwe b F P 180T g Pofs)

G(s)= (2.14)

och sedan vilja de virden pd koefficienterna p,, ..., p,_; som minimerar ett
kriterium, t. ex.

I= ro ety di

[

eller

Iz=fwt§e(t)fdt

o

dér eit) dr felet vid on stegstorning. Enkla réakningar visar t. ex. f6r n=2 at$
py =1, dvs. £ =0,5 minimerar I, f6r ett andra ordningens system, Erfarenhets-
miissigt dr {=0,7 1 minga fall att foredra for ett system av andra ordningen.
Dessutom har det visat sig att kriteriet I; ger flacka minima. Genom att under-
sbka ett stort antal olika kriterier har man visat att kriteriet [,, som éven
kallas ITAE (Integral Time-multiplied Absolute Error), har ménga trevliga
egenskaper. Exempel pd optimala ITAE system ges nedan.

ExeMPEL 2.7, Optimale ITAE system med ¢,=0
De optimala TTAR systemen av ordringstalen 2-6 med strukturen (2.14) ges av

Py(s) = 82+ 1,408 +wh

Pys) = 82 +1,75m,52 +2,15m8 s + )

Py(s) = st +2, wys® +3,4wbs? + 2, 7wds +wh

Pyls) = 55 +2,8my5% + 5,003 % + 5,508 52 + 3,400h s +wh

Py(s) = 58+ 3,260 55 + 6,65 5% + 8,605 5° -+ 7,45m8 8% -+ 3,955 s + 0}

ExeMpsL 2.8, Optimals ITAE system med ¢y =e,=0

De system som angavs i exempel 2.7 har alla felkoefficienten e, 0. Om det
slatna systemets dverforingsfunktion viljs som

P e+ wf  Pa-iwg et wf

s“+piwos"‘1+...+pn_;w3"ls+w6‘ Pn(s)

G(s) =




6:2
erhalls ott shutet system med e, =0. De optimala ITAE systemen ges dd av

Py(s) = s*-1-3.2wy8 s

Pls) = &% 4+1,TBmgs? i 3.25w3s L wf

P,ls) = s* 2,410y 5% + 4,930 52 1514w s +wj

Py(s) = % +2,19m5* +6,5mp 5%+ 6,3m3s% +5,24wbs +8°

Py(s) = 8 18,1208 -+ 13,425t + 17,1635 + 14,14 52 +6,76c0f s + i

Kéanslighet

De dynamiska egenskaperna hos den process som skall regleras dr sdllan exakt
kinda ph forhand, Processdynamiken kan ocksd dndras av olika orsaker. Det
4r davfsr vanligt att i specifikationerna kriva att prestandakrav skall upp-
fyllas iven om processens parametrar varierar inom foreskrivia grinser. Det
féljer av kinslighetsanalysen i avsnitt 4.3 att sidana krav ofta kan dversattas
i krav pa kretsforstarkningen Go.

Samband mellan olika systemspecifikationer

Det ér ett mycket svirt problem att korrekt specificera ett systems syfte.
Fér konstruktoren, som skall syntetisera ett reglersystem, ar det bekvimt att
ha specifikationerna i form av villkor P& systemets Sverforingsfunktion eller i
form av en forlustfunktion, cftersom dessa ligger till grund {6r systemanalysen.
For bestallaren eller anvéndaren ir det ddremot mycket mer naturligt att ge
specifikationer i form av krav pa systemets svar pd typiska insignaler d4 dessa
direkt visar systemets egenskaper i specifika situationer. Sddana specifika-
tioner ir ocksa latta att kontrollera genom direkta méitningar pa systemet. Be-
stdllaren kan aven i manga fall ha svirt att dverblicka innebdrden av dver-
féringsfunktionens egenskaper eller inneborden av de olika termerna i en fér-
lustfunktion som givits matematisk form. Det dr darfér mycket vasentligt att
konstruktiren har en dverhlick av sambanden mellan de olika satten att speci-
ficera systemets egenskaper. Det hénder mycket ofta att specifikationerna
sndras under konstruktionsarbetets ging. Det kan t. ex. visa sig vara antingen
mycket komplicerat eller mycket dyrt att gdra ett system som uppfyller de
priméré givna specifikationerna, medan en mindre andring av specifikationerna
kan leda till avsevirda férenklingar. Vid praktiska tillampningar av opti-
meringskritericr har det ofta visat sig vara mycket svirt att vid den forsta ana-
lysen f& med alla begrinsningar och man f3r d& successivt modifiera problem-
stallningen.

Nigra samband melan olika systemspecifikationer skall nu diskuteras.
For det enkla systomet i exempel 2.1 kan alla specifikationer uttryckas med
en enda parameter. I detta, fall finns siledes mycket begrinsade mojligheter att
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vilja specifikationerna oberoende av varandra. Genom att vilja mer kompli-
cerade éverforingsfunktioner Skar dock méjligheterna att gora detta. Analysen
av inverkan av en dipol, ekv. (2.6), visar t. ex, att felkoefficienterna kan viljas
oberoende av stigtid och bandbredd. Det finns dock vissa samband mellan
specifikationerna som dr oberoende av overféringsfunktionens komplexitet.
Stigtid, férdrdjningstid och insvingningstid hiinger . ex. spmman. Over-
slingen kan déremot viljas oberoende av dessa.

Det finns ocksd ett samband mellan stigtid och bandbredd som siger att
produkten av dessa storheter dr approximativt konstant. Fér att inse detta
betraktas ett stabilt system med 6verforingsfunktionen G(s). Systemets stegsvar
har di Laplacetransformen G{s)/s och stegsvarets tidsderivata har alltsd trans-
formen G(s). Genom att tillimpa formeln (2:8.3) fér inverstransformering
finner vi da

de(ty 1 [
"d—(tz = % Jliw e“G(s)ds

och

X det) 1 f max Ie*""G{iw)|dw=if [ Glew)|dw
]

<
O< <0 dt 2r ~o0 0 l<0D

Eftersom lmy(t) = G{0) ger definitionen av 7',
t->co

T, F|G(z’w)/G(0)|dw zn. T, max dw‘; G0 =m ' (2.15)

th<md

dér T, dr stigtiden. Men for en Gverféringsfunktion med en frekvenskurva
enligt fig. 2.4 giiller approximativt

leG(iw)lG{O)[dw R g | {2.16)
0

dar wp &r bandbredden. Vi finner séledes att produkten av stigtid och band-
bredd ir av storleksordningen 3. Fér att illustrers noggrannheten i de gjorda
approximationerna ges nedan nigra exakta uttryck.

" EXEMPEL 2.9,

Fér systemet 1 exempel 2.1 giller exempelvis wy+ 7. =1, I detta fall ar {2.16)
en dalig approximation, ty frekvenskurvan avter lngsamt. Integralen i
vinsterledet av (2.16) blir i sjilva verket

Exrurrrn 2.10.
Fér ett slutet system med Sverféringsfunktionen
2

Gis)=
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giller
ws T, =eVyZ—1=1,75

ExeMeEL 2.11.

For systemet i exempel 2.2 beror stigtids-bandbreddsprodukten av {. ¥ér { =
0,707 giller

wy T, =exp(z/4) =2,19
och for { =0 .ga'alller
wpT, =1,55

Tor servosystem #r det vanligh att specificera snabbhet, dimpning, statiska
fel och systemets formédga att eliminera storningar. Systemets snabbhet kan
anges med stigtid T',, bandbredd wy eller med de dominerande polernas av-
stand frén origo. Systemets dampning kan anges med &versling 3, resonans-
topp M, eller de dominerande polernas relativa démpning {. De statiska felen
anges med felkoefficienterna och systemets férmiga att eliminera storningar
med styvhetskoetficienter och med

My=max|Gyliw)]

diir Gy(s) ér dverforingsfunktionen frin stérning till utsignal.

3. Reglerprinciper och regulatorstrukturer

En reglerprincip anger hur en process skall regleras. Den beskriver i stora drag
vilka processvariabler som skall hdilas konstanta och vilka som skall varieras
f6r att kompensera for olika stérningar. Vi illustrerar med nigra exempel. Vid
reglering av en kraftstation kan den effekt som stationen levererar till nitet
regleras si att nitirekvensen hills konstant. For att reglera ett virmekraft-
verk kan &ngtrycket hillas konstant vid varierande uteffekt (konstanttrycks-
reglering) eller alternativt kan angtrycket variera med uteifekten {g lidtrycks-
reglering). Reglering av en mélsékande robot kan goras si att den hela tiden
styr mot malet (hundkurvestyrning) eller s& att en ténkt linje frén roboten
till malet har konstant orientering i rymden (syftbéringsprincipen). Regler-
systemet for manévrering av en bit kan antingen utformas s att bitens vinkel-
hastighet ir den primért reglerade variabeln eller alternativt s& att bitens
girradie regleras {girradiestyrning). Reglerprinciper utformas pd grundval av
ingdende studier av processerna. En bra reglerprincip medfér ofta att reg-
leringen Dlir enkel. Eitersom val av reglerprinciper baseras pd en grundlig
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forstielse av en speciell process kan man tyvérr ej ge ndgra allmingiltiga
regler fér att finna reglerprinciper.

En regulotorstrukiur anger métstorheter och styrstorheter och deras in-
birdes koppling. Strukturen kan ocksf ange regulatorns karaktdr, P, Pl,
dynamiska, system av ordning » ete. Déremot behdver regulatorns parametrar
e} anges numeriskt. En regulatorstruktur anger séledes de grova dragen av eft
reglersystem. Det har tidigare pdpekats att syntesproblem sillan kan lésas
rent analytiskt. T praktiken léses problemen ofta genom att ansitta en limplig
regulatorstruktur utgdende frin en reglerprineip. Det slutne systemets egen-
skaper understks sedan med analys och simulering och regulatorparametrarna,
och strukturen #ndras successivt tills tillfredsstillande prestanda erhills,
Som en férberedelse for en detaljerad genomghng av olika syntesmetoder skall
ngra olika regulatorstrukturer diskuteras.

PID regulatorn

1 samband med analysen i kapitel 4 visades att enbart dterkoppling har ménga’
gynnsamma egenskaper. Minga reglerproblem kan ocksd 16sas med mychket
enkle regulatorer, Nistan alla reglerproblem i processindustrin loses 6. ex.
med PI eller PID regulatorer. Nedan ges exempel pd problem som kan lisas
med sédana enkla regulatorer.

ExsmrpEL 3.1
Betrakta en process som beskrivs av

d% . dy

Processen kan t, ex. representera fjiderupphingd massa med viskés ddmpning
dir styrvariabeln 4r kraften pd massan. Vi skall nu visa hur systemets egen-
skaper kan modifieras med olika enkla regulatorer. Anfag férst att systemet ir
d&ligt ddmpat. Den deriverande regulatorn (D regulatorn)

dy

u=y’—k1§

ger ett slutet system som beskrivs av
d% dy .
mai—z'i' (d+k1)§ +hky=y

En jimforelse med (3.1) visar att den deriverande &terkopplingen ger en kning
av diampningskoefficienten. Hur mycket dimpningen kan 6kas beror pd hur
hég forstirkningen &, i den deriverande Aterkopplingen gors. I praktiken
begrinsas &, av storningarna i métsignalen (méthruset).
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Antag vidare att systemet ej dr tillrickligt snabbt, dvs, parametern k ar for
liten, Genom att inféra den proportionella och deriverande regulatorn (PD
regulatorn)

d
U= —kxd_i;‘kz(y_ ¥)

erhills det slutna systemet

d*y dy .
mtgz—‘{“(d-i'kl)&; 4- (]G“E*kz)y:lﬂgy

och koefficienten framfér y-termen kan siledes viljas godtyckligt genom
limpligt val av parametern k,. Observera att om parametrarna k, och k,
kan viljas tillrickligt stora sd blir det slutna systemets egenskaper oberoende
av parametrarna d och k. Det slutna systemets epenskaper kommer diremot
att variera med parametern m dven om k; och &, &r mycket stora. I prak-
tiken begrinsas parametrarnas storlek av den maximalt tillgingliga kraften
(reglerauktoriteten).
Med en P eller PD regulator erhills { stationirt tillstdnd

Yy = kof(k-+ky)y'

Systemet har siledes ett stationdrt fel som 4r omvint proportionellt mot
parametern k,. For att helt undvika ett stationirt fel kan en integrerande term
inforas och vi erhéller da foljande regulator

d i
u)= = by ~9) ks | oy (3.2)

I regulatorn (3.2) 4r styrsignalen en sumima av tre termer som 4r proportionella
mot reglerfelet, reglerfelets tidsintegral och utsignalens tidsderivata. En sidan
regulator kallas PID regulator. Observera att man e] deriverar reglerfelet, ty
d& skulle en stegindring i referensvirdet " ge upphov till mycket stora styr-
signaler till processen. Parametrarna i en PID regulator brukar ofta anges pd
foljande sitt:

_ dy oo L
u(ty = K[Tndtﬂy VIt f [%(T) y(r}]dr] (3.3)

dér parametern 7'; kallas integraltid och 7', derivatatid. Ibland anges ocksd
K =100/P dar P kallas proportionalband. Anledningen till detta dr historisk.
De forsta PID regulatorerna forverkligades med pneumatiska komponenter
och det var enklast att gora parametrarna P, T'; och T'p, justerbara. En elektrisk
PID regulator kan forverkligas med aterkopplade operationsiorstirkare. I ett
sddant fall ir det litt att fritt vilja de justerbara parametrarna. Ett block-
schema for regulatorn (3.3) visas i fig. 3.1.
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T u .
: i e@% ‘
Fig. 3.1. Blockschema for en PID

sTo regulator. Regulatorn har tvd in-.

signeler, mitsignalen y och refe-

_1 Y rensvirdet 3" Regulatorns utsignal
# Hr processens styrsignal,

Det forekommer ocksé att regulatorn parametriseras som

w= - K (17 (1 + Taphy =y
dir p betecknar differentinloperatorn p—d/dt. Det pistds ibland att det ir
littare att justera parametrarns i denna regulator 4n i regulatorn (3.3).

Ekvationen (3.3) ger en idealiserad beskrivning av P1D regulatorn. I verklig-
heten #r regulatorns utsignal alltid begrinsad. Regulatorns férstarkning vid
héga och liga frekvenser &r ocksd begriinsad.

I datorsystem for processreglering programmeras P71 funktionen som en
enkel differensapproximation av (3.3). Sidana program utgér en av bygg-
stenarna i standardsystem {6r processreglering med dator, s, k. DDC program
(Direet Digital Control Package}.

En PID regulator ér ofta utformad s att det gir att koppla om mellan
automatisk och manuell reglering. Vid omkoppling frin manuell till automatisk
reglering kan det intriffa att styrsignalen éndras sprdngvis dven om y—y" pl
grund av at} integralen i (3.3} har fel virde. Regulatorn brukar dirfér ut-
formas sd att integratorn automatiskt stills in pd ritt virde vid omkoppling.
Detta kallas pi engelska f6r sbumpless transfers, vilket skulle kunna &ver-
géittas med stotiri omkoppling.

Det foljer av (3.3) att integralbermen kan bli stor om reglerfelet har samma
tecken under en lingre tid. Forutom vid omkoppling till manuell reglering kan
detta intraffa om processen stings ellor om processens styrsignal méttas
eller hegrinsas. Detta kan orsaka stora &verslingar och eventuellt ocksd sjilv-
svingning. Fenomenet, som pé engelska kalias sreset windup», kan elimineras
genom att integratorn nollstélls vid stora avvikelser.

Det #r brukligt att PI1.D regulatorer utformas si att derivatatermen gir att
koppla ifrdn. I manga fall & derivatatermen ej heller nédvindig och regulatorn
kallas d en PI regulator. Analogt talar man ocksé om P och PD regulatorer.
Eftersom dessa typer ar si vanliga, finns mycket empirisk kunskap om val
av regulatorer och deras instéillning, som tillhandahills av regulatorleverantérer.
Ett exempel ges i tabell 3.1. Ménga processer i processindustrin har monotont
viixande stegsvar. Sadana processer kan ofta regleras tiilfredsstéllande med
PI eller PID regulatorer. En vanlig tumregel siger att det o} ir nddvindigt
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Tabell 3.1. Exempel pi anvisningar f5r regulatorval. I kolumnen med rubriken
egenskaper ges first processens visentliga karakieristika. Sedan ges rekom-
menderade regulatoringtdllningar och limplig ventilkarakteristik.

Process
Flide och Temperatur
occh vitske- ach Koncoen-
Egenskeper tryck Gastryck Vitskenivd  angtryck tration
Linjérfolinjér Kvadratisk Linjér Linjér Olinjiir —
Ordningstal >1 1 1 Higt Variabelt
Mitbrus Visentligt  Litet Viasentligt Litet —
Dadtid Nej Nej Nej Variabel Variabel
Tidskonstant 1-10s Liten 1-10 s min—tim min—tim
Processfor-
stérkning 0,5-6 Integrerande Integrerande 1-2 16-1 60O
Regulator- -
forstirkning 0,2-2 20-100 2-20 1-10 0,1-1
Integralverkan Vikbig Behvs e} Siilan Ja Viktig
Derivataverkan Nej Behévs e} Nej Viktig Om mdjligt
Ventilkarak-
teristik Linjér Logaritmisk Linjir Logaritmisk Linjar

med en deriverande term om T,>1.57,, dar 7', ér férdréjningstiden och 7',
stigtiden. Jamior fig. 2.1.

Det finus ménga sdtt att stilla in PID regulatorer. Man kan f. ex. utgd
frin processens stegsvar som erhills antingen genom processanalys eller genom
direkt métning. I stegsvaret dras en tangent i den punkt dir stegsvaret har
maximal lutning, Ur tangentens skirningar med koordinataxlarna bestims
sedan parametrarna o och b. Se fig. 3.2. Lampliga regulatorinstallningar fram.-
ghr av tabell 3.2, En alternativ metod dr att man férst kopplar in en propor-
tionell regulator, Regulatorns forstirkning dkas sedan tills det slutna systemet
gjdlvevinger med konstant amplitud. Det kritiska virdet pd férstirkningen
K, och svingningens period 7T, observeras. Limpliga regulatorinstillningar
kan sedan erhallas ur rekommendationer som givits av Ziegler och Nichols, Se
tabell 3.3, Observera att denna metod endast kan anviindas dA processen utan
risk kan férsittas i gjdlvevingning.

Zieglers ooh Nichols rekommendationer dr hirledda for linjirs system, vars
dynamik kan beskrivas med ‘en tidsfordrojning och tvd tidskonstanter, In-
stéllningarna fir darfér betraktas som grova riktvirden, vilka kan utgora ut-
gingspunkter f&r trimning av regulatorerna, Om man har béttre kunskap om
processens dynamik kan de metoder som behandlas i avsnitt 6.6 anvindas fér
att finna lampliga regulatorinstéliningar. Det bér speciellt uppmérksammas
att Zieglers och Nichols rekommendationer kan ge felaktiga instdliningar
16t processer, vars dynamik approximativt kan beskrivas som férsta och andra
ordningens system,
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Stegsvar

Tid

.t

Fig. 3.2. Bestdmuing av parametrarne o
och b ur processens svar pa eit enhetssteg.

- Kaskadregiering

Det finns reglersystem som har minga mit- och styrstorheter, Det &r attraktivt
att bygga upp sddana system genom kombination av enkla regulatorer. Detta
underlittar drifttagning, trimning och underhill av system. Eftersom en PID
regulator har tv4 insignaler, mitsignalen och borvirdet, sd kan komplicerade
regulatorer byggas upp genom kombination av PID regulatorer genom att
lata utsignalen frén en PID regulator vara referensvarde till en annan P1D
regulator osv. Detta brukar kallas £6r kaskadreglering. Ett enkelt exempel pd
kaskadreglering visas i fig. 8.3. I detta fall regleras en ugn fér uppvirmning
av en produkt genom att reglera oljeflédet till brdnnarna pd bhasis av mitning
av oljeflode och produkttemperatur. Den ena regulatorn som styr regler-
ventilen har oljeflodet som insignal Borvérdet il denna regulator erhélls
som utsignal frdn den andra regulatorn som har temperaturen som insignal,

Tabell 3.2. Rekommenderade regulstorinstillningar enligt Ziegler och Nichols.
Parametrarna a och b bestims ur processens svar pé ett enhetssteg enligt
fig. 3.2.

Regulator K T, Ty
P 1ja

Pr 0,%a 3b

PID 1,2/a 28 b/2

Tabell 3.3. Rekommenderade regulatorinstéllningar enligh Ziegler och Nichols.

Regulator K T, Ty
P 0.5 K,

PI 0,45 K, Toi1,2

PID 0,6 K, T2 Ty/8
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PID

Fig. 3.3. Exempel pa kaskad-

reglering.

TProcess -i

Stirning } Gs i

I -
I
| |
Gr 1 Ge

: | Fig, 3.4. Eliminering av en mitbar
L= - stirming med framkoppling.

Framkeppiing

I detts fall ar kaskadreglering mycket tilltalande, ty regulatorn i den inre
kretsen eliminerar inverkan av den olinjara ventilkarakteristiken, Jamfor
Exempel 4:3.2. Genom att flodet méts undviks ocksd den svirighet som
orsakas av att flidet beror av sival ventiloppning som oljetryck.

Framkoppling

Aven om &terkopplingsprincipen #r den birande idén inom reglertekniken si
finns det ocksi andra sité att eliminera storningar. Med ett dterkopplat system
méste ju forst ett reglerfel erhdllas innan regulatorn kan vidtaga Atgirder
for att eliminera storningen, I vissa fall 4r det mdjligt att méta stérningen
innan den givit upphov till ett reglerfel. Det dr d& naturligh att férséka mot-
verka storningens inverkan innan den hunnit paverka utsignalen. Detta sitt
att reglera kallas framboppling, i engelsk litteratur feedjorward och 1 tysk
litteratur Stoérgrossenaufschallung. Principen dr enkel. Betrakta ett linjart
system. Lt Gy vara overforingsfunktionen frdn stérning till utsignal och
@, 6verforingsfunktionen frin styrsignal till utsignal. Se fig. 3.4. Om den matta
storningen kopplas till styrsignalen med ett system med overforingsfunktionen
(e dédr '

Gs+Gplp =0 (3.4)

s34 kommer uppenbarligen stérningens inverkan pi utsignalen att elimineras.
¥ramkoppling &r i ménga fall ett effektivt hjalpmedel. Dess stora fordel dr
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att snabbt varierande stérningar kan elimineras dérigenom att kompenserings-
dtgarder vidtas innan verkan av stdrningen visat sig i avvikelser 1 utsignalen.
Framkoppling kan utnyttjas for shvil linjira som olinjéra system.

Framkopplingens anvandbarhet begransas av att den endast kan anviindas
for att eliminera matbara storningar och &ndringar i referensvirden. En annan
nackdel dr att framkoppling kréver en model av processen. Uttrycken stafisk
respektive dynamisk framkoppling anvinds ibland for att indikera om fram-
kopplingen baserats pd en statisk eller dynamisk modell av processen. D&
framkopplingen baseras pd att tvd signaler skall ta ut varandra blir fram-
kopplingen ocksd kinslig for parametervariationer. it fel i modellen p4 10%
medftr siledes att storningen elimineras till 909. Aterkopplingen behéver
siledes endast ta hand om en tiondel av stérningen. Felaktigheter i modellen
dterspeglas shledes direkt i reglerfel. Detta medfor att framkoppling kriver
bittre trimning an Aterkoppling. D& framkopplingen kriver en modell av
processen kan framkopplingen ocksid vara mer komplicerad 4n en enkel PJ
regulator. Detta har medftrt att framkoppling ej ar lika vanlig som PT re-
glering, Framkoppling har dérfor hittills mest anvénts f6r reglerproblem med
héga prestandakray. Typiska exempel dr reglering av domnivin i en dngpanna,
reglering av destillationskolonner och valsverksreglering. Det finns dock fall
d4 en enkel proportionell framkoppling har gett goda resultat, D4 kostnaderna
for signalbehandling minskat kraftigt de senaste iren kan man vinta sig en
dkad anvindning av framkoppling dven for enklare reglerkretsar. Vissa stan-
dardregulatorer har en framkopplingsterm. Vid processreglering med datorer
kan t. ex, framkoppling erhallas till priset av en mycket mattlig 6kning i dator-
programmets storlek. Vid reglering av kontinuerliga processer, som bestir av
flera seriekopplade processteg, bestdr de visentliga stdrningarna ofta av
variationer 1 produktkvalitet och produktflode frén ett tidigare processteg. I
sédana, fall kan stérningarna métas och framkoppling kan tillimpas. Det fére-
kommer ocksd att bérvirdesindringar i ett tidigare processteg anvinds som
framkopplingssignal.

En aHmaéan regulatorstruktur som kombinerar framkoppling
och aterkoppling

i fig. 3.5 visas en generell regulatorstruktur som medger en kombination av
framkoppling och &terkoppling. Sdsom framgér av fig. 3.5 kan framkoppling
utnyttjas shvil for att eliminera inverkan av stérningar som for att forbittra
méjligheterna att f6lja insignaler.

Efter enkla rakningar finner vi att reglerfelets Laplacetransform blir

1_GPGF1
1+ Go Gy

GM(i - GPa GFz}

B =~ e,

Vis)+ Y'(s) (3.5)

dér Gy, oeh Gy, r dverforingsfunktionerna f6r framkopplingarna frin referens.
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/Framkoppﬁng\ v {Matbar stérning)
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Fig. 3.6. En allmén regulatorstraktur som kombinerar framkoppling ceh aterkoppling.

varde respektive stérning, G ér 6verforingsfunktionen fér Aterkopplingen och
Gp = GF}. GPZ i (3.6)

4r processens Gverforingsfunktion. Overforingsfunktionen @, som vepresen-
terar framkoppling frén referensvirdet kallas ibland additiv korrektion.
Overféringsfunktionen fran referensvirde till reglerfel ar siledes

_ ]. —GPGFI

Grr(ﬂ) = 1+ GP GE

(3.7)
Aven om det ej finns nigon framkoppling, dvs. Gy, =0, finner vi att &ver-
foringsfunktionen Gy 4r liten om kretsoverféringen G, = G, @ ir stor.

Dé kretsdverforingen & = G Gp vanligen ir stor f6r frekvenser, som ir ligre
én systemets bandbredd eller dess skirningsfrekvens, dr §verféringsfunktionen
Gy liten £6r shdana frekvenser oavsett valet av framkoppling. Genom lampligt
val av dterkoppling ér det siledes mojligt att f& G, liten i frekvensomridet
(0, wp), dér wp &r systemets bandbredd, genom att se till att namnareni(3.7)
ir stor, Observera att genom att vilja framkopplingen s& att

Gplipy =1 (3.8)

blir Gyr=0 f6r alla frekvenser. Villkoret (3.8) innebiir att G;; skall viljas som
inversen av processens Sverféringsfunktion.

Dot foljer av ekvation (3.5) att éverféringsfunktionen frin stérning till
reglerfel 4r T

_ GPI(]- - sz GFz)

G, = 1+Gp 0y

(3.9)

Vi finner analogt med den tidigare diskussionen att @, ér noll om framkopp-
lingen viljs sA att
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Fig, 3.6, Olinjér referensmodell.
Utsignalen f8ljer insignalen
exaké vid smé signalampli-
tixder, Vid stors insignalampli-
tuder #r doek utsignalens #nd-
ringshastighet begrinsad.

al

GpyGrs =1 (3.10)

Detta innebir att framkopplingen viljs 8§ att den signal som passerar blocken
med Sverforingsfunktionerna Gy, och Gy, exakt eliminerar stérningen v. Jam-
for fig. 3.4. Namnaren i Sverforingsfunktionen G, kan liksom tidigare géras
stor genom ldmpligt val av dterkoppling.

Framkoppling och Aterkoppling har siledes delvis komplementira egen-
skaper. Med &terkoppling éir det siledes m&jligt att eliminera stérningar som
har frekvenser ligre 4n systemets bandbredd. Framkoppling tilliter elimina-
tion av stérningar inom ett storre frekvensband. Aterkoppling ér robust i den
meningen att den dr relativt okiinslig for variationer i processmodellen medan
framkoppling kriver en processmodell och dessutom ér kinslig {6r parameter-
vartationer. Det kan ocksi noteras att dterkoppling kan leda till instabilitet
medan framkoppling ej ger nigra stabilitetsproblem. For att f4 ett bra regler-
system &r det firdelaktigt att kombinera framkoppling och dterkoppling.

Det bor slutligen observeras att regulatorn i fig. 3.5 ocks3 innehéiller ett
block som kallas referensmodell. Dess dynamik anger det dnskade sambandet
mellan referensvirde och utsignal. Ett annat skal till att anvinda en referens.
modell &r att det finns fall d& styrsignalens extremvirden ér siédana att det
tar relativt ling tid for utsignalen att variera dver hela sitt variationsom-
rhde. For att undvika att systemet mittas kan referensmodellen t. ex. ut-
formas enligt fig. 3.8, vilket medftr att dndringshastigheten i 4" &r begrinsad
oberoende av kommandosignalen.

Framkoppling anvaéndes f6rsta gingen omkring 1925 i samband med regle-
ring av domnivén i en dngpanna. Detta exempel behandlas nedan.

ExenmpeL 3.1, Trepunktskoppling

En f6renklad bild av en d&ngpanna visas i fig. 3.7. Vattnet i stigtuberna virms
av brdnnarna. Vid uppvirmningen kokar vattnet och dnga bildas. Blandningen
av vatten och dnga har ligre densitet 4n vatten. Darigenom uppstér sjilv-
cirkulation i dom, falltuber, stigtuber. Angan skiljs frin &ng-vattenblandningen
i domen. Med hjilp av turbinventilen bestéims &ngmingden till turbinen.
Vattentillforseln till domen regleras med matarvattenventilen. Det ar viktigt
att vattennivin i domen hélls konstant. Vid fér lig vattennivd blir kylningen
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Matarvattenventit
;

Turbinventil

Fig. 3.7. Forenklad bild av en dngpanna med trepunktsreglering av dommivan.

av stigtuberna séimre och det finns risk att de brénns sénder, Vid for hog vatten-
niva finns risk att vatten kan sugas in i turbinen, vilket kan resultera i haveri.
For att se till att nivin halls inom rimliga grinser finns dels ett reglersystem
som efterstrivar att hilla nivin konstant och dels ett sikerhetssystem som
stdnger av briimarna om nivin trots regleringen kommer utanfér vissa grinser.

Problemet att reglera vattennivin i domen dr svirt, vilket kan inses av
féljande fysikaliska resonemang. Anta att systemet r 1 jimvikt med konstant
nivd och att matarvattenventilen hills konstant. Om dnguttaget minskar
genom att turbinventilen stryps s kommer trycket i domen att stiga. Dérmed
stiger ocksa trycket i stigtuberna, Férdngningstemperaturen stiger och ming-
den dngbubblor i stigbuberna minskar. Domnivdn avtar dérfér till att birja
med. Eftersom &nguttaget mingkat ir matarvattenflodet stérre 4n dnguttaget
och domnivin kommer darfdr si sminingom Ater att stiga. Vi finner siledes
att vid en minskning i dnguttaget kommer domnivin férst att avta och sedan
ragkt oka igen. Fenomenet har i engelsk litteratur givits den talande benédm-
ningen shrink and swell phenomenons. En formell analys visar att det dy-
namiska system som beskriver processen ej &r ett minimum-fas-system.
Effekten blir innu stérre om Angpannan forsetts med en regulator. Da dom-
nivan sinks i bérjan s8 kommer matarvattenventilen att 6ka vattentillférseln
ph grund av regleringen. Efter tillrickligt ling tid efter stérningen kommer
regleringen dock att se till att nivin intar ratt virde. Det reglerade systemet
kommer siledes att f4 en kraftig 6versling. Overslingen dkar med dkande f6r-
stiarkning hos reguiatorn. Vi finner siledes att reglersystemets reaktion till en
bérjan dr helt motsatt den 6nskade. Om A&nguttaget minskar si borde rimligt-
vis ocksd matarvattenflddet minskas. Detta kan astadkommas genom att
mitta differensen mellan ingfléde och matarvattenflode och framkoppla denna
signal till domniviregulatorn. Regulatorns blockschema framgar av fig. 3.7.
Anvindning av framkoppling 1 detta fall betraktades pé sin tid (1925) som en
viasentlig reglerteknisk innovation, Den speciella kombinationen av fram- och
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Valspar

\ Fig. 3.8. Schemasisk bild av band-

TJ ockleksmatare velsverk med tvi tjockleksmitare.

dterkoppling som visas i fig. 3.7 kallas trepunktskoppling och &r dn idag stan-
dardmetoden for reglering av domnivén.

Kombinationen av fram- och dterkoppling belyses med ytterligare tvi exempel.

ExempsL 3.2. Bandvalsning

Betrakta ett valspar i ett bandvalsverk (fig. 3.8). Jimfor exempel 2:3.3.
Det #r énskvirt att tjockleksvariationerna hos bandet som lémnar valsparet
dr 9% smé som mojligh. Variationerna i tjocklek orsakas bland annat av varia-
tioner i hirdhet och tjocklek hos bandes vid intride i valsparet. For att elimi-
nera dessa variationer styrs valsparets ansittning frén tjockleksmiéitaren 2, som
miter det utgiende bandets tjocklek. Reglersystemet bestir i detta fall aven
terkoppling frén tjockleksmitaren 2 till valsparets anséittning. P4 grund av
den tid det tar for bandet att passera frin valsparet till tjockleksmitaren 2,
kan dterkopplingen ej eliminera snabba variationer i det inglende bandets
tjocklek. Om en tjockleksmitare placeras fore valsparet kan dven snabba
variationer elimineras, ty bandets tjocklek fore intridet i valsparet &r di
kind. Vi skall nu géra en enkel analys i anslutning till ovanstfende resonemang.
Lit bandets tjocklek och hirdhet vid passage av tjockleksmitaren 1 vara »{f)
respektive u,(t). LAt styrvariabeln w{f) vara valsparets ansittning, och 1a%
systemets utsignal y(f) vara bandets tjocklek vid passage av tjockleksmiita-
ren 2, Om vi endast studerar smé avvikelser, kan systemet beskrivas med f6l-
jande elvation

Y(s)=Gi(s) Uls) + Gyfs) Vafs) HCyls) Fals) {3.11)

dir G, dr 6verforingsfunktionen frin valsparets ansdttning till utgiende ban-
dets tjocklek, G, dr Gverforingsfunktionen irdn ingdende bandets tjocklek till
utgdende bandets tjocklek och G, dr dverféringsfunktionen frin ingdende
bandets hardhet till utgiende bandets tjocklek. Det filjer nu av ekvation
{8.11) att styrlagen

_ Gy(s)

U= =G

Vi(s) (3.12)
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ger
Y (3) =Gy(s) ¥V (s)

Inverkan pd utsignalen av variationer i det inglende bandets tjocklek har
sdledes helt eliminerats med hjilp av styriagen {3.12), Vi kan di frigs om
tjockleksmétaren 2 kan slopas helt. For att belysa denna frign, skall vi nér-
mare studera hur styrlagen (3.12) fungerar. Anta att det band som passerar
tjockleksmitaren 1 plétshigt blir tjockare. Styrlagen (3.12) innebér d3 att vals-
parets ansittning skall indras sd att inflytandet av tjockleks6kningen i det
ingiende bandet helt elimineras. Detta kriver uppenbarligen en ingiende
kunskap om hur en dndring i valsparets ansditning pdverkar det utgdende
bandets tjocklek sdvil statiskt som dynamiskt, med andra ord en exakt
kunskap om &verfringsfunktionen &y(s). D3 overforingsfunktionen G,(s} be-
stéms av ett mycket komplicerat fysikaliskt ftrlopp, kan det vara mycket
svirt att bestdmma G{s) noggrant. Dessutom kommer parametrarns i Gver-
foringsfunktionen G4(s) att variera med valsrullarnas slitage m. m. Om vi
déremot gor ett dterkopplat system, dvs. om valsparets anséttning styrs frin
tjockleksmitaren 2, finner vi att det reglersystem som erhills kan goras
mycket okénsligt for variationer i 6verféringsfunktionen @,(s). Jimfior kins-
lighetsanalysen i avsnitt 4:3. Vi kan t. ex. pi vanligt sitt garantera att felet
efter en stegstérning alltid dr noll genom att infors en integration i dterkopp-
lingskretsen. For att i ett fall som detta erhdlla en bra reglering, anvinder
man ddrfor bida tjockleksmitarna. Styrlagen blir dd av formen

Uls)=H,(s) ¥(3)+ Hyfs) V(s)

diir Hy(s) representerar iterkopplingstermen (feedback) och Hy(s) framkopp-
lingstermen (feedforward). T praktiken brukar man vélja dverforingsfunk.
tionerna H,(s) och H,(s) s att de higfrekventa stérningarna elimineras genom
inverkan av framkopplingen och de l3gfrekventa stérningarna elimineras av
dterkopplingen. For higa frekvenser giller siledos

Gyls)
Hyfs)~ — 21
2( ) GI( S)
Hi(s)~0
Overgdngen frin det frekvensomride dir framkopplingstermen dominerar till

det diir terkopplingstermen dominerar bestims med ledning av stérningarnas
karaktir och osikerheten i verforingsfunktionerna G,(s) och &,(s).

Exrmprrn 3.3. Temperaturreglering

I fig. 3.9 visas en forenklad bild av ett temperaturregleringssystem. En stahil
oscillator kan vars et praktiskt tillimpningsexempel. For att stabilisera en
kristalloscillator onskar man halla oscillatorkristallens texnperatur konstant.
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s

Man placerar dé kristallen i ett kopparblock vars temperatur kan styras t. ex.
med ett peltiereffektelement.

Lét yttertemperaturen vara 9, kopparblockets temperatur ,, kristallens
temperatur #,, och 14t styrvariabeln % vara det av peltiereffektelementet till-
forda virmet. Om vi antar smé avvikelser erbdlls d4 f6ljande samband

A
DN\

N\

Fig. 3.8. Schematisk bild av temperaturstabili-
serad ugn.

B2(s) = G1(s) Uls) + Gyfs) Bo(s)
Om yttertemperaturen &, kan matas exakt finner vi att styrlagen

_ Gyls)
1(s)

helt eliminerar inverkan av variationer i yttertemperaturen, Jimfor med ekva-
tion (3.4). Aven i detta fall kan man rikta invindningar mot denna styrlag av
skil som &r helt analoga med dem som framférdes mot styrlagen (3.12) i
exempel 3.2. Man anvinder darfor i stallet styrlagen

-

{s)=

Bq(s)

U(s) = H,(s)0y(s) + Hy(s) fy(s)
som &r en kombination av dterkoppling {#,) och framkoppling (H,).

Vid reglering av temperaturen i bostadshus &r det vanligt att man eliminerar
inverkan av variationer i utomhustemperaturen sisom visats i exemplet men
enbart med en framkoppling frin en termometer placerad pd husets norrsida.

Otto Smith-regulatorn

Ett system som innehéller tidsférdrdjningar ar icke-minimum-fas och kan vara
svirt att reglera. Det finnsg en naturlig begrinsning genom att det tar en viss
tid innan en fordndring av insignalen ger sig tillkinna i utsignalen. D4 en tids-
fordedjning har dverforingsfunktionen exp(—s7), finner vi ocksdé att tids-
f6rdréjningen orsakar en negativ fasférskjutning vars storlek vixer linjirt
med frekvensen, Aterkoppling av ett system med tidsférdrojningar leder dir-
far 14t till instabilitet. Den amerikanske forskaren Otto Smith har hittat pa
ett finurligt sitt att reglera ett system med en tidsfrdréjning, Den regulator-
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Tig. 3.10. Blockschema £6r en process med en Otto Smith-regulator,

strukbur som Smith foreslagit brukar kallas dédiidskompensering eller Otto
Smith-regulator,

For att beskriva idén betraktar vi fGrst ett system som erhdllits genom
enkel dterkoppling av en process med overfaringsfunktionen G med en regula-
tor med &verforingsfunktionen . Anta att regulatorn valts si att ett slutet
system med onskade prestanda erhdilits. Det slutna systemets &verfdrings-
funktion 4r

Gis) = — 22 TP (3.13)

Antag nu att processen dndras genom att dess insignal férdrdjs 7' sekunder.
Det slutna systemets dverforingsfunktion blir da

_ _Gale)Gpts)e
) = T2 6l Golore ™

Om tidsfordréjningen T ir tillrickligh stor blir det slutna systemet instabilt,
(Dot racker med att vilje 7' s4 att w, T = ¢, dir o, &r skdrningsfrekvensen och
#,, fasmarginalen f6r GnGp.) For att 18 en stabil regulator med en tidsfor-
dréjning har Otto Smith féreslagit den regulator som visas i fig. 3.10. Om
blockschemat i fig. 3.10 ritas om sisom visas i fig. 3.11 finner vi att signalerna
~y och ¥, tar ut varandra och det slutna systemet fir dverforingsfunktionen

(3.14)

En jamforolse med ekv. (3.13) visar alltsé att sindr som pa faktorn exp( —sT)
i taljaren s& har det kompenserade systemet samma Gverféringsfunktion som
i det fall d processen ej hade nigon tidstérdréjning.

For att dimensionera en Otto Smith-regulator fér en process med en tids-
frdrojning si dimensioneras {érst en regulator som ger bra prestanda for en
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Fig. 3.11. Modifiering av blockschemat i fig, 3.10.

process utan tidstordréining. Dérefter kompletteras regulatorn 5 shsom visas
ifig. 3.10. Observera att regulatorn innehdller en modell av processdynamiken.
Termen ¢ °7 i regulatorn betyder ocksd att regulatorn méiste innehélla kom-
ponenter som gor att styrsignalens virde fordréjs 1 7' tidsenheter. Detta kan
vara komplicerat até gora for kontinuerliga system men det dr 16t att gbra om
en dator anvands for regleringen.

Statisk optimering och extremalsdkande regulatorer

Vi har hittills uteslutande diskuterat regulatorer som strivar att hilla process-
variablernas virden konstanta eller servosystem dir utsignalen om méjligh
skall f6lja insignalens variationer. Vid processreglering finns dessutom ett
annat problem, nimligen att bestimma lampliga referensvirden for reglering
av de olika processvariablerna. Om regleringen fungerar nagorlunda vil kan
analysen gdras med utgdngspunkt frin processvariablernas tidsmedelvirden.
Det galler shledes att vilja processens driftpunkt si att t. ex. verkningsgrad
eller driftsekonomi maximeras med hinsynstagande till begrinsningar. Detta
kan formuleras som ett vent statiskt optimeringsproblem, nimligen att maxi-
mera on funkfion med bivillkor. Problem av detta slag kallas darfor statisk
optimering. Det finms ménga olika metoder att 16sa siidana problem. Virdet
med att inféra en bittre reglering erhalls indirekt genom att en battre reglering
tilliter att processvariablernas viirden kan véiljas nirmare begrénsningarna.

Statisk optimering férutsitter att matematiska modeller fér processen och
dess prestationsfunktion ar tillgdngliga. Det finns fall d& prestationsfunktionen
kan bestimmas direkt genom métaingar och det dr di méjligt att géra en
regulator som stéller in processvariablerna si att prestationsfunktionen maxi-
meras utan até nigon matematisk modell f6r proceszen dr kind. En sddan
regulator kallag extremalsébande. Ett exempel pd ett problem dir en sidan
regulator kan anvindas ges nedan.
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Tig, 3.12. En extremalstkande regulator enligt Draper och Li.

Exmmrrn 3.4.

Betrakta ett system som bestdir av en gaseldad varmvattenberedare. Systemet
skall leverera vatten med konstant temperatur. Vattentflodet kan variera inom
vida grinser beroende p# behovet, DA vattenmingden varierar mdste natur-
ligtvis ocksd gasflodet till brinnaren varieras sd att temperaturen hela tiden
ir konstant. Detta kan ordnas t. ex. med en PJI regulator som styr gasflodet
och som har vattentemperaturen som mitsignal. Brannaren méiste ha tillforsel
av sivil luft som gas. D& férbranningsverkningsgraden beror pd forhdllandet
mellan Iuft och gasflodet 4r det ocksd nédvindigt att reglera luftflodet. Med
hjalp av en s. k. kvotregulator kan luftflddet styras sd att kvoten mellan luft-
flode och gasflode dr konstant. Detta garanterar emellertid ef att verknings-
graden ‘alltid 4r optimal. Det &r dock méjligt att f4 ett approximativt uttryck
pi verkningsgraden genom att multiplicera vattenflodet med vattnets tempera-
turstegring och dividers med gasflddet. Man vill sedan ha en regulator som
staller in luftflodet s& att forbrinningsverkningsgraden &r si stor som mdéjligt.

Det finns ménga sitt att gdra en extremalsokande regulator. En metod visas
i blockschemat i fig. 3.12. 1 denna regulator stérs insignalen hela tiden perio-

/|

—_—

( C

Fig. .18, Illustration av den extremalsékande regulatorns funksion.
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diskt. Regulatorns funktion illustreras i fig. 3.13. Om insignalens virde ar
mindre &n det optimala far processens utsignal en periodisk komponent som ér
i fas med insignalen. En multiplikation med insignalen ger di en positiv signal
som ecfter ligpassfiltrering driver integratorn, vilken okar insignalen. Om
insignalen ligger Gver det optimala virdet blir utsignalen 1 motfas mot in-
signalen. Produkten blir negativ och imsignalen avtar. Regulatorn i fig. 3.12
foreslogs av Praper och Li 1951, Den provades praktiskt pd optimering av
téndning och brinsle/luftkvot f6r en flygplansmotor.

Extremalstkande regulatorer anvinds ocksd vid numeriskt styrda verktygs-
maskiner. Det har under &rens lopp gjorts ménga forsdk att bygga olika typer
av extremalsékande regulatorer. En mycket intressant méjlighet &r att bygga
upp regulatorn kring en liten dator.

Dynamisk optimering

Statisk optimering kan anvindas for att vilja arbetspunkter (borvarden) for
reglering av processer dir méalsittningen &r att hilla processvariablernas
viirden néra konstanta virden. ‘Typexempel ar reglering av kontinuerliga pro-
cesser med T3 kvalitetsomstillningar. Déremot passar e] formuleringen som
eft statiskt optimeringsproblem om man &nskar gbra en regulator som fdstad-
kommer effektiva kvalitetsomstillningar. I et sddant fall kan man t. ex. vara
intresserad av en si snabb omstillning som méjligt eller en omstillning som
minimerar energi eller rdmaterialférluster. Detta leder till s. k. dynamisk
optimering. Om systemet beskrivs av ekvationen (2.11) och prestanda kan anges
med kriteriefunktionen (2.12) med bivillkor av typen (2.13) 84 kan man sésom
némnts 1 avsnits 2 ange nédvindiga villkkor 6r extremum med hjilp av varia-
tionskalkyl, Pontryagins maximumprineip eller dynamisk programmering, Med
hjilp av olika iterativa numeriska berikningar kan den optimala styrsignalen
och motsvarande nominella tidsférlopp for tillstAndsvariablerna, s. k. frajek-
torier eller banor, bestimmas. Observera dock att man péd detta sdtt erhéller
en programstyrning, dvs. ett dppet system. Om man fératker att implementera
ebt shdant system s& kommer de verkliga banorna pé grund av stdrningar att
avvika frén de nominella banorna. For att korrigera for dessa stérningar,
som e elimineras av den Oppna styrningen, vore det Snshkvirt att infora
dterkoppling genom att bestémma de optimala regleringreppen i en omgivning
till de nominella banorna. Detta kan pdras genom att approximera regler-
problemet i en omgivning till den nominella banan. Genom att linjirisera
den olinjira ekvationen (2.11) kring den nominella banan erhalles et linjart
tidsvariabelt system A

{%éxmA(t) dx + B(t)du (3.15)
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som approximativt beskriver systemet 1 en omgivning till den nominells
banan. En approximation av kriteriet (2.13) ger pd samma sitt approxima-
tionen

J = J o+ 67 (T) @, S (T')

+ f [0 (2) @4 (£) B (8) + 2 Sa™ () Qy0{t) Sult) + SuT(t) Qu(t) du(t)ldt  (3.16)
0

Matrisera ¢, @y, @1, och (), definieras av

QU = Gz Ql = Gz, Q}‘A = fzw Qz = Jun

dir g, betecknar matrisen av partiella derivator av andra ordningen av g
och hégerleden utvidrderas lings de nominella banorna. Vidare betecknar
dx och du avvikelser frin nominella tilistdnd 2° och nominella styrsignaler u°.
De linjara termerna i approximationen av kriteriet férsvinner, eftersom den
nominella banan var optimal,

Problemet att finna en styrsignal for systemet (3.15) som minimerar kriteriet
{3.16} brukar kallas det slinjir-kvadratiske problemets, eftersom systemet &r
linjirs och kriteriet kvadratiskt. Detts problem ar mycket littare att 16sa dn
det ursprungliga olinjira optimeringsproblemet. Losningen kan skrivas som

duit) = — Lit)dx(t)
dvs.
w(t) = ud{t) — Lt} [(t) —a°(t)} (3.17)

dir matrisen L kan bestimmas.

De kovrektioner i styrsignalen som skall goras blir siledes proportionella
mot tillstdndsvariablernas avvikelser frin de nominella virdena. Regulatorn
(8.17) &r alltsd en proportionell regulator. Den proportionella forstarkningen
ar i regel tidsvariabel. Styrlagen (3.17} brukar kallas en tillstdndsdterkoppling,
eftersom styrsignalen ges som en aterkoppling frén alla tillstindsvariabler.
Om alla tilistdndsvariabler e} kan méatas direkt si kan de rekonstrueras. Detta
skall behandlas mer detaljerat i det foljande.

I fig, 3.14 visas ett blockschema fér den regulator som erhills vid tilldmp-
ning av dynamisk optimering, Dynamisk optimering har tillimpats vid styrning
av rymdraketer och containerkranar. Problemformuleringen passar ocksd vil
fér att styra satsvisa processer (batehprocesser) liksom fér att dstadkomma
effektiva omstillningar av kontinuerliga processer,

Varierande processdynamik — parameterstyrning
och adaptiva regulatorer

I ménga fall kan processdynamiken variera med processens driftsférballanden,
¥n reglerventil har t. ex. i allménhet en olinjir karakteristik. Forstdrkningen
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Tabell med
nominelia u®
och x°
u°(t) -x°(1)
u(t) x(t)
I Process X
du(t) Ox{t}
63{?3&?32?5')23 (1) Fig. 3.14, Blocksehema fér regula-
tor baserad pd dynamisk optime-
ring.

f6r en reglerventil kommer siledes att variera med ventiléppningen. Jamior
exempel 4:3.2. Vid processreglering av kontinuerliga processer ér tidsfordréj-
ningar och tidskonstanter ofta omvant proportionella mot flédet genom pro-
cessen och dirmed dven mot produktionen. Dynamiken {6r ett viirmekraftverk
varierar med effektnivin. Dynamiken kan ocksd dndras pd grund av avlagringar
i dngpannans tuber. Dynamiken for ett flygplan varierar kraftigt med flyg-
planets hijd och hastighet. Fartygs dynamik varierar med fart och lastfér-
hallanden.

Om processdynamiken varierar maste speciella dtgirder tillgripas for att 14
en bra, reglering, Féljande Atgirder ir tinkbara:

lokal aterkoppling

olinjir kompensering

@ & @

programmering av regulatorns parametrar

@ adaptiv reglering

I samband med kinslighetsanalysen i avsnitt 4:3 visades atb ett dterkopplat
system -4r relativt okinsligt for parametervariationer om kretsférstirkningen
kan goras tillvdckligt stor. I vissa fall kan verkan av variationerna i process-
dynamiken minskas genom att ligga en regulator runt den process vars
dynamik varierar s. k. lokal dterkoppling. Exempel 4:3.2 4r ett typfall pd an-
vindning av lokal dterkoppling.

Variationerna 1 processdynamiken kan ocksé kompenseras genom 'ati
regulatorn f6rses med olinjira element som kompenserar fér variationerna.
Olinjiira ventilkarakteristika anvinds t. ex, for att kompensera fér olinjariteter
i processen. Detta kan goras om processmodellerna ej ar alltfor komplicerade.
Metoden ar allmint forekommande vid reglering av temperatur och fukt-
halt i byggnader (komfortreglering) och i enkla processreglersystem.
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Regulatorparametrar Drifttillstand

i Tabell

Ref

Regulator Process

Fig. 3.15. Blockschema f6r regulator med parameterstyrning, BRegulatorns parametrar
# hestims som funktioner av drifttillstAndet gencm tabelluppsiagning och interpolation.

I vissa fall kan férdndringarna i processdynamiken vara entydigt bestimda
av métbara storheter. For mnga processer ér t. ex. produktionsnivin en sidan
storhes, For reglering av flygplan kan processdynamiken vil beskrivas som
funktion av héjd och hastighet. I sidana fall kan man dimensionera regulatorn
for vissa drifttillstdnd och gora en tabell av motsvarande regulatorparametrar,
De regulatorparametrar som anvénds i en given driftsituation bestims sedan
genom interpolation i tabellen. 1 stallet for att utnyttja en tabell och inter-
polation kan man ibland hitta funktionsuttryck som ger regulatorpara-
metrarna som funktion av driftéillstdndet. Blockschema fir en regulator av
denna typ framgir av fig. 3.15. Drifttillstdndet kan uppenbarligen ocksd be-
traktas som en utsignal. Orsaken till uppdeiningen ar att drifttillstdnden antas
variera avsevart JAngsammare dn utsignalerna. Detta sitt att 18sa problemes
kallas pd engelska gainscheduling, vilket skulle kunna 6versittas med para-
meterstyrning. Regulatorn kan ocksd tolkas som en variant av olinjir kompen-
sering. Dimensioneringen kan vara arbetskrivande. Det dr nddvindight ati
forst kartligga hur processdynamiken varierar med driftsforhallandena,
Regulatorparametrarna maste sedan bestdmmas f6r ett stort antal driftfall.
Man méste sedan understka att systemet blir stabilt inom hela driftomradet.
D4 det slutna systemet &r olinjért ar detta mycket besviarligt, eftersom man
endast 1 begransad omfattning kan anvénda teori. T praktiken dvertygar man
sig om att systemet fungerar genom omfattande simuleringar. Det &r ocksi
att problem att bestimma hur manga driftfall som skall finnas i tabellen och
hur interpolationen skall utforas.

Det finns flera system dar parameterstyrning anvinds, I datorstyrda process-
reglersystem kan parametrarna i PID regulatorer goras beroende av produk-
tionen. Autopiloter for Sverljudsflygplan dr paradexemplet pi4 parameter-
styriing. I detta fall gbrs regulatorparametrarna beroende av hojd och hastig-
het. Det finns autopiloter med tabeller fér ett 30-tal fiygfall.

Det finns fall d& det ej ir mdjligt att pd férhand kartligga hur process-
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Berakning av 8 Paramater-
regulatorans skattare
parametrar
8
Regulator
g T Process Y

Fig. 3.16. Blockschema for adaptiv regulator baserad pd skattning av processens para-
metrar.

dynamiken beror av drifttillstdndet. I en sidan situation kan adoptiv reglering
tillgripas. Ett adaptivt system visas i fig. 3.16. I detta system skattas process-
parametrarna med hjiélp av en parameterskattare. Parameterskattaren be-
stiimmer processens parametrar 0 ur observationer av processens styr- och
mitsignaler. Med utgingspunkt frén de skattade parametrarns kan sedan
regulatorparametrarna bestimmas genom tabelluppslagning eller genom en
funktionsberikning. Eftersom parameterskattaren mdiste ha tillghng till
processens in- och utsignaler 6ver ett visst intervall, erbills processparametrarna,
med viss tidsfordrojning. Det system som visas i fig. 3.16 kan dirfér ha svarig-
heter om processens parametrar varierar mycket snabbt. Med parameterstyz-
ning finns det diremot mojlighet att f6lja snabbare parametervariationer.
Parameterstyrning kan dérfér kombineras med adaption pi samma sitt
som framkoppling och dterkoppling kombinerades f&r vanliga reglersystem.

Teorin i6r adaptiva system ir ett aktuellt forskningsomride inom regler-
tekniken. Det finns i litteraturen forslag pi ménga olika typer av regulatorer.
De har ocksd provats i autopiloter, for motorstyrning och foér industriell
processreglering.

4. Syntes av framlcoppling och inversa system

Det visades i foregiende avenitt att framiopplingsproblemet f6r linjira system
reduceras till f6ljande: Givel et linjért system med Sverforingsfunktionen @,
bestdm ett linjart system vars dverforingsfunktion I har egenskapen

Gis)H{s) =T (4.1}

Jamfor med ekvationerna (3.8} and {3.10) och blockschemat i fig. 4.1. Mate-
matiskt innebir {4.1) att (hdger)inversen till & skall bestimmas. Syntes av
framkoppling 4r siledes ekvivalent med att bestimma en (hoger)invers till ett
dynamiskt system.
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! P .
9__) H(s) y=u G(s) - Fig. 4.1. Kaskadkoppling av et system
och dess higerinvers.

Inverser av enkla linjara system

Betrakta ett linjirt tidsinvariant system: med en insignal och en utsighal. Tt
! vara systemets overforingsfunktion. Det féljer av ekvation {4.1) att det in-
versa systemet har dverforingsfunktionen

1
His)= 9 - (4.2}

Vi gkall nedan ge nigra exempel.

ExEmPEL 4.1. Firsta ordningens system

Antag att
1
Gls)= sta

d& blir inversen
H{s)=s+a
Observera att inversen innehaller en direktterm och en ren derivation.

ExuMpPEL 4.2. Rationell funktion
Lat
B(s)

G(S) = m

dar A(s) och B{s} ar polynom. Inversen hlir di

_A)
H{s)= B
Dret inversa systemets ordningstal dr siledes lika med téljarens gradtal. Det
inversa systemets poler (nollstillen} &r lika med det ursprungliga systemets
nolletillen {poler}.

Vi kan i detta exempel ligga mirke till att om Sverforingsfunktionen & har ett
nollstille i hégra halvplanet si blir det inversa systemet instabilt, JAmfér av-
snitt 2:9. Detta belyser att icke minimum-fas-system &r svira att reglera.
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ExevrrL 4.3. Tidstérdrdjning

Antag att systemet har en ren tidsférdréjning. Jamfér exempel 2:8.3. Over-
foringsfunktionen ar da

sy =T
och det inversa systemet for verforingsfunktionen
H{s) =T

Observers att denna dverforingsfunktion ej ar fysikaliskt realiserbar di den
svarar mot ett system med insignal-utsignal-relationen

y(t) = ult+T)

Utsignalens varde vid tiden ¢ dr alltsh lika med insignalens virde T' tidsenheter
i framtiden. Ett sidant system kallas icke-kausalt och ar ej fysikaliskt realiser-
bart.

Vi finner siledes att det ir latt att berikna det inversa systemets 6verforings-
funktion men vi observerar i exempel 4.3 en potentiell svirighet da i detta
fall det inversa systemets dverforingsfunktion ej ér realiserbar. Vi skall senare
dtervinda till denna svirighet.

Inverser av flervariabla system

For flervariabla linjira tidsinvarianta system med samma antal in- och ut-
signaler s ar G en kvadratisk matris, vars element ar rationella funktioner.
Jamfor avsnitt 2: 8. Det inversa systemets éverforingsfunktion H kan di be-
stammas entydigt om det G(s) 4r en rationell funktion som ej &r identiskt
noll, Vi illustrerar med nagra exempel.

Exempsr 4.4. Rosenbrocks system

Betrakta et system med dverféringsfunktionen

_1 2
s+1 s43
Gls)=
Lo b
s+1 s+1

Vi finner att

1—s
det G(S) = (s—i-—l)iz;—iii’:)

Kramers regel ger foljande ubtryck pd det inversa systemets Overftrings-
funktion
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H(s)m__l_ [ (s+1)(s+3) —2(s+ 1) }
1—sg{—~(+1D{s+3) (s+1)(s+3)

Rosenbrocks system dr svirt att reglera trots att OverfOringsfunktionen ser
mycket enkel ut. En indikation pd detta &r att det inversa systemet dr in-
stabilt, vilket bl. a. medfér até kompensering med framkoppling leder till
svirigheter. Begreppet minimum-fas definierades 1 avsnitt 2:9 endast for
system med en insignal och en utsignal, En alternativ definition dr att eft
system dr minimum-fas om systemet och dess invers 4r stabila. Utglende frin
denna definition ir systemet i exempel 4.4 icke-minimum-{as. Det finns ocksd
system som i motsats till Rosenbrocks system ser ut-att vara sviira até reglera
men som i sjilva verket &r latta att reglera. Ett exempel ges nedan:

ExempEL 4.5, -
Betrakta ett system med éverforingsfunktionen

1 s—1 bHs+l
G(s)"(sﬂ)z[—l 3—1}
Vi finner att det inversa systemet har 6verforingsfunktionen

s+1{s—1 —bs—1
H(S)—s+2[ 1 s—1 ]

Observera att det inversa systemet dr stabilt trots att diagonalelementen i &/
representerar icke-minimum-fas system.

Det finns system som ej kan inverteras. Fér Sverforingsfunktionen

12
s+1 s+1
Gis) =
2 4
s+1 s+1

galler att det G(s)==0 och systemet kan siledes ej inverteras.

Vi kan alltsd Aterigen konstatera att det &r latt att berikna inverser for
flervariabla system som har samma antal in- och utsignaler, Om antalet ut-
signaler dr stérre dn antalet insignaler finns ingen (hdger)invers och om
antalet utsignaler dr mindre &n antalet insignaler s finns eventuellt flera
{(hiiger)inverser.

ExemrEL 4.6.
Betrakta ett system med dverfiringsfunktionen

s—1 s8—2
Gls)= L—%—.‘Z 8—5-2]
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Bystemet har bl. a. f6ljande inverser

s+2

o 0 4
Hl(sJ = H 112(5) - s+ 2 H Ha(s) =
O

§—2 -3

Observera att inverserna med overforingsfunktionerna H, och H, bida ir
instabila medan Gverféringsfunktionen f, ér stabil.

Om man. forsdker att reglera systemet i exempel 4.6 genom att endast utnytija
en av styrvariablerna upptrader svarigheter d& overforingsfunktionen har ett
nollstille i hogra halvplanet. Svarigheten kan undvikas genom att anvinda
béda styrvariablerna. Exemplet visar att det kan vara en fordel att ha ménga
styrvariabler. o

Inverser av system givna pa tillstédndsform

I kapitel 2 fann vi att dynamiska system kunde beskrivas pa tva principiellt
olika sitt, med externa modeller {insignal-utsignal beskrivningar} eller med
interna modeller (tillstdndsekvationer). Vi skall nu visa hur man beriknar
inversen av ot system som dr givet pd tillstdndsform. Vi bérjar med att be-
handla tvd exempel.

ExemrEL 4.7.

Betrakta féljande observerbara och styrbara system

%E=Ax+Bu {4.3)

y=0x+ Dy

Anta att antalet insignaler och utsignaler ir lika och att matrisen D drinverter-
bar. Lét »' beteckna det inversa systemets insignal och 4’ dess utsignal. Se fig.
4.1. Problemet att bestémma det inversa systemet kan formuleras pa f6ljande
sitt. Givet en signal v. Bestdm eft system s3 att om dess insignal viljs som
uw'=v, 98 skall utsignalen ¥’ vara sddan att di den véljs som insignal till
processen, dvs. w=y', blir processens utsignal lika med den givna signalen,
dvs. y=v. Det téljer av ekvation (4.3) att

¥ =u=D"Y-Cz+v)

Inséttning i ekvation (4.3) ger

§:= [4 - BD*Cla- BD
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Det inversa systemet till {4.3) ges silodes av

g%: [4—~BD 0z + BD (4.4)

y' = — D0+ D10’

dar inversens tillstAnd kallats z. Observera att resonemanget som gav ekv,
{4.4) grundades p#4 antagandet att inversens (4.4) tillstand z &r lika med syste-
mets (4.3) tillstdnd x. Ekv. (4.4) &r sdledes en invers till (4.3) endast omz=2x.
For att se vad som hinder om z+x antas att inversen och systemet kaskad-
kopplas sisom visas i fig 4.1. En enkel rikning ger

d

Se—2) = A@-2) ]

Om matrisen 4 har alla egenvirden i vinstra halvplanet s kommer siledes
differensen mellan inversens och processens tillstdnd att gd mot noll expo-
nentiellt.

ExewvrrL 4.8.
Betrakta systemet

j—f=Am+Bu (4.5)
y =Ca

Anta att antalet insignaler och utsignaler #r lika samt att matrisen OB ar
inverterbar. Fér att bestimma inversen foreskrivs processens utsignal y. De-
rivation med avseende pa tiden ger

dy _ 4% _
cﬁrodt =04z + CBu

Eftersom matrisen CB ar inverterbar ges processens insignal « och inversa sy-
stemets utsignal av

y'=u=(CB)* [—- GAx-%-g—?]

Insidttning i (4.5) ger

(;‘l:_t}: — -1 ul@
= = [~ BOB) 'Cl 4=+ B(CB) '

y=u=—(CB)10dx+ (OB)‘lg—‘;—l

vilket ar en representation av det inversa systemet. Infors tillstdndsvariabeln
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z2=z—B(CByly

84 kan det inversa systemet skrivas som

g;:: i1 — B(CBY™10] Alz + B(CB) ™ "u]
y'= —(CB)"'\CAz— (OB *CAB(CB) “u! +- (CB)™ dd—"f (4.8)

Observera att i exempel 4.7 s har det inverss systemet samma ordningstal
som det ursprungliga systemet. Det f6ljer t. ex. av exempel 4.2 att det inversa
systemet mycket vil kan ha annat ordningstal &n det ursprungliga systemet,
Inversen (4.6) dr av ordningen n. Det foljer dock av (4.6) att

d -

(09 =0

oavsett hur insignalen « valis. Detta innebér att systemet {4.6) har p egen-
virden i origo som motsvarar icke styrbara moder. Talet p betecknar antalet
utsignaler for systemet (4.3). Det finns sdledes ett system av ordningen n—p
som har samma insignal-utsignal relation somni (4.6).

Den metod som anvindes fér att hérleda inversen i exempel 4.8 kan litt ut-
vidgas till det fall d& CB 8r singulir. Principen dr den att varje komponent
av utsignalen deriveras. De derivator av tillstdndsvektorn som erhills substi-
tueras sedan med hjalp av systemekvationerna. Man deriverar dnda tills
styrvariablerna upptrider i hégerledet. Déarefter 16ses styrvariablerna ut och
uttrycket pé dessa substitueras tillbaka i tillstindsekvationerna. Villkoret fér
inverterbarhet ar att ekvationerna kan 1dsas. Detta dr i princip latt att genom-
fora. Resultatet blir att inversen for ett system med lika ménga in- och ut-
signaler fir formen

d
a-szlz + B, u'

du? d?u! ey
yIZCIZ“FDnuI*FDlE*FDzaE+...+DI¢EE (4:7}

Uttrycken som ger dimensionen av z samt matriserna, 4,, B,, €1, Dy, ..., Dy
som funktioner av 4, B, € och D &r komplicerade. Det gir dock bra att ge
algoritmer som genererar dessa storheter. I specifika fall kan den procedur
som givits ovan ocksd tillimpas.

Inverser av olinjara system

Inversa system definierades med hjilp av ekvation (4.1) fér linjara system.
Denna definition kan uppenbarligen e} anvindas f6r olinjira system dé dessa
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o har nigon dverforingsfunktion. Diremot kan resonemanget som anvéindes i
exempel 4.7 genomfdras &ven fér olinjira system. Vi illustrerar detta med ett
exempel,

ExEMFEL 4.9, Pendeln
Betrakta den olinjira modellen {&r pendeln i exempel 2:2.2, dvs.

dx

o

d .

—gf= — BIn T; + 4% COS Xy
Y=o

Om vi f6ljer det recept som angavs fér linjira system skall utsighalen deriveras.
Efter tva derivationer erhills

d*y .

a—té-= — 8N ;W o8 Ty

Losning av » ger

2

% ! sin &y + d tan y+ !
- 4 i [N vy
€08 T, L di? y

vilket dr det inversa systemets insignal-utsignal-relation.
Ligg mérke till att inversen ej existerar for cos ; =0. Om cos ;=0 s34 har
insignalen ej heller ndgon inverkan pd systemet.

Forkortning av poler och nollstailen

Vi skall nu understéka vad som hinder di ott system kaskudkopplas med sin
invers. JAmfor blockschemat 1 fig. 4.1, Om systemet har en invers giller enligt
ekvation (4.1) att det sammankopplade systemet har enhetsmatrisen som Gver-
foringsfunktion. Vid ett ytligt betraktande skulle man di kunna foérledas att
tro at$ insignal-utsignal-relationen

yt) =w'() {4.8)

skulle ge en uttdmmande beskrivning av det kaskadkopplade systemet. Detta
ir ¢j sant. Ty om det ursprungliga systemet ér ett dynamiskt system si méste
det sammansatta systemet ha ett ordningstal skilt frén noll. Ingsignal-utsignal-
relationen (4.8) dr ett nollte ordningens system och det féhjer dd av Kalmans
uppdelningssats (sats 3:6.1) att det sammansatta systemet ej ar obgerverbart
och styrbart. Vi skall ndrmare understka detta. Speciellt skall vi visa att
de icke observerbara och icke styrbara delsystemen under vissa omstindig-
heter kan ge upphov till svirigheter. Vi birjar med att analysers ett enkelt
exempel,
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Fig. 4.2, Kaskadkoppling av system med
6verigringstunktionerna {s +&}/(s + a) och
(s +a)f(s+b}
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]
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ExzMmrpEL 4.10.

Systemet med overforingsfunktionen

s+b
G(S}_.H-a (4.9)
har inversen

s+a
His)= oy _ (4.10)

Om systemet ooh dess invers kaskadkopplas pd det sitt som visas i fig. 4.2
erhills ett system med Sverféringsfunktionen

b s+
6(s) Hs) = z?a :J_Cb”: ]

Eftersom &' och H &r rationella funktioner dr det uppenbarligen matematiskt
helt korrekt att forkorta faktorerna s-+a och s+, D4 bide systemet och dess
invers ér systern av fOrsta ordningen si dr det sammankopplade systemes
uppenbarligen ett andra ordningens system. Eftersom ¢verféringsfunktionen
GH motsvarar ett nollte ordningens system, s§ {6ljer av Kalmans nppdeings-
sats att det sammansatta systemet har icke styrbara och tysta delsystem. Vi
skall nu analysera vad som hinder. Overforingsfunktionen (4.9), som beskriver
systemes, har realisationen

day

T —aw; +(b—a)u

y=atu

och évertéringsfunktionen (4.10) har realisationen

d
%: — bty + (@ — b)
Y =y +uf

Det kaskadkoppiade systemet i fig. 4.1 har d3 f6ljande realisation
dlz,] FT—a b—a|[2] [b—a] ,

dt[xz] [ 0 “b] [mz]‘%[“ﬁb}u

Y =y +ag+u’
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uf 3

o

+

o
o
=y

|
|

o

+

[s3
w
+
[

Fig. 4.3. Kalmans uppdelning av systemet i fig, 4.2.

vilket erhilis genom att insitta w=y' i ovanstiende realisationer. Infér nya
tillstdndsvariabler genom transformationen

2y =%+,

2y =Ty

Det transformerade systemet ges av

ali-L SRS

g =t
Systemet dr pd diagonalform. Om a5 kan sats 3:4.5 tillimpas. Det féljer d&
att moden z, ir observerbar men cf styrbar och att moden z, dr styrbar men ej
observerbar. Att moden z, =, 4+, ¢j fr styrbar innebir att inversens och
processens tillstdnd alltid har summan noll om z,(0) =0. Ett blockschema som
illustrerar Kalmans uppdelning av systemet visas i fig. 4.3. Det dr nu klars
hur kombination av systemet och dess invers fungerar. Det sammansatta
gystemet &Ar av andra ordningen. Systemet kan uppdelas i tre delsystem,
ott statiskt system med &verforingsfunktionen G(s)-=1, ott styrbart men tyst
delsystem med egenvirdet A= --b och ett observerbart men cj styrbart del-
system med egenvirdet A= —a. Om den observerbara moden z; exciteras sé
kommer variationer i = direkt att mirkas i utsignalen. Diremot kan moden ej
exciteras av insignalen. Den styrbara moden s -- - b kan exciteras av insignalen.
Eftersom moden ¢j ar observerbar har den inget inflytande pd utsignalen.
Diiremnot pdverkas processens insignal u.

Observers ath z; 4r summan av processens tillstdnd x; och inversa systemets
tillstdnd x,. Det finns ingen garanti for att initialvardet av z, dr noil. Detta
betyder att utsignalen 7 kommer att avvika frin insignalen u'. Om processen
dr stabil, dvs. a positiv, s& kommer z, dock att konvergera mot noll. Processens
utsignal y kommer di ocksd att nirma sig /. Jimfor fig. 4.4.A.

Det ir ocksd iHlustrativt ath se vad som hinder om processen ir instabil,
dvs. @ negativ, I detta {all kommer tillstandsvariabeln z; att vixa utan gréns
om den exciteras. Bftersom #z; ej dr styrbar, e& kan den ej piverkas av in-
signalen u’. Processens utsignal 4 kommer siledes att vixa exponentiellt. Jém-
for fig. 4.4.B.
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Fig. 4.4. Simulering av systemet i fig. 4.2, I fall
A dr processen och inversen stabila (o =1,b=2).
Efter en transient kommer ¥ och ! ast dver-
ensstdmma. I fall B (a= —0,2, b=2) &r pro-
cessen instabil, Processens utsignal y kommer
d$ att vixe uten gréns, I fall O (e=1,b6= —0,2)
&r processen stabil men inversen instabil. Pro-
cessens insignal » vixer da som exp —bt. Noll.
stillet s = = b blockerar emellertid denna kom-

ponent av insignalen och y Hverensstéimmer
Q 5 10 15 med » efter en transient.

Om processen ej ar ett minimum-fas-system, dvs. om nolistillet s= —-b
tigger i hogra halvplanet, s& dr det inversa systemet instabilt. Vid en cxcita-
tion, t. ex. fﬁr&ndﬁng i insignalen %/, kommer di z, att viixa exponentiellt,
vilket medfér att processens insignal % ocksd kommer att vixa exponentiellt,
Detta kommer dock ej att méirkas i processens utsignal 7 dd moden z, ej ir
observerbar. Jamfor fig. 4.4.C.

Sammanfattningsvis finper vi siledes att det ej ghr bra att kaskadkoppla
systemet (4.9) ooh dess invers (4.10) om ndgot av talen o aller b 4r negativi,
d7s. om systemet eller dess invers dr instabila.

Det ar latt att generalisera analysen i exemplet till system med en godtycklig
rationell Gverforingsfunktion. Betrakta en prooess med overféringsfunktionen
B(s}

“= ) (4,11)

dar A(s) och B{s) &r polynom. Detta system har inversen

_ 4l

His)= 55

(4.12)
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Fig. 4.5. Kalmans uppdelning av det systerm som erhélle da systemet med Sverfdrings-
funktionen B(s)/4({s) kaskadkopplas med sin invers.

I fig. 4.6 visas Kalmans uppdelning av det systern som erhalls om systemet
och dess invers kaskadkopplas. Vi finner siledes att det kaskadkopplade
systemet har icke styrbara moder som svarar mot polerna till G{s) och tysta
moder svarande mot nollstillena till ¢(s). En kaskadkoppling av systemet
(4,11) och dess invers (4.12) kan e férverkligas om systemet (4.11) har
poler eller nollstillen i hogra halvplanet, Om {4.11) har en pol i hogra halv-
planet s kommer processens utsignal att vixa exponentiellt direst den exci-
teras. Om (4.11} har ett nollstille 1 hogra halvplanet s& blir inversen instabil
och processens insignal vixer i stdllet exponentiellt. DA denna insignal blockeras
av ett motsvarande nollstille i processen, kommer processens utsignal dock att
vara begrinsad, ‘ '

Det skall visas i avsnitt 5 att ett styrbart system alltid kan stabiliseras med
dterkoppling. En instabil process kan d& férst stabiliseras med Aterkoppling
och det stabiliserade systemet kan sedan framkopplas. Om framkoppling och
aterkoppling kombineras pd detta sitt finner vi att nollstéllen i hégra halv.
planet utgdr den visentliga begrinsningen.

Exemplet visar att man bér vara férsiktig med férkortning av faktorer vid
formell manipulation med &verféringsfunktioner. Vi belyser detta med ytter-
ligare ett exempel:

ExpwmrEL 4.11. Otto Smith-regulatorn

Vid bestamning av overforingsfunktionen (3.14) {6r ett system med en Otto
Smith-regulatoriavsnitt 3 forkortades faktorn G.{s) e *7. Ennoggrannare analys
visar att det slutna systemet har den Kalmanuppdelning som visas i fig. 4.6,
Det foljer av figuren att kompenseringen ej kommer att fungera om processen
ar instabil di de observerbara men icke styrbara moderna ger bidrag till ut-
signalen som véxer utan grans. En process som dr instabil miste dérfor forst
stabiliseras innan dédtidskompensering kan tillampas.

Analysen visar ocksd férdelen med att kunna bebandle system sdval frdn
externa (insignal-uisignal modeller, Laplacetransformer) som interna {till-
stdndsmodeller) synpunkter. Det dr uppenbarligen 1itt att berdkna inversen
av ett system vars Gverféringsfunktion ir given. Ett formellt manipulerande
med Gverfiringsfunkiionen kan dock leda till felaktiga slutsatser om man ej
kommer ih8g att &verféringsfunktionen endast representerar den del av
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Fig. 4.6, Kalmans upp-
delpning av systeme$ 1
-1 K fig. 3.10.

ett linjirt system som dr observerbar och styrbar. En god regel vid formellt
riknande med Laplacetransformer &r att man bor tinka sig fér vad som hinder
di poler och nollstillen forkortas.

Approximativa inverser

Vi har givit flera exempel pd system vars inverser ej kan férverkligas. 1
exempel 4.1 innehéll inversen en ren derivation. Systemet i exempel 4.3 inue-
héll en ren fidsférdrojning, vilket medidrde att inversen ej var ett kausalt
system. Vi har ocksd sett att inverser till system som e #r minjimum-fas ej
kan férverkligas. Vid syntes av framkoppling for sidana system fir approxima.-
tiva inverser tillgripas. Nfgra exempel pd approximationer ges nedan.

Vid invertering av system med rationella dverféringsfunktioner dér nimna-
ren har hiogre gradtal 4n téljaren erhélls en invers som innehéller derivatorer.
En derivation kan e férverkligas exakt, ty man skulle d& i ett system som
har mycket hig forstirkning vid hoga frekvenser. Man forverkligar déritr en
approximativ invers. Detta kan t. ex. giras med approximationen

&

~_— 4.1
N 14T (4.13)

Detta ger en approximation som ir nigorlunda bra f6r signaler vars frekvens
wy ir sidan att w, T'<1. Ktt sitt att forverkliga denna Gverforingsfunktion
visas i fig. 4.7. Fér detta system giller att 7'=1 —a. Det dr siledes méjligh
att & mycket smé virden pd tidskonstanten 7T'. L praktiken ar 4" begrinsad
underifrdn av storningarna i den signal som skall deriveras, Det bér ocksd
observeras att 1 ménga fall anvinds framkoppling i kombination med en
referensmodell sfsom framgdr av fig. 3.5. 1 ett sddant fall kan derivation av
signaler ofta undvikas genom att kombinera systeminversen med referens-
modelien,

Det har visats att ett system som ej &r minimum-fas har en instabil invers,
Svirigheterna med att {6rverkliga en shdan invers har ocksi diskuterats. I ett
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; Fig, ¢.7. Blockschema for for-
\A\ verkligande av en approximativ
u . 1 derivation. Systemet har &ver-
s foringsfunktionen
G(8)=¢f[1+(1 —a)s].
a ¥
Pl Observers att det kriavs att a <1

{6r stabilitet.

sddant fall 4r det naturligh att underséka om det ir méjligh att finna en
approximativ invers som &r stabil. Ett svar ges av nedanstiende resultat.

Sars 4.1,

Antag att en rationell overioringsfunktion G har alla poler i vinstra halv-
planet och inga nollstillen pd imagindra axeln. Lat

G(s) = G+(s) G—(s) (4.14)

vara en faktorering av (7 sidan att G(s) innehdller alla poler och har alla noll-
stallen i vinstra halvplanet och ¢—(s) alla nollstillen i hégra halvplanet. En
approximativ stabil invers som minimerar tidsintegralen av kvadraten pi felet
e=u'—y vid en insignal i form av etb steg ges av

SRV
H7(s)= () (4,15)
Vidare galler
min Jm (L) dt= — 24° [i log G~ (s)] {(4.16)
1] ds 8=0

dar ¢ 4r insignalens amplitud.

Bevis:
L&t e vara felet om insignalen ar ett enhelssteg. Laplacetransformen av e ges
av

E(s) = (1~ G{s) H)T

didr H{s) dr den approximativa inversens tiverféringsfunktion, Enligt Parse-
vals sats gilller att tidsintegralen av felets kvadrat kan skrivas som

=a] o
J[H]= fn {tydt= — —2—}”] m[l — Q&) H{s)][1—G(—s) H{—s)]s *ds  (4.17)

For ath integralen skall vara dndlig maste det krivas att

G{OYH(0) =1
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For att minimera J med avseende pd stabila H utnyttjas den i satsen givna
faktoreringen av ( och integranden kan di skrivas om genom att utnyttja
identiteten

[1—G(s) H(s)|[1 —G(—s) H(—s}]
=[1—GH(e) G=(—8) H(s)][1 - GH —s) G- (s)H( —5)
+[G(—8) —G(s)] GHs) H(s) + [G(s) -G~ —8)|GF(—s) H(—3)

Tntegralen (4.17) skall tolkas som

ioo —ir iR
f ... ds=lim lim{f ...ds-I—J‘ ...ds}
— o L300 120 -iR iR

Det féljer av residuesatsen att -

1 oo

st | L6786 ()] G (s) Hs) s~ %ds

+ gim L [6(—s)— G ()] G (s) H(s)s s =0

dér 9" &r en infinitesimal halveirkel till hoger om origo, ty integranden har inga
poler i higra halvplanet och integralen lings en halveirkel med imaginira
axeln som diameter férsvinner. Vidare foljer av residuesatsen att

1 [G{—5)— G ()]G (s) H(s) s %ds

2758 Jp 4
+ %J;, [G(s) —~ G {— )]G (—s)H(—8) s ds

- 2_1171:@ e [G7(8)— G (= s)] G (—s) H( —s)s~2ds

= — A6 [ds|sm0 GF(0) H(O) = — A6~ |ds),_o/G(0)

Vi finner siledes
JIH]= — 51;’& Jjo [ =G 8 G (—s)H(s{l -G (—s) G {s) H(—5)]s7 s
— 2dG [ds]suof/ G (0} = — 2dG [ds|s.0/G(0)

dir likhet erhilis om &verforingsfunktionen H viljs som (4.15). Resultatet er-
h4lis nu om vi observerar att felet &r proportionellt mot stegets storlek.

Vi illustrerar satsen med ett exempel.

Exemrer 4,12.

LAt overforingsfunktionen G vara
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Fig. 4.8. Kalmans uppdeining av det

gystem som erhdils d& en process med

dverforingsfunktionen  B+(s) B-{s) [A(s}

5 m .ka.skadkoppl‘as med den approximativa
inversen A(s;/[B+{s) B—{ -s)].

]—E(3+ﬁf}n(3*?’i) =B+(3)Bi(3)

G = (4 e A(s)

dér o, §; och y, alla 4r positiva. Den approximativa inversen ges di av

H(3+°‘1) — A(s)
[Te+p)[I{—s—y) BT s)B (-3

H(s)=

Vidare ir
log G(s) — X log (s — ;)

dvs.

A
a;logG (8)_23—;»,.

Om ¢ ér felet vid ett enhetssteg finner vi sdledes

min fm Mty dt=23 1]y,

[

dir minimum tas med hénsyn till alla stabila inverser. Vi observerar att felet
Skar med minskande y,. Det ir siledes till nackdel att ha nollstillen i hégra
halvplanet med liten realdel. T fig. 4.8 visas Kalmans uppdelning av det
system som erbdlls om en process med dverforingsfunktionen ¢ framkopplas
med den approximativa inversen. Observera att det kompenserade systemet
har dverféringsfunktionen

B(s) _ Ilts—w)

)= B 5 T I —s—ya

Moderna som svarar mot processens nolistdllen i vinstra halvplanet ir tysta
och moderna som svarar mot processens poler &r icke styrbara. Jamfor ocksd
med fig. 4.3, T fig. 2:9.8 visas stegsvaret 1 det fall d& processen endast har en
pol s=1 1 higra halvplanet.

Den approximativa invers som ges av sats 4.1 beror uppenbarligen av den
valda insignalen (eté steg). Det ar mojligh att hirleda andra approximativa
inverser fir andra typer av insignaler, Det dr ocksé méjligt att pd liknande
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satt bestdémma approximativa kausala inverser for system som innehiller
tidsfordréjningar,

Sammanfatitning

Det konstaterades inledningsvis i detta avsnift att syntes av framkoppling ar
ekvivalent med att bestdmma hogerinverser till ett system. Vi har visat hur
systeminverser berdknas for olika system. Svarigheter som upptrider di in-
verser innehdller rena derivationer, di de #r instabila eller icke kausala har
berirts. Mojligheter att berdlna approximativa inverser i sfdana fall har
ocksd diskuterats, Det bir avslutningsvis betonas att den ur praktisk synpunkt
kanske viktigaste frigan vid syntes av framkoppling bestdr i att avgdra vilken
modell av det fysikaliska systemet som skall ligga till grund f6r dimensione-
ringen. Sedan modellen vil fastlagts &r ju berdkningen av inversen relativt
enkel. De modeller som anvinds kan variera avseviirt frin enkla statisks
modsller baserade ph balansekvationer (massa, energi och rérvelsemingd) till
komplicerade modeller som val beskriver processens uppitrande vid snabba
variationer i insignalen. Fér enkla servon anviénds ibland en proportionell
framkoppling frin referensvirdet som bestémts enbart med ledning av den
statiska forstirkningen. Vid industriell processreglering envinds ofta fram-
koppling som enbart baserats pé statiska mass- och virmebalanser. Det ar
ofta till god vigledning att friga sig inom vilka frekvensomriden man 6nsgkar
att framkopplingen skall vara verksam. Det ér ocksd bra att komma ibdg att
framkoppling nistan alltid anvénds i kombination med dterkoppling.
Inversen av ett linjért systern dr ett dynamiskt system eventuellt kombinerat
med derivatorer. For att forverkliga en framkoppling skall sdledes en apparat
byggas som realiserar ett dynamiskt system. Det visades i exempel 4:3.3 att
integratorer och summatorer litt kan realiseras med hjilp av dterkopplade
operationsforstarkare. Med hjalp av operationsforstirkare och potentiometrar
kan man siledes f& komponenter som motsvarar de block som behandlades
vid den prafiska beskrivningen av dynamiska system i avanitt 2:10. De block-
schema som visades 1 detta avsnitt kan alltsd direkt tolkas som ritningar for
apparater som realiserar dynamiska system. En rationell Sverféringsfunktion
kan t, ex, konstrueras antingen pd det sitt som anges av fig. 2:10.10 eller som
anges av fig. 2:10.11. Vid digitala realiseringar kan man i stillet programmera
differensapproximationer av motsvarande differentialekvationer.

5. Syntes av system med given
overforingsfunktion

I detta avenitt skall syntes av en dterkoppling som ger ett system med f6re-
skriven &verforingsfunktion diskuteras. Vi skall sledes utgé ifrén att specifika-
tionerna pd det slutna systemet givits genom att ange det slutna systemets
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overforingsfunktion sisom diskuterats i avsnitt 2, t. ex. som ett system som
minimerar ITAE. De resuitat som erhills ér ocks viktiga ur en annan syn-
punkt. De visar klart vad som kan dstadkommas med hjilp av Aterkoppling
och vad som begrinsar de resultat som kan uppnés. Vi skall f6rst visa att om
alla tillstdndsvariabler kan mitas sd kan det slutna systemets poler placeras
godtyckligh under férutsittning att systemet ar styrbart. Diremot paverkas
systemets nollstillen ej av dterkopplingen. Om alla tillstdndsvariabler ej méits
88 kan de beriknas ur processens in- och ufsignaler. Vi skall ange ndgra sitt
~at$ konkret utfora denna berdkning, Den regulator som erhélles kan d4 tolkas
som bestdende av tva delsystem: dels ett system dar tillstdndsvariablerna be-
riknas, dels en linjir regulator som bestdr av en tillstdndsiterkoppling frin
de rekonstruerade tillstdndsvariablerna. Den erhallna regulatorstrukturen hér-
leds forst utgiende frén interna modeller (tillstdndsekvationer). En alternativ
hirledning utgdende frén externa modeller skall ocksd anges. Detta leder till
alternativa metoder fér att bestimma regulatorn. Resultaten illustrerar ocksa
att det dr fruktbart att se ett problem frin $vad synpunkter. Mojligheterna att
phverks det slutna systemets nollstillen med &terkoppling dr begrinsade.
Fér att andra nollstillena méste dirfor framkoppling tillgripas. Detta be-
handlas kortfattat. Avsnittet avslutas med en diskussion av de falktorer som
begrinsar ett systems prestanda.

Polplacering genom tilistandsaterkoppling

Betrakta en process som kan beskrivas som ett enkelt linjirt tidsinvariant
system. Anta att systemet dr observerbart och styrbart samt att D=0, vilket
innebér att utsignalen ej piverkas direkt av insignalen (idirektterm saknasy).
Systemet kan di beskrivas med ekvationerna

%vsﬁw-i-Bu (5.1)
y=Cux

Det foljer av ekvation 3:8.2 att systemet har dverforingstunktionen

_Y(s)_bys" A bys™ 4 by _ Bl9)
Gle)= Uis)  4as* i+, +a, A{s) (5.2)

dir » dr systemets ordningstal.
Anta att specifikationerna kriver att Overforingsfunktionen fran referens-
signal ¢ till utsingal y skall vara

@8 T s R g, Q) (5.3)

Gils) s+, P(s)

Specifikationerna kan uppenbarligen satisfieras med hjilp av framkoppling
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genom att seriekoppla det givna systemet med ett system med GverfSrings-
funktionen

Q) A(s)

)= pis) Bls)

Det f6ljer emellertid av analysen i avsnitt 4 att en sidan léening ej ir brukbar
om systemet (5.1} dr instabilt, om det pédverkas av storningar eller om det ir
icke-minimum-fag. Dessutom leder framkopplingen #ill ett system som #r
kénsligt for parametervariationer. Vi skall dédrfér undersska vad som kan
dstadkommas med hjilp av dterkoppling.

For att genomfora analysen infors forst ett koordinatsystem i tillsténds-
rummet som ger enkla rikningar. Eftersom systemet (5.1) dr styrbart finns
enligt sats 2:6.2 en transformation

2= Sx (5.4)

sé att det transformerade systemet erhdlls pi styrbar kanonisk form, dvs.

iy My ... Oy Ty 1

& | 1 0. © L A L] I
@ : :
0 0 ... 1 0 0

y =[by by ... byl (5.5)
Infér nu en dterkoppling definierad av féljande styrlag -
w=y —lzty—lyzg— .. a2, =y" — Lz (5.6}

dar y" dr referenssignalen (det &terkopplade systemets insignal). Den ekvation,
som heskriver det dterkopplade systemet, erhills genom inséttning av (5.6}
i(5.5). Vi far '

—lL—a, —bL—day...—l, —a,, —I,—a, 1
dz _ i 0 e 0 0 _ o] .
a-| Y

0 0 R | 0 0.

Y =lbyby ... bylz

Vilj nu L =p, —a;, t =1, ..., n. Det dterkopplade systemet far di foljande dver-
foringsfunktion

Y(s) b8" '4bye” i+, +b, Bls)

Uls) s"+ps"  +...+p, Pls)

dir koefficienterna i némnarpolynomet P(s) kan véljas fritt genom val av [,
Sammanfattningsvis finner vi siledes
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Sawrs 5.1, Polplaceringssatsen

Betrakta ett linjért tidsinvariant system (5.1} av n:te ordningen med en in-
signal. Anta att systemet ir styrbart. Systemets poler kan placeras godtyckligt
genom en linjér aterkoppling frdn alla tillstAndsvariabler.

u =19y —Lx (5.7}
Systemets nolistéllen pdverkas ej av aterkopplingen.

Det {6ljer av ekvationerna (5.4) och (5.6) att den tillstindsiterkoppling som
ger ett slutet system med den karalteristiska ekvationen P(s) ges av

L=[p—a py—ay ... pn—aylS (5.8)

dér matrisen S ges av ekvationen 2:6.23. Det finns datorprogram for berikning
av vektorn L, Fér system av lig ordning dr det ofta léttare att direkt ansatta
en dterkoppling av formen (5.7) occh sedan bestémma elementen i vektorn I
s4 att det slutna systemet far foreskrivna poler.

Sats 5.1 kan generaliseras till system rmed flera insignaler. Observera ocksd
att det finns andra formuleringar av syntesproblemet som ocksi leder till en
tillstdndsiterkoppling av formen {(5.7). Jamfor t.ex. med ekvation (3.17)
som beskriver den styrlag som erhills genom att tillimpa s. k. linjirkvadratisk
teori,

Observera att styrlagen (5.7) ej innehaller dynamiska element. Den kan tolkas
som en proportionell Aterkoppling frin alla tillstdndsvariabler och kallas darfar
tillstAndsiterkoppling. Lagg ocksd mirke till att sats 5.1 nastan ir sjalvklar
om Vi observerar att ett styrbart system kan representeras med blockschemat
ifig. 2:10.11 eller signalflédesdiagrammet i fig. 2:10.16.

Sats 5.1 innebdr siledes att ett system med Gverforingsfunktionen (5.3)
kan erhillas genom aterkoppling av systemet (5.1) om polynomen P(s) och A{s)
har samma gradtal, om polynomen @{s) och B(s} ar lika och alla tillstinds-
variabler méitbara. Vi illustrerar resultatet med ett exempel:

ExsmpEL 5.1, Servomotor med takometeriterkoppling

En servomotor med driviorstirkare kan beskrivas med fsljande verforings.
funktion
(s} b

Y
Gls)= Ws) - s(s-i—c;)

dir insignalen u &r drivirstarkarens ingignal och utsignalen y 4r motorns vrid-
ningsvinkel. Hur skall systemet &terkopplas {6r att det slutna systemet skall f3
overforingsfunktionen

w®

Gyls) = &2 27 ws + wt

(5.9}
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Vi observerar att tdljarna tili overféringstunktionerna /(s) och ¢,(s) endast
sliiljer sig pA en konstant faktor, Denna kan justeras med hjilp av en for-
stirkare med lampligt vald forstdrkning. Vi kan siledes utan att férlora i
allméngiltighet direkt anta att b =w% For att underséka hur systemet skall
dterkopplas for att ge den dnskade dverforingsfunktionen, skriver vi systemet
pé foljande kanoniska form genom att infora tillstdndsvariablerna a; och a, :
definierade av

2

X, (9= UGs)

X(0) -~ Xy 6)

Systemet kan dé beskrivas med ekvationerna -

dv_{~a 0 erz
di 10 *Tlo]®
y=[0 1=

Vi finner att styrlagen
w=y +(aw=?—2{w)x, —x,

ger det Onskade resultatet. Ty med denna dferkoppling erhdlls féljande ekva-
tion fir det dterkopplade systemet

de_{—-2{w —o N I
dt 1 o | Tiol¥

y=[0 1o

Overforingsfunktionen fran insignal " till utsignal y ges av (5.9).

Tillstindsvariablen @, som motsvarar motoraxelns vinkelhastighet kan
mitas med en takometer och tillstdndsvariabeln z,, som motsvarar axelns
vridningsvinkel, kan métas med en potentiometer.

Observera att den kanoniska form som anvéndes i exempel 5.1 skiljer sig frdn
den styrbara kanoniska formen. I ekvation (5.5) ir koefficienten framfér u ett,
medan motsvarande koefficient 8r 6 —=w? i exempel 5,1, Detta medftr att #ll-
stindsvariablerna z, och z, motsvarar motoraxelns vinkelhastighet och vinkel-
lige oavsett hur driviorstirkaren stillts in. T det allménna fallet svarar detta
mot att styrlagen (5.6} parametbriseras som

w =0y~ — . =A@, ]

Detta har fordelen att reglerfelet ¥ —x, forekommer explicit i styrlagen.
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Rekonstruktion med hjalp av derivering

Sats 5.1 forutsétter att alla tillstAndsvariabler kan méatas direkt, Vi skall nu
forutsatta att endast.utsignalen y kan métas direkt. Om systemet (5.1) ar
observerbart, féljer av definition 3:3.2 att samtliga tillstAndsvariabler kan
rekonstrueras nr méatning av utsignalen. Vi skall nu studera hur rekonstruk-
tionen skall genomftras i detalj. Successiva deriveringar av observations-
ekvationen ger

y=0Cz
dy dax
— = O = CAx+
it pdt CAx+ CBu
d? 1y _ o du

GA +(3’B —-ﬁC'A 2+ CABu+ CB —
dtz dt .
d?l ly n-1 o AN—2 n-3 @_ énjj,?f
W =4 x+CA Bu +CA Bdt F...+CB d£n72
Omskrivning av dessa ekvationer ger

Y
¢
j‘tj CBu
(JjA = . (5.10)
OAn,—l drz—ly - - ciu dn—zu
T — (A" *Bu—CA B(it ...— OB I

Om systemet $(4, B, C, 0) dr observerbart sd dr matrisen i vinsterledet av
ekvation (5.10) inverterbar (sats 3:5.1). Tillstdndsvektorn x kan d4 alltid berik-
nas ur insignalerna och utsignalerna och deras derivator med hjilp av ekvation
{5.10). Vi har siledes angivit en konstruktiv metod for rekonstruktion av till-
stdndsvariabler som ej kan mitas direkt. Observera att konstruktionen kriaver
. — 1 derivationer av utsignalen. En jamforelse med ekvation (2:7.5) visar att
den hogsta derivata av styrvariabeln som forekommer motsvarar gradtalet
for overforingsfunktionens taljare minus ett. Vi illustrerar med ett exempel.

ExzmprL 5.2. Rekonstruktion med derivatorer

Betrakta motorn i exempel 5.1. Med de tillstdndsvariabler som inférdes i
exemplet giller

@, — dyfdt
T =Y

T stillet fér att mita vinkelhastigheten med en takometer si kan motsvarande
tillstdndsvariabel #, rekonstrueras genom att derivera utsignalen,
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Rekonstrulktion med dynamiska system

Rekonstruktionen (5.10) kan ej alltid realiseras praktiskt di den innebar att
sAvil sbyrsignal som maétsignal deriveras eft antal gnger. Det kan ofta vara
svars att derivera en signal. Vi skall dérfoér ge ett alternativ till rekonstruk-
tionen (5.10) som ej kriver att mitsignalen deriveras. Betrakta vektorn £ de-
finierad av ekvationen

di

o = Aé+ Bu+ Kly— Cf] (5.11)

Elvationen (5.11) kan tolkas som en model av systemet (5.1} som dterkopplats
med hjalp av utsignalerna y frén systemet (5.1). Vi skall visa att det 4r mdjligt
att vilja matrisen K =3 att tillstdndsvektorn £1 (5.11) &r en god approxima-
tion av tillstdndsvektorn a i (5.1). i

Det foljer av ekvationerna (5.1} och (5.11) att differensen

F=w—& (5.12)
satisfierar f6ljande ekvation

g—‘f= [4-KC)& (5.13)

Om #(t,)) =0 si giller uppenbarligen &) =0 for att alla ¢ 24,. Ekvation (5.11)
har siledes den anmirkningsvirda egenskapen att dess I0sning £ Gverens-
stémmer med ISsningen $ill ekvation (6.1) f6r ndgon tidpunkt ¢, s& Gverens-
gtimmer £} och ={t) f6r alla tider {2, Dei {Grefaller sdledes rimligt att
ekvation (5.11) skulle kunna anvindas for att rekonstruera tilistAndsvektorn
for systemet (5.2). Lat oss nu understka vad som hinder om £(0) 2(0). Om
samtlign egenvirden tiil matrisen 4 — KC har negativ realdel, s§ ir ekvation
(6.13) stabil och samtliga lsningar kommer att konvergera mot noll. Sats
2:11.1 ger f6ljande uppskattning

JE@)|| <ke ** dir —o>max Re A[4 — KC] (5.14)

Om def #r majligt att valja K 88 att (5.13) blir asymptotiskt stabil s kommer
siledes £(f) att nirma sig z{t) exponentiellt.

Antag att systemet (5.1) endast har en mitsignal. I analogi med lésningen
till polplaceringsproblemet kan vektorn K bestimmas p& f6ljande satt. Efter-
som systemet {5.1) antagits vara observerbart si finns enligt avsnitt 2:6 en
transformation

z="Tr

som transformerar (5.1) pd observerbar kanonisk form, dvs.
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— oty 1 G...0 by
— ¢ 1...0 b,
dz . . 5
a;ﬁ : z -+ : w= Az + Bu
“anfl 0 0... 1 bnAi
—~a, 0 0.,.0 b,

y=[100..0)z=0z

Transformationsmatrisen T' ges av ekvation (2:6.15), For rekonstruktionen

dd . = - -
£=A‘+Bu+K[y~G:2}
dar
"4 —ay "
dy  —ay
K= (5.15)
By = ly-1
o dn —an
galler d&
det [s] - A+ K] =s"+d;s™ 1+ ... 4d,
En transformation till de ursprungliga koordinaterna ger vidare
K = T1K (5.16)

Eftersom den karakteristiska ekvationen dr invariant vid byte av koordinater
i tillstdndsrummet s &r vektorn K sidan att

det [sT—A+KC] = s" +dys™ g .. +d, (BT

Observera att analysen &r helt analog med den som genomfsrdes vid beviset av
sats 5.1.

Vektorn K kan siledes valjas s& att matrisen A -K(C fir godtyckliga egen-
virden, dvs. vi kan genom val av vektorn K godtyckligt forfoga over para-
metern « 1 ekvation (5.14). Om vektorn K viljs s4 att talet o dr stort konver-
gerar £(t) mycket snabbt mot ®(t) cavsett initialtillstdndet £(0). Med ett stort
viirde pd parametern o blir emellertid berikningen som definieras av ekvation
(6.11) kanslig for fel i mitningen av utsignalen y. T prakiiken fir man dirfsr
kompromissa mellan konvergenshastighet och stérningskinslighet. For att
bestdmma den hiista K-vektorn méste man ha detaljerad kunskap om stor-
ningarnas karaiktir. Saknas sddan information kan man emellertid ofta uppna
mycket hra resuitat genom att bestdmma vektorn X med hjalp av simulering.
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Genom att beskriva processtorningar och métfel med statistisk teori gir def
att visa att det finns en i viss mening bésta uppskattning av tillstandevektorn
som ges av ett dynamiskt system av formen (5.11) med ett speciellt virde p&
K. Denna teori ntvecklades av Kalman och vi skall dérfér kalla (5.11) for
Kalmanfilter.

For att bestdmma vektorn K sd att polynomet (5.17) fir foreskrivna ritter
kan elvationerna (5.15) och (5.16) utnyttjas. Detta kriver dock att trans-
formationsmatrisen 7' heriilknas med hjilp av ekvation {2:6.15). En alternativ
metod &r att ansdtte ett K och direkt utnyttja de villkor som krivs for atb
det[s] — A + K7 skall bli ett féreskrivet polynom. Vi ger ett exempel,

ExumpeL 5.3. Rekonstruktion med Kalmanfilter

Betrakta motorn i exempel 5,1 och anta att endast motorns vridningsvinkel
mats, I det speciella fallet kan rekonstruktionen (5.11) skrivas som

dé [—a 0] . [ A
dt"[ 1 0]”[0}“[1%} =%l

Det giller att
det[s] — A+ KCY = s24-s{a-ky) -+ by + ak,

For att rekonstruktionsfelet skall g& mot noll miste parametrarna viljas si
att ky> —@ och &y > —ak,. Det sitt pd vilket rekonstruktionsfelet gir mot noll
bestdms av rétterna till det karakteristiska polynomet. Anta t. ex. att det
krivs att det karakteristiska polynomet har en dubbelrot i s= --10. Vi finner
d& k) =100-—20a +a® och k,=20—«. Rekonstruktionsfelet dr sammansatt av
termer proportionella mot exp (— 108} och f-exp (— 10#).

Den uppskattade tillstdndsvektorns Laplacetransform ges av

bls+ky) Uls) + k8T (s)

Life)= &+ sla -t ky) + &y + ak,

& (s}ﬁbU(s)-i-(kEs% ey + aky) Y (s)
BT @t slat k) + ky +aky

Ekvationerna (5.10) och (5.11) ar siledes tvd olika alternativ till att rekon-
struera tillstAndsvektorn ur métning av in- och utsignaler. Observera att bide
{6.10} och (5.11) kan tolkas som dynamiska system. Systemet (5.10) dr av
nollte ordningen och innehdller endast derivatorer. Systemet (5.11) ar ett
dynamiskt system av nite ordningen, Den rekonstruktion som ges av ekvation
(8.11) ar flexibel ddrigenom att vi kan firfoga éver vektorn K inom vida
grinser.

Eftersom rekonstruktionen (5.10) motsvarar ett systern med enbart deriva-
torer och (5,11} et system av n:te ordningen, s& ir det naturligt att friga om
det ej finne ndgra andra alternativ som ger rekonstruktioner av ordningstal
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metlan noll och #. Det finns 1 litteraturen flera sidana alternativ. De brukar
kallas observerare och de ar alla av formen

dz

E::AIE—EBIQJ.—FBzy
& =02+ Dy{p)u+ Dyiply (5.18)

dir D,(p) och Dy(p) iz polynom i derivationsoperatorn .

Lat n vara antalet tillstdndsstorheter och p antalet matstorheter. Eftersom
mitstorheterna dr kinda, behéver vi endast rekonstruera n —p storheter for
att hela tillstAndsvektorn skall vara kind. Den observerare som reckonstruerar
tillstdndsvektorn pd detta sétt kallas Luenbergers observerare. Den kan hir-
ledas pé f6ljande sitt: Vilj en stabil (n —p) x (i —p) matrix 4, ochen (n—p} xp
matrix K. Bestim sedan (n--p) x 7 matrisen T s& att

TA—A, T =KC (5.19)
Féljande ekvation

dz .
-t-i?:Alé—%—TBu—l-Ky (5.20)

ir nu en observerare fon z =T, ty det {6ljer av (5.1) och (5.20) att

%(smm — A5+ TBu+ Ky—TAx— TBu=A,(} — Tx)

Eftersom A, &r stabil, kommer Z att konvergera mot T, Fér att fA en upp-
skattning av tillstindsvektorn Ioses sedan £ ar ckvationssystemet

T, |2
[ 0] i u (5.21)

Det kan visas att matrisen 7T’ kan lozas ur ekvation (5.19) om 4 och 4, ej har

gemensamma egenviirden. Vidare kan ekvationssystemet (5.21) l6sas om

gystemet 8({d4,, K , 0, 0) dr styrbart och om 8(4, 0, €, 0) ir observerbart,
Foliande exempel visar hur Luenbergers ohserverare kan bestimmas,

ExemreL 5.4. Rekonstruktion med Luenbergers observerare

Betrakta servomotorn i exempel 5.1, Det giller att n=2 och p=1. Valj 4, =
. & och K =k. Ekvation (5.19) lyder di

[ty ta] [“f 3]+a{t1 B1=H0 1]

Denns ekvation kan dsas med avseende pd £, och ¢, om & =+=a. Enkla rikningar
ger

ty = kffafa —a)], t,="hla
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Rekonstruktionen {5.20) lyder

dé .
g —otZ -+t bu -+ ky
Vidare ges & av (5.21), dvs.

&, =Eft —tyyft
Ty=y

Enkla rakuingar ger

U(S)Jr_(ocﬁa)s

XI(S):ercx s+ ot

Y(s)

vilket dr Laplacetransformen for Luenbergers observerare f6r tillstindsvari-
abeln x;. Observera att koefficienten framitr ¥ férsvinner di a=a. Rekon.-
struktionen kan utforas i detta fall dven om ekvationssystemet for ¢, och ¢,
ej har nigon lésning,

Vi har siledes funnit att om systemet &r observerbart sd kan tillstdndsvariabler
som ej mits direkt uppskattas pd flera olika sitt med hjilp av derivation,
Kalmanfilter eller Luenbergers observerare. Vi fann 4. ex. i exempel 5.2, 5.3
och 5.4 att fér servomotorn i exempel 5.1 88 kan vridningsvinkelns tidsderivata
uppskattas med

X)) =sY(s) {derivator}

bU(s) + (e —a)s¥(s)
8+

Xy(s)= {Luuenberger)

_ blst k) Uls) +- Iy 3 ¥ ()
Xe)= gy s(a+ k) + zcll + aky

{(Kalman)

De olika metoderna att uppskatta rotationshastigheten skiljer sig dels genom
komplexitet och dels genom att observerarna reagerar olika pd matbhrns och
processtérningar, Derivation #r enklast men den &r ocksd oldmplig om det
finng hogfrekvent méitbrus. Kalmanfiltret dr mest komplicerat men over-
foringsfunktionen frdn mitsignal y till uppskatining #, déampar hogfrekvent
métbrus.

Vi kan ocksé ligga mirke till att om T dr en n x» matris som satisfierar
{5,19) =& ger (5.20) en rekonstruktion av T'w. Detta kan uinyttjas f6r att ge
féljande alternativmetod fér att bestdmma matrisen K i rekonstruktionen
(5.11).

® Vilj en stabil n x» matris 4, &8 att 4 och 4, ej har gemensamina egen-
virden

® Vailj en matrix K sidan att §(A4,, K, 0, 0) ar styrbar
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@ Los T ur det linjara ekvationssystemet {5.19)
@ Matrison K i ekv. (5.11) ges sedan av K =T

Analys av en regulator baserad pa tillstandsaterkoppling
och rekonstruktion

Det har visats att det slufna systemets poler kan ges godtyekliga virden
genom en tillstAndsiterkoppling, Vidare har vi visat hur tillstdnd som ej miéts
kan rekonstrueras. Deb system som erhélls genom kombination av rekonstruk-
tion och tillstindsdterkoppling frin de rekonstruerade tilistindsvariablerna,
skall nu analyseras. Ett blockschema f6r systemet visas i fig. 5.1. Systemet
beskrivs av

dx
CE = Aﬂ:‘ + Bu
oy = Ca (5.22)

Eunligt ekvation (5.11) ges rekonstruktionen av

d"‘
d—:’: A&+ Bu+ Kiy— O] (5.23)

Vidare antas att styrlagen har formen
w=u —L{t-—a") = —Lé+u +La' {6.24)

dar w' och #" dr styrvariabelns respektive tillstdndsvariablernas referensvirden.
Observera att di " och 2" endast forekommer i (5.24) i kombinationen ' =
u' +Lz", 58 kan det synas onddigt att infora bada referensvirdena. Det finns
dock en fordel med att skriva regulatorn pd formen (5.24), ty om modellens
dvertéringsfunktion oOverensstidmmer med processens Gverféringsfunktion s§
genereras inga korrektionssignaler av Aterkopplingen, cavsett vilket virde
mafrisen L har. Man far sdledes pd detta sitt en effektiv separation av fram-
koppling och &terkoppling. Det finns minga sitt att generera ' och 2. En
mdjlighet 4r att anvinda optimeringsteori som angavs i avsnitt 3. Jamfor
fig. 3.13. En annan mojlighet dr att generera ' frin 4" med hjilp av en modell
som ger det dnskade sambandet. En tredje mojlighet ar att utnyttja framkopp-
ling som beskrivits i detalj 1 avsnitten 3 och 4. Signalen «" genereras da av det
inversa systemet och signalen a" kan t. ex. erhfllas ur det inversa systemets
tillstind, Jamfor diskuesionen i anslutning till exempel 4.7. Om en approxima-
tiv invers anviands s& kan =" genereras ur en modell med 7 som insignal. Detta
visas i fig. 5.1.

Det slutna systemet ges siledes av ekvationerna (5.22), (5.23) och (5.24).
For att analysera systemet inférs tillstdndsvariablerna 2 och &=x—4£. Enkla
rikningar visar att systemet d& beskrivs av

256

)




{iﬂg_ulamr

|
|
I
|
!
i
|
|
I
!
!
I
L

Fig, 5.1. Blockschema fiir en regulator baserad pi tillstdndsaterkoppling och rekonstruktion
av icke métbara tillstandsvariabler med ett Xalmanfilter.

S ) (-

y =
U = ~ Lo+ L& +u" + La¥ (65.25)

Vi finner sdledes att det slutna systemet dr av ordningen 2n. Systemets poler
ir egenviérdena till matriserna 4 — BL och 4 — KC, Det f6ljer vidare av (5.25)
att tillstdndet & ej dr styrbart vare sig frén «" eller 2", Jamfor med analysen
i avsnitt 3:6. De moder som genereras vid rekonstruktionen av tillstdnds-
variablerna dr siledes ej styrbara.

Enligt Kalmans uppdelningssats (sats 3:6.1) kan det Aterkopplade systemet
uppdelas pd det sitt som visas i fig, 5.2. Insignal-utsignal-relationen frén «"
och o' till y ges av

Y(s) = O[sI — A + BL}AB[U"(s) + LX'(3)]

Overforingstunktionen ér siledes entydigt bestamd av 4, B, € och L. Den 4r
helt oberoende av hur matrisen K viljs. Man kan visa att analoga forhallanden
giller cavsett hur tillstAndsvariablerna rekonstrueras. De moder som inférs i
observeraren blir alltid icke styrbara.

Den regulatorstruktur som visas i fig. 5.1 dr mycket flexibel, Den kan ocksé
anvindas vid reglering av flervariabla system. For att dimensionera regulatorn
kriivs kunskap om matriserna 4, B och O, som kan erhdlias ur en matematisk
modell av processen. Vidare mdiste matriserna K och L bestimmas. Fér
ett styrbart system med en insignal ger sats 5.1 ett L sddant att det slutna
systemet fir givna poler. Det finng ooksd utvidgningar av sats 5.1 ill fler-
variabla system. Val av matrisen K piverkar ej def slutna systemets Gver-
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Fig. 5.2. Xalmans uppdeining av systemet i fig. 5.1, Det finns tva delsystem: ett v styr-
bart ach o] observerbart, det andra dr observerbart men o} styrbart.

foringsfunktion. Diremot bestimmer K hur snabbt de rekonstruerade till-
stAndsvariablerna n#rmar sig de verkliga tillstindsvariablerna. Observera
ocks# att det finns flera andra syntesmetoder som leder till en regulator med
den stroktur som visas i fig. 5.1, . ex. den linjir-kvadratiska metoden som
kortfattat behandlades 1 avsnitt 3.

Regulatorn i fig. 5.1 innehéller en modell av den process som skall regleras.
Dynamiken i regulatorn upptrider genom att tillstAndsvariablerna rekonstru-
eras med hjilp av modellen. Man bér ocksi ligga mirke till att modellen
kan utvidgas sd att den beskriver systemets omgivning. Vi belyser detta med
eth exempel.

Exmmenn 5.5. PF regulatorn

Betrakta ett system av forsta ordningen som beskrivs av

Medellen ovan har en allvarlig brist. I stationiirt tillstdnd giller

20 = {bja)u®

Om u® =0 galler sdledes 2® =0. For att skriva upp modellen dr det sdledes nod-
vindigt att givare och stilldon ér perfekb kalibrerade. Aven om parametrarna
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@& och b kan bestdmmas med god noggrannhet kan det vara mycket svirt att
uppnd en perfekt kalibrering av styrsignalen. En mer realistisk modell 4r déar-
for

do_

7 ax -+ by + v}

dir v 8r en konstant som representerar styrvariabelns okinda nollpunkt.
Eftersom v ir konstant giller

do

dt

och systemet och dess omgivning kan shledes representeras av foljande dy-
namisks system

o) =6 o €)= (o)

Y=
som har tvd tillstdndsvariabler. Observera att endast tillstAndsvariablen 2 ar
styrbar.
Styrlagen
w= —lx—a")—P

medfér att en av det slutna systemets poler kan ges ett foreskrivet virde.
Vidare elimineras inverkan av stérningen » om ¢ dr en god skattning av ».
Storheten kan skattas t. ex. med ett Kalmanfilter (5.11), dvs,

48 B

En enklare approximativ skattning erhdils genom att crsitta £ med a”, dvs,

di .
En Ki{z—a")

Detta leder ill styrlagen

3
w=—lz-—-a")— Kf [z(z)—z"(7))dx

vilken #r en Pl-regulator. Vi finner siledes i detta fall att /-termen i PI-
regulatorn kan tolkas som en approximativ rekonstruktion av ett konstant
men okint kalibreringsfel 1 styrvariabein. Observera att v ocksa skulle kunna
tolkas som en konstant storning som pédverkar processen,

Genom att utvidga modellen s att den ocksd beskriver systemets omgivning
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ghr det att gdra en regulator som ir anpassad till stdrningar av speciell karaktar,
Storningar i form av steg, ramper och n:te ordningens polynom kan beskrivas
med

01 0...0
0 1...0

dz_{ . x
% Yo 0 0.1
0 ¢ 0...0

och stérningar i form av en periodisk signal med frekvensen « beskrivs med

crl_@_ 0 cu) o

dt —w 0

P& samma sétt kan man behandla stérningar som dr lésningar till ordinira
differentialekvationer med konstanta koefficienter.

Polplacering genom utsignal-aterkoppling

Den analys som genomférts var uteslutande baserad p& en intern beskrivning,
tillstdndsmodellen (5.1}, av det system som skall regleras. Vi skall nu visa att
samma Tesultat ocksd kan erhdllas direkt utgdende frén en extern {insignal-
utsignal) beskrivning av systemet. Resultatet ir av intresse, ty dels fir vi
andra metoder att bestimma regulatorn och dels far vi andra tolkningar till de
tidigare resultaten.

Viskall utgd fran att det system som skall regleras har 6verféringsfunktionen

Bis)

G(S) = m
dér polynomet A(s) har graden n. Det kommer att vara betydelsefullt att veta
gradtalet f6r polynomet B(s) och vi antar dirfir att

B(s) = bys™ +b 5™V b,

dér by 0 och m<n. Vidare inférs beteckningen grad B(s) fér att beteckna
polynomets gradtal.

Vi skall nu visa att man direkt kan bestimma overforingsfunktionen for en
regulator som ger f6reskrivna poler f6r éverféringsfunktionen frdn referens-
virdet y" till utsignalen y. Resultatet skall erhillas genom att forst dversitta
det tidigare resultatet till insignal-utsignal-relationer,

Den regulator som bestdr av ett dynamiskt system for rekonstruktion av
tillstindsvariablerna och en &terkoppling frin de rekonstruerade tillstinds-
variablerna beskrivs av ekvationerna (5.22), (5.23) och (5.24). Enkla rikningar
visar att regulatorn ocksd kan beskrivas med ekvationerna
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;'R_egiiaﬁr _______ "l
! |
y | F(s) :
| cts) i Process
: |
l D{s) u B{s) y
| Cis) [ Als})
| |
| E
! 1 E Fig. 5.3. Blockschema for den
! I regulator som ges av ekvation
L i : {5.30).,

O (A~ BL- KO8+ B + Ll + Ky
u = —Lé+u -+ La" (6.26)

Regulatorn kan siledes beskrivas som ett dynamiskt system av n:te ordningen
med insignalerna 4" =u"+ L&’ och y. Laplacetransiormation av (5.28) visar
att regulatorn har insignal-utsignal-relationen

Cts)Uts) = —D{s) ¥ (s) + F(s}[U"(s) + LX"(s)]

dér

C(s) =detis{ — A4 BL+K(G) (5.27}
och polynomen D{s) och F(s) definieras av

C-Ys) D(s) =L{sf — A+ BL+ KC}K (5.28)
C—Ys} F(s) = I —-Lls{— A+ BL+KC'B {5.29)

D& u" och #" endast férekommer i kombinationen y"=u'+ La" i ekv, (5.26)
kan regulatorn {5.26) skrivas

O(s) Uls) = — D{s) ¥{s) + F(s) ¥Y*{s)  (5.30)

Observera att regulatorn kan tolkas som en kombination av fram- och &ter-
koppling. Regulatorns blockschema framgér av fig. 5.3. Blockschemat visar
endast insignal-utsignal.relationerna och &r darfor mycket enklare &n blook-
schemat i fig. 5.1 som ger en intern beskrivning av process och regulator.
Regulatorns insignal-utsignal egenskaper ir uppenbarligen entydigt bestimda
av tre polynom ((s), D(s} occh F{s). Dessa polynom skall nu bestéimmas s att
det slutna systemet far den dnskade dverféringsfunktionen.
Det f6ljer av fig 5.3 att Sverforingsfunktionen frén y" till i ar

B(s) F'(s)
A(8) C(s) + B(s) D{s)

Gyls)=
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Enligt specifikationerna skall denna Gverforingsfunktion vara lika med G.(s)
som ges av (5.3). Det krivs sdledes att
Bls) F(s) _ _ Qs}

)= eyt Bl D)~ Py~ ) (5.31)

Syntesproblemet kan alitsd reduceras till det rent algebraiska problemet att
finna pelynom C{s), D(s) och Fis) som uppiyller ovanstdende ekvation,

Det stutna systemets nollstalien dr de faktorer i B(s) F(s) som ¢j ir faktorer
i A(s)Cls) + B(s) D(s). Nollstallen kan alltsd tillfogas genom limpligt val av
polynomet F(s). Vidare kan nollstillen climineras genom forkortning. Det
toljer emellertid av analysen av framkoppling i avsnitt 4 att nollstiilen i higra
halvplanet ej kan firkortas. Jimfdr med exempel 4.10. For att 16sa syntes-
problemet méste vi siledes kriva att om B(s) har nellstillen i hégra halv-
planet g4 har (}(s) motsvarande nollstillen. Infér

B(s) = By(s)Qyls) (5.32)
Qs) = Q(5)@sls) (5.33)

dar (,(s} ar den storsta gemensamma faktorn till polynomen B{s) och §{s).
For att {5.31) skall gilla maste ¢} {s) vara en faktor i F(s). Infér vidare

Fs) = Qu(s) Fils) (5.34)

Det maste galla att B(s} Fy(s) ar en faktor i A{s)C(s)+ B(s) D(s). Det {iljer
av konstruktionen att B (s) ej har nollstillen i hogra halvplanet. Det krivs
vidare att #,(s) e] har nollstdllen i higra halvplanet. Polynomen C(s) och D{s)
skall siledes bestdmmas s& att elvationen

A(s)O(s) + Bls) Dis) = Pls) Byls) Fy(s) {(5.35)
ar uppfylld.
Sammanfattningsvis blir syntesproceduren féljande:

® Problemet kan endast l6sas om polynomen B(s) och @(s} har samma noll-
stillen 1 hogra halvplanet.

@ DBestdm storsta gemensamma faktorn ¢,(s) till polynomen B(s) och Q{s).

@& Vilj ett godtyckligt polynom F,{s} som har alla nollstiallen i vinstra halv-
planet.

@ Los ekvationen (5.35) med avseende ph C(s) och D(s).
@ Regulatorn ges sedan av {5.30) dér polynomet F(s) ges av {5.34).

Om proceduren kan genomfdras resulterar den uppenbarligen i ett slutet
system med den Onskade overforingsfunktionen (5.3).

Om polynomen A(s), B(s) och P(S}Bl(sl) F(s) dr givna s§ har ekvation (5.35)
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i allmanhet ménga l6sningar. En mbjlighet att vilja ut ldmpliga 15sningar ges
av

SaTs 5.2.
L&t A(s), B(s) och H(s) vara givna polynom. Ekvationen
A{syO(s) + B(s) D(s) = H{s) {5.36})

har en entydig lsning G(s), D(s) om polynomen A{s) och B(s) saknar gemen-
samma faktorer och ett av villkoren

(i) grad D(s) < grad 4(s)

eller

{it) grad C(s) < grad B(s) T
ir uppiyllda.

Bewis:

Det existerar alltid en ldsning, ty om A(s) och B{s) saknar gemensamma
faktorer 84 har ekvationen

A X +Bs)Y(s)=1

en losning sddan att grad X{s)<grad ‘B(s) éch grad Y(s)<grad A(s). Det
foljer d& att ekvation (5.36) har lésningen

Ofs) = H(s) X(s) + R(s) B(s)

Dis) = H(s) Y (s) — B(s) 4(s)

dir R(s) &r ett godtyckligt polynom. Genom att vilia R(s} som kvoten av
H(s) Y{s) vid division med 4({s), och D(s} som resten, finner vi att det ir moj-

ligt att finna en losning till (5.36) som uppfyller (i). P4 samma sitt kan vi
bestimma ett polynom R(s) sd att {ii) galler.

De losningar till (5.36) som upplyller (i) eller (ii) &r entydiga déarfor att
motsvarande homogena ekvation

A(s)C(s) + B(s) D(s) =0 (5.37)

har endast den triviala lésningen C(S)I:D(s):{). For att visa detta skrivs
(5.87) som

A(s)0(s) = — Bls) D(s)

Dela upp bida leden i denna ekvation i faktorer. Faktorerna till polynomet
A(s) maste di A&terfinnmas 1 hogerledet. I fall (i) har D{s) ligre gradtal én
A(s). Polynomen A(s) och B(s) har di dtminstone en gemensam faktor. Pa
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samma it finner vi i fall (if) att faktorerna till B(s) miste finnas i vinster-
ledet. Eftersom C{s) ir av ligre grad én B(s), miste A(s) och B(s} ha &tmin-
stone en gemensam faktor. Vi fir en motsigelse och satsen ar bevisad.,

Villkkoret att polynomen A(s) och B(s) saknar germrensamma faktorer ar okvi-
valent med att systemet (5.1) fir styrbart och observerbart.

Observera att syntesproceduren innehdller ett moment av godtycke i och
med att polynomet F,(s), som forkortas bort i (5.31), kan viljas fritt, Detta
motsvaras i den tidigare analysen av att det fanns ménga val av observerare,
som alla ger samma Sverforingsfunktion frén 4" till y dérigenom att de moder
som inférs genom observeraren ej ér styrbara. En jamférelse med analysen
av en regulator bestdende av en observerare och tillstandsiterkoppling visar
att polynomet F (s} motsvarar observerarens karakteristiska ekvation. Vid
syntes med tillstAndsdterkoppling pdverkas ej processens nollstillen. I detta
tall giller siledes ¢(s) = B(s), vilket medfor Bi{s)=Q,;(s)=1 och Fi{s)= F(s).
Ekvation (5.35) reduceras d& tili

A(s) C(s) + B(s) D(s) = P(s) F(s) (5.357)

dér . grad P(s)=grad A(s}. De olika metoderna fir rekonstruktion av till-
sténdsvariabler motsvarar olika val av ordningstal f6r polynomet F(s). Vi
finner

® Om tillstdndsvariablerna rekonstrueras genom derivation s foljer det av
(5.10} att processens insignal deriveras grad B(s) 1 glnger (grad B(s)>1).
Eftersom processens insignal erhills genom en aterkoppling frén de re-
konstruerade tillstdndsvariablerna blir regulatorn siledes ett dynamiskt
system av ordningen grad B(s}—1 om grad B(s)>1. Detta innebir att
regulatorn som beskrivs av (5.30) ér sidan att grad O(s)=grad B(s} 1,
villket motsvarar fall (i) i sats 5.2, Det foljer vidare av (5.10) att processens
utsignal deriveras grad A(s)=1 ghnger, dvs grad D(s) =grad A(s) — 1. Ek-
vation (5.35') medfsr vidare att grad F(s) = grad ({(s). Sammanfattningsvis
finner vi siledes att rekonstruktion med derivation motsvarar

grad C(s) = grad F(s) = max {0, grad B{s)—1] _
grad D{s) = grad A(s) —1 (5.38)
® Vid rekonstruktion med Luenbergers observerare blir regulatorn ett
dynamiskt system av ordningstalet grad A(s)—1. Polynomet Cisy i
regulatorn (5.30) skall d4 viljas si att grad C{s)=grad 4(s)-1. D4 den
regulator som erhills med Luenbergers observerare ej innehiller nigra
derivatorer, maste vi dessutom vilja grad D(s) < grad A(s) —1, vilket mot-
svarar fall (i) i sats 5.2, Sammanfattningsvis finner vi att rekonstruktion
med Luenbergers observerare motsvarar
grad C(s) = grad F(s) = grad A(s)—1
grad D{s) < grad 4(s) {5.39)
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® Vid rekonstruktion med Kalmanfilter foljer det av (5.28) att regulatorn
blir ett dynamiskt system av ordningen grad A(s). Polynomet O(s) skall di
ocksd ha samma grad. Jimfér ekvation (5.27). Det féljer vidare av (5.28)
att polynomet D(s) dr av lagre grad, vilket motsvarar fall (i) i sats 5.2.
Sammanfattningsvis finner vi f6r rekonstruktion med Kalmanfilter

grad Cfs) = grad F(s) = grad A(s)
grad D(s) < grad A(s) (5.40)

Observera emellertid att det finns ménga andra sitt att vilja polynomen. Vi
illustrerar syntesmetoden med nigra exempel.

ExevreL 5.6. Rekonstruktion med derivatorer

Betrakta servomotorn i exempel 5.1. Anta liksom tidigare att specifikationerna
kriver att verféringsfunktionen frin y* till y skall vara

Z 2

w w

Gile)= S+ 2%ws+ ot P(s)

Genom att vilja forstirkningen b=cw? erhalls B(s)=@(s), vilket medfér att
Q(s)=1 och F\(s)=F(s). Det foljer av (5.38) att polynomen C{s) och F(s)
kan viljas av graden noll och polynomet D{s} av graden ett. Ansitt

Oy =1
Ds) = dgs+d,
F(s) =1

Ekvationen (5.35) ger
A(s)Cis) -+ B(s) D(g) = P(s)

Identifiering av koetficienterna fér ¢ och s° ger

&+ dgow® = 2{w
dy? =
dvs.

dy = 28 jw —afw?
dy=1

Regulatorn kan siledes beskrivas med insignal-utsignal-relationen

wlt)= —{25/w— a/m”]%‘?— vty

En jimforelse med exempel 5.1 och 5.2 visar att regulatorn 4r densamma som
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erhills med tillstdndsdteritoppling och rekonstruktion genom derivation av
processens utsignal.

ExempeL 5.7. Rekonstruktion med Luenbergers observerare

Betrakta motorn i exempel 5.1. Vilj forstirkningen s& att b = ® Eftersom
grad A(s) =2, foljer det av (5.39} att polynomen (/(s) och #{s) ocksd kan vill- !
jas som forstagradspolynom. Ansitt

Cls) =s5+¢
D{s) =dys+d,;
o) = s+

dér f; ar ett godtyckligt positivt tal. Ekvationen (5.35) ger

A(8)O(s) + B(s) D(s) = F(s) Pls)

Identifiering av koefficienterna for potenserna s% s och s ger féljande ekva.-
tioner

a4c=f+2%w

e +dow? = w®+2wf,

wid; = fyeo®

vilka har ldsningen

6y = [+ 2w —-a

dy =1+ (afw) —2{(a)w) + (20 —ajo]f/w

d=h

En jimifsrelse med rekonstruktion av tillstindsvariabler enligt exempel 5.4

och cn tillstdndsdterkoppling enligt exempel 5.1 frin de rekonstruerade till-
stdndsvariablerna visar att samma regulator erhallits.

ExemreL 5.8. Rekonstruktion med Kalmanfilter

Betrakta servomotorn i exempel 5.1. D4 polynomet A(s) 4r av andra graden,
foljer det av {5.40) att polynomen C(s), D{s) och F(s) kan valjas som

C(8) =88 +¢y5+06
Disy=dys+d,
Flsy=s*+fis+fs

dir f, och f, ér godtyckliga positiva tal. Identifikation av koefficienterna for
potenserna s%, 2, s och s i ekvation (5.35) ger f6ijande ekvationssystem

@ty = f1 + 20w
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aty + 0y = w* +fp + 2leofy
acy +widy = w?f, + 25w},
w2, = wf,
Detta ckvationssystem kan 13tt 16sas och vi finner
¢, =Fh+2w—ua
tp =8 +a? —2law + 2w —a)fi+1.
dy = f1 +2{f5lw — acyfe®
dl =2

Regulatorn ir densamma som erhills -genom rekonstruktion med Kalman-
filter och Aterkoppling frdn de rekonstruerade tillstAndsvariablerna.

De regulatorer som bestdmts i exempel 5.6, 5.7 och 5.8 ger alla samma Sver-
foringsfunktion frin o till y. Regulatorerna har f6ljande insignal-utsignal-rela.

tioner

U(s) = —[dys +d,; 1Y (s)+ ¥Y(s) {Exempel 5.6)
[s+e] U(s) = —[dys -+dy] ¥(s) +[s 4] ¥7(s) (Exempel 5.7)
(24-¢y8+e|U(s) = —|dys+d 1Y (s} +[2+Fi5+F,] Yis) {(Exempel 5.8)

Snabba variationer i processens mittsipnal forekommer i vissa fall, Dessa
variationer kan orsakas av méatbrus elier av snahbt varierande stdrningar.
Eftersom det alltid $ar viss tid innan en forindring i processens styrvariabel
mirks i utsignalen, s§ kan snabba variationer ej elimineras med reglering, Def
ar da viktigt att se till att regulatorn dr sidan att de snabba variationerna i
processens utsignal e} genererar variationer i processens styrvariabel. De olika
regulatorerna som givits ovan iir mycket olika i detta avseende.

Eftersom regulatorn i exempel 5.6 forstirker hédga frekvenser kraftigt, dr
den mycket olimplig om det finng snabba variationer i processens utsignal.
Regulatorn i exempel 5.7 ir ndgot bitire 1 detta avseende, eftersom den har
konstant forstirkning vid higa frekvenser. For regulatorn i exempel 5.8
giller U(s)~ —dyfs Y(s} for |s|=1, vilket medfdr att snabba variationer i
méatsignalen y orsakar smi variationer i processens styrvariabel. Det dr ocks

mijligt att géra regulatorer som ger den foreskrivna dverforingsfunktionen
frAn " till ¥ men som ir Annu effektivare att eliminera verkan av snabba
variationer i matsignalen. Det f6ljer namligen av sats 5.2 att om gradtalet for
polynomet }s) viljs mindre &n grad A(s), s kan gradialet for polynomet C(s)
viljas godtyckligt stort. Detta utnyitjas t. ex. vid dimensionering av auto-
piloter for flygplan som ir mycket boiliga. DA ett sddant flygplan utsitts for
turbulens uppstdr elastiska sviingningar av hoga frelivenser [ vingar och flyg-
kropp. Svéngningarna registreras av gyroskop och accelerometrar. Om dver-
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foringsfunktionen frdn givarna till roderservon ar sidana att svingningarna
fortplantas till rodren si kan svingningarna férstirkas. Genom att valja
F-polynomets gradtal tillrickligh hisgt sd kan man se till att detta ej intraffar.

Godtycket vid val av polynomen C(s), D{s) och F(s) kan ocksi utnyttjas
for att eliminers processtérningar, Vi néjer oss med att belysa detta med ett
exempel,

ExEMPEL 5.9

Betrakta motorn i exempel 5.1. Anta att ett stérmoment verkar pi motor-
axeln. Stérmomentet dr praktiskt taget konstant och det antas att méitfelen
ar férsumbara. Det krivs, liksom tidigare, att Overféringsfunktionen frén 4"
till y skall vara den som angavs i exempel 5.6. Det foljer av analysen i kapitel
4 att en integrator mdste inforas i systemet f6r att eliminera stérningen, Detta
dr formellt likvirdigt med att multiplicera polynomet A(s) med s. Dot foljer
av sats 5.2 att en méjlig I8sning ges av ett polynom C(s) av forsta graden och
ett polynom D(s) av andra graden. Polynomet F(s) kan viljasav forsta graden,
Ansitt siledes

C(s}) =s
D(s) = dys® +dy 5 +d,
Fls)=sth

Ekvation (5.35) ger
(8% +as)s +w*(dys* +dy s -Fdy) = (s +f;) (52 +2{ws + o)

Tdentifikation av koefficienterna for olike potenser av s ger féljande ekvations-
system:

a-+eoddy =f, + 20w

wid; = 2lwf; +w?

0y = f; 00

Lésningen 4r

dy = [f;+2{w —a]w?

dy =1+2{w™f

dy =fy

dir f, kan valjas fritt. Regulatorn blir siledes
Uls) = [1-+f1/s] ¥7{s) — [dys +dy +dyfs] ¥ ()

dvs. en PI1D regulator, Observera emellertid att da d, = 1 infors referensvirdet
pé nigot annat sitt &n i en vanlig PID regulator. Jimiér med exempel 5.6.
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Om det dessutom finns hogfrekvent mithrus sd kan i stallet losningar svarande
mot de i exempel 5,7 ach 5.8 bestdmimas.

De berikningar som gjordes i exemplen kan generaliseras. Ansitt polynomen
C(s) och D(s) pd formen
Clsy =gp8" +¢y8% 1 4o,
D(s} =dys* +dys" 1+ ... +d,
Fér att bestémma parametrarna i dessa polynom identifieras koefficienterna
for potenser av s i ekvationen (5.35). Vi fir d4 ett linjirt ekvationssystem med
grad O(s}--grad D(s) + 2 obekanta. Antalet ekvationer ir maxigrad A(s) +grad
C(s), grad B{s)+grad D{s)]+1.

Genom att kriva att antalet ekvationer skall vara lika med antalet obekanta
erhélls {tljande kompatibilitetsvillkor
grad (s} = grad Bis)—1
grad D{s) < grad A(s)—1
grad H{s) < grad A{s)--grad C{s) (5.41)

eller

grad C(s) < pgrad B(s) -1
grad D(s) > grad A(s) —1 {56.42}
grad H{s) < grad B(s)-grad D(s)

vilka motsvarar fallen (i) och (ii) i sats 5.2,
Féljande ekvationssystem erhalls da:

[e6y oo Cullydy .. AV B(A, B) = fhohy ... hysrnr] (5.43)

1 fallet # +k=1m 1 ges matrisen B(4, B) av

Cay @y ... 4, 71
R LR A
R(A, B)= o feee (5.44)
by by by
bt). bl'-'bm I+1
.. by by..iby

max[m+k+2,m+1+21

Flement som ej markerats ar noll. Det foljer av villkoren (5.41) och {5.42) att
matrisen ar kvadratisk. T det allménna fallet har matrisen R(4, B) en liknande
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¥ig. 5.4, Blockschema for regulatorn {5.45). Regulatorns insignaler 4r roferensvirdet i
och processens milisignal 4. Regulatorns utsignal dr proeessens styrvariabol u.

uppbyggnad. Blocken som innehdller koefficienterna «; och &, kan emellertid
vara forskjutna i forhdllande till varandra. Om »+k=m+I1+7 58 upptrider
t. ex. den forsta koefficienten b, i kolonn i—1. Matrisen R(A4, B) kallas resul-
tanten 16r polynomen A(s} och B{s). Det foljer av sats 5.2 att ett nddvindigh

villkor fir att R(4, B) dr inverterbar &r att polynomen A4(s) och B(s) saknar
A gemensamma faktorer. Observera att losningen mycket val kan vara shdan
att ¢ eller d, ir noll, villket innebir att grad O(s) < grad Bis)—1 i (5.42) re-
spektive grad D(s) < grad A(s)—11 (5.41).

Den regulator som beskrivs av ekvation (5.30) kan lith férverkligas med
hjalp av &terkopplade integratorer och approximativa inverser. Den regu-
lator som motsvarar Kalmans rekonstrukfion har k=n, =1 och kan
realiseras som

—¢ 1 0.0 dy fo
ge |- 0 1.0 (4 fi )
az : x— : ?/+ : Y
—Cn_1 0 0...1 dn—z f?’IﬁZ
Oy 0 0...0 dn—l fn—]
w={100..0] ' (5.45)

Ett blockschema for realiseringen visas i fig. 5.4.

Jamforelse mellan metoderna for polplacering

Tva olika metoder som per det dterkopplade systemet foreskrivna poler har
nu angivits. Utglende frdn intorna representationer visades att det Onskade
resultatet kunde ervhiilas genom tillstdndsdterkoppling 1 kombination med
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rekonstruktion av tillstdndsvariabler. Vi har ocksd visat att den tnskade dter-
kopplingen kan bestdmmas genom direkt manipulation av Sverforingsfunkiio-
ner utgiende irdn en extern beskrivning av systemet. Berikningstekniskt dr
metoderna likvardiga. Bida kriver losning av algebraiska ekvationer. Om
man raknar fér hand dr det nigot littare att dirckt manipulera med éver-
foringsfunktionerna. Om en representation av systemet viljs s att tillstnds-
variablerna har goda fysikaliska tolkningar kan det vara férdelaktigt att
arbeta med de interna beskrivningarna. Bland regulatorns interna variabler
kan d& de rekonsiruerade variablerna adterfinnas. Dessa kan ofta vara till
nytta for andra funktioner i ett system. Eit typexempel dr t. ex. autopiloter
for flygplan och batar dar tillstdndsvariablerna kan véljas sd att de motsvarar
farkostens hastighets- och vinkelhastighetskomponenter. Dessa variabler kan
utnyttjas bl. a. f6r presentations- och navigationsfunktioner. Dot finns dock
andra fall dd det ej dr mojligh att finna tillstAndsvariabler med naturlig fysi-
Ikalisk tolkning. I ett sidant fall 4r det bdde bekvamb och estetiskt tilltalande
att ha en syntesmetod som divekt utnyttjar insignal-utsignal-beskrivringar.
Det dr ocksd intressant att notera hur stérningar behandlas i de bida me-
toderna. Utgiende frdn de interna beskrivningarna ér det naturligt att inféra
storningar explicit genom att ta med dem i modellen for systemets omgivning
ph det saté som gjordes i exempel 5.1. Detta resulterar it att man férséker att
rekonstruera stérningarna i observeraren. Om man i stillet utgir frin de
externa beskrivningarna fir man i stillel ta hansyn fill stérningarna genom att
postulera att polynomen (s} och D{(s) skall ha vissa egenskaper pd det sith
som gjordes i exempel 5.9.

Det dr ocksA av intresse att jamfora strukturen pé de regulatorer som erhilis
med de olika metoderna. Se t. ex. fig. 5.1, fig. 5.3 och fig. 5.4. Under férut-
sittningen grad P(s) ~grad A(s) och B{s)=){s) krdvs i bida fall samyma antal
integratorer motsvarande observeraren respektive polynomet C(s). Regulator-
strukturen i fig. 5.1 ir dock mer komplicerad an den i fig. 5.4. I genghld ir
regulatorn i fig. 5.1 mer flexibel ddrigenom att de tre funktionerna, féljning av
insignaler, eliminering av stérningar och polplacering, &r separerade i {6ljande
mening, For systemet i fig. 5.1 bestdms Gverforingsfunktionens poler enbart av
vektorn L. De péverkas ej av observeraren (vekborn K} eller av systeminver-
sen. Férmigan att eliminera stérningar padverkas av observeraren och férmégan
a¥t f6lja insignaler av systeminversen. Fér systemet i fig. 5.4, déiremot, pd-
verkas samtliga funktioner av variationer 1 parametrarna ¢; och d;. Genom att
de olika funktionerna &r separerade i regulatorn 1 fig. 5.1 ar denna littare att
trimma,

Vad begrinsar ett systems prestanda

Vi har visat att Hinjéira tidsinvarianta system som ar styrbara och observerbara
kan #fterkopplas si att det slutna systemets poler antar foreskrivna vérden.
Nollstillen som ligger 1 vinstra halvplanet kan eliminoras och ott godtyekligt
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antal nollstallen kan tillfogas genom framkeppling. Nollstillen i hégra halv-
planet, dvs. det faktum att systemet dr icke.-minimum-fas, dr siledes en be-
gréansning. Vi belyser denna begrinsning med ett exempel.

ExesPeL 5.10. Inverkan av nollstiile i htgra halvplanet

Betrakta ett styrbart system av f6rsta ordningen vars dverféringsfunktion har
ett nollstille s=a i higra halvplanet. D& systemet dr styrbart kan det alltid
aterkopplas sd att dess pol antar ett givet virde, sidg s= —b, LAt oss vidare
anta att det slutna systemet skall kunna reproducera en stegsignal utan be-
stdende fel. Det slutna systemets Gverfdringsfunktion blir d§

bla—s)

Y o)

dér b kan ges ett godtyckligt virde. For att {4 ett snabbt system dr det uppen-
barligen bra att vilja b stor. Detta leder emellertid till att systemet fir andra
ej dnskade egenskaper. Betrakta §. ex. systemets stegsvar

b(a—s)}

ath pobt
as{s+b)

27

yhy=L£71 [

Det géiler sdledes att
y(0)= —bja, yloo)=1

Systemets utsignal antar siledes i frsta Ggonblicket ett negativi vérde
#(0)= —bje och vixer sedan exponentiellt mot slutvirdet y=1 med tids-
konstanten 51, Ett stort virde pd b medfdr visserligen att systemet blir
snabbt men den negativa dverslingen blir sambidigt stor, Om vi vill hélla
den negativa dverslingen pd ett rimligt virde méiste kvoten bfa begrinsas.
Kriver vi att utsignalens storlek i forsta Ogonblicket skall vara mindre &n
slutvirdet fir vi t. ex. villkoret b/a <1. Vi finner siledes att det fakfum att
systemets Sverficringsfunktion har ett noilstille s=a i hogra halvplanet be-
grinsar det dterkopplade systemets snabbhet. Det dterkopplade systemets
stigtid och bandbredd blir av storleksordningen ¢-2.

Observera att vattenturbinen som behandlas i exempel 2:9.2 ef dr ett
minimum-fas-system. Jimfér dverféringsfunktionen fér en vattenturbin som
ges av ekvation (2:9.8). Vid reglering av vattenturbiner kan man sdledes ej
& ett system vars stighid visentligen understiger anloppsrérets tidskonstant 7.

Foirhéllandena ir likartade i det allminna fallet, I fig. 5.5 visas t. ex. steg-
svaret for ett andra ordningens system som ej dr minimum-fas,

Om ett system e ir minimum-fas kan man fdrséka att inféra fler mitgivare
och fler styrvariabler, flytta givare eller modifiera processen sd att den blir ett
minimum-fas-system. Jimfér exempel 3.1 och 4.6. Bl a. av detta skal dr det
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-3
0 1 2 3 4 5
t
Tig. 6.5, Stegsvar for icke minimum-fes-systern av andra ordningen. Systemet har tver-
féringsfunktionen

e - w’(1-s)
te) s +2ws + 0’

énskviirt att om méjligt gora reglertekniska analyser redan pd projektstadiet
d& det dr littare att gdra éndringar i processen.

T realiteten finns ocksd andra viktige begrinsningar, vilka beror av mitfel,
storningar och olinjéiriteter i processen. Den analys som genom{drts baseras
ph antagandet att processen kan beskrivas med en linjir modell. I de flesta
fall ér den linjira modellen giltig endast for vissa signalnivler och inom vissa
frekvensomraden. Det ir siledes mycket viktigt att kontrollera att de signaler
som upptrider i det dterkopplade systemet ir shdana att linjaritetsantagandena
ar uppiyllda. Det &r t.ex. alitid virdefullt att underséka den insignal till
processen som genereras av regulatorn i olika situationer.

Det giller som regel att det fordras héga forstirkningar for att erhélla
system med stor snabbhet. Fér systemet i exempel 5.1 fann vi t. ex. att for-
stérkningen K var proportionell mot w?, dvs. kvadraten pé det slutna systemets
egenfrekvens. En férdubbling av kraven pd bandbredd leder séledes till att
torstarkningen maste kvadreras, Hoga forstirkningar medfdr att raycket obe-
tydliga reglorfel ger stora styrsignaler. Detta kan leda till slitage av stilldon
och e onskvirda materialpikénningar.
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6. Kompensering

Foreghende avsnitt behandlade syntesmetoder som kunde anvindas for att
erhdlla eft system diir det shutna systemets poler antog foreskrivna viirden.
Det kan 1 vissa fall vara onédigt restriktivt att f6veskriva liget pa det slutna
systemets samtliga poler. Man kan di ocksd ndja sig med en enklare regulator
som dimensioneras med s. k. kompensering. Kompensering utgjorde stommen
i den klassiska teorin {0r servomekanismer. Motoder fér kompensering ut-
vocklades ur férsék att modifiera existerande system som ej upptyller speci-
fikationerna. S8édana problem upptrider naturligt om man forséker att Ster-
koppla ett system med en proportionell regulator, sisom visades 1 avsnitt 4:1,
men ej erhiller ett system med tillfredsstallande egenskaper. DA ett system
kan avvika frin specifikationer pd en mingfald olikn sitt ir det ej praktiskt
att tabellera alla tdnkbara fall och 1 tur och ordning diskuters dessa. 1 stillet
skall vi vilja ut ndgra vanligt forekommande fall och diskutera hur kompen-
sering skall genomtoras i dessa sitnationer. Féljande typfall skall studeras:

@ Systemets snabbhet ar tillfredsstiliande men systemet har stora stationira
fel vid féljning av rampsignaler och liten styvhet for yttre stérningar.
(Stegsvaret av siledes bra. Specifikationerna pi ingvdngningstid, stigtid
och oversling, bandbredd och resonanstopp ir uppfylida men folkoeffi-
cienterna ¢; och styvhetskoefficienterna c; ar for stora.)

@ Systemet dr instabilt eller systemet 4r stabiit men stegsvaret har for stor
6versling. Alternativt ir resonanstoppen for hog.

@ Systemet ar stabilt men stigtiden och felkoefficienterna ir for stora.

Vi skall nu understka hur systemet skall modifieras £5r att dessa brister skall
avhjélpas. Kompenseringen bestdr vanligen i até systemet tillérs linkar, vars
férstérkning ér frekvensberoende. Kompenseringslinkarna kan vara, passiva
filter, &terkopplade operationsforstirkare, fjadrar, viskésa dampeylindrar,
havstinger ete.

Kompenseringslinkarna kan inféras pd minga stillen i systemet, t. ex. efter
givaren som ger reglerfelet (kaskad- eller seriekompensering), i dterkopplings-
kretson (parallelliompensering} eller genom lokal &terkoppling av enstaka
element, Se fig. 6.1, 6.2 och 8.3.

I detta avsnitt skall vi uteslutande behandla servoproblemet, dvs. det fall
di de okompenserade systemen ar enkla dterkopplade system dér utsignalen
skall reproducera insignalen. Analysen inskrinks till kaskadkompensering.
Med hénvisning till fig. 6.1 skall vi sdledes bostdmma dverforingsfunktionen &,
s att det slutna systemet far givna egenskaper, Observera att dimensionerings-
metoderna uteslutande utnyttjar sterkoppling. Det kan darfor ofta vara for-
delaktigt att komplettera lésningen med framkoppling sisom diskuterats i av-
snitten 3 och 4, Tvé kompenseringsmetoder: Nygvist—Bode—Nichols oeh rotort-
metoden skall behandlas. Implementering av kompenseringsniit diskuteras
ocksd kortfattat.
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G,(s)

-1
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Fig. 6.1. Serie- eller kaskadkompensering. Kompenseringslinken G,{s) inkopplas

ofter felsignalgivaren, dvs. i serie med de givna Mnkarna Gy{s}.

Nyquist—-Bode-Nichols kompenseringsmetod

Metoden forutsdtter att specifikationerna ges som:

E(s)

G,(s)

Y(s)

Gk(s)

Fig. 6.2. Parallellkompensering eller
kompensering i Aterkopplingskretsen.
Kompenseringsldnken Gi{s) inkopplag
i &terkopplingskretsen.

@ Fasmarginal ¢, och skiirningsfrekvene o, alternativt amplitudmarginal 4,

och frekvens d4 faskurvan skér linjen arg Gy(ie)= —180°

@ Den forsta icke forsvinnande felkoefficienten e,.

® De givna linkarnas Sverféringsfunktion antingen 1 form av ett algebraiskt
uttryck sfsom

Gols) =

eller som belopp- och argumentkurvor i ett Bodediagram.

U(s)

By 1-+bys+ ... +bys™

& Itagst...tas

Gy(s)

GQ(S)

G4(s)

Y{s}

Gy(s)

-1

Fig, 6.3. Kompensering genom lokal &terkoppling. En parallellkompensering av
en del av systemet tillgrips ofta for att eliminera inverkan av parametervariationer

i Overforingsiunktionen G{s).
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2
"log |G| arg Gg
1
Lagfrekvensasymptot
0log A,
AN

L _.__._7/;/_.___.__%1__._ - ——{ ~ 180>

Fig. 6.4. Bedediagram f6r det Sppna systemets tverforingsfunktion.

Metoden baseras pé grafisk konstruktion med hjilp av Nyquist-Bode—Nichols-
diagrammen, som behandlats i avsnitt 2:9 och 5:8. Fér att anvinda metoden
dr det visentligt att man i Bodediagrammet f6r det Gppna gystemets dver-
foringsfunktion kan utlisa systemspecifikationerna, a,, ¢, 4,, och e, (fig. 6.4).

Den férsta icke forsvinnande felkoefficienten ges av ligfrekvensasymptotens
lutning —n och ligirekvensasymptotens skirning med axeln |Gfiw)|=1.
Det giiller

e,=0 i=0,1,...,2—1 nzl
e =0y "

Vidare kan forstirknings- och fasmarginaler direkt utlisas ur Bodediagram-
met, Jimfér fig. 6.4. Det slutna systemets bandbredd och resonanstopp M,
kan approximativt uppskattas ur forstdrkningsmarginal och fasmarginal, Fér
att uppskatta dessa kvantiteter noggrannare kan Nicholsdiagrammet an-
viindas. Det 4r vanligt atb man forsGker att ge specifikationerna direks i form
av krav pa kretséverforingen G Gy, t. ex. i den form som visas i fig. 6.5, Kraven
vid liga frekvenser kan t. ex. bero pd specifikationer p4 felkoefficienter och
styvhetskoefficienter. Kraven vid hoga frelkvenser kan t. ex. vara betingade av
specifikationer som krdver att snabba variationer i processens mitsignaler ej
skall generera styrsignaler till processen. Figuren antyder de svirigheter som
kan uppstd. Det giller att f& kretsverforingen att avta tillvackligt brant. For
att fd ett system med tillvdcklig dampning s& méste amplitndkurvans lutning
dock vara nira —1 i nirheten av skirningsfrekvensen.

Vi kan nu inse hur olika kaskadkompenseringar piverkar det slutna systemets
egenskaper.

® En hojning av forstirkningen vid l3ga frekvenser medfor att felkoeffi-
cienterna minskar och eventuellt férsvinner.
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Kompenserade systemets
kretsdverforing

log w

¥ig. 6.5, 1llustrerar typiska
krav  pd  kretsdverforingen
-G, Gy Jamfor fig. 6.4

En héjning av forstirkningen med ett minimum-fas-ndt i narheten av w,
medfor att bandbredden Skar (stigtiden minskar).

En minskning av f{asforskjutningen for frekvenser i nirheten av o, okar
fasmarginalen och forbittrar dirigenom stabiliteten.

Med ledning av detta kan vi nu avgora hur kaskadkompenseringen skall viljas.
Man kan t. ex. folja nedanstiende procedur:

@

Justera det Oppna systemets forstdrkning s& att skirningsfrekvensen
overensstimmer med specifikationen,

Om fasmarginalen ej dr tillfredsstdllande infors ett fasavancerande nit,
som Bkar fasmarginalen. Justera om si behvs kretsforstérkningen s& até
skirningsirekvensen dverensstammer med specifikationen,

Bestim med ledning av specifikationerna pi felkoefficienterna ligfrekvens-
asymptotens lutning och dess (eventuellt extrapolerade) skdrning med
axeln |Gy(tw)] =1. Ange ett nit som dndrar det givna systemets forstirk-
ning vid Hga frekvenser s& att den dverensstimmer med den &nskade I8g-
frekvensasymptoten. Placera den hégfrekventa brytpunkten for detta nit
84 att fasmarginalen ej sinks alltfor myecket.

Metodens stirsta fordel &r att den dr enkel att tillimpa dven i de fall di de
givoa linkarnas overforingsfunktion dr mycket komplicerad. Det gir t. ex.
utmirk$ att behandla system med tidsfordrojningar eller system med Sver-
féringsfunktioner av den typ som ges av ekvation (2:8.12), Metodens frimsta
nackdel ir att det kan vara svirt att uppskatta det slutna systemets dimpning
ur fasmarginal och amplitudmarginal, Man fir dérfér ofta komplettera med
att understka systemets stegsvar med hjdlp av analogimaskin eller dator. Vi
skall nu ge ndgra exempel som illustrerar metoden.
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Exeumrer 6.1. Minskning av felkoefficienterna med bibehéllande av systemets
transienta egenskaper

Betrakta ett system dir de givna linkarna har verféringsfunktionen

K

TS5 )5+ 2) 6.1)

Gq(s)

Det aterkopplade systemet har analyserats i tidigare avsnitt. Systemets steg-
svar {6r olika viirden pd forstirkningsparametern K framgir av fig. 5:5.3.
1 fig. 5:8.4 visas Bodediagrammet fir kretstverforingen med K =1 och i fig.
5:8.8 visas Nicholsdiagrammet for systemet. Den tidigare analysen har visat
att K =1 &r ett rimligt virde pd forstdrkningsparametern. Detta ger en skiir-
ningsirekvens w.=0,5 rad-s~* och en fasmarginal ¢, =064°. Jimfér fig, 5:8.4
och fig. 6.6. Med K =1 erhdlls {5ljande viirden pa felkoefficienterns

e, =0
e, =2/K=23g

Systemet kan siledes reproducera en stegfunktion utan stationirt fel. Dir-
emot blir det stationdra foljfelet 20 vid insignalen w, =vf. Anta nu att detta
ér 10 gdnger for stort, dvs. att specifikationen &r

€ =0
=028

men att systemets egenskaper i Gvrigh dr acceptabla. Vi skall ange en kaskad-
kompensering sddan att specifikationen kan uppfyllas.

Om felkoefficienten e, skall minskas frén 2,0 +ill 0,2, miste det Gppna syste-
mets forstirkning vid liga frekvenser Skas med en faktor 10. Ligfrekvens-
asymptoten i Bodediagrammet skall siledes héjas med 1%og 10. Se fig. 6.6.

Den tnskade héjningen av ligfrekvensasymptoten kan dstadkommas genom
kaskadkompensering med ett system vars dverforingsfunktion ar

s+a

Gls) = ST alll (6.2)

Denna dverforingsfunktion har forstirkningen M vid liga frekvenser (w-<<a/M)
och férstiirkningen 1 vid hoga frekvenser (w>»a). Fér att minska e, med en
faktor 10 bor vi siledes vilja M =10. Genom att vilja a tillrickligt litet
kommer virdena av det 6ppna systemets &verforingsfunktion i nérheten av
skéirningsfrekvensen endast att paverkas obetydligt. Det giller

1 (afo)
1+ (@f(w)?

| Giliew) f =
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#010g |Gy} arg Go
3 \ :

~ N

2 ™~ \

\ - |
\\\ %\7 Kompenserat

1 e SN
Okompenserat v
X\ —————— —90°

T I S e — N\ ——{-180°

——————— 4 -270°
0.01 0.1 1.0 100

Fig. 6.6. Bodediagram for enkla &terkopplade system med kretssverféringarna
1

G sy = m (okompenserade systemet)
och
s+0,1
Gyls) = 1000 (s s (et D) {kompenserade systemet)
arg G (iw) = arctan {w/a) — arctan (wM/a) = — arctan — @M —1) (6.4)
g o(1 + w*M/a?)

Genom att parametern a viljs tillrickligt liten, kan kompenseringsniitets in-
verkan pd kretséverforingens vérden i nirheten av skirningsfrekvensen goras
godtyckligt liten. I fig. 6.7 visas det slutna systemets rampfunktionssvar med
M =10 och ndgra olika virden pd a. Observera att det stationira féljfelet for
en enhetsramp alitid dr 0,2 for alla vdrden pd parametern a. Fig. 6.7 har
erhillits genom simulering pé4 analogimaskin. Med tkande virden pi a
minskar foljfelet snabbare i bérjan men systemét blir mer oseillativt.

Fir att ytterligare belysa inverkan av parametern a visar vi i fig. 6.8 det
kompenserade systemets stegsvar {6t ndgra olika a-virden.

Det framghr av fig. 6.8 att med o =0,1 erhills en Gversldng pa 35 % jamidrt
med 15% f6r det okompenserade systemet. Vi viljer tdmligen godtyckligt
a=0,1.

Kompenseringsnitets Gverforingsfunktion blir di
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20
Y
Pad

10 7
ﬂéokompenserade systernet
—a=0,05
L a=0,1
——a=0,2
—a=0,b

0 10 20

t
Fig. 6.7. Rampfunktionssvar for ett enkelt &terkopplat system med kretstver-
féringen
s+0
se+01a) (s +1){s+2)

Gyls) =

Med 6kande virden p& parametern e minskar {5ljfelet snabbare 1 birjan, men
gystemet blir &ven mer oscillativt.

s+ 0,1
= ’ 8.
)= 70,01 (6.5)
och det kompenserade systemet f&r kretsoverforingen
(s+0,1) 5{1 + 10s)
— = 6.
Ga(5) Gils) s(s+0,01)(s + 1)(s+2)  s(L+ 100s)(1+ 8)(1 +0,69) (6.6)
2
0.50
Y 0.20
010
1 0,08
Ckompenserade
systemet
0 10 20

t

Fig. 6.8. Stegfunktionssvaret fr det kompenserade systemet for olike viirden pé
parametern .
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2
010g |G0| arg G°
1
0 o
Kompenserat
Okompenserat
-90°
-1
—180°
-2
0.1 1,0 10,0

W
Fig. 6.9. Bodediagram for enkla Aterkopplade system med kretsbveritringarna
(s) =1/s* (okompenserade systemet}
och
10(s + 0,32)
G(s) = —pie
o) T 3.2)

(kompenserade systemet)

Bodediagrammet f6r denna verfringsfunktion framgdr av fig. 6.6. Observera
att bortsett frdn valet av parametern e hade kompenseringsnitets &ver-
foringsfunktion kunnat bestdmmas enbart med hjilp av grafiska konstruk-
tioner i Bodediagrammet. En ofta anvénd tumregel f6r bestimming av a &r
att vilja a=0,1 @, dir o, ir det ckompenserade systemets skérningsfrekvens,
For ett kompenseringsnit av typen (6.2} med M == 10 innebir denna tumregel
att skirningsfrekvensen ej édndras méirkbart och att fasmarginalen minskar
med ca 5,7°. Jimfsr ekvationerna (6.3) och (6.4).

Det kompenserade systemet fir di ungefdr samma bandbredd och samma
resonanstopp som det okompenserade systemes$, De stransienta egenskapernan
kommer siledes att bibehdllas. Tillimpas tumregeln pd virt exempel erhiils
a=0,05 i stillet fér 2 =0,1. Detta ger ett system med mindre versling och
langsammare insvingning av rampsvaret. Jimfor fig. 6.7 och 6.8,

Exzurrn 6.2. Stabilisering av instabilt system
Betrakta ett system dir de givna linkarna har dverforingsfunktionen
K
Gl =" (6.7)

Anta att specifikationerna kréiver skirningsfrelivensen 1 rad-s—! och Ias-
marginalen 55°. Vi féljer den provedur som presenterades inledningsvis och
bestdmmer forstérkningsparametern K sé att den tnskade skirningsfrekven-
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sen erhélls. Vi finner d& det nominelia virdet K =1. Jim{tr Bodediagrammet
i fig. 6.9. Fasmarginalen &r noll och det slutna systemet ar siledes instabilt.

Fér att erhdlla ott system med den &nskade fasmarginalen 55°, miste vi
alltsd infora ctt kaskadkompenseringsnit som minskar fasforskjutningen i
nérheten av skdrningsfrekvensen. Detta kan uppnés med ett system med
dverfdrinpgsfunktionen

a+¢ sta
Gk(s)_a-i-s/N_ s+alN (6.8)
Det géller att
~w(l—1/N)
arg (), (iw) = arctan 1+c02/ 2N)} (6.9}

Uttrycket {(6.9) ar alltid positivé och har maximum f6r @ =al/N

max [arg Gf(icw)] =arctan % (VK’ - I/VI_V)

For att erhdlla en fasmarginal pA 55° viljer vi IV si att

é(VTV—l/Vﬁ):té,n 55°

Detta ger N =10, Vidare villjer vi @ s& att den maximala fasférskjutningen
upphds for w=1. Detta gera=1/ V10=0,32. Kompenseringsnitets Gverfirings-
funktion har beloppet

W' +at
|Gk(zw)|fNV T N

For den dnskade skdrningsfrekvensen o= o, =1 erhills di
|Geli)| = VN = V10

Vidare giller

|Gylia)| = | Gulim) | [Gr(iw)| = K [ Giliw) | fo?

Med def nominella viirdet pd kretsforstirkningen K =1 blir skdrningsfrekven-
sen w, f6r hig (fig. 6.9). For att uppiylla specifikationen p4 skirningsfrekven-
sen modifieras K. Vi finner

1— | Gyliwg) | = K V10

dvs.

K=1/V10=0,32

Vi finner sdledes att kompenseringsniitet skall ha éverféringsfunktionen

s+1/V10_ 5+0,32
~10
s+ [/1() s§+32

Gils) = (6.10)




Det kompenserade systemets kretséverforing blir

§+0329,32 | _ s+032

s+3,2 & T SMs+3,2) (6.11)

Gol(8) = Gi(s) Gy (s) = 10

Sammanfatining
De resonemang som genomférts i exemplen kan tilldimpas pd ménga andra
gystem. Vi sammanfattar hér egenskaperna hos fasretarderande och fas-
avancerande kompensering liksom tumregler f6r val av kompenseringsnitens
parametrar.

Felkoefficienter och styvhetskoefficienter kan pAverkss med fasretarderande
kompensering. Kompenseringsnitet har ¢verforingsfunktionen

std

GOV am

Med denna kompensering minskas den forsta felkoefficient, som ér skild frén
noil, med en faktor M. Den fasretarderande kompenseringen ger en minskning
av fasmarginalen som ges av ekv. (6.4). Talet afw,, dur e, dr skdrningsfrekven-
sen, bor vara litet for att ddmpningen ej skall minska alltfor mycket. Bt
rimligt virde ar a~0,1 w, Observera att kompenseringsnitet dvergdrien
Pl.regulator di Moo, Om man vill pidverka flera felkoefficienter s fir
flera fasretarderande nit kaskadkopplas.

Fér att 6ka snabbheten eller bandbredden for ett system dkas férst for-
stirkningen s8 att den 6nskade skdrningsfrekvensen erhélls. Systemet blir dé
i allménhet instabilt eller daligt démpat. Didmpningen kan sedan tkas med
hjilp av en fasretarderande kompensering. Kompenseringsnitet har over-
foringsfunktionen

s+b

Guls) =N 0w

Med denna kompensering erhills en Skning av fasmarginalen med higst
arctan 3V N —1/¥N) vid frekvensen BYN. Talet N viiljs s& att énskad Skning
i fasmarginalen erhills och parametern b viljs sd att bYN ~iay,. Systemets for-
starkning och talet b fir sedan justeras 8 att systemets stegsvar blir bra,
Observera att kompenseringsnitet overgir i en PD-regulator di N-»oo.
Om den &nskade Skningen i fasmarginalen ¢] kan uppnis si fir flera fas-
avancerande néit kaskadkopplas. Det dr svérare att vilja parametrarna i ett
fasavancerande in i ett fasretarderande nét och man fav ofta géra justeringar
fér att £§ Gnskat resuléat,

Vid kompensering med frekvenskurvor kan man ha stor hjilp av interaktiva
datorprogram som kan rita Bodediagram och stegsvar pd en bildskirm.
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Kempensering med rotortmetoden

Reotorten infordes i avsnitt 5:5 som geometriska orten for det slutna systemets
rétber d& nigon parameter i systemet varierar. Rotortkurvan ger en mycket
dskddlig bild av hur det slutna systemets poler varierar di systemets para-
metrar dindras. Detta kan utnyttjas for att bestémma en laimplig kompensering
av ett givet system. Metoden férutsitter att systemets specifikationer #r
givna pd féljande sitt.

@ Systemets snabbhet dr specificerad med stigtid, bandbredd eller alternativt
med kontrollpolernas avstdnd frdn origo och deras dimpning.

@ Systemets statiska fel dr specificerat med feikoefficienterna.

® De givna delarnas Gverforingsfunktion &r given i form av en rationell
funktion

K (stz)...(s+zy)

st {stpy) .. (st )

Metoden utnyttjar det faktum att man med rotorten fir en direkt represen-

Ghisy=

tation av det slutna systemets dverforingsfunktion.
Betrakta ett enkelt dterkopplat system. Lat kretséverforingen vara

Gols) = KQyls)[Py(s} (6.12)

Det slutna systemet har Gverforingsfunktionen

___ KQls)
= B o)+ Kao) (6:.13)

Det slutna systemets nollstillen verensstimmer siledes med det 6ppna
systemets nollstiillen och det shutna systemets poler erhiils direkt ur rotorten.
Dié systemets rotort dr given, dr sdledes det slutna systemets poler och noll-
stillen explicit givna. Med bjilp av rotorten har vi alltsd goda méjligheter att
Gverblicka specifikationer givna som villkor pd det slutna systemets Sver-
foringstfunktion. Man utnyttjar harvid de samband som hirleddes i avsnitt 2,
med vars hjilp felkoefficienterna kan beriknas direkt ur det slutna systemets
poler och nollstéllen. Se ekvationerna (2.4) och {2.5). Systemets snabbhet
bestdms visentligen av kontrollpolernas avstdnd Irfn origo, ,, och deras
démpning {. Snabbheten piverkas dven av nollstéllen, vars avstdnd fran origo
dr mindre én o, Fir att géra noggrannare utsagor om snabbheten, brukar
man utnyttja tabeller som visar bandbredd och procentuell Gversling for
dverforingsfunktioner av l3g ordning eller simuleringar av systemet. Vid ka-
skadkompensering med rotortmetoden anvénds f6ljande procedur.

® Lit e, beteckna den forsta icke forsvinnande felkoefficienten. Kompense-
ringslinkens &verforingsfunktion G,(s) skall d& ha k= poler i origo.

@ Skissa rotorthurvan med avseende pd f6rstirkningsparametern K for ett
system med kretstverféringen

284




6:6

K (s+z)... {8+ 2m)

& B+ .. s+p) (6.14)

@ Infor extra nollstiillen pi reella axeln s& att det slutna systemet blir stabilt
och sd att specifikationen pd icke forsvinnande felkoefficienten uppfylls.
Infor eventuellt dven fér varje nollstille en motsvarande pol pa stort av-
stdnd fran origo.

@® Skissa rotortlurvan med avseende pé forstarkningsparametern och kontrol-
lera om specifikationerna p& snabbhet kan uppfyllas for ndgot virde pa
forstirkningsparametern. Om detta ej gar, modifieras ligena hos de poler
och nollstéllen som inférts i foregdende steg.

Rotortmetodens stora fértjinst &r att den ger det slutna systemets poler
explicit. Metodens nackdel dr att en noggrann bestiimning av rotorten kan vara
tidsddande speciellt for system av hog ordning. Ganska grova skisser av
rotortkurvorna brukar emellertid ofta ge en god insyn i hur systemets egen-
skaper pdverkas genom kompenseringen. T stillet for att rita rotorten exakt,
kan man berdkna systemets stegsvar och rampsvar t.ex. med hjilp av analogi-
maskin, Roforten kan ocksd litt ritas med hjilp av dator. Vi skall nu illu-
strera rotortmetoden med nigra exempel,

Exuverr 6.3, Stabilisering av instabilt system

Betrakta ett system dér de givna linkarna har §verféringsfunktionen

K
Gilo)="5 (6.15)

Bestim ett kompenseringsnit si att det kompenserade systemets stegsvar.
svingt in sig till 5% pd 10 sek (W6sningstiden) och s& att dverslingen dr min.
dre dn 25 %,

Om systemet Aterkopplas pd vanligt sitt fir det slutna systemet foljande
karakteristiska ekvation

s+ K=0
Det slutna systemet ir siledes instabilt f6r samtliga virden p& kretsforstirk.
ningen.

For att fd ett stabilt system méste vi inféra en kompensering sidan att det
kompenserade systemets poler i ligger i véinstra halvplanet. Detta kan uppnss

genom att ett nollstille infors pé reella axeln (inses t. ex. med hjilp av poten-
tialanalogin). Kompenseringslinken skall siledes ha éverféringsfunktionen

Gisy=(s+a)la (6.16)
Det kompenserade systemet har kretstverforingen

K
Gy(s) Gils) = (Z:; i : (6.17)
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Fig. 6.10. Rotorterna Itir karakteristiska ekvationerna for enkls #&terkopplade
systemn med kretséverfdringarna

K .

G(s}= 5 (okompenseradc systemet)
s

och

K{s+
Gy(s) = Ssaaj {kompenserade systemet)

Den karakteristiska ekvationen for det slutna systemet ir
as®+ K{s+a)=0 (6.18)

I fig. 6.10 visas rotorterns for kompenserade och okompenserade systemen.
Det kompenserade systemets rotort utgérs till en del av en cirkel. For att visa
detia inférs beteckningar enligt fig. 6.10, Argumentvillkoret ger x—28= —a.
Vidare ér A ABO=f—a=nf= A AOB. Strickorna 04 och 4B ir da lika.

For att fastligga virdena pd o och K forfar vi pd foljande (godtyckliga)
sitt. Vi bestimmer forst forstdrkningsparametern K s& att kontrollpolerna
far en relativ ddmpning £=0,707. Vi fir d& p, = —a +ia. Forstirkningspara-
metern K bestdms ur amplitudviltkoret, se ekvation (5:5.10). Om kontroll-
polen p, skall ligga pd rotorten erhills ur (6.18)

K=a|p|*|p, +ta| =2a2

Vi kontrollerar virdet genom att bestdmma det kompenserade systemets
stegsvar (fig. 6.11).

Vi finner att K =2a® ger en dversling pd 20 9% vilket ir acceptabelt. D4 den
karakteristiska ekvationens rétter har realdelen —a uppskattas Iosningstiden
T; ur ekvationen

exp {—aTl,)=0,05
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K=10a2
K=4a2

/ K<=2a2

—"“‘——ll(=az

T K=0,5a2

0 1 2 3 4 5 6
at
Fig. 6.11. Stegfunktionssvaret for enkelt fiterkopplat system med krotséverforingen

Gs) =

Med 7', =10 sek erhalls @ =0,33 rad/sek. En kontroll med stegsvaret i fig. 6.11
verifierar uppskattningen.

Kompenseringsnitet (6.16) motsvarar en proportionell och deriverande (PD)
kompensering. Inférandet av extra nollstillen i det 6ppna systemets &ver-
foringsfunktion motsvarar siledes deriverande kompensering, Overférings-
funktionen (6.16) innebér att higa frekvenser forstirks mycket kraftigh. Om
vi vill ha en kompenseringslink, som #r littare att realisera praktiskt, kan vi
vilia
ats N(s+a)

Cils)= a+s/N s+aN

(6.19)

Om N viljs stort verkar det troligt att systemen med kompenseringsniten
(6.16) och (6.19) skall ha samma egenskaper. I fig. 6.13 visas stegsvaren for
N=10. Observera att systemen med kompenseringsniten (6.16) respektive
(6.19) skiljer sig vid hijga viirden pa férstirkningsparametern. Detta framgir
t. ex. av rotortkurvan i fig. 6.12 och stegfunktionssvaret i fig. 6.13. Vi finner
i fig. 6.13 att kompenseringen (6.19) ger ett acceptabelt system om K =2,
Overslingen dr 259 och med a=0,33 uppiylls specifikationen pd lésnings-
tiden,

ExsmpEL 6.4, Minskning av felkoefficienterna med bibehallande av systemets
transienta egenskaper

Betrakta samma system som i exempel 6.1. Anta liksom i detta exempel att
stegfunktionssvaret dr tiiHredsstallande men kriv i detta fall att det stationdra
felet vid féljning av en linjirt vixande insignal skall vara poll. Det kriivs
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N/
N
N

Fig. 6.12. Rotori fir karakteristiska ekvationen fér enkelt slutet system med
kretséverforingen
H0K(s+o)

Gols)= 35y 10a)

Jamfor fig. 6.10

sdledes att de tvd forsta felkoefficienterna f8rsvinner, dvs. ey =e, =0. Rotort-
kurvan for det okompenserade systemet framgir av fig. 5:5.2. For att klara
kraven pa felkoefficienterna méiste det 5ppna systemet forses med ytterligare
en integration. Som ett forsta forstk till kompensering erhélls sdledes

@r(s)=1/s

Det kompenserade systernets kretséverforing dr da

Gils) Gy(s)= s+ 1)(E+2)

Rotortkurvan fir systemet framgdr av fig. 6.14.

Som synes dr systemet instabilt for alla virden pd forstarkningsparametern.
For att 14 ett stabilt system, miste vi tvinga in rotorten i vénstra halvplanet.
Fér att gora detta infér vi ebt nollstille pd reella axeln, dvs. vi frstiker med

kompenseringen
G,(s) = (s +a)js ' (6.20) -
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1 / i S %_
K}=0,5a2
184
2a?
3.14a2
/ 10a2
o 1 2 3 4 5 6

at
Fig. 6.13. SBtogfunktionssvar {ir enkelt sterkopplat system med kretséverféringen, Jémfor
fig, 6,11,
10K{s+a)
Gyls) = 5 ———
@ {&+10a)

Det kompenserade systemets kretstverforing dr dd

: _ K(s+a)

G1(8) Gils) = Fer D)+ (6.21)
Vi skall forst unders6ka hur o skall viljas for att systemet skall bli stabilt.
For detta anvindes Hurwitz’ teorem (sats 5:6.2). Systemets karakteristiska

ekvation lyder

84-+3s% + 26+ Ks +aK =0 {6.22)
50
20

10 -

%5
2
1

€ =3

Fig. 6.14. Rotort f6r ka-
rakteristiska ekvabtionen
for enkelt Aterkopplat sy-
stem med kretstverfo-
ringen

_ K
sE+1)(s+2)

Gols)

9t — Astrém: Reglertcori 280
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7
24
Okompenserade systemet — f 2

A

-3¢
4
v

e N

Fig. 6.18. Rotort fér karakteristiska ekvationen f8r enkelt Aterkopplat system med krets-
verforingen

K(s+0,1)
ste+1)(e+2)

Go{s) =

Huvudgrenen av det okompenserade systemets rotort visas streckad i figuren.

Hurwitzkriteriet (sats 5:6.2) ger foljande villkor 3>0, 6 -K>0, (6 —K)K —
9aK >0 och aK >0, Efter elimination av dverflodiga villkor erhills 0 <e<
(6 — K)/9 och 0 <K <. Vi finner séledes att parametern a méste vara mindre
in 2/3 om systemet skall vara stabilt. Vi viljer godtyckligt «=0,1 och finner
d& av ovanstiende olikheter att systemet dr stabilt om K <5,1.

Vi skall nu bestimma rotortens utseende df a=0,1. Detta resultat bor
jamforas med rotorten for det okompenserade systemet (fig. 5:5.2). Vi finner
da foljande (siffrorna inom parentes ger motsvarande resultat f6r okompen-
serade systemet.) Startpunkter: 0, 0, —1, -—2; (0, —1, —2). Asymptoternas
skirningspunkt 0,967 (—1,000). Rotortens skirning med imaginéra axeln
1,305 (1,414). I fig. 6.15 visas rotorten for det kompenserade systemet. Hu-
vudgrenen av det okompenserade systemets rotort visas dven i figuren.

Om vi bestdmmer forstirkningsparametern K sd att kontrollpolerna har
relativa ddmpningen ¢ =0,7 erhdlls K =0,66 och K=0,65 for kompenserade
resp. okompenserade systemen. Det kompenserade systemets Gverforings-
funktion dr di

_ 0,66(s + 0,10)
(*+ 0,615 + 0,10)(s + 0,16) (s + 2,23}

Gs)
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2
Y Kompenserade systemet
1 m‘-‘--“-n-—n—_
;‘;penserlade systemet
L¢] 10 t 20

Fig. 6.18. Stegfunktionssvar for kompenserade och okompenserade systemen med K =
0,85, Jamior fig. 5:5.3.

Med K = 0,656 har det okompenserade systemet dverforingsfunktionen

0,60

)= (310,763 7 0,29)(3 + 2,24)

Det kompenserade systemet avviker siledes frdn det ckompenserade i tvd
avseenden. »Dipoleny (s-+0,10)/(s+0,16) har tillkommit, de dvriga polernas
légen har dndrats ndgot. Enligt analysen i avsnitt 2 kommer det kompenserade
systemets stegsvar att avvika ndgot frén det okompenserade, Jamfsr ekva-
tion (2.8). Med K =0,66 har emellertid det okompenserade systemet en mycket
liten dversting sd att det kompenserade systemet borde vara acceptabelt. Vi
kontrollerar med simulering och erhéller resultatet i fig. 6.16. Det framgér av
fig. 6.16 att det kompenserade systemet dr vil ytrogts och vi f6rsoker dirfor
att hija kretefrstirkningen ndgot. Resultatet framgdr av fig. 6.17. Vi viljer
timligen godtyckligt K =1,0.

ExemreL 6.5. Okning av systemets snabbhet
Betrakta ett enkelt dterkopplat system med kretaGvorfringen

. K
T s(s+1¥s+2)

Qls) (6.23)

-3

0 10 t 20

Fig. 6.17. Stegfunktionssvaret for det kompenserade systemet vid olike virden pé for-
stérkningsparametern.

291




6:6

Vi har tidigare i avsnitt 58 funnit att K=1,0 dr ctt limpligt virde pd for-

stirkningsparametern K. Fér detta parameterval ir systemets bandbredd ca

0,8 rad.s™' (fig. 5:8.8). Anta att specilikationerna kriver en bandbredd

som #r 10 glnger storre. Alternativt 10 ginger mindre stigtid. Detta innebdr

att kontrollpolerna méste férskjutas en faktor 10 i radiell riktning. Detta kan

uppnds genom en kompenseringslink med Sverforingsfunktionen
{s+1)s+2)

Gl =100 5 16) (s + 20)

(6.24)

Det kompenserade systemet har siledes kretséverforingen

100K

Gl(s) Gi‘c('s) = ;{-‘;im

Det ir ingen fara med att forkorta bort faktorerna s+ 1 och s-+2, eftersom de
motsvarar nolistillen i viinstra halvpianet. Jamfér med diskussionen i avsnitt 4.
Rotorten for det kompenserade systemet dr alltsi identisk med rotorten for
det okompenserade systemet om skalorna éindras med en faktor 10. Vi finner
att K =10 dr ett limpligt virde pd f6rstidrkningsparametern. Kompenserings-
niitet med 6verféringsfunktionen {6.24) férstirker hoga frekvenser med en
faktor 100, vilket innebiir att vi kan f4 svirigheter med méttning av forstdr-
kare. Om kompenseringen skall lyckas dr det dven nddviindigt att ekvationen
(6.23) beskriver systemet val upp till frekvenser pd ca 100 rad/s.

Praktisk realisering av kompenseringsnét

Vi har siledes angivit v metoder for att bestimma overforingsfunktionen
for en kaskadkompensering, som ger ebt slutet system med givna specifika-
tioner. Vi skall nu kortfattat diskuters hur man skall konstruera system med
givna overforingsfunktioner. Kompenseringslinkarna kan praktiskt utformas
p& minga olika sitt. Det speciella utitrandet beror framfor alit pd i vilken
form signalen féreligger. For vanliga servomekanismer kan signalerna vara
lige, vridningsvinkel, hastighet, kraft, tryck, fléde, likstrém, likspéinning eller
modulerad spinning beroende pd om systemet #r mekaniskt, pneumatiskt,
hydrauliskt eller elektriskt. Problemet ér siledes att konstruera fysikaliska
system med givna dverféringsfunktioner,som &r anpassade att motta och avge
signaler i de &nskade signalformerna. I ménga fall dr signalerna elektriska.
Kompenseringsniiten ir di antingen passiva nit, t.ex, RC-kretsar, eller aktiva
nét bestdende av Aterkopplade operationsforstérkare, eventuellt smé analogi-
maskiner. Aven i andra fall omvandlas signalerna forst il elektriska signaler
med hjilp av miétomvandlare (transor). Kompenseringsniiten realiseras
sedan som elcktriska nit och signalerna omvandlas &ter till ¢nskad signal-
form. I nya system for processreglering ir det mycket vanligt att alla signaler
torst omvandlas till elektriska standardsignaler. Dessa konverteras sedan till

292




6:6

digital form med hjilp av analog-digital omvandlare. Kompenseringsniten
realiseras som numeriska algoritmer i en dator och utsignalerna frin
kompenseringsniten konverterag till elektriska signaler med digital-analog
omvandlare. Eventuellt sker sedan ytterligare omvandling till andra signal-
former,

Motiven $ill dessa skenbart mycket komplicerade system med mangder av
signalomvandlingar &r att det &r ldtt att prakeiskt realisera dven mycket
komplicerade dverféringsfunktioner med elektriska nit eller numeriska algo-
ritmer i en processdator. Det ar Aven litt att med desss utforingsformer
#indra kompenseringsniitens egenskaper. Jimfor t. ex. flexibiliteten hos en
analogimaskin eller en dator med ett dynamiskt system, som &r reali-
serat 1 form av ett hydrauliskt system med ddmpkolvar, fjidrar och massor,
Det starkaste motivet dr dock ekonomisks. Det har praktiskt visat sig billigare
med de skenbart mer komplicerade systemen. Detta &r speciellt markant
med den nuvarande kostnadsutvecklingen inom mikroelektroniken,

I det féljande skall vi visa hur kompenseringen skall realiseras med elektriska
nib. Vi observerar forst att om vi tilldter aktiva nét, t. ex. i form av opera-
tionsforstirkare, si har vi redan 16st problemet. Med hjilp av operationsfor-
stirkare kan vi erhilla integratorer och summatorer. Jamfor exempel 5:3.3.
Vi kan d& direkt realisera vilken som helst éverféringsfunktion som represen-
terar ett linjért tidsinvariant system. Overforingsfunktionen

by 1 b4 L+ b,
S+ e,

A(s)=

kan t, ex, erhillas som def system som visas i fig. 2:10.10 eller fig. 2:10.11.
Vi skall ge nigra exempel pd hur enkla kompenseringsnit kan férverkligas med
hjilp av en operationsfgrstirkare med &terkopplingsnét.

ExeMPEL 6.6. Fasretarderande kompensering eller PI-kompensering

1 exempel 6.1 skulle kompenseringen héja kretsforstirkningen vid liga frek-
venser for att minska felkoefficienterna. Vi fann i exemplet att Gverférings-
funktionen

st+a s+a
sta/M ~ Ms+a

Grls)= (6.2)
hade denna egenskap. Fir tverfvringsfunktionen (6.2) giller att arg &y (iw) <0
{6r varje w. Kompenseringen har edledes alltid negativ fasférskjutning. Den
kallas dirfor fasretarderande (lag compensation). Vi observerar vidare att da
M~ oo Gvergdr Gy(s) i

Hm Gls)=1+a/s

M0

vilket #r dverforingsfunktionen f6r en PIregulator. Den fagretarderande kom-
penseringen kallas dédrfér dven inlegrerande kompensering,
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Rg
3
——:l—-”—-——-
Ry C
o—f ) N
Ry %
o
o T o o o

Fig. 6.18. Elektriska nit foér fasretarderande kompensering. Om det passiva nitet
dr obelastat (¢ = 0) har det dverforingsfunktionen
£+ a -

Gla) = sM+a

Om operationsférstirkaren har mycket hog forstiirkning har det aktiva nitet
dverforingsfunktionen

s+a’

e - _KM8M+G

diir & =1j(R,C)), M =1 + Ry/R, och K =R, Ryj[R(R, + R;)]

I fig. 6.18 visas tvi fasretarderande RC nédt. D4 ett passivt niit ger for-
stirkningen ett vid liga frekvenser miste systemets kretséverforing kas med
en faktor N for att SverfSringsfunktionen (8.2) skall erhéllas. Kompenserings-
nétens Bodediagram framgdr av fig, 6.19, Det aktiva nétet i fig. 6.18 ger en
Pl.regulator om motstdndet B; avldgsnas (By;— oo).

2
*0l0g |G| ‘“"\\

1 _—c)

O \M
a/M " a w

00

arg G ]
— 80" b s o = o ot

a/M a w

Fig. 6.19. Bodediagram f{ir fasretarderande kompenseringsnét med &verfdrings-
funktionen

s+a
sM+a

Gs)=M

De strackade kurvorna visar Bodediagrammet f6r motsvarande PI-regulator mod
overforingsfunktionen {s)=1+afs, som erhiills dd M —~ oo. I figuren &r M =10,

204




Ra Ra

C C
2 [] Ra 2

< Q o) O

F1g 6.20. Elektriska nét for fasevancerande komapensering. Om det passiva nibet
dr obelastat (¢ =0) har det dverfdringsfunktionen

s+b

=

Om operationsforstirkaren har myeket hog forstirkning (4 = co) har det aktiva
nitet Sverforingsfunktionen

s+b
s+bN

dir b =1/(R,Cy), N =1 + R,/R, och K = Rj(Ry+ R,)

Gs)= — KN

ExeMPEL 6.7, Fasavancerande kompensering eller PD-kompensering

Fér att stabilisera det system som behandlades i exempel 6.2, inférdes ott
kompenseringsndt med &verféringsfunktionen

)= bts - 'g_+,b
b+s/N s+bN

Gyls (6.8)
For denna dverforingsfunktion giller arg G(iw)>0, {6r varje o. Kompense-
ringen kallas dirfér fesavancerande (lead compensation). Vi observerar vidare
att dd N —co Gverghr Gi(s) i

Lim Gi(s)=1+s/b

Ne»oo

vilket dr &verforingsfunktionen for en PD-(proportionell och deriverande)-
regulator. Den fasavancerande kompenseringen kallas dirfor dven deriverande
kompensering, _

1 fig. 6.20 visas tva fasavancerande olektriska nit. DA det passiva nitet har
forstérkningen ett vid hoiga frekvenser, miste detta kombineras med en for-
stirkning pd N ginger for att erhilla Sverforingsfunktionen (6.8), Kompen-
seringsnitets Bodediagram framgér av fig. 6.21. Formellt ger det aktiva nitet
i fig. 6.20 en P D-regulator om motstindet R, kortsluts. I praktiken kan detta

ej goras, ty operationsforstirkaren blir instabil eller mycket ddligt dimpad med
R,=0.
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10)0g |G| g
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b bN W
90° —
arg G ]
o° b b:\m
w

Fig. 6.21. Bodediagram for fasavancorande kompenseringsnét med Sveritrings-
funktionen
s+b
Gs)=N —— )
®) s+&N
De streckade kurverna visar Bodediagrammet {6r motsvarande P D-regulator med
(s} =1 +35/b som erhélls d& N — co. I figuren dr N =10.

R3
—{
W
Ry Ry R1 Cq
—{___ ; Ry —{ )
o1 o—{ __}—1
—{— I Lo
Gy &4 Ca
Cq
Lo Tﬂ Q==

Fig. 6.22. Flektriska nit f6r fasrotarderande och fasavancerande kompensering.
Om det passive nitet dr obelastat har det Gverforingsfunktionen
{s+a)(s+ by

G(sy=L --:
(sL+a)(s+bL}

dir L ér den positiva roten till ekvation R, C,L+R,0,/L=R,C,+R,C, +R,C,.
Om operationsforstiarkaren har mycket hig forstirkning har det aktiva nitet Gver-
foringsfunktionen

jsta)(s+b)

G — RN ) (s +bN)

Det giiller att a=1/(R, C,), b=1/(R,C,), M =1 +RB,/R,, N=1+R,/R,,
K =R, R[[(B, +B,) (B, +RE,)]
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ExempreL 6.8. Fasretarderande och fasavancerande kompensering

Genom att kombinera kompenseringsnéten i exempel 6.6 och exempel 6.7
erhills ett kompenseringsnit med f6ljande Overféringstunktion

s+a b+s s+a s+0b

Ol = et hrs N N o Mt bN

(6.25)

En kaskadkompensering med denna Sverféringsfunktion har siledes potentiella
mojligheter att sivil minska felloefficienterna som att forbattra systemets
stabilitet. Denna typ av kompensering férekommer mycket ofta. Den kallas
i den amerikanska litteraturen lead-lag-kompensering. D& M och N — oo bver-
ghr Overforingsfunktionen (6.25) 1

Im Gus)=(+a/s1+s/b)=1+a/b+a/s+s/b
M, N-—>wo
vitket dr Sverforingsfunktionen f6r en PID-regulator. I fig. 6.22 visas elek-
trigka nat med éverforingsfunktionen (6.25). Det aktiva nétet i fig. 6.20 ger
en PID-regulator om motstindet R; avligsnas
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