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���� �� ��� ����� �	
��� �	�� ����� ���� ��	��� � �� ���� ������� ��� ��� �	�� ����� � �	�� �� �
����� ���� ��� �	������ � ������� ��� ����� ��� �	������ �� ������ �� � �	� ����� �� ��� ����� ���
���������� �������	� ��� 	��� �� ������ �������	�� ��� �	������
��� ���������� ���� � ��
����� ���
�	������
��� ����� ��	�  ������ !	���	"

��� ������� ��������� �� ��� �������� ��� �� ���������� �
 ����������� ��� ��������
������� ��� ������������� ��� ��� ��������	��
 �

���ξ = A+
B

L

∫ L

0

C(x, t)

����� ξ � ��� ��������	��
� A ��� B ��� ��� ������� ���� ��������� ��� �������� �������
��� ������������� ��� ��� ��������	��
� ��� L � ��� ���� ���� �������� ��� ����������
����� C� � �������� �
 ��	��� ��� � � ���� !��!�� ������� ��� �������
 ���������� "� ���
�#!�������� ��� ������� ��������� ���

�$�C(x, 0) = C0, %�� 0&x&L �� t'0,

����� C0 � ��� ������� �������������� ��� t � ��� ������� ����� ��� �������
 ���������
���

�(�C(0, t) = C(L, t) = 0, %�� t≥0 .

��� ������� %�� C(x, t) %�� ������� ������� � ��	�� �
 )���� �*+,$� �

�,�C(x, t) =
4C0

π

∞∑
n=0

1

2n+ 1
exp{−D(2n+ 1)2π2t/L2} sin (2n+ 1)πx

L
.

$



��� �����	�
 ��� C(x, t) ��� �	
�� ���	�	�
 ����
��
� �	���	�
 	� �	��
 	
 ���� ��
����� D(x) 	� ������ �� �� �	
�� �	��

���D(x) = Do(1− x

L
) +D1

x

L
,

�	�� Do > 0 
� D1 > 0� ����� D0 
� D1 �������
� ��� �	���	�
 �����	�
�� � ���
�
������ 
� ���	����� ������� �������	�����

� ������ ���	
 �	�����	

��� ����
	 �� 	� ���	
�� �� !��
 
� �����
��� 	
 "#$% �!��
� "#$%�� & !��

'���� 	�  ������	�	�� �������	�
� 	
����� ������ �� �(���� ��	���� ���� � ���	�	�
�
����������� �	��� ��� ���� 
�	�� �(���	��
�� ��� )���� ��� !��
 '���� 	� ���	��
�� �(���� ��� �	���	�
 �����	�
��� *	
��� ��� !��
 '���� ��
�	��� �� ��� ����������
����	��	�
 
� �������	�
� & ���� ����� �	�� ��� ����	��	�
 �� ��� �������� 
� �
��
�	�� ��� �������	�
 �� ��� ��������� �
�	� ��
�����
��� 	��� ��� ��������� �������� ��
����	�
��� � �� �� ��� ����	���� ��������� ��� ���	�� �� ��� !��
 '���� � ��	�
�
�
 �� ���
� 	
 ���� +���
 �"#�,��

��� ��������� �������� �� �	��
 ��

�#�xk+1 = xk +Kk{z − ζ(xk)}

����� x 	� 
 n×1 ������ ��� �������
�� ��� ������ ��������� z 	� 
 N ×1 ������ ���
��
�	
� ��� ��������
��� ζ 	� 
 N × 1 ������ ��� 	
�������� ����	���� ��������
��
��	
� ��� ����	���� ��������� x� k 	�  �	�� ����� 
� Kk 	� ��
���� ��� !��
 �	

��� 	� ���	��� �� �	
	�	-� ��� ����	
�� ����� �� ��� ��������� ��� !��
 �	
 	�
�	��
 ��

�"%�Kk = PkH
�

k (HkPkH
�

k +R)−1

����� Pk 	� 
 n × n ���	( ��� 	
�������� ��� ����	
�� ����� �� ��� ��������� R
	� 
 N × N ���	( ��� �������
�� ��� ����	
�� ����� �� ��� ��������
��� Hk 	� 

N × n .���	
 ���	( ��� �������
�� ��	�	�
 �� ����	���� ��������
�� �	�� �������
�� ��
��� 	
 ��� ���	��� ��������

�""�Hk/

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∂ζ1
∂x1

· · · ∂ζ1
∂xn

���
���

���
∂ζN
∂x1

· · · ∂ζN
∂xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .

��� Pk 	� ������ �

�"0�Pk+1 = (I −KkHk)Pk +Q

$
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������� ���	� 	 ��� ���������� �	���� ������ 	 �	�� x0 ��� P0 ���
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� �	 �� ��	��� �������� 	� �		� �	�
��������
��� ������� 
����� 	 R ��� Q ��
� �	 �� ��	��� ����� 	� ������������ ��� ����������
�	���� ��� ��	��� �� ��������� �� ��� ������� ����� 	 ��� ����������� x� ��� ������ ���
���� 	 �	�
������� ���� ����� � 	� �	�� ������� ��	�� ���  ����� !���� ���������	� ���
����
���	�"�
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#� ���� �����	�� � ������� 	� ��� �������� ������ ��� ���������� $��	� ��� 	���	��� 	
��� ������ ��� ����	����� ��� ����������

��� ����� 	
 ������������ �� �������� ���������� �� ������ ����

�� ���� �� ������������ ���������

#� ����� $� ��� ������	� �	�%����� �� �	
��� �	�� �� �	����� �� � �	������� ����� &��'���
������	�� �	 ������� ��� ������	� �	�%������ �� �(���������� ���)�� �� ��������� *�)
��� ���� ���)��� ��� �	������
��� 	 �	������� ���	���� �	�� ���� ������ �	� � ���������
�	
��� �	�� ������ ���	 ����	������ ��������� ����� �� 	��	��� 	
�� ����� $ ������ ����)
��	� ������� ��� �	������
��� ��� ��� �	���������	� �� ����� ��� ������	� �	�%����� ��
���������� ����� ���  ����� !���� ����������
��� ������	� �	�%������ D� �� ���������� 	� +, �������� �	
��� �	�� �������� ���

������ ��-� �� ����	(������� +. �� ����� ������� ��� ���������� �	����	� 	� ��� &��'���
�	������ 
���� ��	���� �������� ��	 �	������� A ��� B ����� �	� ��� ������	� �	�%�����
D ���� ��
� �	 �� �(������������ ���������� ���� /�� �," "� ��� ��	 �	������� A ��� �
��� ������� �	 �� ������� �� t = 0� ����� ����� B ��� D ��
� �	 �� ����������� ���
 ����� !���� �� ������� �	 ��������� ��� ��	 �	������� ����� 	�� �������� ������� ���������
������� �������� ���� � ����� ����� ��� ������ ���� � ����	� ������ ���� ����� $ 	� �	��
�������"�
&����� 0 ��	�� ��� �	�
������� 	 D ��� B 	� � �	
��� �	�� ������ ���� ��� �(�������

����� ���  ����� !���� ��� ��� ���� ������� �������� ����� ���� +� 1� +.� ��� ,. �������	���
#� �� ������� ���� ���� ��� ������� �������� �	������� �	�
����� ��	��� � ���
� ���� 	��� +
�������	� �� �� &��� 0�� ����� �� ������ �	 �	�
���� �	 ������� ���� 	� ���� ���
� �� ��	��
�� &��� 0�� �� ��� �� #� ��� ���� �	�!���� �������� ���� ��� ���� ������ ���	� �������
��� ������������ ��� ��� ��������� ������������ �� �	����� 	� ���� ���
�� ��� 
�����
	 D ���� ��� 	������� ����� ���  ����� !���� ��� �� �		� ��������� ���� ��� ���
�	��
�	�'�
��� ���������� ������� 	� D ��� B� 	������� �����  ����� !���� 	� ��	 �	
��� �	��

������� ��	���� ���� ��� ��������
� �(���������� ���� ��� ��	�� �� &��� ,� ��� !����
��	�� � �		� !����� ������� ��� ���������� ������� ��� ��� �(���������� ���� 	� �	��
�������� ��� 
����� 	 D ��� B 	� ��� +, �������� ������� ��
� � ����� 
������	�� ���� ��
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Experimental data
Analytical 1, MSE=418.2
Analytical 2, MSE=67.04
Analytical 5, MSE=0.067
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������ �� 
� 
��	� ���� 	� �� ���� ����� 	� �
��	�� '	�� ��� ���� ��� ��� �������

����� �� ��� ���� ���	�
 ��� 
������ ���������
 �� ��� 
��� ������
 �� ��� 
�����


��������	 
��	 ���� ���� ���	���� ��������	 ����

4�	�� $�$5 %�67

-�	�� $�5% %�13

*������	�� $�5) %�7)

4� 	�������� ���� �� ��� ������� '��� ��� ��� �	��� �� ���� ����� �� ��� ����� ��	��
	����	��� "��	��� ��	�� �� �������	��& �� '���� ������� �� ��� ���
� ���� �	��� '��
����� ����� *�� #1 �	���� '��� ����� ���� ��
� ������ ���� ��� ����������	��� ��� �	�� #�

4� ���� �����	�� �'� �	���� '��� ����� ����� ��� �	����� �� �'� ����' ��� �	������
��� �	�� #�  � ���� ��' ��� ������� '��� �
����� ���� # �� )� '���� # 	� ��� ������
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���� �� �������� �� 	�
��	

������� �� ��� �	�
��� ��� �� � ������� �� ��� ����� ���� ����� ������ ��	� ���� �	��
��� ���	� ���� ���������� ���	� ���	 �� ���� ��	� ������ �������� ���	�� ��� ���	��	
���� ��	��� ����� �� ��� ����	 ���	 ��	� ������ �������� ���	�� ��� �����	��	 ���� ����
������ ��� ����	 ����� ��	� ���� �	�� ��� ����� ���� ��������� ���	� ���	 �� ���� ��	�
������ �������� ���	�� ��� ���	��	 ���� �� ��� ����	 ���	 ��	� ������ �������� ���	��
��� �����	��	 ����� ��	��� ��� �	����� ��� ������ ��	� ���� ��  �	����	 � �	����� �������
 �����	��	� �� ����� ! ���	��� "������� ����� ��� ���� �	��� �	�����

#� ��� �� �� �
��	����� ��� ��� �� ������ �� ���� �	�� ��� �	����	 �� ���� ��
	��� �����	��	� ��	 � ���	� ���	 ����� ��� ����� �� ��� ��  ����	 ���� ���	���
$"� �������� ����� �� ���� �	��	�� �� ���		��� %& �	�� �� $"� �� '(( �	�� �� ���������
���	� $"� �� ������ ����� �� ��  ���� ������ �� ������� �����	������ ����� ����� �������
�� ��� �� �������� ��� ����	��� �� ���  ��	��� 	��� ���� ���� ��� ����	 	����������
������� �������	���� �� �������� ��� �� ��� � ��� ��������� ��	���� )�������
���� �� *��� ��� ������� �� �� ��	� ����� �� ��� ��� ��� �	����	 ������ �� ��� ����
������ �� ��� *������ ��� ���� ������ ��	� ��� �� ��� ����	� ��	 !� ���	� �
������
���� ��   �	� ���� �������	����� ���	 ����� ���� ��	� +������ 	����� ���� ���������
���	� ������� ����� ���� ���	 �� ���� ������ �� ��������	 �� �	��	 �� ����� ��� 
��
�� �������� ��	������� �� ��� ���� ��� 	��� ��	������ ���� ������� ��� ,��� !� ���
������ �� !� ���	� �� ���� �� ��� ��������� ��� ���� �� ������ �� ��� ��� ������
���	���� ���� �� ��������� ��	���	 �����

���� �� ����	�� ���	��� ����� ��� ��������� ��������	 �� ��� 	�
��

��� ��������	 �� ���� �� �	� ��	 -( �������� ���	 ����� ��� ����	������ ��	����
��� ��������	 ��� ��� �� � �� �������� ��� ���	��� ��	 ���	 ���� ������� ��	��� ���

�



����������	 ��
	�������	 ���� �
�� ��� 	
����	 ��
� �
� ���� ���������� ������ ��
���� �����	��� 
���� ����� �� ��� 	
�� 	�������� ���� 
�� 	�� 	���	 ���� ���	��� ����� �� ����	
��� ������������ �
� �����
	�� 
���� � μ�����  � ��
� �� �
	 ������� ��
� ��� ��!�	���
������� ��� �����	��� ���� ��� ���	�� 	���	 ����� �� ����������

"� ��
	��� ��� ������������ ��� ��	������� �����#
	� �$% ���� &������ "����� �
	
�	�� 
���� ���� 
 ���� ��
� �
� ��� ��������� ��
��	� "�� 	
����	 ���� ��� �� ��
��	 ����
�%% �� ��	������ �
��� ����� ��� ���	 ��
� �
�� ���� ��� '(� �� �
�� 	
���� ��!�	�� ����
��� �
��� 
�� ��
���� ��	 ������������� "�� �����
	�� ������������ �
	 ����	����� ����
����� 
�� ��
	�������	 ���� �� ��� )� ���� ��� �
�� 	
�����  ����� �
�� ��
	������� ���
��
��	 ���� 	������ �� ����� �� ���
�� 
 ����������	 ��������
����� *����� ����� ����

����
��� ��
	����� �
	 ���� ��� ��� 	
���� �
��� �
���	 ����� 	������ "�� ����� �����
	
����	 ���� ��� ��
	���� ������ ������ ���� 
		����� ��
� ��� ������		 ���
��	 �� ���
	
�� �
���� ��� 
�� 	
����	� �� �������� �� ��� ����������
� 	��+�� ��� ��� ��
	�������	
�	 	���� �� ,��� $�

���� �� ��� ������	
�
	� ��������	

-� �����
� ������������ �	 ��
	���� �� ������	 ��� ������ ����� ����
��� μ���� �����
μ �	 ��� ���.� ��� �%−6� "�� ������������ ξ �� 
 	������� �	 ���������� 
	

/�0ξ = GK =
1

ρ
K ,

����� G 1�2 �	 ��� �������
��� �� ��� 	
����� ����� �	 ��� �����	� �� ��� ��	�	�
��� ρ 1Ω2�
"�� ���� ���	�
��� �� ����� ���	�
��� K 1��−12 �	 	����.� ��� ��� �	�� ����� 
�� ���	�	�	 ��
��� �
��� �� ��� ��	�
��� ������� ��� ���������	 
�� ��� 
��
 �� ��� ���������	� "�� ����
���	�
�� ��	� �� ���������� ����� �	 ���� �� �
����
���� ��� �
	� ���� ��� ��� �	�� �����

"�� ����������	 ��� ��
�� �� 
 ������
���� ���������� ����� ������� 
 ���	�
�� ���+
���
���� �� )) ������	 (��	��	� 3������� �� �� 	��� ��
� ��� ��
	�������	 ��� ��� ���

!����� �� 	��� ������
�� ������
���� ��
���� ��� ��+����� ������
���� ������	
����
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��� ����� �	
�� ����	��� ������ ���� ��� ��
����	�	�� ����� �� ����� �� μ����� ������
�� 	
 ��� ��� ���	

	
�� ��� ��	�� 
�� �����	
� ���
��� ��
����	�� ��� ��������� ���
��
��
�� ��� ������� �� �� �	
�� �
� �� ��� ��
����	�	�� 	� �����	
�� �� ����
 �
�
 ��� !��"#

�!#ξref =
1

1 + (α/100)(Tref − T )

K

ρ
.

$�� α 	� ��� ��������� �����	�
 ������ Tref 	� ��� �����
 ����
�� ��������� �
�
T 	� ��� ������ ��������� �� ��� ������� %� α 	� ��� �� &�� ��� ������ ��
����	�	�� ��
��� ������ 	� �	��
� ������ '(� ��#� )�� �����	�
 ����� 	� �����	
�� ��

�*#α =
(ξT2 − ξT1)100

(T2 − T1)ξT1

,

�
� ��� �� ��	� ����	��
� �����	
�� �� α+���!� ���
	
� �
 �� �� !��, �� ��� ����	��
�����	�
 �� ��
�	�����

� ������

��� �����	
	� ����
�	�

)�� -�� ����� J̄ �� � �������� ������
�� 	
 ��� ��
� �
�	�
��
� �������� ��� �� �	.��
�
��� 	
 ��
��
���	�
 �� ������

�/#J̄ = −D∇̄c .

$�� D 	� ��� �	.��	�
 ���0�	�
� �� ��� ������
�����
� ������ �
� ∇̄c 	� ��� ���	�
�
����� �� ��� ��
��
���	�
 ����

�"#∇̄ = (
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
)

	
 � 1����	�
 ����	
��� ������� 2���� 	� ������� �� �� ��
����� �
� ������� ���
�	����
�� �� ��� -�� J̄ ������ �� ��� ��
��
���	�
 ��

�3#∇̄J̄ = −ċ ,

���� ��� ��� 	
�	����� ��� ��	���	�� �	�� ������ �� �	��� %� J̄ 	� ��	�	
���� �� ��	
� '(�
�/#� ��� �	����
�� �� '(� �3# �������

�4#ċ = ∇̄(D∇̄c) .

%� ��� �	.��	�
 ���0�	�
� D 	� ������� 
�� �� �� ����
��
� �� ��� ���
� ��
��
���	�


� ����	�	��� ����
��
� �� ����	�� ����	
���� '(� �4# 
�� ���
��� ��

�5#ċ = D
( d2c
dx2

+
d2c

dy2
+

d2c

dz2

)
,
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����� �� ��� �	
��	� ���
����	� ���	���� �� ������ ��
� �� � 	�� � 	
� ��
���� 	� �	
����	�
���
���	���� ���
� ��� �� ���
��� 	� ������ �� ������ 	 ���	
 ���
���	�� ����
������� ������

���� �
�	��
 �	����	���	� ����������� ��� �
����������� �� ��� ���� ���� �� ��� 	 ��
����
��
���� ��� 
	���
 ����� �

����	
� �� ��	� �������� �� ��� ��	��	
� ������
��	� ���
���	��
������ �� �������� �� �� �

����	��� ��� ���� ������ ��
� ����� ������ �� �� ��� ��� 	� �����
�� ��	� ��� �	
����	� ���
���	�� ������ ����� �� �����  �
 �	�� �	���� ��� ���
���	��
������ �� ��	��� �� ��	� ��� ��	��� 
��� �
�� ��� ��������� ��� �� ��� ��
�������� ���� ��
��� 
	��	� ��
������� �� ��	
��� ��	�� x �� 
���	��� �� r 	�� !�� "#$ �� �
����� 	�

"%$ċ = D
(d2c
dr2

+
d2c

dy2
+

d2c

dz2

)
.

� ���������	�
 ����


& �������� �� ��� �������������	�  ��' ′� ������ �	� ���� 	 �����	�� ������� ���(�����
�	� ��

")*$C(r, t) = X(r)T (t) ,

���
� ��� ���� ����
	� �������� �� 
�	���� ����� 	� "�
	�' �� 	��� )%+,$�

"))$C(r, t) =
∞∑

m=1

(
Am sin(λmr) + Bm cos(λmr)

)
e(−λ2

mDt) .

-� ��� ����
����� �	�� �	���� �	� 	 ������ �� ).)** �� ��� ��

������� �	��
� �� ��	�
��� �������
	���� ���
�	�� �� ��� �	��
 �	� ����
��� 	�� ��� �����	
� ���������� ��
�

��	
��� 	� �����	��� /�� 0�����
� �� 	�� "1*)2�$ ��
 	 ����	
���� ���� ��� �	�� ���
�
��� ���
�	�� �� �������
	���� 	� ��� �����	
��� �� �������	��� ��
�

 �
 	 �������������	� ��	� �	���� 	� �����	� �������
	���� �� C0 	� t = 0 ��
 0 < r < a
	�� ��� �����	�� �����	
� ���������� C = 0 	� ��� �����	
��� r = 0 	�� r = a� ���  ���
3� ��� �������� �������

���� �� �����������	�
� ��
�

")1$C(r, t) = C0

∞∑
n=1

e−λ2
nDtAn sin

[
λnr
]
,

+



�����

����An =
4

π

1

(2n− 1)

	
�

����λn = (2n− 1)
π

a
.

��� ���	��� 	���� 	
	�����	� �������
 �������� �	
 �� ���
� �
 ���� ��� �������� ���� ��
�������	
 ��   �� !�� ��	
 "	��� C̃b �� ��� ��
��
��	���
 �
 ��� ��
� �	���� �� ��"�
 ��
�	��
� ��� �
����	� �� #$� ���� �"�� � 	
� ���
 ��"��� �� �� ��� �
����	���
 ��
��� a �����
�� �%������� 	�

��&�C̃b(t) = Cb0
1

a

∞∑
n=1

e−λ2
nDtAn

∫ a

0

sin(λnr)dr ,

����� �
��% b �� ��� ��
�� '���"�
� ��� �
����	� ��� ��	
 "	��� �� ��� ��
��
��	���
 �
 ���
��
� �	���� �������

��(�C̃b(t) = Cb0

∞∑
n=1

e−((2n−1)π
a
)2Dt 8

π2(2n− 1)2
.

)��� ��� �%������
�� ��� ��
�����"��� ξ �
 ��� ��������� �	��� ������
��
� ��� ��
� �	����
�	� ���������� �"�� ����� !�� ���	���
���� ������
 ��
�����"��� 	
� ��
��
��	���
 ��� 	
*+� ������ �� 	����� ���	��� ��
�	�� !�� ���	���
 ������
 ��
��
��	���
 	
� ��
�����"���
��� 	 *+� ������ �� ��������� ��

��,�C =
ξ

	V
,

����� V -l3. �� ��� "����� �� ��� ������/ 	 �	� ��� �
�� 01l ���� 	
� l �� ��� ���� ��
��� �
���
!�� ������� 	V -0 l21����. �� ��� ���	� ��
�����"��� �� ��� ������� !�� ��
��
��	���
 +
-����1l3. �� �	���� �
 ��� �������
 �	� �� ��������� �� ��� 
����� �� �%����
� ����� ��
�	���� mi ��"���� �� ��� "����� �� ��� �������
� !�� �����	�� �� ��� ��
��
��	���
 �� *+�
�
 ��� ��
� �	���� �
�� ��� �
 ��� ��������� �	��� �	� ��
�� �� ��������� ��

��2�ΔC̃b =
−Δmi

Vb

.

0�
�� ��� �	�� 	���
� Δmi �� *+� �	� ������� ��� �� ��� ��������� �	���/ ��� �
���	�� ��
��
��
��	���
 �� *+� �
 ��� �	��� �������

��3�ΔC̃w =
Δmi

Vw

,

����� �
��% w �� ��� �	���� 4��
� #$�� ��,�/ ��2� 	
� ��3� ��� ��	
�� �� ��
�����"��� ��
��� �	��� �	
 �� �%������� 	�
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����−Δξ̃w = 	wVbΔC̃b .

��� ��	
 ��
�������� ξ̃w �� ��� ������� �	��� �	� ��
�� �� ������ ��

����ξ̃w(t) = A−B
∞∑
n=1

e−((2n−1)π
a
)2Dt 8

π2(2n− 1)2
.

���� A ���l� �� ��� �
	� �	��� �� ��� ��
�������� �!�! ��� ��
�������� 	���� �
�
��� ��
���� ��
�� ��� ���
���
���� ����	���
 ��
���"�� ���	�� #���! A − B �� ��� ��	��
�	��� �!�! ξt=0 ��
�� ��� ����	���
 �$�	�� � ��� t = 0! %� �� �� ��	� ���� �
�������
" ��
������
� ��� ��
��	
� B ���l� 	� ���� 	� ��� �&����
 ���'���
� D! %� B �� ������
� ��
�	
 �� �	����	�� ��	� ��� ���� �
 �	��� A �� ��� ��
�������� ���� �� 	
 �� ��	� ���
��	������
�� �	
 �� ���� ���� ���� �&������!

��� ������ 	�
����

%
 ���� �� �(��	�� ��� �&����
 ���'���
� 	 )	��	
 ����� �� ���! ��� ����
�$�� �	�
�����	� 	�	
�	"��* ��� �	
�� 
���� ���� ��� ��	������
�� 	
 ����� +������ +	�	������
�� �
���� �
�� ��� �$�	���
� 	
 	 
�
,��
�	� ���	����� �	
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 ������ �� B ��	 D �� h(x̂−

k ) �� �������� k ��	 �� ����� ti�
�
� ���	���	 ���������� ��	������� ������� h(x̂−

k ) �� � ������	���� ���� ��������
������ ��� ��� � �
� ������������� �� ��������	 ��� D ��	 B �� �
� ������ D(1) ≤ D ≤ D(3)

��	 B(1) ≤ B ≤ B(3)� �
��� D(1)� D(3)� B(1) ��	 B(3) ��� ������	 �� ���� � ��!����
���� �� �
�� �
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D(2) = (D(1) + D(3))/2 ��	 B(2) = (B(1) + B(3))/2� �� �� ���� �� ��
 ��� ��������
������� ���� ��������� ���� ��� D ��	 B� �
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� �� ������	 ��� ���� ��������
������ x̂0� �
� ������� ����� ������ x̂0 = [D0 B0]

T ��� 
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��	������� �������� ��� ������	 ����� ���������� ���� ��� "������� ������������� ��
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[
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]
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3∑
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3∑
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3∏

m=1 �=p

Dk −D(m)

D(p) −D(m)

)(
3∏

n=1 �=q

Bk −B(n)

B(q) −B(n)

)
ξpq

]
,

�
���
[
h(x̂−
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]
i
�� ������� i� ��� ���� t = ti� �� h(x̂−

k )� $���
��� ξpq �� �
� �����������
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��� � �
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������� ��	 �� ��������	 ��
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∂Dk

,
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∂Bk

]
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������� ��� �
� ������ ��� ����	 �� �� ���� ����������� �� ���������� ���������� �� R�
�
������� R �� 
���� �� �
� ����� ���	��� �� ��� ��* �� �
� ����� ��� �
� ���� ��� ��
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Data
Analytic, D=0.0003 [mm2/min] B=335 [micro S/mm]
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Data
Analytic, D=0.00212 [mm2/min] B=94.09 [micro S/mm]
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Data
Analytic, D=0.0076 [mm2/min] B=41.91 [micro S/mm]
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Data
Analytic, D=0.00749 [mm2/min] B=42.80 [micro S/mm]
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Data
Analytic, D=0.01436 [mm2/min] B=73.57 [micro S/mm]
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Data
Analytic, D=0.01066 [mm2/min] B=72.71 [micro S/mm]
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� ������ �� N �������	� �� ���������	�� �������� x � � ������ �� n �	�	��	 �������
���� �� 		� ��� ����� ����� �	 �������� ���� �� �����	� ������������ ���� ���� ���
�	�	��	 ����� ���������� ��! ������� ��� ����� �� ��� �!���� ������	�� �������� ���
�����! �� ������ �	 ��� �����	� ����!� x � ����� �� ���������� ������	� ��� ��������
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������� ������� x̂k+1 ��! �� ����	�� �! ��	� �	���/�� ��	� � ��!��� ����� ����
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⎢⎣
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���
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⎤
⎥⎦ , H(x)*

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
∂h(1)

∂x1

· · · ∂h(1)

∂xn
���

� � �
���

∂h(N)

∂x1

· · · ∂h(N)

∂xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ , x =

⎡
⎢⎣
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xn

⎤
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���� �� x̂k� )� 
��������
� �� ���
���� � ��
�� ����
� �� ��� �� �� ������� ��������� ��� ���� ������ �� ��� ������ ����� ����������
����� ���� �� �� ������ ��� ������
� �� ��� ����� �� ���� 
��������
� �� ��� ��
��������
���
��� ��� �� ���� ������ �� ��� � ������ ���������� �� x �� ������ ���������� �� ���� ���
�������� ���� �� ����
����� �

�������� ���� ��� ���������� ��� ������ *������� ��� ����
���� �� �� ������� � ������� +����
������ ���� ���� ��������� ���� ����� �� ��
�������
��������� ���
� �� �� ������ �� ���� �� 
����������� ������ 
�� #,��
����� -.(/%�

�� ������ ������

��� ����� �� ������������� ���� ��� ���� ��� ���������� �� ��� ������ v ��� w �� �������
����
��� ��� ����� ��� ������������ ���� �

����� 0������ �� ����� ��� 1���� ����� ��
��������� �� ��� ���������� ����� ��� ����� � ������ �� �� ��� ���������� ��� �����
����� ��� ����� �� �� ��������� �� ��� ������������� ����� �� �� ��
�������� ����� ��
��� ������� ���� ��������� �� ����
� ��� ����� �� �� ������� ������� ��� �����
�� ��������� ���� ��� �����
���� �������� �� �!�
������ ������ ����� ����� ���� #2�����
-.34%� )� �� ���� ��������� ��
��������� �� ���� ��� �� �� ����� �� ���� ������ ��
������ ������� ���������� ������� ���� �� �

���
�� �������� �� ��� ������� ����� ���
���������� ��� �������� �� �� ��������� ���� ��� ����� ����� �� ���������� ��� 1����
����� �� ��������� ������ �� �� �� �!�
���� ����� �� ����� ����� ���� 
������ ����
� ���� 
��������
� ����� ��� ������� �������� �� ������ ��� 
����
��� �� ��� ����� ����

������������� ��� ����
��� ��������� ��� ������ ��� ν ��� w ��� �����
���� ����� ���

$������ ���� ��� ������� ���� �� ��� �����
��� ���� ����� �� ��� ����� �������
��������� ���� ��� �������� �� ������ �� ����� �� 5�� #-% �� �� ���� ������ ���� ��� �����
ν � ������������ ���� �  ��� ��� ������

)�������� � ��� �� ��������� x0 �� ����
��� ����� �� � ������ ���������� ��� �����
���������� ����� ��� �� ������ 
��������� �� ��������� ����� ����� *�� ����� ���
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���������� ��� �������	�
� ����� ����� �� �
������� �� ��� ���� ���� �� ��� 
������������
�
������� ���� ��� �� �� ��

���

���x̂k+1 = x̂k +Kk{zk − h(x̂k)} ��� k�0, 1, 2, ...M ,

����� Kk �� �� n×N ������ ����� ��� ��
��� ���� �� M �� ��� ���!�� �� �����������
"� ��� ���� #����

� ��� ��
��� �
������� �������� �� ����
� ������������ ��� !� ���
�� ���� ��� ��
��� ���� �� ����� ��� �	��� ��� ������������� $��� ��� !� ���������
��� ���������	� ��������� ����� ��� ������ �������� %���
��� �� ��� ������������� ����� ��
��� ������� "� ��� ������� ���� ���������� ��� ����
�������
� ���
�&��� �

 �������������
$�� ���	����� �� ��� ��
��� ���� ���� '������ (� �� !��� �� ������������ ��
�������	�
� �� �� ��� �������
 ���� �� ��� )
����

$�� ������
 Kk ���� ������&�� ��� ���� ������ ����� �� ��	�� !�

�*�Kk = P−
k H

�

k (HkP
−
k H

�

k +Rk)
−1 ,

����� P−
k �� ��� 	������� �� ��� ������ �� ��� ���������� !����� ��� �������	� ����� ��

Rk �� N × N ������ ��������� ��� ��	������� ����� �� ��� ������������ ���� �������
��

�+�Rk = ,��(vk) .

$�� P−
k+1 �� �������� ��

�-�P−
k+1 = (I −KkHk)P

−
k +Qk ,

����� Qk �� �� n×n ������ ���������� ��� ��	������� ������ ��� ��� ����� ���������� ����
�� ������� ��

�./�Qk = 2,��(wk).

$�� ���	����� �� Kk P−
k  Rk �� Qk ��� ��	�� �� ����
� �� '������ (�

$�� �
������� ��	�
	�� �������	� ��� �� ��� ���� ��� �*� �� �-�� $�� ������������
�������� �� ���� �������	� ���
� ��� !� �	�������� ���� � ����
� ����������� �� �


������������� 0�� ����
����� ���!
��� ���� ���
� ��� !� ������� ����
 ���	������
����
�� ��� �!������ '� �� �
�������	� ��� ������ �������	� ������ ��� !� �������� ��
��� ����
���� ���������� xn P−

n  ���� ���	���� ���
������� �� ��� ������ ��� ��� ��
������
 ����������� '
�� Qk �� Rk ��� !� �1���� !��� �� ��� �����	� �����������
���� �� �!������ "� ��� ������� ���� �

 ������������ ��� �
��� �� � ����
� ��� ���� N
������������ ������� ���� zk = z �� � �������� 	����� ���� N �
������� $�� ���!��
�� �������	� ���
�� �� M �� k = 1, 2, ...,M ����� M �� �������!� �� ���������
� $��
�����
��� �� �������� �� �����	� � ���	���� ����
� ��� � ����
����� ���!
��� "� ����
���
� xk Hk P k �� ��������� Kk �� ������

(� ������� Rk = RI �� ��� �*� �� ���� ��%��� ��� 
������� ����
� �� R → 0 ���
�!����� Kk = H�

k (HkH
�

k )
−1 = (H�

kHk)
−1H�

k � '���� ��������� ���� ���� ��� ��� �� �� ����
�
���� ���� ��� ����
� �� �������
 �� ���� �� ��� ����
����� 
���� ������� ����� ��� ��� ����
$�� ����
� �� ��������� �� P−

k �� ����������
� �
�� ��������� �� Qk�

*
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��� "�� x̂0 	��
P−

0 �	#� �� �� ��+���� �� ��� "�

����!� ��&����� ���	��!��� "�� �������! ����� #	
��� ��
����������

,�� ������ ��	!� �" ��� *	
�	� +
���� ��� ������ ���
� �� Rk = �	�(νk) 	�� Qk =
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��� ��������� Qk 	�
 R

�� ��� ������� ��	
�� ��� ���	�� �� ��������

����Qk = 2p2xx� ���	
��� Qk = 0,

��� ���	���
� ��� ��������� p �� �� � ������ ��������
 ������� ���������
��� ������� �������� p �� ��� ����� ���������� �� � �	������ ���� ������� ��� ��

�	����
 ���� ���� �� ��� ���	����� ����� ��� ��� ����� ���������� x ��� ���  ���� �

������ �������� Qk ��� �� ������ ��� ��� �� ��� ��� 
����
��� �� ��� ���	���� ������
�	��� �� x0 ��� !������� ����� ���  ����
�� �� ��� ����� �������� ��������� �� ��� ����������
������
� �� ���� � �������� Qk ��� 	����������� ��� 
��� ��� ����������� ����� "�
��� ���������� ������
� ��� �������� xk �� �������
 ��
 � ������ �������� ��� Qk ��� ��
	��
� !���� �� 	�
���
 Qk �� ��� ���	���
� #��� ��� ��������� �� x ����� wk = px� ���
	� ���� x �� ���� ���	��
 �� ���� �����$�����
 ���� xk� ��� 	�
���
 ��	� ����� ��
%�� ��&� ���� �������

��'�Qk = 2p2(��(xk) .

��� Rk �� �� ��

��)�R(i) = v(i)I, i = 1, 2, ....U,

����� �� ���	��
 �� �� � ��������� �����$������� �� %�� �*�� ����� ����	������ �����
v(i) �� ����� ��

��+�v(i) = max|(���zN − hN(x̂
(i)
0 ))|],

����� ��$ 
�����
 �� ��� ��$��	� ��	�� ��
 U �� ��� �	���� �� ������ �����������
�� ��� �	������
 �����
� ��� Qk ��
 R(i) ��� ������ ��� ���� ��	�� ����
 �� ���

���	����� �����
��� �� %��� �,� ��
 �-�� ��� ����+ ��� �$��������� ����� ��� �

������ ���
.���� /��� �����
�� ��� �����
 	��� p = 0 �� %�� ����� ��
 ��� ������� �����
 	���
p = 0.01 ���� ����� ��� ������ ����
��
 
�������� ��
 ������ ���������� �� �����������
����� 
�0����� ��	�� ��� p� ��� ���� ��	�� ��� ������ �� ���� ����� ���� 1��� )�� �����
��� �����
� 	�� Rk ��

��2�R = [max|(���zN − hN(x))|]I ,

��� ��� R �� ��� ������ ��	���
 ������ ��� ��� �������� �� ��� 
�0������ ������� ����	��
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 ���
����
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 R �����	� k ��
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����������� 
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��� ��	��� �����
 �� ��� ���3����� ���� ��	���� �����
� ����� �� �������
 �� ������
Rk → 0 �� �� �� 
�������
 �� �	����� ��'�
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0
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�
 P−
0 �� �� n×n��
�� ���� �������� ��� ��	����� ����

��� ��
 ��� �

�
� ������� ��� ������� 	�
����
� xk ��� ��� ������� 	
������� 	�
����
�
x̂0 ����
� ��� �
�� ���
����� ���� �		����� ��� P

−
0 �� ������ ��

����P−
0 =  �
(x̂

(max)
0 − x̂

(min)
0 ) ,

���
� x
(max)
0 ��� x

(min)
0 �
� ��� ��� �����
� ���� ������� ���� ��� ���� �� ���

�������� ������� ������ ��
 ��� 	�
����
�� ��� ������ ��
 P−
0 �� ��� ��� �� ��� ����� �� ���
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0 ���
������ ��� ��
�����

������� ��� ������# 	�
����
� ��� ��� ������� 	�
����
��

��� ������� �� �������

� ���
! ��
 ��� ���
 ���� ������ ���� ��� 	�
�����#� �� �����
#��� 
������ ���
 �����

������ �$�%&� ��
 ���� ����� �� 	
������� �� ����� ��

����� �� ������� ����

'����� Q R P 0 $�%&

(���� ����
 � ���##�����
������

Q = P 0 �� �� )*� �+,� )*� �+-� )*� ���� .+�/.

(���� ����
 + )*� ��+� ���� p = 0 )*� ��-� )*� ���� 0/�./

(���� ����
 , )*� ��+� ���� p = 0.01 )*� ��-� )*� ���� 0/��.
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 ����� �*��
�� 111 / 111 2/�.,
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��� ����
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	� �� �������� �� ����� �� 	�� �������
������ ���	��� ��	�
�� ������
�� 	�� �����
��	 
� ����� 
� �
�� ��� �	 ��� !"�#$%�

��� ������
�� ���� 
� ������	�� ��� 	�� ������	
�
	� �� � ����	
�� �� 	
�& t&

!#'%ζ(t) = A−B

M∑
m=1

8

π2(2m− 1)2
exp{−(2m− 1)2π2D

t

L2
} ,

����� D 
� 	�� �
(��
�� ���)�
��	& ��� A ��� B ��� ��*���� ����	��	�� ��� ���� 
�
 ���� �� �
�*′� ��� ��
�� �������	  ������� ����
	
����

��� ����	��	� A ��� B ����
�� 	�� ����	
��  �	���� 	�� ������	��	
�� 
� 	��  ���
����� ��� 	�� ������	
�
	� 
� 	�� �
�	
���� ��	��� +�		
�� t = 0 �
���

!#,%A = ζ(0) + B ,

����� ζ(0) 	�*�� 	�  � 	�� ������	
�
	� ������� �	 t = 0� -� ��
�� h(t) = ζ(t)− ζ(0) ��
	�� ������� .���	
	�& 	�� ������
�� ���� 
� � 	�
���&

!"�%h(t) = B(1−
M∑

m=1

8

π2(2m− 1)2
exp{−(2m− 1)2π2D

t

L2
}) .

��� 	�� ���
�
�� ����	��	� D ��� B ��� ��	��
��� ��
�� 	�� /���� 0�	��� ����
��	�
�� ��� ����� 
� �
�� ��� �	 ��� !"�#$%�

�� 	�� �����
��	 
� ����� � ���	� 1���� ��	 �� "�� 0�	
�� ��������	� ����� �����2
�	�� ��	� 
� ���� �� ��������	�� ��� ������� ��	� 
� ������	�� ��
�� 	�� ����	 ����
3.�� !#% ��� !"�% 	� ����	� 	�� ��������	 ���	�� z� �� ����
�� ����
�	
� ����
	
���&
� ���
�	
�� 
� ����� 	� 	�� �	�	� �����	��� D ��� B ��� 	� 	�� ��������	�� �� 	�
�
���& � ����� ��
�� �� ��& 
��� |wD| < 0.05D ��� |wB| < 0.05B& 
� ������ 4� 	�� ���
���& ��
��� ν �� #��& ��� ��� #��� ��� 
������� 
� 	�� ������	�� ��������	� z& 
���

z = h(t)+ ν& ����� ν = q
1

N

∑
h(ti) ��� q �.���� ��#& ��� ��� #� ���	
�� 
� ��������

��� 	�� "$ �
(����	 	
�� �� ��������	� ���	���& 	�� wD& wB ��� ν ��� ���������	��
��� 	�� ��� � 
�
	� ����
	� 
� ����	��	 �
	�
� 	�� �

	� �� 	�� ������	
�� ��
��� 5��� 	��
��
��� ��� ���� ��������	� ��� ���������	��� ����&

!"#%1��!ϑi, ϑj) =

{
ϑ2
i 
� i = j

0 
� i 	= j
,

����� ϑi ��� ϑj ��������	 	�� �����	� �� ���� ��
�� ���	�� wD& wB ��� ν �	 
��
�
����
��������	� i ��� j�

5� � ������ ��� 3.� !"�%& 	�� ���� ���
�� �� 	
� ��
	 
� ����
���  � L2/D� 5
	��
��� �����
��	 ���	� ��� ������ ##�6 	
� ��
	�& 
���& 0 ≤ t ≤ 11.7L2/D �
	� ������	��
��������	� 	�*�� 
� 	
� 
�	������ �� ������ 0.0032L2/D�
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����h∗(t) = B∗ + f(D, t) ,

�����

h∗(t) = log {h(t)} , B∗ = log(B),

�	


f(D, t) = log

(
1−

M∑
m=1

8

π2(2m− 1)2
exp{−(2m− 1)2π2D

t

L2
}
)
,

����� ���� h∗(t)� � ��	��� ��	����	 �� B∗ ����� f(D, t) �� �	��	 �� �� ������ ����� ����
���� log(1 − e−x) → e−x �� x → ∞ �	
 ��������� f(D, t) 
����� ����	�	������ ��� �����
���� �	������	� ��� ����� ���� ��� ��	���������	 ���� ������� �� D �	
������

� ������� �	
 ��������	�

��� �������� �� ��� ������ �	 � � ��!� ��� ���
��
 �	 ���� ���� �� ��
��� ��� ���������	��
���� �� �����
 ���� ��� 	���� �� ���� m �� �� �����	 �� �� ����	
 �!! ���� ��
�����	 �	 �������� �� ""�"# �	 ��� �

�� �� ��� ����� �� t = 0� $����
� �� ��� ����	

�������	� �� t = 0.0003L2/D �	�� ���� ���� ��� �� ����
 �� �����	 ��� ��� ���������
%�� ������ ���� ����� ���	�� �� 
���� � �������� ��� ��� ��������	 �� ��� 	���� ��
���� �	 ��� ������ ����
 ��&� ��	��
������ ���������	 ���� '���&��� ���� ���� �� 	��
��� ������ ����� �	
 ��� ��� ����������	� ����� 	�� &��� ��� ��� ��	���	�� ����� ��
��� ��� ����������	� ����� �
� ���	� M = 200 �����

(�������	�� ��� ��	�����
 ��� �	��	 D �	
 B ���	� wD = 0.1D� wB = 0.1B�

�	
 v = 0.1zav ����� zav �� ��� �&����� �� ��� ��	�����
 �������	�� ��� zav =
1

N

∑
zi�

���	 ��� )���	 *��� ��� ���
 �� �����	 �����������	� �� D �	
 B� ���� ��� 
�	� *���
��� ��� 	�	+��	��� �
�� � � ��!�� �	
 ���	 ��� ��� ������ ��	������
 �
�� � � ����� ��
������ ��� �������� �	 *	
�	� ��� ����� � ���� ����� �� ��� ���
����
 �������	�� ����

�	 
�,���	� ����� ��������� ���	
 ���	� �
�� � � ��!� �	
 �
�� � � ���� ��������&����
��� ����� � ���� ����� M(x) ��� ���������
 ���	� � � �--�� ��� 	�	+��	��� �
�� ��&�
M(x) = 15% ����� ��� ������ ��	������
 �
�� ��&� .!#� %�� ��� �����	 �� ����� ��� ������
��	������
 �
�� �� ��&�	 �� �	
 ��� �
�� � � ��!� �� ���
 �	 ��� ��	��	��
 �	�������

$����	� ���� ��� �	�������	 �� ��� ��������� D �	
 B �� �	������	� ��� )���	
*�����	� ��� �� ��	&���� ��� �	����� &����� ���� ��� ��&���� ��
��� �� ��	���
�� 
�,���	�
��� ��� ���� &������ �� ������� ���� ���� ��	�� ��� ��	 � ���� ����� �� ���������
 ���
� &��� ��
� ��	�� �� �	����� &������ (��	 � ���� ����� ���� ������ �� ��� ����� �� ���������

�������� �� ��� �	����� ������� D0 �	
 B0 
������� ������
 ���� ��� ���� &����� �� D �	

B� �� ��������	� ��� �
�� �� ��&�� � ����� &������ �� �	����� &����� � ��� -!- &�����
��� D �	
 ��� ���� -!- &����� ��� B ��� ���
� ��� ��� ��&��� &����� �� D0 ��	��	� ���
0.001D �� 100D �	
 &����� �� B0 ��� 0.01B �� 100B� %��� - ����� ��� ��	 � ���� �����
��� ��� �	����� &����� �� D0 �	
 B0 ��� ��� ��	�������
 ����
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 ����
�� ������ ���	�� �� �� 
������

������ ��
����
 ���	�� D0/D ��� B0/B� ��� ������ �
� �� �� 
���� ��� ��
 ��
����
� ��� ���� ��

����	
������

������� ��	
 ��� �������	� ��� ����� ���� � ��� ��� �
��
 D0/D ���������	��
����� (B0/B)−2� �
� ������ ��� ������ ���� 	
�� 	�����	��� ���������� 	� 	
� ������
	��� �� 	
� ���� ��� ��� ����� ����
��� ������	���� ��� �� 	
� ������ �� ��� D0 ���
���� B0 	
� �������	 �� ���� ���� �
�� ����� 	
� ����������� ��	� �� ��� �������	 ������
�����	
� ���� �������� �� ��� ������� ����� 	�  � ������	 ��� ����������� �
���
 � ����� � �� ��	��� ����� �� ���	�� ����� ���� �� 	
� ����������� ���  � ���� ��� �� 	
�
� ��� ������ � �������� � ���� ������� ���� ������ ����� �� ����� ������ 	
� ���� 	�
D ��� B� �
� ����	 �� �	����� ��!������  � 	
� ����� �
����� ��� 	� 	
� �������	��
 �
����� �� "�� #$%&�

'�� 	
� �	��� �� 	
� (���� )	�� ����������	� z ��� ������	�� ��� $*% ����������	�
�� 	
� 	��� ��	���� 0 ≤ t ≤ 11.7L2/D� +� 	
�� �	���� D ��� B ��� ����� ������	����
 �	 �� � ��� ���� 	
�� ��� ��	 �����  �	  ������ 	�  � �� 	
� ����
 ��
��� �� 	
� �

������ ������ �� �	 �� ������	��  � '��� ,� � ���� ���� �����	��� �� ����������� ��	�� ���
��	�����	���

�
� (���� )	�� �� �	�����  � ��	
����� ,% ������	�� ���������	� 	���	
��� ���

���������	 
�� $* ����������	�� ��� ���
 ����������	 
�� ������ ������ �� �*- ���
������	��� ��� �,%-� �*%-� ��� �,%%- ��� ����������	�� �
��
 ����	���	� � ��������
���	 ���	�� zi� �.,�$�/������$*%� �
� ���	�� ����	�� �	�	� ����� �� ��� �
���� ���� 0.1D
	� 10D ��� D0 ��� ���� 0.1B 	� 10B ��� B0�

�
� ���	�� ������	��� ����� P−
0 �� ����	�� ��������� 	� "�� #,0& �� �����

#$/&P−
0 =

[
9.92D2

0 0

0 9.92B2
0

]
.
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��� P−
k �� ���	
�� ����� �� ����

��� ������	
 R �	� Qk

����
 R(i) �	���� 	�� �	����	
�� 	� �� �� ����� ��� R(i) �� 
�� ���	��� �	����
 ������
 ��

�� �	��	��� ������
���� �� �	�� ���� �� �	� ��	�� ������ �
��	
��� k�

��� � ��
 �� Qk �� �
����� �! ������

�"��Qk =

[
(Dk −D0)

2 0

0 (Bk − B0)
2

]
.

���� ��	�� 
�	
 Qk �����	��� 	� 
�� �
��	
���� �������� ��� �#���
�� � ��
 �� 
�	
 
�� ���$
�������� �	
� �����	��� %�
� �����	���� Qk� &���� �� �����
�� 
� ����� �� 
�� �����������
�	
��

����"	 ���%� 	 ����� ���
 �� 
�� ��
	���� �	���� ��� D1/D� ���� � �� ������ �� �
��	
�����
��� �	�'��� �×� 
�	
 	�� �������� ���% 
�� ��
	���� �	���� �� D1/D 	�� B1/B �����
(	��	� )�
��� ��� ��×�� ���
�	� �	���� D0/D 	�� B0/B� ��� ��
	���� (D1/D�B1/B)
��
���� 
�� �����
�� �	��� 	�� �#������ ���� ����������� ���
 
� �	'� �
 �� 
�� �	�� �	���
	� 
�� ����� ���
� ��� %��
� 	��	� �� 
�� )���� ���� "��*+ �� 
�� ��
	���� D1/D 
�	
 �����

� �	�� ���	
��� �	���� %�
� �� ��!���	� ��	����� ,��������
�!� 
��� ��	�� 
� ��������

�����
� �� �����%��� �
��	
��� ����� 
�� �#�����
�	� 
��� �� 
�� �� ����� ����� %���� �	��
�	��� ����
��� �	����� - �	��� �
�� ��� (	��	� �	��� Kk� ����� 
� �� 
�� ��	���� %���� �	�
�� ������ 
� �� ��	�� �! 	������� R �	���� ��
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���� �� ����� ���� �� Dk �	 � �
����� �� D0 ��� B0� ��� ������	 �×� 	��� ��� ��	��� �� ��� ��	
����
Dk ��� Bk ��� ��� ���� ���� 	������ ����	 � ��� ������ ��� k = 1 �������� ��� ��� k = 20 �������	�
��	�	 ��� �� ��� ��� ���������	 ��� ��! ��� ��� ���	
������	�
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������ ����	
 �� �� ��� R ����� �	������� ���� ��������B2 �� ���B2� ����� ���� �� ����	�
�� �	������ �� �� �� ��� R �	������� �� �B2� ���	 �� ������ ���� ����	
 ���� �����	����
���� ������ ������ ��� R� � �������� �����	 �� ���� ���  ����	 ���	 ���� ������� ����� ��
��� R ����� �	��������
!�� �"��� �� R �	 ���	
��
 
�������	� �	
 ���	 ������ ��� ����	 �	 #��� ��� !��

$���� ����� ���� ��� ���	
��
 
�������	 
�������� �� ��� R �	������� �	���� R = 1.5B2�
���	 �� �	������� �����%� ���� ��� ���	 ����� 
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R ��� ����� ���	�
 � ������ vs ������ ��� ������� ������� ���	� ������ ����	�����
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�� ��������� 
 h(x0)
 ��� ���� ������ ���������� �� ����� ��
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����� s �� ��� 	���� �� ������ ����������
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�� �R = max(vs)I.
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	 Q� ���
������ ���	� ��� p = 0� ��� ������ ���	� ��� p = 0.01 � ��� ��� ������	�� �	��� �����	� �	���� !��
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��� B0 ���� ���� �	�������� ������� �	� ������	� D50 ���� )��'�� *���� 
��� p = 0! )��'��
*���� 
��� p = 0.01! ��� �	�+������ ����� �,������ (��� '�#�� �� �� �%%�	%����� '���	� �	
�����'��� ������	� �	������� �� ��� � ������ ���	�'���	� �� ���� 	� ����� �� � ����� �������	�
�� ��� %���'�����! ���� �� $	�� �� �� ��+�	'	����	�� '�������� ���	! �� �%���� ��� ����
	� �	���������� (�� )��'�� *���� 
��� p = 0.01 '���� $� � �		� ��	��� �� ��� � ������
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������ ���	�� p = 0 ��$$ ���� �#���

������ ���	�� p = 0.01 ���� ��$$ �#�$$

��� ���	�� �	��� �!���	� ���$� ��$� ����"

���	� %��� p = 0 &���	��	� �� ���' ��(	�	�� )����� %��� ����� ������ ���� ��	)� %��&�
�	��� ���	 ��	������� ��	 �		�	� *�� &���	��	�&	� +� ���� ��	 ����	��	� �	���� &�� ,	
�))��	� 	(	&���	�' *�� ,��� ���	 ��� ��-&�	�� ��*�������� �,��� ��	 �		.��� )����	�	���
��� &�� ,	 �))��	� *�� � %��	 ����	 �* ������� )����	�	���

/�	 ,	������ �* �	�� �!���	 	���� *�� � �	�	&�	� �	�� ,����	 ,��	 ���)�	 �� *���� ������
��	 ���	 �� ��	 �	�	���	� ��	 �� 0��� �� /�	 ������� )�	��&�	� )����	�	�� D0 ��� B0 ��	
&���	� �� ,	 41 × 41 &��,��������� %��� 0.001 < D0 < 0.1 ���1��� ��� 6 < B0 < 600
μ1��� %��&� &������&� � ����	 &��,�������� ,	�%		� ��	 ������� )����	�	��� /�	 �������
)�	��&�	� )����	�	�� 	���� P−

0 � &�������&	 	���� *�� ��	 )����	�	�� Q� ��� &�������&	
	���� *�� ��	 �	����	�	��� R ��	 &���	� ,��	� �� ,��� ����	��	� �	���� ��� ��	�	
&��,��������� 0��� �� ���%� ��	 &���	��	�&	 )��� *�� ��	 �%� )����	�	�� D ��� B ����
�,����	� ����� ��	 ����	��	� ������ ���	� *�� ��	 �	�� ���)�	 �*�	� �� ��� #�� ��� �#�
��	��������

/�	 ������� )�	��&�	� )����	�	�� ���� ���	 &���	��	�� �	����� *�� Dk ��	 *���� �� ,	
����� *��� ��	 &��,�������� ���� &���	��	� ������ � �)	&��& ���	 �*�	� ���	 ��	������� ��
�� �� ��� #� ��	������� 2�		 0��� ��3� 4����� ���#� �* ��	� &���	��	� �� ��	 �		.��� �� 
.��%� )����	�	�� D = 0.0144 ���1��� ��� B = 73.602 μ1�� �*�	� #� ��	�������� %���	
��	 "�#� �	*� &���	��	� �� ��	 ���	 )��&	 ������ �*�	� �#� ��	�������� ���� ������ ����
��	)� �� ��	 "�#� ����� ,	 � )����,�	 �	���� *�� ��	 ���%�' &���	��	�&	� /�	 &���	��	�&	
���	 �� 	5)	&�	� ���&	 ��	 �	�� �!���	 	���� ��� �����	� ����	� ����� ���� ���	 �� ���%� ��
0��� ��

/�	 &����&�����' �	���� ���	 *�� ����'��&�� ���	� 6!� 2��3 ����� D ��� B �,����	� ,'
��	 ����	��	� ������ ���	� ��� 	5)	���	���� ���� *�� ��	 �	�� ���)�	 �� ���%� �� 0��� ���
/�	 ����	 ���%� ���� ��	 ����'��&�� *��&���� ��� �	�' %	�� %��� ��	 	5)	���	���� ����
�&&��)���	� %��� �	�� �!���	 	���� �* ���# 2μ1��3��
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1* �2Φ = (z − h)�(z − h).

3# ������ ��� 	��������� �� Φ ���� ��
��� �� x �� &���� � 
�� �� n ��������
 �
 �!�����	�

1* +2
∂Φ

∂x
40 ⇒ H(x)�{z − h(x)} = 0 .

5�
������ �� (�� 162 ���� (�� 1* +2 ����
 ��� ����������

1* 62H�{z − h(x̂k)} ≈ H�H(x− x̂k) .

.����	�	 ���� ��� n × n �����7 H�H �
 ��� 
�������� ��� �!����
 ��� ��������� ���7� 
�������

1* 82x ≈ x̂k + (H�H)−1H�{z − h(x̂k)}.

��� ������ 
#
���
 ��� 9���!��� H �
 ��	���	��� �� x� ����� ����
 ��� 
������� �� (��
1* 82 �7����
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��
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����

��� ������	� 
� ��� ���
� 
� ��� ��������� ���
��� P−
k � ��� ������ P k� ��� ��������� ������

���

�����P−
k = ���(xk − x̂k−1), ��� P k����(xk − x̂k) .

��� ���	��
� ���(a) � �� l × l ������ ���� ��� ������� αij ����� �� ��� ��	�
� a =
(a1, ...al)

� � �
��
�� 	� �!
����� ��� "������� �#$%�

���&�αij = '(xixj)− '(xi)'(xj) ,

����� E(ϑ) � ��� ������	�� ���� ����� 
� ��� �
	����	 �������� ϑ "��	�� ��� �����	�
P k ��� P−

k−1 ��� �������	 ���� ��� ������
� n× n 
(��� ') ����� ��� �&�� � ������
� ������� P−

k ��� P k � 
������� ��

���%�P−
k+1 = ���(xk+1 − x̂k) = ���(x+ wk+1 − x̂k) = ���(xk − wk + wk+1 − x̂k)

= ���(xk − x̂k) + ���(−wk + wk+1) = ���(xk − x̂k) + &���(wk) = P k +Qk.

����� Qk = 2���(wk) � �� n × n ������ *
�� ���� ��� 	
������	� 
� ��� ���
����
��	
�������� )�������� (x− x̂k) ��� wk ����	������ ������ 

+� ��� 
���� ����� ���������� x̂k �� ') ����� �� ���� ') �,�� P k 	�� �� �������
�

P k = ���[xk − (x̂k−1 +Kk{zk − h(x̂k−1)})] .

-����	��� zk �		
����� �
 ') ��� ���� �


P k = ���(xk − x̂k−1 −Kk{h(xk) + vk − h(x̂k−1)})
= ���(xk − x̂k−1)−Kk!
��h(xk)− h(x̂k−1), xk − x̂k−1)

− !
�(xk − x̂k−1, h(xk)− h(x̂k−1))K
�

k +Kk���(h(xk)− h(x̂k−1))K
�

k

+Kk���(vk)K
�

k ,
���.�

����� ��� ���	��
� !
�(a, b) ���� ��� 	
������	� 
� ��� �
	����	 ��	�
� a ��� b ���
���	��
� !
�(a, b) � �� m×m ������ ���� ��� ������� αij ����� �� ��� �
	����	 ��������
a = (a1, ...am)

� ��� b = (b1, ...bm)
� � �
��
�� 	� �!
����� ��� "������� �#$%��

���$�αij = '(aibj)− '(ai)'(bj) .

/� � ��� ���� ��� 	
������	� ������� ��� ������� 
� h(xi) ��� vk �
� ��� i ��� k
������ ��� ����
� ���� �� ') �%� ������ h(xk)− h(x̂k−1) = Hk(xk − x̂k−1) ����� ��

���,�P k = P−
k −KkHkP

−
k − P−

k H
�

kK
�

k +KkHkP
−
k H

�

kK
�

k +KkRkK
�

k

= (I −KkHk)P
−
k (I −KkHk)

� +KkRkK
�

k ,

&.



����� Rk �� ��� �	
������� ���	� 	 ��� ������������ ��� �� N × N ������ ������ ��
	��	��

�����Rk = ���(vk) .

����� ��� xk ��� vk ��� �������� ���	��������� P k ���	��� � ����	��� ������ ����
�	������ ���	�� ������� ��� ���������� ��	�� ��� ���� �� �������	�� ��� Kk ���� ������ ��
��� ���	� ��� �� 	������� �� ��!��� ��� ����
���
� 	 ��� ����� "�(P k) ���� ������� �	 Kk

��� ������� �� �#��� �	  ��	$ "�!��� ��� ����� 	 ��� ���� �#������ �� %#$ ���&� ��	
����

���'�"�(P k) = "�(P−
k )− "�(KkHkP

−
k )− "�(P−

k H
�

kK
�

k ) + "�(KkHkP
−
k H

�

kK
�

k )

+ "�(KkRkK
�

k ).

(���� 	��	���� ���������� 	� ��� ������ ������ �$ �)������� ��� )�������� *++'�

���,�"�(P−
k H

�

kK
�

k ) = "�(KkHkP
−
k ) ,

∂"�(AC)

∂A
-CT ���

∂"�(AFAT )

∂A
-2AF .

"�� ���� �#������ ��#����� ���� ��� ������ F �� ���������$ "�� ����
���
� 	 %#$ ���'�
���� ������� �	 Kk ��� �� �������

���.+�
∂"�(P k)

∂Kk

= −2P−
k H

�

k + 2KkHkP
−
k H

�

k + 2KkRk.

"�� 	������ Kk ��� �� 	������� �� ������� ��� ����� ���� �� %#$ /��.+0 �	  ��	 ��
����

���..�Kk = P−
k H

�

k (HkP
−
k H

�

k +Rk)
−1 .

"�� P k ���	������ �	 ��� 	������ Kk ��� �� ������� �� �� %#$ /��.*0 �� ������������
%#$ /��..0 ���	 %#$ ���&� �� ����

P k = (I −KkHk)P
−
k + {−P−

k H
�

k +Kk(HkP
−
k H

�

k +Rk)}K�

k .

(���� %#$ ���..� ������� ��
��

���.*�P k = (I −KkHk)P
−
k ,

��� �	���#������

���.1�P−
k+1 = (I −KkHk)P

−
k +Qk .
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��� ������� ���� ���� ��� �� � ��������� ��������� "�������$ ()�$ �������� !�� �

�����$ ���"� �� �������� �� �� ��*"����� ���� !�� ��� ()� ���� �� ��%��� ���� ��� �������
�� ���� � !���� "������� "��"��������� �� �"���#�� ���� +������& + !�� �������� +!���
,������ �� ��������� ����� !�� ������ � ��"����$ ��� ������� ���� -���� ��������� �� ���
�� �! ��������� ����� ���"� ������ ��� ��������� ��� "������� ���� �� ��%��� ������� ���
���� �� ��� ���!�"� ����� ��� ��"��� ���� ��� ����������� ������ ��� "����"��#�� ��
��� ����������� ����� ��� �������� ��"� ��� ��"��� ����� � ��#��.�� �	� "����"��#�� 
����� !��� /������ ������� ��� ���������� ��� �� �""���" �! ����0 �! ��� ��������
#����� ��� �1������� ��� "��������� �� �� ◦) ��� ������ ��������� ���������� ��� ��
�������� ��� ����������� ���� � "����� �! "���������� ��� �������� �� ��� �����#�� �2�	 ◦)�
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!������ �! ��%����� ���� ��� ������������ ���� ��4�� �� ����� ��%����� ��������� �� ���
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��� ������ ������	��� �������� ������� �� x 	
� �������� ����	�� � �����

� !D(x) = Do(1− x

L
) +D1

x

L
,

�	
 Do > 0 ��� D1 > 0� �
��� Do ��� D1 ��� 	
� ������ ������	��� �	 	
� �����	���
��� �����	��� �������� ������	�����

�
� ������� � � ���	������� ���� ������ � � "��	���� �������	� ���	��� �
�
�����	��� ��� �����	��� �������� ��� �� �����	� ���� �� 	
� ������� �	
 ������� �����
	
� x#��� ����� 	
� �������	� ���	�� �
��� � ��� $!� �
� ������� ������� 	
� �����
0 ≤ x ≤ L� �
��� x = 0 �	 	
� �����	��� ������� ��� x = L �	 	
� �����	��� �������� �
�
�%� �� 	
� ������� � �# ��� %#����	���� h ��� b� ����� ���� ������ 2L 	� ������ 3L�
���� �����  �
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� x#�������	� ��� ����&���	�� ��#
������ �� 	
� ���	�� � 	
� y − z ������ ���� 	
� �����	� ������	��� D = D(x)� '	 �
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��� ��� �
��
�������	
� 	� � �����	
� 
� x ��� ��� �	��� t� 
���� �� 	� ������� ���� ��� ������ 
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 !"
∂C(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(
D(x)

∂C(x, t)

∂x

)
,

����� C(x, t) ��������� ��� �
��������	
� 	� ��� ���	����
��	�	����� ��� �
��������	
� 	� ��
��� �
 �� �
������ 	� ��� 	����	
� 
� ��� ���	����

	����

 #"C(x, 0) = C0, �
� 0$x$L �� t%0.

&��	�� ��� ������������� ��� ���	��� 	� ����� 	� � ������ ��� ��� 
����	�� ���
�	��
����������� 	� ��� ������ '	��� ��� 	
�� ��� �	����� 	� ��� ����� (
���� 
� ������ 	� 	�
���	�(�� ���� ��� �
��������	
� 	� ��� ������ 	� (��� �	���� ������� �� 
����	�� ���
�	��
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 ���� ��� �
��������	
� �� ��� �
�����	�� 
� ��� ����� ��� �� ������� �
 �� �
��������
)��
� ��� �
������ �
��	�	
�� �� x = 0 ��� x = L� ������
��� ���
��

 *"C(0, t) = C(L, t) = 0, �
� t≥0 .
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 ,"C(x, t) = X(x)T (t) .
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�	��� ��� ���������� �� � �
������� ���� �
� �
�(��	����� �������� �
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= −λ2 ,
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∂x

(
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)
= −λ2 ,
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 2"T = ke−λ2t ,
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����D(x)
�2X
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+D′(x)

�X
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+ λ2X = 0 ,

����� D′(x) �� 
�� ������
��� � D(x) ��
� ������
 
 x� ��� �� ����
 � 
�� !�����" 
���
�� ������ 	� �#	�
�
#
��" X(x) ��
� U(ξ) #���"

����ξ(x) =
2L

D1 −D0

√
D(x) �� 0≤x≤L .

��� 	
���� ��� ���� ��� ��� ���� 
��
� ��� ���� �� 	�����
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�2U(ξ)

�ξ2
+

1

ξ

�U(ξ)

�ξ
+ λ2U(ξ) = 0 ,

����� �� ����
�%�� �� &����!'� ��(����
��! ���� ��� �!#
�� ��

��)�U(ξ) = R1J0 (λξ) +R2Y0 (|λξ|) �� ξ(0)≤ξ(x)≤ξ(L) ,
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���� ���! ���
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J0 (λξ(0)) Y0 (|λξ(0)|)
J0 (λξ(L)) Y0 (|λξ(L)|)

][
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R2

]
=
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0

0

]
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�� �
 λ = λn� - ���
�����! �!#
�� ���#����

��/�J0 (λξ(0))Y0 (|λξ(L)|)− J0 (λξ(L))Y0 (|λξ(0)|) = 0 .
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� λ = λn � ��� ��/� ��� #��� 
 "�����
� � ���!�
� ���
�� � �
�"��!
�#��
��� �� 
�� ��"�� 0 < x < L� ��� �!#
�� cn �� λ = λn� #���" ���� �/� 0� �)�
	�����

��1�cn(x, t) = [J0 (λnξ(0))Y0 (|λnξ(x)|)− J0 (λnξ(x))Y0 (|λnξ(0)|)] e−λ2
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����C0 =
∞∑
n=1

Qncn(x, 0) .

�� ��	
������ �� �� ��������
�� �� �� �������� cn(x, t) �� �� �� ������
∫ L

0

cn(x, t)cs(x, t)�x �������� �� n 	= s� ����� ��� ����� �� ��� ���� ��� ��
�	
��� ��

cn(x, 0) ��� �������� ���� �� �	������ 
����� L� ����� �����

�� �Qn = C0

∫ L
0
cn(η, 0)�η∫ L

0
c2n(η, 0)�η

.

!�� �� ���	
�� ��
���� �� ���� ��"� �#� � � �� ��� �� ����
������ �� ������
M � �� ���� �� ����	� ���� �� �	������ ��� �� ��
��
��� �� ��

����

�$%�M = bh

∫ L

0

(C0 − C(x, t))�x = bh
∞∑
n=1

Qn

∫ L

0

{cn(x, 0)− cn(x, t)} �x .

&������� �� � ��� ����� �� cn(x, t) = cn(x, 0)e
−λ2

nt �����

�$��M = bh

∞∑
n=1

Qn

∫ L

0

cn(x, 0)�x (1− e−λ2
nt) = bhC0

∞∑
n=1

(∫ L

0
cn(x, 0)�x

)2
∫ L

0
c2n(x, 0)�x

(1− e−λ2
nt) ,

����� b �� �� ���� ��� h �� �� ����� �� �� �	������ ����� ������� ��� ���������� ��
�� 
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����� ��� 	���� �� ��� ����	�� ���� �� ���	
�� &����
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�� ��������
� ���������� ζ0 	����� ��� ��� �� �
�� �������� ���� ��� �����������
ζ� �� ��������� ��

�$$�ζ = ζ0 +B′ M,

����� B′ �� �� ���������� ����� �� �� ��� �� ���������� 	�� ��
� �� ���� �� �� ���'���
��� ����
 �� ���
���� ������ �� ���� ��"� $�� $$�� ��� �� ������
� �� ��� �$�� ���

����� �� �		����) *�
+�� ������������ ���,����������
 ������
�� ��� ��������� �� ��

���-

�$.�pn =
2λnL√
D0

��� m(1− D1

D0

.
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��� ���
� ��� ���

 ��
��� �� m� ������� �� �������� λnξ(x)
�� �� *����
 �������� ������ ��
����� ���� �		����) / ��� � ���� ����
�� ������	�����
��� ��� � �� ��
��� ��

�$0�ζi = ζ0 +
B

L

∞∑
n=1

Fo

F1 + F2 + F3

{1− exp(−p2nD0

4L2
ti)} ,

����� ζi �� �� ���������� ��� ti �� �� ��� �� �� i-� ����������� ζ0 �� �'�� �� ��
�����
 ���������� � ti = 0� B = B′C0bh� pn �� ����� �� �		����) /� ��� �� ������
�
F0 � F3 ��� ����� �� �		����) *�

�
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������ ��	 	
�	���	�� �	����	�	��� ��	 ������	� �� � ���	 �	��	��	� ��	 �	���� ��
����	��	� �� � �	���� z = {z1, ...zN}� ���� N �	����	�	��� �� ��	 �������������

��	�	 �	����	�	��� ��� �	 ��	����	� ����� ��� ���  ��� �����	� �� ��	 ���� �� �
�	���� ���� � ����	� �� N ��	�������� ζ = {ζ1, ...ζN}�� ��	 ��	������� �	���� �� � ��������
�� β ��	� ζ = ζ(β) ��	�	 β = {D0, B,m}� ��	 ��	 ��!���� ���	� �����	�	�� �	��� ��	
��"������� �������� D0 �� ��	 	�����	�� ������	 ��	 ������������ �����	�	� B ��� ��	
���#���	������� �����	�� �����	�	� m ��� ���� �$  ��% ��� ��� �

&	����	�	��� ������ ������	 ����	����� ��� ���#����	����� 	����� ��	 �� �������	�#
������ ��	 �����	�� ���	�������� ����	 �	��������� �	��	�����	 '���������� 	��� (���
��	������� ��	�	 �� ���	 �� �	�� ��"	�	��	� �	��		� ��	 ���	� ��� ��	 �������� ����	��	��
)��	� ��	�� ���������� ��	 ���	� ����� �	 �	��	�� �� ��	 �	��	 ���� z = ζ(β) ��������� ��
��� ��� � *��	�	� ����� ���� ����	����� ����+��	��� �� ��	 ���	� ���� ���#����	�����
����	 �� 	
�	��	��

*	�	 �� ���	��	 �������� �� �	�����	� �� ������ ��	 ���	���� �����	�	�� β� ��	 ���
��� �� ���	�� �� B ��� ���#���	�� �� D0 ��� m ����� ���������	� ��	 ���	��	 ���������
*	�	 � ,����� -��	� �� ��	� ��	�����	�� �� ������ ��+��	���� �������	 	������	� �� β� ��	
�	���� �� �	���	� ���� ��	 �	���� �� �	���#�����	� ���� ��	 ������	� ����	��	��	 ���	
����	 �� ��!	� ��������	 �� �� ������� ����������� �	������� ��	 ���#����	����� ����	�
.��� ����	 ���� ����	 ������ ��	 �	����	�	��� ��� � ������ ��������� �� ��	 ���	����
�����	�	�� ��	 ������	�	� �� ��	 ,����� -��	��

��	 	������	� ���	���� �����	�	� �	���� βk �� �����	� ����� ��	 ��������� ���������/

��0 βk+1 = βk +Kk{z − ζ(βk)} ,
��	�	 Kk �� � 3×N �����
 �	���	� ��	 ,����� ����� ��	 Kk �� �����	� �� 	�	�� ��	������
����	 �� �������

��1 Kk = PkH
�

k (HkPkH
�

k +R)−1 ,

��	�	 Pk �� � 3× 3 �����
 ���� �������� ��	 ���������	 	����� ��� ��	 �����	�	�� ����� ��
�����	� ��������� ��

��2 Pk+1 = (I −KkHk)Pk +Q .

��	 �����	�	�� Q ��� R ��	 ��	� �� �����	���� ��	 ���	������� ���� �� ��������	� ��
��	 ����	� �.���� $34% � ��	 �	�	��� ���� �� ��	 ,����� -��	� ��	� � ������ ��������	
����������� �	������� ��	 ����	 �� �	�	����	 Q ��� R� *��	�	� �� ��	 ��	�	�� ��������
Q ��� R ��	 ��	� �� ������ �����	�	�� �� ���	�����	 ��	 ��	�������� ��	 �����
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����� ��� ����	���� ������� �	���	� ���������� 	� 	��������� !	���	� ����������
��� 	�������� ��	� ��� �����	��� ����� "#� ��$�� %���� ��� �����	�� ���������� ���
������	�� 
� &���� '����	� �� �(���	����� ����� )�� �	���	� ���������� ��� ����
�� 
� (12.8 ± 4.7) × 10−11 �� (5 ± 3.5) × 10−11 ��*� �� ��� �������� �� ���	������
�������� �������	����� )�� ������� �	���	� ����� 	 ��� �	���� �� ��� 
�� %��� ��� 	
%��� �������� %	�� ����	��� %��+ �,	 �� ���� ���-. /�� �� ���� ���0. ,	�
��� �� ����
���$�� ��+	� �	����� 
�� �� ������� 	�� ���	�����	��� )�� ��� �#���� ����� ���	��
���� 0.06× 10−6 �� 0.183× 10−6 �μ1*���� )�� ��������� ����	���	��� ����� ��� ����
�	���� ������� �	���	� ���������� ��������� �� 	������� � �������� 
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�� ������� %	�� ���� ���� ��������� ����� ��� �������
���% ���� ��� 
����	�� �� ��������	� 	�	�� ��� 
�� %��� �� 
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��	 ����� ��� λ �� � ! ����� ��	 ������	 ���	��
���"! #� ��$ ���	�	�$ %���� ���� ��	 �����
��	 2nπ ��� � 
������� D$ �!	! ��� m = 0$ 
�! �����%$ �&�'�! (��� ��	 ���	�)� �� �� �
���� ��	� )	���������� �� Pn ��� ����� m ��	 �	���� �� �����	� �� ��	 ����

���*�Pn = 2nπ(1− m

4
η)

��	�	 n �� ��	 ����	� �� ��	 ���� �� η �� � ��
��� ���� 
���	
�� ��	 �	���� ��� � 
�������
�+����� 
�	,
�	��! ��	 �	����� ��� n = 1 �� 10 �� ��� �+	�	�� 	-�		� �� ��������� ��
D(x) ���� m = 0.9,0.7, 0.5, 0.1, 0.01 ��	 -��	� �� ����	���!

����� ���	 η ������ ��	 
���	�� m

m .!& .!� .!' .!� .!.�

η(n = 1) �!'�/& �!0�*� �!�1�& �!.*�� �!..*�

η(n = 10) �!'*.. �!*&*/ �!���� �!.*�/ �!..**

��	 �	���� �	�	��� ���� ��	 	���� ����- � )	�����	 ����	 �

����- �� � ! ���*� ����
η = 1 �	�� �� �� 	���� �� �	�� ���� �1!*2 ��� m < 0.5!
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� ���� �������������� ������� �� ������������ �� ���� �	� ��!�

������ �� ��� "������� "�� �������� #�� �$$
� %����������� �������������& ��'����� ��
������������ (��) ������� ������� ��'��� �� ������ *����������� +����������� �� ��� ,����
������� -& ������������� ������� ��) ��.�������. �������� �/� �	
$��� �0$	 �000�

����1� ��� 	
�2� +�� ����������� �� )�3������ 45���)& ������)���
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������:�)���'� ���� ����)�����. ������� <������������ ������� �� ����)� ��) ����������
0
 �	2�� �$!2 �$
��

"���8:������� #�� "�����:-8���� ��� =����� ��� >�����?� #�� �$$2� <�(����� �� ��������
.� ��8� �� ��� ������ �� ���. ���� ������.& � ������������ ���)�� ������� �� �������:
���� �����.� ��2 �	�� 	$2 		
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� +�� )���)���� �� ������ )�3����� ��
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 �2�� $2�/$	�
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Eb

ν = 0.3
h Δu

σ1h/EbΔu
a/b = 1.5

σ1h/EbΔu = 1

σ1h/EbΔu a/b = 1.5
x1

σb = EbΔu/h
σe/σb = Ee/Eb σe√

Ap/hw < 0.3 √
Ap/hw = 1



���� ��� �������� 	
��	�� ���	����� ������ σe/σb ��� ����� � ��� � � �◦�� � ��� 	� � �×� ������
����� 	� �� �� �� ���� �	����� 	� ��� ����������� ����� � �� � ��	���� ����� ��� ������� ���� �����√
Ap/hw� σb �� ��� ������ �  �� ������� 	 �����

���� ���� ��� �	
� �� �
	���� ��� ����
� �	������ �	���

��� 	������� θ̃E �	
 ����
���
√
Ap/hw ������ �� ��	�� �� ��� ��� �� ��	�� �� ���

��
�� ��� 
������� θ̃E �� ��������� 	� ��� �	
� ������ ��
���
� θ̃E ���
����� �� ��� �	
�
���� ���
����� ����� �� �� �������� �	��� ����� 	� ��� ������ 	� ������	�
 	� ��� ��
���
���� ���������� ����
���� �� �
���	�� ��
�
����

��� 	������� θ �	
 ��� ���� �	
�� � �	 !" ��
��� ��� 
���	 a/b �� ��	�� �� ��� �#�
� �	���� 	� ����
�� 
������ �
� 	���
���� $	�� �
� �	
 ��� ������
 �	
�� � ��� % ����
��� �	����� ��
��� �� ��	� ��� �	���� ���� 	� ��� �	
�� ����� �� b �	
 �	��� &� �� '�	��
�
	� �
��' ��������� ���� ���
� 
������� �� ��� ���
	�����	� 	� � �
��' �������� �	
 �
�
��' ���� �� ��
����� ���� ��� �	���� ��
����	� ��� 
������ � ������� �� ��� �
��' ��
��
���������
 �	 ��� �	���� ��
����	�� ��� ����� 
����� �	
 � �
��' �� θE = π/2� ���
'�	�� 
����� θE = 8/π �	
 � ��
����
 �	
� �� ����� �	 ��� ��� ��� 
����� �� 	������� ��
���� ��� ��� ���������� �	����	� �	
 �� ������� ��
������ ����� �	�� ���� � ��
����
 �	�� ���
()��'����������� �*+,- �	
 �	
�� ���� a > b ��� �	����� ��
��� �� ��
����� ���� ��� �	��

��
����	� a ����� ��� . � (,/-� ���� ������ ��� θE� 	��� ���	���� ��� ���� ����� b� ����
������
����� ���� ��0����� ��� 
������ �� ��� ��� 	���
����

� ��������	
 �������

��� ����	� ��  ������� �� ������� ��� ����
�	����	� ������ �� 	� � 
��� ����� �	
 ������	�
�	�1����� ��� ������� �	������ ��� �	
	�� 
��	� 	� ��� ���� �� ��� 2 �� ��	���� ���

��	� �� 
��	����� �� ��� 
��	� ���� �����
�� �	
�� � ��� � �	 ��� ��
'�� ���� ���

�3



���� ��� �������� ���	
� θ̃E �
� �
�� � ��� � � �◦�� � ��� ��� � �×� �
��� ����� ��� �� 	
 �� ��	�

������ � 	�� �
����
����� �
�� � 	
 � ������ ����� �
� �������	 �
�� ���
√

Ap/hw 

���� ��� θE ������ ��� ���	� ���
� a/b ��� 	����  �� �� �
�� ������� �×�� ��� θE ��� �
� �����������
	���� �
�� �
�� ���
�� a/b = 2.5, 2, 1.5, 1, 0.5, 0.67 ��� ���� 	�������� ���� �
�� ������� ���� ��� �
��
������ 
� a 
� ��� �
����
�� �� ��� ����� ��� ����� �
�
� ������ �� a/b →�� 
��� ��� � 	��� ������ 
�

θE =
π

2
�� 
��
������

��



���������	 
�������� �������� � ����� ������� ����������� ��� ��������� ����� ����� ��
����� ������������� ��������	 ��� ��������� ������� ��������� ��� ����� ��  � De,��� =
1.033Db �� ��� ������ !x1" ���������� ��� 1.071Db ��� ���������� !x2" ���������	 ���� ��
�������� ���� ��� ������������� ������#�� �����������  $ ��� %#	 !�&" ���� ��� ������
De,sup = 1.030Db� ��� 1.068Db �� ������ ��� ���������� ���������� ��������'��$	 ��� �����
���� �� �� ��� ���������� �� ��� ������� ��������� �� ���  ��� Db	 ��� ������'� ����������
��� �� ��� ������������� ������#�� '����� ��� ����� ������� ������������ ��� ������� ��
��� ������ ��������� �� 0.03/0.033 = 0.91	 (� ��� ���������� ��������� ��� �������������
����� �� 0.068/0.071 = 0.96� �	�	 �� ��� ������ ��� ���������� ���������� ��� �������������
������#�� ��'�� �� 9% ��� 4% ������� ���������� ���� ��� ����� ������� ������#��	 ���
������ �����  � ���� ����� �� �� �����������  ������ ��� ����� ���� �� ��� ����$ ��������	

)�� ��� ������� ������� ����� ��� ����� ������� ����������� ��� ��������� ����� ��*�&
������� ������������� ��������	 ��� ��������� ������� ������� ��� ����� ��  � Ee,��� =
0.895Eb �� ��� ������ ��������� ��� 0.955Eb �� ��� ���������� ���������	 ��� �������������
������#�� ��'�� Ee,sup = 0.889Eb �� ��� ������ ��������� ��� 0.948Eb �� ��� ����������
���������	 ��� ����� �� ��� ���������� ��� �� ��� ������������� ������#�� �� 6% ��� ���
������ ��������� ��� 16% ��� ��� ���������� ���������� ������ ���� ��� ���������� � ������
���� ��� ��� ����� ������� ������	 ��� ������ ��� ����� ��������� ��������� �������
��������� ��� ������� ������� �� ��� ��� �������� �������� �������	

��� ����� ���� �� ����  $ �������� ���� ��� ����� ��� ����� ����� �� �� ��������������
θ ��� ��� ������� ���� ��� �� �'����������� θE ��� ��� ������� ����	 ���� ����� ���� ��
��� ��������� �� ��� � ������ ������ ��� ����� �� ����� �����$ �+����� ��� �������	

� �������	���

,������������ ���������� ��� ����'�� ���� �����$ ����������� ������� �� �������� �������
����	 ��� ������� ���� �� ��$����������$ �+��� ��� ������������ ������ �� ���� �� ��������� �
������ ��� ��������� ������������ �� �������� ���������� ��� ������� ��� ����������� ��
�������$ ������ ���������	 ��� ������� ��������� �� )��- ′� ��� ��� ��� ������� �������
�� .��-�′� ��� ��� �������	

��� ������ �� �'������� ��  �'��� ����� ���������  ��� ��� ������� ��� �����������	
��� ������������� ������� ��� �������� ���� ���� ����� ����� ������� �������	 ,���������$�
��� ������ �� ��� ������� ��������� ��� ��� ������ �� ��� ������� �������  ������ �� ���
�������� �� ������ ��� �������� ���� ��� ������������� ����� ������� �������	 ��� ������
�� ��� ������������� ��������� ��� ������� ��'���� ���� / �� &0 ���� ��� ����� �������
������	 ��� ������������� ��'������� ��� ��� ������� ������� ��� � �� ��0	 ��� ������
����� �� ����� ��� ��#��������� ���� ��� ����� ������  � ������ ���� ����� �� ���� '�����
��� ����� '����� �� ���� ���� �10	
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