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�àçäåë 1Èññëåäîâàíèÿ êà�åäðû òåîðèèâåðîÿòíîñòåéÂâåäåíèåÊà�åäðà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áûëà îáðàçîâàíà íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì�àêóëüòåòå Ì�Ó â 1935 ãîäó. Åå âîçãëàâèë âåëèêèé ðóññêèé ó÷åíûé À.Í. Êîë-ìîãîðîâ. Âïîñëåäñòâèè êà�åäðà ñòàëà îäíèì èç îñíîâíûõ öåíòðîâ ïî ïîäãîòîâêåñïåöèàëèñòîâ è ïî íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòå-ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè â íàøåé ñòðàíå. Ìíîãèå ïîêîëåíèÿ ñîâåòñêèõ è ðîññèéñêèõó÷åíûõ â ýòîé îáëàñòè íàóêè ñ÷èòàþò ñåáÿ ïèòîìöàìè ýòîé êà�åäðû. À.Í. Êîë-ìîãîðîâ ðóêîâîäèë êà�åäðîé ñ 1935 ïî 1966 ãîä. Ñ 1966 ïî 1995 ãîä åþ çàâåäîâàëÁ.Â. �íåäåíêî. Ñ 1996 ãîäà çàâåäóþùèì êà�åäðîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ÷ë.-êîðð. �ÀÍ, ïðî�åññîð À.Í. Øèðÿåâ.Íà êà�åäðå òàêæå ðàáîòàëè òàêèå âñåìèðíî èçâåñòíûå ó÷åíûå, êàê À.ß. Õèí-÷èí, Â.È. �ëèâåíêî, Å.Å. Ñëóöêèé, Å.Á. Äûíêèí, �.Ë. Äîáðóøèí, È.Â. �èðñàíîâ,À.Ä. Ñîëîâüåâ, ß.�. Ñèíàé, À.Ä. Âåíòöåëü, Ì.È. Ôðåéäëèí, Ñ.À. Ìîë÷àíîâ è äð.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåïîñðåäñòâåííî íà êà�åäðå ðàáîòàþò (â òîì ÷èñëå ïî ñîâ-ìåñòèòåëüñòâó) 15 ïðî�åññîðîâ, 13 äîöåíòîâ, 2 ñòàðøèõ ïðåïîäàâàòåëÿ, 5 àññè-ñòåíòîâ. Íà êà�åäðå ïðîâîäèòñÿ 26 ñïåöêóðñîâ è 17 ñïåöñåìèíàðîâ.Â ÷àñòíîñòè, â 2007 ãîäó ïîÿâèëèñü íîâûå ñïåöêóðñû: ¾Ìàðòèíãàëüíûå ìåòîäûâ ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ¿ (À.Í. Øèðÿåâ), ¾Óãëóáëåííûéêóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ (À.Â. Áóëèíñêèé), ¾Ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäåëüíûå òåî-ðåìû äëÿ çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé¿ (À.Ï. Øàøêèí), à òàêæå ñïåöñåìèíàð¾Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäå-ëåé¿ (Ë.�. À�àíàñüåâà, Å.Â. Áóëèíñêàÿ, Å.Á. ßðîâàÿ).Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü îáùåêà�åäðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé(¾Áîëüøîé¿) ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì À.Í. Øèðÿåâà, ïðîõîäÿùèé ðåãóëÿðíîïî ñðåäàì, ãäå äåëàþò äîêëàäû êàê ñîòðóäíèêè êà�åäðû, òàê è ïðèãëàøåííûåãîñòè � ó÷åíûå èç �îññèè è èç-çà ðóáåæà.Íà êà�åäðå âåäóòñÿ îáøèðíûå è ðàçíîîáðàçíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåî-ðèè âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèé. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ðåãóëÿðíî ïîääåðæèâàþòñÿãðàíòàìè �ÔÔÈ (6 â 2008 ãîäó). Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé ìîæíî íàçâàòüñëåäóþùèå.1. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà (îáùèå âîïðîñû, ïðåäåëü-íûå òåîðåìû è èõ óòî÷íåíèÿ, òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ).2. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ñòîõàñòè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå (ïðåäåëüíûå òåî-ðåìû, ñåìèìàðòèíãàëû, ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, áðîóíîâ-ñêîå äâèæåíèå, ïðîöåññû Ëåâè, âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû, ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, ãðà-íè÷íûå çàäà÷è, òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé).5



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ3. Ïðèìåíåíèÿ ê çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè,òåîðèè èí�îðìàöèè, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, àêòóàðíîé è �èíàíñîâîéìàòåìàòèêè è äð.Ñîòðóäíèêè êà�åäðû ðåãóëÿðíî ó÷àñòâóþò âî âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîä-íûõ êîí�åðåíöèÿõ, ìíîãèå âõîäèëè â îðãêîìèòåòû è ïðîãðàììíûå êîìèòåòû êîí-�åðåíöèé.16�21 èþíÿ 2003 ãîäà ïîä ýãèäîé �îññèéñêîé Àêàäåìèè íàóê è Ìîñêîâñêîãîóíèâåðñèòåòà ïðîâîäèëàñü Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Êîëìîãîðîâ è ñîâðå-ìåííàÿ ìàòåìàòèêà¿, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Í. Êîëìîãîðîâà.Îñíîâíàÿ íàãðóçêà ïî îðãàíèçàöèè êîí�åðåíöèè ëåãëà íà ñîòðóäíèêîâ êà�åäðûòåîðèè âåðîÿòíîñòåé âî ãëàâå ñ À.Í. Øèðÿåâûì (âèöå-ïðåäñåäàòåëåì îðãêîìèòåòàêîí�åðåíöèè). ×èñëî ó÷àñòíèêîâ êîí�åðåíöèè ñîñòàâèëî ïî÷òè 1000 ÷åëîâåê. Ñî-òðóäíèêàìè êà�åäðû áûëî ñäåëàíî 15 äîêëàäîâ. Ñáîðíèê òåçèñîâ êîí�åðåíöèèñîñòàâèë 916 ñòðàíèö (îòâåòñòâåííûå � ïðî�åññîðà Ë.�. À�àíàñüåâà è Å.Â. Áó-ëèíñêàÿ). Â ñåêðåòàðèàò îðãêîìèòåòà êîí�åðåíöèè âõîäèëè è àêòèâíî ðàáîòàëèòàêæå ïðî�åññîðà À.Â. Áóëèíñêèé, �.È. Ôàëèí, äîöåíòû Å.Á. ßðîâàÿ, Ñ.Â. Æó-ëåíåâ è ìíîãèå äðóãèå ïðåïîäàâàòåëè êà�åäðû.Â 2007 ãîäó áûëî èçäàíî 8 êíèã, â òîì ÷èñëå: À.Í. Øèðÿåâ ¾Ìàðòèíãàëüíûåìåòîäû â ãðàíè÷íûõ çàäà÷àõ äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ¿, Å.Á. ßðîâàÿ ¾Âåòâÿ-ùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå¿, A.V. Bulinskii, A.P. Shashkin¾Limit theorems for assoiated random �elds and related topi¿, ó÷åáíèêè è ó÷åá-íûå ïîñîáèÿ: À.Í. Øèðÿåâ ¾Âåðîÿòíîñòü¿ (÷åòâåðòîå èçäàíèå, ïåðåðàáîòàííîåè äîïîëíåííîå), À.Â. Ëåáåäåâ ¾Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå¿,Ñ.Â. Æóëåíåâ ¾Ñòîõàñòè÷åñêàÿ �èíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà. Ôèíàíñîâûå ðûíêè âäèñêðåòíîì ñëó÷àå¿, �.È. Ôàëèí ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ñòðàõîâàíèÿ æèçíè èïåíñèîííûõ ñõåì¿ (òðåòüå èçäàíèå), �.È. Ôàëèí, À.È. Ôàëèí ¾Òðèãîíîìåòðèÿ íàâñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíàõ â Ì�Ó¿.Â 2008 ãîäó áûëè èçäàíû äâå ìîíîãðà�èè: À.Â. Áóëèíñêèé, À.Ï. Øàøêèí¾Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé è ðîäñòâåííûõ ñè-ñòåì¿, Â.Â. Ñåíàòîâ ¾Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèèè àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ¿, à òàêæå íîâûé ó÷åáíèê Â.Í. Òóòóáàëèíà ¾Òåî-ðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿ è ïåðåèçäàíèÿ ó÷åáíèêîâ Þ.Í. Òþðèíà è äð. ¾Òåîðèÿ âåðîÿò-íîñòåé è ñòàòèñòèêà¿, ¾Àíàëèç äàííûõ íà êîìïüþòåðå¿.À.Í. Øèðÿåâ ñîñòîÿë è ñîñòîèò â ðåäêîëëåãèÿõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ: ¾Òåîðèÿâåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ¿ (çàìåñòèòåëü ãëàâíîãî ðåäàêòîðà), ¾Óñïåõè ìà-òåìàòè÷åñêèõ íàóê¿, ¾Ôóíäàìåíòàëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾ÂåñòíèêÌ�Ó, Ñåðèÿ 1. Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà¿, ¾Markov Proesses and Related Fields¿,¾Ànàlysis Màthemàtiàå¿, ¾Stohàstis and stohasti reports¿, ¾Sequentiàl Ànàlysis¿,¾�robàbility ànd Màthemàtiàl Stàtistis¿, ¾Finàne ànd Stohàstis¿.Â ñîñòàâ ðåäêîëëåãèé ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ æóðíàëîâ âõîäÿò òàêæå ïðî�åññîðàË.�. À�àíàñüåâà, À.Â. Áóëèíñêèé, Þ.Í. Òþðèí.Ñëåäóåò îòìåòèòü ó÷àñòèå ñîòðóäíèêîâ êà�åäðû â ìåæäóíàðîäíîé íàó÷-íîé æèçíè. Åå çàâåäóþùèé ÷ë.-êîðð. �ÀÍ ïðî�åññîð À.Í. Øèðÿåâ áûë âèöå-ïðåçèäåíòîì (1987�1989) è ïðåçèäåíòîì (1989�1991) Îáùåñòâà Áåðíóëëè, ïðåçè-äåíòîì �îññèéñêîãî îáùåñòâà àêòóàðèåâ (1994�1998), Ôèíàíñîâîãî îáùåñòâà Áà-øåëüå (1998�1999). Îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè Åâðîïû6



(1990), ïî÷åòíûì ÷ëåíîì Êîðîëåâñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îáùåñòâà Âåëèêîáðèòà-íèè (1985), ÷ëåíîì Ìåæäóíàðîäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî èíñòèòóòà, Èíñòèòóòà ìàòå-ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (ÑØÀ), Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, óäîñòîåíçâàíèÿ ¾×åëîâåê ãîäà¿ Àìåðèêàíñêèì áèîãðà�è÷åñêèì èíñòèòóòîì (1994), îí ëà-óðåàò �óìáîëüäòîâñêîé íàó÷íîé ïðåìèè (1996). Â 2001 ãîäó À.Í. Øèðÿåâó âðó÷åíïî÷åòíûé äèïëîì ¾Dotor rerum naturalium honoris ausa¿ óíèâåðñèòåòà ã. Ôðåé-áóðãà (�åðìàíèÿ).Êà�åäðà âåäåò àêòèâíóþ ðàáîòó ñî ñòóäåíòàìè, ïðèâëåêàÿ èõ ê íàóêå. Íà êà-�åäðå ðåãóëÿðíî ïðîâîäÿòñÿ Êîëìîãîðîâñêèå ñòóäåí÷åñêèå îëèìïèàäû.19 àïðåëÿ 2008 ãîäà â îçíàìåíîâàíèå 105-ëåòèÿ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ À.Í. Êîë-ìîãîðîâà è 75-ëåòèÿ ñî äíÿ ïóáëèêàöèè åãî ìîíîãðà�èè ¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿòåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿ áûëà ïðîâåäåíà Ñåäüìàÿ Êîëìîãîðîâñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿîëèìïèàäà ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â îëèìïèàäå ïðèíÿëè ó÷àñòèå 90 ñòóäåíòîâìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà, �àêóëüòåòà ÂÌèÊ è �àêóëüòåòà íàóê îìàòåðèàëàõ Ì�Ó, à òàêæå �îñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêî-íîìèêè¿, �èçèêî-òåõíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Êèåâñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòó-òà, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòå-òà, ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-ãî óíèâåðñèòåòà, �àêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèéÂîëîãîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.Çà ïîñëåäíèå 5 ëåò àêòèâíóþ íàó÷íóþ ðàáîòó âåëè ñòóäåíòû ïîä ðóêîâîäñòâîìÀ.Í. Øèðÿåâà, À.Â. Áóëèíñêîãî, Å.Â. Áóëèíñêîé, À.�. Äüÿ÷êîâà, À.Ä. Ìàíèòû,Ä.Ä. Ñîêîëîâà, �.È. Ôàëèíà, Å.Â. ×åïóðèíà, À.Ñ. ×åðíîãî, Å.Á. ßðîâîé è äð. Ïî-ìèìî åæåãîäíûõ Êîëìîãîðîâñêèõ îëèìïèàä è Êîí�åðåíöèé ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõ-ìàòà Ì�Ó ñòóäåíòû êà�åäðû ó÷àñòâîâàëè â Âîðîíåæñêîé çèìíåé ìàòåìàòè÷å-ñêîé øêîëå èìåíè Ñ.�. Êðåéíà (2006), �îññèéñêî-ÿïîíñêîì ñèìïîçèóìå ¾Complexstohasti models: asymptotis and appliations¿ (Ìîñêâà, 2007), XV Âñòðå÷å ìîëî-äûõ åâðîïåéñêèõ ñòàòèñòèêîâ (Èñïàíèÿ, Êàñòðî-Óðäèàëèñ, 2007), XXVI Ìåæäó-íàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Stability problems for stohasti models¿ (Èçðàèëü, Íàõàðèÿ,2007), VI Êîëìîãîðîâñêèõ ÷òåíèÿõ (ßðîñëàâëü, 2008) è äð.Ñòóäåíòû �.È. Ôàëèíà â 2004�2006 ãîäàõ ó÷àñòâîâàëè â êîíêóðñàõ ñòóäåí÷å-ñêèõ íàó÷íûõ ðàáîò, ïðîâîäèìûõ ñòðàõîâûìè êîìïàíèÿìè ¾Íèêîéë¿ è ¾Èíãîñ-ñòðàõ¿, è ïîëó÷èëè òàì ïðåìèè è ïîîùðèòåëüíûå ïðèçû. Ñòóäåíòû À.Ä. Ìàíèòûáûëè ëàóðåàòàìè Ôåäåðàëüíîé ñòèïåíäèàëüíîé ïîãðàììû Â. Ïîòàíèíà â 2005 è2006 ãîäàõ.Êà�åäðà çàáîòèòñÿ î ïîïîëíåíèè êâàëè�èöèðîâàííûõ êàäðîâ. Òàê, ïîñëåçàùèòû êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé áûëè ïðèíÿòû íà äîëæíîñòè àññèñòåíòîâÅ.Å. Áàøòîâà (2007), Ä.À. Øàáàíîâ (2008), Å.Ì. Ñóõàíîâà (2009). Â 2009 ãîäóÄ.À.Øàáàíîâó áûëà âûäåëåíà ñòèïåíäèÿ äëÿ ìîëîäûõ ïðåïîäàâàòåëåé è íàó÷íûõñîòðóäíèêîâ, äîáèâøèõñÿ çíà÷èòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ â ïåäàãîãè÷åñêîé è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.Â 2008 ãîäó Ë.�. À�àíàñüåâîé ïðèñâîåíî çâàíèå çàñëóæåííîãî ïðî�åññîðàÌ�Ó.Ñ áîëåå ïîäðîáíîé è òåêóùåé èí�îðìàöèåé î êà�åäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåéìîæíî îçíàêîìèòüñÿ íà åå ñàéòå (http://www.math.msu.su/probab). 7



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÎ ÍÅÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÛÕ Ï�ÎÁËÅÌÀÕÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ: �ÅÄÓÊÖÈßÊ ÇÀÄÀ×ÀÌ Â ÌÀ�ÊÎÂÑÊÎÌ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈÈ ÈÕ �ÅØÅÍÈÅÀ.Í. ØèðÿåâÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ îïòèìè-çàöèÿ ñîñòîèò â âûáîðå ðàöèîíàëüíîãî ìîìåíòà (¾ìîìåíòà îñòàíîâêè¿)äëÿ ïðèíÿòèÿ òîãî èëè èíîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé ¾òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè¿ [1, 2℄ïðèâîäèìûå çàäà÷è èìåþò íåñòàíäàðòíóþ �îðìóëèðîâêó. Ïîêàçûâàåò-ñÿ, êàê ýòè çàäà÷è ðåäóöèðóþòñÿ ê ñòàíäàðòíûì çàäà÷àì â ¾ìàðêîâñêîìïðåäñòàâëåíèè¿, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàòåì èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòûè ìåòîäû, ðàçâèòûå â òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè äëÿ ìàð-êîâñêèõ ïðîöåññîâ. 1. ÂâåäåíèåÂåçäå äàëåå W = (Wt)t>0 îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (áðî-óíîâñêîå äâèæåíèå). ×åðåç τ = τ(ω) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ìàðêîâñêèå ìîìåí-òû (¾ìîìåíòû îñòàíîâêè¿) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà σ-àëãåáð (FW
t )t>0, ãäå FW

t =
σ(Ws, s 6 t). (Âñå âåðîÿòíîñòíûå îáúåêòû ïðåäïîëàãàþòñÿ îïðåäåëåííûìè íà�èëüòðîâàííîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, F , (Ft)t>0, P), ÿâëÿþùåìñÿ ñòî-õàñòè÷åñêèì áàçèñîì, òî åñòü òàêèì, ÷òî F ïîïîëíåíî ìíîæåñòâàìè P-íóëåâîéìåðû, Ft ïîïîëíåíû ìíîæåñòâàìè P-íóëåâîé ìåðû èç F , ãäå Ft = Ft+

(
=
⋂
s>t

Fs

).)Äàäèì �îðìóëèðîâêó ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, â êîòîðûõ ¾ñòîõàñòèêà¿ áóäåòìîäåëèðîâàòüñÿ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.Çàäà÷à I (ñêîðåéøåå îáíàðóæåíèå ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ àðáèòðàæà).Ïóñòü θ = θ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â [0, ∞), íå çàâèñÿùàÿîò ïðîöåññà W = (Wt)t>0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäåíèþ ïîäëåæèò ñëó÷àéíûéïðîöåññ X = (Xt)t>0, òàêîé, ÷òî
Xt = µ(t− θ)+ + σWt, (1)ãäå µ è σ � èçâåñòíûå êîíñòàíòû, µ ∈ R \ {0}, σ > 0.Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî äî ìîìåíòà θ ïðîöåññ X ñîâïàäàåò ñ áðîóíîâñêèì äâèæå-íèåì W , è, ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå [0, θ) ìû èìååì áåçàðáèòðàæíóþ ñèòó-àöèþ, ïîñêîëüêó áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì. Ïîñëå ìîìåíòà θó íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà ïîÿâëÿåòñÿ ñíîñ µ 6= 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàáëþäàåìûéïðîöåññ X áóäåò ñóáìàðòèíãàëîì, åñëè µ > 0, è ñóïåðìàðòèíãàëîì, åñëè µ < 0.Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ èìååò ìåñòî àðáèòðàæíàÿ ñèòóàöèÿ [3℄, è ñ òî÷êè çðå-íèÿ îïåðèðîâàíèÿ òàêèìè îáúåêòàìè, èìåþùèìè, ñêàæåì, ñìûñë ëîãàðè�ìîâ öåííåêîòîðûõ �èíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷àñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ θ.Îäíà èç ïîñòàíîâîê (âàðèàíò A) òàêîé çàäà÷è ìîæåò ñîñòîÿòü â ñëåäóþùåì.Ïóñòü M � êëàññ êîíå÷íûõ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè τ è M(α) = {τ ∈ M : P(τ <

θ) 6 α} � êëàññ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ëîæíîé òðåâîãè8



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...
P(τ < θ) ìåíüøå èëè ðàâíà íåêîòîðîé çàäàííîé êîíñòàíòå 0 < α < 1. Òðåáóåòñÿíàéòè îïòèìàëüíûé ìîìåíò τ ∗(α), äëÿ êîòîðîãî

E(τ ∗(α) − θ)+ = inf
τ∈M(α)

E(τ − θ)+. (2)Èíà÷å ãîâîðÿ, òðåáóåòñÿ íàéòè â êëàññå M(α) ìîìåíò, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìè-íèìóì ñðåäíåãî âðåìåíè îáíàðóæåíèÿ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ àðáèòðàæà.Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ ïîñòàíîâêà (âàðèàíò B) çàäà÷è ñêîðåéøåãî îáíàðóæåíèÿñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Ïóñòü M(T ) = {τ : E∞τ > T} � êëàññ òåõ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, äëÿ êîòîðûõñðåäíåå âðåìÿ E∞τ äî îáúÿâëåíèÿ ëîæíîé òðåâîãè (òî åñòü êîãäà íà ñàìîì äåëå
θ = ∞) áîëüøå èëè ðàâíî çàäàííîé êîíñòàíòå T > 0.Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîãî ìîìåíòà τ ∗T , äëÿ êîòîðîãî

∫ ∞

0

Eθ(τ
∗
T − θ)+dθ = inf

τ∈M(T )

∫ ∞

0

Eθ(τ − θ)+dθ, (3)ãäå Eθ(·) � óñðåäíåíèå ïî ìåðå Pθ, ÿâëÿþùåéñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîöåññà X =
(Xt)t>0, îïèñûâàåìîãî ñîîòíîøåíèåì (1) ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì θ.Çàäà÷à II (îáíàðóæåíèå ìîìåíòà èçìåíåíèÿ òåíäåíöèè â äâèæåíèè áðîóíîâ-ñêîãî äâèæåíèÿ).Ïóñòü W = (Wt)06t6T � áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, ðàññìàòðèâàåìîå íà âðåìåí-íîì èíòåðâàëå [0, T ]. Îáîçíà÷èì θ òîò ìîìåíò íà [0, T ], äëÿ êîòîðîãî Wθ =
maxt∈[0, T ]Wt (òàêîé ìîìåíò ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî).Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îòûñêàíèå òîãî ìîìåíòà τ ∗T , äëÿ êîòîðîãî

E[Wτ∗
T
−Wθ]

2 = inf
τ∈MT

E[Wτ −Wθ]
2, (4)ãäå MT = {τ : τ 6 T} � êëàññ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè ñî çíà÷åíèÿìè â [0, T ]. Ñ òî÷êèçðåíèÿ òåõíè÷åñêîãî àíàëèçà èç �èíàíñîâîé èíæåíåðèè ìîìåíò τ ∗T ìîæåò ðàññìàò-ðèâàòüñÿ êàê íàèëó÷øåå (â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå) ïðèáëèæåíèå çíà÷åíèÿ

Wτ∗
T
ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ Wθ.Äðóãàÿ èíòåðåñíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ìîìåíòà τ 0

T , òàêîãî, ÷òî
E|τ 0

T − θ| = inf
τ∈MT

E|τ − θ|. (5)Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îïòèìàëüíûå ìîìåíòû τ 0
T è τ ∗T ñîâïàäàþò.Çàäà÷à III (óñëîâíî-ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ íåïðåäñêàçóåìûõ ìîìåíòîâ θè g â áðîóíîâñêîì äâèæåíèè).Êàê è â çàäà÷å II, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç θ òîò ìîìåíò, äëÿ êîòîðîãî Wθ =

maxt∈[0, T ]Wt. Ïóñòü òàêæå g � ìîìåíò ïîñëåäíåãî (íà [0, T ]) îáðàùåíèÿ áðîóíîâ-ñêîãî äâèæåíèÿ â íóëü. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáîçíà÷èì ÷åðåç θµ è gµ ñîîòâåò-ñòâóþùèå ìîìåíòû äëÿ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ñî ñíîñîì W µ = (W µ
t )06t6T , ãäå

W µ
t = µt+Wt.Èíòåðåñóþùèå íàñ çàäà÷è (óñëîâíî-ýêñòðåìàëüíûå) ñîñòîÿò â îòûñêàíèè ìî-ìåíòîâ τµ

T (α) è σµ
T (α), äëÿ êîòîðûõ

inf
τ∈M

µ
T (α, θ)

E(τ − θ)+ = E(τµ
T (α) − θ)+ (6)9



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉè
inf

σ∈M
µ
T (α, g)

E(σ − g)+ = E(σµ
T (α) − g)+, (7)ãäå

M
µ
T (α, θ) = { τ 6 T : P(τ < θ) 6 α }è

M
µ
T (α, g) = { σ 6 T : P(σ < g) 6 α }.Çäåñü 0 < α < 1, a P(τ < θ) è P(σ < g) ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè ëîæíûõ òðåâîãîòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ θ è g.Çàäà÷à IV (îïòèìàëüíîñòü òðåéäèíãîâîãî ïðàâèëà ¾Buy and Hold¿).�àññìàòðèâàåòñÿ (B, S)-ðûíîê Áëýêà èØîóëñà, ñîñòîÿùèé èç áàíêîâñêîãî ñ÷å-òà B è àêöèè S, äèíàìèêà êîòîðûõ B = (Bt)t>0 è S = (St)t>0 îïèñûâàåòñÿ ñîîòíî-øåíèÿìè

dBt = rBt dt, B0 = 1,

dSt = St · (µdt+ σdWt), S0 = 1. (8)Ïóñòü U = U(x), x > 0, åñòü �óíêöèÿ ïîëåçíîñòè (ñêàæåì, U(x) = x èëè
U(x) = log x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pt =

St

Bt
îòíîñèòåëüíûå öåíû, MT = maxt∈[0, T ] Pt.Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ìîìåíòû τ èç MT êàê ìîìåíòû ïðîäàæè àêöèè íà èíòåðâàëå

[0, T ]. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îòûñêàíèå ìîìåíòà τ ∗T , äëÿ êîòîðîãî
EU

(
Pτ∗

T

MT

)
= sup

τ∈MT

EU

(
Pτ

MT

)
. (9)Íèæå áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå ëîãàðè�ìè÷åñêîé è ëèíåéíîé �óíêöèéïîëåçíîñòè îïòèìàëüíûé ìîìåíò τ ∗T ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì:

τ ∗T =

{
0, åñëè µ− r − 1

2
σ2 6 0;

T, åñëè µ− r − 1
2
σ2 > 0.

(10)Îïðåäåëåííîå ýòèì ìîìåíòîì ïðàâèëî ïðîäàæè àêöèè íîñèò íàçâàíèå ïðàâèëà¾Buy and Hold¿.Çàäà÷à V (îïòèìàëüíîñòü ñòîõàñòè÷åñêîãî òðåéäèíãîâîãî ïðàâèëà ¾Buy andHold¿).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (B, S)-ìîäåëè ïðîöåññ S = (St)t>0 ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ
dSt = St · (µ(t, θ)dt+ σdWt), (11)ãäå θ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè â [0, ∞), íå çàâèñÿùåé îòáðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W . Ïóñòü

µ(t, θ) =

{
µ1, t < θ,

µ2, t > θ,
(12)ãäå µ1 > µ2 è ê òîìó æå

ν1 ≡ µ1 − r − σ2/2 > 0; (13)10
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ν2 ≡ µ2 − r − σ2/2 < 0. (14)Èíà÷å ãîâîðÿ, ïóñòü

µ2 − σ2/2 < r < µ1 − σ2/2. (15)Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0 ¾èäåò¿ ïàðàìåòð µ1. Åñëè èíòåðåñî-âàòüñÿ ìîìåíòîì ïðîäàæè àêöèè, òî ïðàâèëî ¾Buy and Hold¿ ïðåäûäóùåé çàäà÷èãîâîðèò î òîì, ÷òî àêöèþ íàäî áûëî áû äåðæàòü äî ìîìåíòà âðåìåíè T . Íî åñëèìîìåíò θ íàñòóïàåò äî ýòîãî ìîìåíòà T , òî æå ñàìîå ïðàâèëî ðåêîìåíäóåò àêöèþïðîäàòü â ìîìåíò θ. Ïîñêîëüêó ýòîò ìîìåíò ÿâíî íåíàáëþäàåì, òî åñòåñòâåííûìîáðàçîì âîçíèêàåò çàäà÷à î òîì, êàê ïî íàáëþäåíèÿì çà ïðîöåññîì S ¾îïòèìàëü-íûì îáðàçîì¿ îöåíèòü θ è çàòåì àêöèþ ïðîäàòü. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, åñëè θèìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è �óíêöèÿ ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�-ìè÷åñêîé, òî îïòèìàëüíûé ìîìåíò, êîãäà íàäî ïðîäàâàòü àêöèþ, èìååò âèä
τ ∗ = T ∧ inf{ 0 6 t 6 T : πt > gT (t) },ãäå πt = P(θ 6 t | F s
t ) è gT (t) � íåêîòîðàÿ ãðàíèöà, ïî äîñòèæåíèè êîòîðîéïðîöåññîì πt ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïðîäàæå àêöèè (åñëè πt < gT (t) ïðè âñåõ

t 6 T , òî àêöèÿ ïðîäàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè T ).�åøåíèå çàäà÷è V äàåò òàêæå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è î ìàêñèìèçàöèè êà-ïèòàëà ê ìîìåíòó âðåìåíè T .�àññìîòðèì (B, S)-ìîäåëü, èçëîæåííóþ â �îðìóëèðîâêå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.Ïóñòü ñíà÷àëà ¾èäåò¿ ïàðàìåòð µ1, êîòîðûé â ìîìåíò θ ìåíÿåòñÿ íà ïàðàìåòð µ2 <
µ1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò τ 6 T ñîâåðøàåòñÿ ðåáàëàíñèðîâàíèå ïîðò�åëÿ,ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñðåäñòâà Sτ êëàäóòñÿ íà áàíêîâñêèé ñ÷åò. Òîãäà â ìîìåíò Têàïèòàë áóäåò ðàâåí Sτ

BT

Bτ
. Ïîñêîëüêó
Sτ
BT

Bτ
=
Sτ

Bτ
BT = PτBT ,òî âèäèì, ÷òî

sup
τ∈MT

E log

(
Sτ
BT

Bτ

)
= sup

τ∈MT

E log Pτ + E logBT . (16)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà ðåáàëàíñèðîâàíèÿïîðò�åëÿ öåííûõ áóìàã ðàâíîñèëüíà ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å (9) äëÿ ëîãà-ðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè ïîëåçíîñòè.Îñíîâíàÿ ìîòèâàöèÿ ñ�îðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ ñîñòîèò â æåëàíèè ïîëó÷èòüìàòåìàòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå íåêîòîðûõ ìåòîäîâ òåõíè÷åñêîãî àíàëèçà (òèïà ¾êî-ãäà ïîêóïàòü¿ � ¾êîãäà ïðîäàâàòü¿), øèðîêî èçâåñòíûõ íà ïðàêòèêå è íîñÿùèõ,êàê ïðàâèëî, ëèøü îïèñàòåëüíûé õàðàêòåð.Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [3, ãë. I, � 2℄), ÷òî â �èíàíñîâîé ýêîíîìèêå ïðèíÿ-òî ó÷àñòíèêîâ è èññëåäîâàòåëåé ðûíêà öåííûõ áóìàã îòíîñèòü ê îäíîé èç òðåõãðóïï � �óíäàìåíòàëèñòû, êîëè÷åñòâåííûå àíàëèòèêè, òåõíèêè (fundamentalists,quants, tehniians).Ôóíäàìåíòàëèñòû èñõîäÿò â ñâîèõ ðåøåíèÿõ èç ïîâåäåíèÿ ýêîíîìèêè â öåëîì,äëÿ íèõ âàæíû ïðåäñòàâëåíèÿ î ïåðñïåêòèâàõ ðàçâèòèÿ. Ïðåäñòàâèòåëè òåõíè÷å-ñêîãî àíàëèçà ðóêîâîäñòâóþòñÿ â ñâîèõ äåéñòâèÿõ ëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì ðûíêà.11



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÊîëè÷åñòâåííûå àíàëèòèêè, ÿâëÿþùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëÿìè Ë.Áàøåëüå, îïèðàþò-ñÿ â ñâîèõ ðàññìîòðåíèÿõ íà ñàìûé ðàçíîîáðàçíûé àïïàðàò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêîéîïòèìèçàöèè.�àññìàòðèâàåìûå íàìè çàäà÷è îáÿçàíû ïðåæäå âñåãî �èíàíñîâîìó òåõíè÷å-ñêîìó àíàëèçó. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ èõ ðåøåíèÿ, âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè èñïîëüçóþò àïïàðàò êîëè÷åñòâåííîé òåîðèè �èíàíñîâ, êî-òîðóþ îáû÷íî ïðèíÿòî íàçûâàòü �èíàíñîâîé ìàòåìàòèêîé.Â çàãîëîâêå ñòàòüè ïðèñóòñòâóþò ñëîâà î íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷àõ.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ñ�îðìóëèðóåì òå ñòàíäàðòíûå çàäà÷è, äëÿ êîòî-ðûõ ñóùåñòâóåò øèðîêî ðàçâèòàÿ òåîðèÿ èõ ðåøåíèÿ. Çàòåì áóäåò ïîêàçàíî, êàêçàäà÷è I�V ìîæíî ðåäóöèðîâàòü ê ðàññìîòðåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàíäàðòíûõ(ìàðêîâñêèõ) çàäà÷.2. Î ñòàíäàðòíûõ çàäà÷àõ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèëîñòàíîâêè1. Ïîä ñòàíäàðòíûìè ïðèíÿòî ïîíèìàòü çàäà÷è ñëåäóþùåãî òèïà.Ïóñòü (Ω, F , (Ft)t>0, P) � �èëüòðîâàííîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, G =
(Gt)t>0 � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ñîãëàñîâàííûé ñ ïîòîêîì (Ft)t>0, òî åñòü òàêîé, ÷òîïðè êàæäîì t > 0 âåëè÷èíû Gt ÿâëÿþòñÿ Ft-èçìåðèìûìè. Îáîçíà÷èì

V = sup
τ∈M

EGτ , (17)ãäå, êàê è ðàíåå, M � êëàññ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè (îòíîñèòåëüíî ïîòîêà (Ft)t>0) ñîçíà÷åíèÿìè â [0, ∞).Âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âåëè÷èíû Gt ÿâëÿþòñÿ Ft-èçìåðèìûìè, t > 0. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåò ñòàíäàðòíîñòü �îð-ìóëèðîâêè çàäà÷è îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå (17). Íåñòàíäàðòíûìè íàçûâàþòñÿçàäà÷è, â êîòîðûõ Gt íå ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, Ft�èçìåðèìûìè.Ïî ïîâîäó îáùåé òåîðèè ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèòïîíÿòèå îãèáàþùåé Ñíåëëà, ñì. [4, ãë. 1, � 2.1℄.Âñå ðàññìîòðåííûå â ðàçäåëå 1 çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê íåñòàíäàðòíûì. Îäíàêîîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èõ ìîæíî ñâåñòè ê ñòàíäàðòíûì çàäà÷àì, â êîòîðûõ äëÿ �óíêöèé
Gt(ω) èìååò ìåñòî ìàðêîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå:

Gt(ω) = G(t, Xt(ω)) +

∫ t

0

F (s,Xs(ω))ds, (18)ãäå X = (Xt)t>0 � íåêîòîðûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü äëÿðåøåíèÿ çàäà÷ îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå (17) âîñïîëüçîâàòüñÿ øèðîêî èçâåñòíîéè ãëóáîêî ïðîäâèíóòîé òåîðèåé ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ.Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç îáùåé òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòà-íîâêè äëÿ ìàðêîâñêîãî ñëó÷àÿ (18), îñíîâûâàÿñü íà èçëîæåíèè â ìîíîãðà�èÿõ [1℄è [4℄.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X = (Xt, Ft, Px)t>0 åñòü îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðî-öåññ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå E, êîòîðîå áóäåò (äëÿ ïðîñòîòû) ïðîñòðàíñòâîì R;
Px � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (Xt)t>0 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Px(X0 = x) = 1.12



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Ïóñòü ¾öåíà¿
V (x) = sup

τ∈M

ExG(Xτ ), x ∈ E. (19)Ââåäåì äâà ìíîæåñòâà
C = {x ∈ E : V (x) > G(x)} (20)è
D = {x ∈ E : V (x) = G(x)}. (21)Ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïðîäîëæåíèÿ è îñòàíîâêè íàáëþäåíèé.Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ìîìåíò
τD = inf{t > 0 : Xt ∈ D}, (22)òî åñòü ìîìåíò ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî D, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìîìåí-òîì.Òî÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ïðèâîäèìûõ íèæå äâóõ òåîðåìàõ, äëÿ �îð-ìóëèðîâêè êîòîðûõ ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ F : E → R íàçûâàåòñÿ ñóïåðãàðìîíè-÷åñêîé (äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X), åñëè äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè σ èâñåõ x ∈ E

ExF (Xσ) 6 F (x).(Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî F (Xσ) ∈ L1(Px) äëÿ âñåõ x ∈ E. Äëÿ òîãî ÷òîáû �óíêöèÿ
F áûëà ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðîöåññ (F (Xt))t>0ÿâëÿëñÿ íåïðåðûâíûì ñïðàâà ñóïåðìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî Px äëÿ êàæäîãî
x ∈ E, òàêîãî, ÷òî Ex|F (Xt)| <∞, t > 0, Ex(F (Xt)|Fs) 6 F (Xs) (Px-ï. í.), s 6 t.)Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ F : E → R íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó(ñâåðõó) â òî÷êå x0, åñëè

lim
x→x0

F (x) = F (x0)
(

lim
x→x0

F (x) = F (x0)
)
.Ïðåäëîæåíèå 1 (íåîáõîäèìîñòü). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å (19) ñóùå-ñòâóåò îïòèìàëüíûé ìîìåíò τ∗ ∈ M, òî åñòü ïóñòü

V (x) = ExG(Xτ∗), x ∈ E.Òîãäà �óíêöèÿ V = V (x) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé,ìàæîðèðóþùåé �óíêöèþ G = G(x).Ïóñòü òàêæå �óíêöèÿ G ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó.Òîãäà(a) ìîìåíò τD 6 τ∗ (Px-ï.í., x ∈ E) è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì;(b) îñòàíîâëåííûé ïðîöåññ (V (Xt∧τD
))t>0 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñïðàâà ìàð-òèíãàëîì ïî ëþáîé èç ìåð Px, x ∈ E.Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòè-ìàëüíîãî ìîìåíòà îñòàíîâêè â çàäà÷å (19), íàçûâàåìîé çàäà÷åé â ìàðêîâñêîì ïðåä-ñòàâëåíèè. 13



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÏðåäëîæåíèå 2 (äîñòàòî÷íîñòü). Ïóñòü â çàäà÷å (19) âûïîëíåíî óñëîâèå
Ex sup

t>0
|G(Xt)| <∞, x ∈ E. (23)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêàÿ ìàæîðàí-òà V̂ = V̂ (x) �óíêöèè G = G(x). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî �óíêöèÿ G = G(x)ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó, à �óíêöèÿ V̂ = V̂ (x) � ïîëóíåïðåðûâíîé ñíè-çó. Ïóñòü D̂ = { x ∈ E : V̂ (x) = G(x) } è τD̂ = inf{ t > 0 : Xt ∈ D̂ }.Òîãäà(a) åñëè Px(τD̂ < ∞) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ E, òî V̂ = V è ìîìåíò τD̂ ÿâëÿåòñÿîïòèìàëüíûì â çàäà÷å (19);(b) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ E âåðîÿòíîñòü Px(τD̂ < ∞) < 1, òî îïòèìàëü-íîãî ìîìåíòà â çàäà÷å (19) íå ñóùåñòâóåò.Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü �óíêöèÿ G = G(x) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó è �óíêöèÿ

V = V (x) (= sup
τ∈M

ExG(Xτ )) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó.Åñëè Px(τD < ∞) = 1, x ∈ E, òî ìîìåíò τD ÿâëÿåòñÿ â çàäà÷å (19) îïòè-ìàëüíûì.Ñ�îðìóëèðîâàííûå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ â ìîíî-ãðà�èÿõ àâòîðà [1℄ è [4℄, ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè îïòèìàëüíûõïðàâèë îñòàíîâêè äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, è èìåííî íà íèõ îñíîâûâàþòñÿ ðå-øåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ â ìàðêîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè.2. Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøèõ ñóïåðãàðìîíè÷åñêèõ ìàæîðàíò V̂ = V̂ (x) ìîæ-íî óêàçàòü ñëåäóþùèå äâà ìåòîäà � èòåðàòèâíûé è îñíîâàííûé íà ðåøåíèè çàäà÷èÑòå�àíà [1, 4℄.Èòåðàòèâíûé ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü �óíêöèÿG = G(x) ÿâëÿåòñÿïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó è Ex inf
t>0

G(Xt) > −∞, x ∈ E. Òîãäà
V̂ (x) = lim

n
lim
N
QN

n G(x), (24)ãäå
QnG(x) = max{G(x),ExG(X2−n) } (25)è QN

n � N-ÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà Qn. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ V̂ (x) ñîâïàäàåò ñ öåíîé
V (x) = sup

τ∈M

ExG(Xτ ).Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè çàäà÷è Ñòå�àíà, íàçûâàåìîé òàêæå çàäà÷åéñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îòûñêàòü òàêóþ ìèíèìàëüíóþ�óíêöèþ V̂ = V̂ (x) è îáëàñòè Ĉ = { x : V̂ (x) > G(x) } è D̂ = { x : V̂ (x) =
G(x) }, äëÿ êîòîðûõ ïðè âñåõ x ∈ E âûïîëíÿëîñü áû óñëîâèå (ñóïåðãàðìîíè÷íîñòè�óíêöèè V̂ )

LX V̂ 6 0, (26)ãäå LX � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé (èí�èíèòåçèìàëüíûé) îïåðàòîð ïðîöåññà X.Ïðåäïîëàãàÿ àïðèîðè, ÷òî �óíêöèÿ G = G(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé âîêðåñòíîñòè ãðàíèöû ∂Ĉ, ýòîò ìåòîä ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü êàê ìåòîä îòûñ-êàíèÿ òàêèõ �óíêöèé V̂ è îáëàñòåé Ĉ è D̂, ÷òî
LxV̂ = 0 íà Ĉ, (27)14
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V̂ = G íà D̂ (28)è

∂V̂

∂x
=
∂G

∂x
íà ∂Ĉ. (29)Ïîñëåäíåå óñëîâèå (29) ñîâïàäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå ∂Ĉ îáëàñòè Ĉ ïðè-íÿòî íàçûâàòü óñëîâèåì ãëàäêîãî ñêëåèâàíèÿ. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íå ïðèõîäèò-ñÿ ðàññ÷èòûâàòü íà âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ, ÷àñòî áûâàåò âûïîëíåíî óñëîâèåíåïðåðûâíîãî ñêëåèâàíèÿ

V̂ = G íà ∂Ĉ. (30)Åñëè íàéäåíî íåêîòîðîå ðåøåíèå (V̂ , Ĉ, D̂) çàäà÷è Ñòå�àíà (27)�(29) èëè (27)�(28), òî ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ V̂ = V̂ (x) ñîâïàäàåò ñ èñêîìîé ¾öåíîé¿
V = V (x) è ìîìåíò τ̂ ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî D̂ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.Ñòàíäàðòíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà V̂ (x) = V (x) è îïòèìàëüíîñòèìîìåíòà τ̂ = inf{ t > 0 : Xt ∈ D̂ } îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèèÏðåäëîæåíèå 3 (¾ïðîâåðî÷íàÿ òåîðåìà¿).Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå (¾ïðîâåðî÷íûå¿) óñëîâèÿ:(1) V̂ (x) > G(x), x ∈ E;(2) ìîìåíò τ̂ ∈ M è V̂ (x) = ExG(Xτ̂ ), x ∈ E;(3) äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà τ ∈ M V̂ (x) > ExV̂ (Xτ ) (ñóïåðìàðòèíãàëüíîñòü
V̂ = V̂ (x)).Òîãäà V̂ (x) ñîâïàäàåò ñ öåíîé V (x) = sup

τ∈M

ExG(Xτ ) è ìîìåíò τ̂ ÿâëÿåòñÿ îï-òèìàëüíûì â êëàññå M.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî èç (1) è (3) ïîëó÷àåì
V̂ (x) > ExG(Xτ ), x ∈ Eäëÿ ëþáîãî τ ∈ M è, çíà÷èò,̂

V (x) > sup
τ∈M

ExG(Xτ ) = V (x),÷òî âìåñòå ñ óñëîâèåì (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå V̂ (x) = V (x), è, ñëåäîâà-òåëüíî, ìîìåíò τ̂ ÿâëÿåòñÿ â êëàññå M îïòèìàëüíûì.Â ìîíîãðà�èè [4℄ ïðèâåäåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ,êàê íàõîäÿòñÿ V̂ , Ĉ è D̂ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ (29) èëè (30).Âî ìíîãèõ èíòåðåñíûõ çàäà÷àõ îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåìûåìîìåíòû îñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ñêàæåì, ïóñòü MT = { τ : τ 6 T }åñòü êëàññ ìîìåíòîâ îñòàíîâêè τ , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå [0, T ].Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî çàäà÷è (19), â êîòîðîé �àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ x ∈ E è èãðàåòðîëü íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà (Xt)t≥0, åñòåñòâåííî (ñëåäóÿ èäåÿì îáðàòíîéèíäóêöèè â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî âðåìåíè [4, ãë. 1, � 1.2℄) ðàññìàòðèâàòü ñåðèþ¾âëîæåííûõ¿ çàäà÷ îòûñêàíèÿ �óíêöèé
V (t, x) = sup

06τ6T−t
ExG(t+ τ,Xt+τ ), (31)15



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉãäå x ∈ E, t ∈ [0, T ] è G = G(t, x) � �óíêöèÿ âûèãðûøà ïðè îñòàíîâêå â ìîìåíò tâ ñîñòîÿíèè x ∈ E.Ñ ïðèíöèïèàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à (31) ìîæåò áûòü ñâåäåíàê îäíîðîäíîé çàäà÷å (19) ââåäåíèåì äâóìåðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X ′
t = (t, Xt)ñ �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé [0, T ]×E. Ïîíÿòíî ïðè ýòîì, ÷òî îãðàíè÷åí-íîñòü âðåìåííîãî ïàðàìåòðà (t ∈ [0, T ]) àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþêðàåâîãî óñëîâèÿ

V (T, x) = G(T, x). (32)�àññìîòðåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ (ñì. [4℄) è íà íåñêîëüêîáîëåå øèðîêèé êëàññ ñòàíäàðòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ âìåñòî êðèòåðèÿ (19) ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé
V (x) = sup

τ∈M

Ex

[
G(Xτ ) +

∫ τ

0

F (Xs)ds

]
(19′)ñ íåêîòîðûìè �óíêöèÿìè F = F (x), x ∈ E, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè-÷åñêèå îæèäàíèÿ Ex

∫ τ

0
|F (Xs)|ds äëÿ âñåõ τ ∈ M è x ∈ E.Òî÷íî òàê æå âìåñòî êðèòåðèÿ (31) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êðèòåðèé

V (t, x) = sup
06τ6T−t

Ex

[
G(t+ τ,Xt+τ ) +

∫ τ

0

F (t+ s,Xt+s)ds

]
. (31′)Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò îïèñàíû îñíîâíûå èäåè è ýòàïû ðåøåíèÿ ñ�îð-ìóëèðîâàííûõ çàäà÷ I�VI. �àññìàòðèâàåìûå çàäà÷è òàêîâû, ÷òî èõ �îðìóëèðîâ-êè íîñÿò íåñòàíäàðòíûé õàðàêòåð â òîì ñìûñëå, ÷òî èçíà÷àëüíî îíè íå èìåþòâèä (19), (19′) èëè (31), (31′).Òåì íå ìåíåå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíûâ ñòàíäàðòíîé �îðìå äëÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîñòðîåííûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåñ-ñîâ è �óíêöèîíàëîâ, âõîäÿùèõ â (19), (19′) èëè (31), (31′). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáùåé òåîðèèîïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìûõ íåñòàíäàðòíûõ çà-äà÷. 3. Çàäà÷à I1. Â âàðèàíòå A ýòà çàäà÷à ñîñòîèò, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 1, â îòûñêàíèèâ êëàññå M(α) = { τ ∈ M : P(τ < θ) 6 α } òàêîãî ìîìåíòà τ ∗(α), äëÿ êîòîðîãîâûïîëíåíî óñëîâèå (2).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θ = θ(ω) èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîåðàñïðåäåëåíèå:

P(θ = 0) = π, 0 6 π < 1,

P(θ > t | θ > 0) = e−λt, t > 0, (33)ãäå λ � èçâåñòíûé ïàðàìåòð (λ > 0).Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé óñëîâíî-âàðèàöèîííîé çàäà÷è îòûñêàíèÿ ìîìåíòà
τ ∗(α) ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ ìåòîäó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, çàäà÷ó îòûñêàíèÿ îïòè-ìàëüíîãî ìîìåíòà τ ∗ äëÿ êðèòåðèÿ

V (π) = inf
τ∈M

[Pπ(τ < θ) + cEπ(τ − θ)+], (34)16



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...ãäå èíäåêñ π ó Pπ îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P(θ = 0) = π.Ââåäåì ïðîöåññ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé (πt)t>0 ñ π0 = π è äëÿ t > 0

πt = P(θ 6 t | FX
t ). (35)Òàêæå ïóñòü

Lt =
d(P 0|FX

t )

d(P∞|FX
t )
,ãäå P 0 è P∞ � ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññà (Xt)t>0, îïðåäåëÿåìîãî �îð-ìóëîé (1) ïðè θ = 0 è θ = ∞ ñîîòâåòñòâåííî, è P 0|FX

t è P∞|FX
t � ñóæåíèÿ ýòèõìåð P 0 è P∞ íà σ-àëãåáðó FX

t = σ(Xs, s 6 t).Õîðîøî èçâåñòíî [5℄, ÷òî
Lt = e

µ

σ2 Xt− 1
2

µ

σ2 t. (36)Ïî �îðìóëå Èòî [4, 5℄ îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
dLt =

µ

σ2
LtdXt, L0 = 1. (37)Ïîëàãàÿ

ϕt =
πt

1 − πt
,ïî �îðìóëå Áàéåñà [5℄ íàõîäèì, ÷òî

ϕt = ϕ0e
λtLt + λ

∫ t

0

eλtLt

eλuLu
du. (38)Ñíîâà ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Èòî, ïîëó÷àåì, ÷òî

dϕt = λ(1 + ϕt)dt+
µ

σ2
ϕtdXt. (39)Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó

πt =
ϕt

1 + ϕt
,òî èç (39) è �îðìóëû Èòî èìååì

dπt = (λ− µ2

σ2
π2

t )(1 − πt)dt+
µ

σ2
πt(1 − πt)dXt (40)ñ π0 = π.Ïðîöåññ

W t =
1

σ

(
Xt − µ

∫ t

0

πsds

) (41)ÿâëÿåòñÿ [1℄ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì (¾îáíîâëÿþùèì¿ ïðîöåññîì ñ FW
t =FX

t ,
t > 0).Èç (40) è (41) íàõîäèì, ÷òî

dπt = λ(1 − πt)dt+
µ

σ
πt(1 − πt)dW t, π0 = π. (42)17



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÏîñêîëüêó âåëè÷èíû W t ÿâëÿþòñÿ FX
t -èçìåðèìûìè, òî èç (42) çàêëþ÷àåì, ÷òîïðîöåññ (πt)t>0 ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì  õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèì (èí�èíèòåçèìàëüíûì) îïåðàòîðîì

Lπ = λ(1 − π)
∂

∂π
+

1

2

(µ
σ

)2

π2(1 − π)2 ∂
2

∂π2
. (43)Äëÿ êàæäîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τ ñ Eπτ <∞ [1, 6℄

Pπ(τ < θ) + cEπ(τ − θ)+ = Eπ

[
(1 − πt) + c

∫ τ

0

πsds

]è, ñëåäîâàòåëüíî, êðèòåðèé (34) ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä òèïà (31′):
V (π) = inf

τ∈M

Eπ

[
(1 − πτ ) + c

∫ τ

0

πsds

]
, (44)ãäå (πt)t>0 åñòü äè��óçèîííûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ (îòíîñèòåëüíî ïîòîêà (FX

t )t>0è ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé Pπ, π ∈ [0, 1)).Ïîëàãàÿ G(π) = 1 − π, íàõîäèì, ÷òî, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè îïòèìàëüíûõïðàâèë îñòàíîâêè äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, îáëàñòü ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé
C äîëæíà èìåòü âèä

C = { π ∈ [0, 1] : V (π) > 1 − π },à îáëàñòü îñòàíîâêè � âèä
D = { π ∈ [0, 1] : V (π) = 1 − π },Èç âûïóêëîñòè (ââåðõ) �óíêöèè V = V (π) âûòåêàåò, ÷òî

C = { π ∈ [0, 1] : π < A }è
D = { π ∈ [0, 1] : π > A },ãäå A � íåêîòîðîå ïîäëåæàùåå îïðåäåëåíèþ ¾ïîðîãîâîå¿ çíà÷åíèå, ñ ïîìîùüþêîòîðîãî îïòèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè τ ∗ â çàäà÷àõ (44) è (34) îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé
τ ∗ = inf{ t : πt > A }. (45)Äëÿ îòûñêàíèÿ êàê �óíêöèè V (π), òàê è ¾ïîðîãîâîãî¿ çíà÷åíèÿ A ðàññìîòðèì(âñïîìîãàòåëüíóþ) çàäà÷ó Ñòå�àíà: íàéòè �óíêöèþ V̂ = V̂ (π) è êîíñòàíòó Â ∈

[0, 1], òàêèå, ÷òî
LπV̂ (π) = −π, π ∈ (0, Â), (46)

V̂ (π)|π↑Â = 1 − Â, (47)
∂V̂

∂π

∣∣∣π↑Â = −1. (48)18



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Îáùåå ðåøåíèå V̂ = V̂ (π) óðàâíåíèÿ (46) ñîäåðæèò äâå íåîïðåäåëåííûå êîí-ñòàíòû. Âìåñòå ñ íåîïðåäåëåííîé (ïîêà) êîíñòàíòîé Â íóæíî èìåòü òðè äîïîëíè-òåëüíûõ óñëîâèÿ, êîòîðûå áû äàëè âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ýòè êîíñòàíòû. Äâó-ìÿ óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîãî è ãëàäêîãî ñêëåèâàíèÿ (47) è (48).Òðåòüèì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
∂V̂

∂π

∣∣∣
π↓0

= 0, (49)âûäåëÿþùåå ñðåäè íàéäåííûõ ðåøåíèé òî, êîòîðîå (ïî ñìûñëó çàäà÷è) íå óõîäèòâ +∞ èëè −∞ ïðè π ↓ 0. (Ïîäðîáíåå ïî ïîâîäó íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ýòîãîóñëîâèÿ ñì. [1℄.)Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñòå�àíà (46)�(49) íàõîäèì, ÷òî ¾ïîðîãîâîå¿ çíà-÷åíèå Â è �óíêöèÿ V̂ = V̂ (π) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Â ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîðíåì óðàâíåíèÿ

Ψ(Â) = 1 (50)è
V̂ (π) =

{
1 − Â+

∫ Â

π
Ψ(x)dx, π ∈ [0, Â];

1 − π, π ∈ [Â, 1],ãäå
Ψ(x) =

λ

ρ

∫ x

0

e−
λ
ρ
[H(x)−H(y)] dy

y(1 − y)2ñ ρ = µ2

2σ2 è H(x) = log x
1−x

− 1
x
. Îñíîâûâàÿñü íà ¾ïðîâåðî÷íîé òåîðåìå¿ (ïðåäëî-æåíèå 3), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå (V̂ , Â) çàäà÷è Ñòå�àíà (46)�(48)òàêîâî, ÷òî V̂ = V è ìîìåíò

τ ∗ = inf{ t > 0 : πt > A }ñ A = Â ÿâëÿåòñÿ â çàäà÷å (44) (âàðèàíò A) îïòèìàëüíûì. (Äåòàëè, ñâÿçàííûå ñàíàëèçîì ¾ïðîâåðî÷íûõ¿ óñëîâèé ïðåäëîæåíèÿ 3, ñì. â [1℄.)Íàéäåííîå ðåøåíèå äëÿ çàäà÷ (44), (34) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü è ðåøåíèå óñëîâíî-âàðèàöèîííîé çàäà÷è â âàðèàíòå A. Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåííûé ïîðîã Â = Â(c)íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò c è ìîæíî íàéòè òàêîå c = c(α), ÷òî Â(c(α)) =
1−α. Òîãäà äëÿ âñåõ π 6 1−α äëÿ ìîìåíòà τ ∗(α) = inf{ t > 0 : πt > 1−α } íàõîäèì,÷òî

Eπ(1 − πτ∗
(α)

) = 1 − (1 − α) = α.Ñîãëàñíî íàéäåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ (44), (34) ñ c = c(α), äëÿ ëþáîãî τ ∈ M

Pπ(τ < θ) + c(α)Eπ(τ − θ)+
> Pπ(τ ∗(α) < θ) + c(α)Eπ(τ

∗
(α) − θ)+.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè τ ∈ M(α), òî, ïîñêîëüêó Pπ(τ ∗(α) < θ) = α, èìååì

c(α)Eπ(τ − θ)+
> c(α)Eπ(τ

∗
(α) − θ)+(äëÿ âñåõ π 6 1 − α). Ïðè 0 6 α < 1 êîíñòàíòû c(α) 6= 0. 19



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÒåì ñàìûì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êëàññå M(α) ìîìåíò τ ∗(α) = inf{ t > 0 : πt >

1 − α } ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé π è α, òàêèõ, ÷òî
π 6 1−α. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå π0 = π è π > 1−α, òî τ ∗(α) = 0.)2. Â âàðèàíòå B ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî θ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ñî çíà÷åíèÿìè â [0,∞],è â êëàññå M(T ) = { τ : E∞τ > T } òðåáóåòñÿ íàéòè òîò ìîìåíò τ ∗T (åñëè òàêîâîéñóùåñòâóåò), ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî (3):

∫ ∞

0

Eθ(τ
∗
T − θ)+dθ = inf

τ∈M(T )

∫ ∞

0

Eθ(τ − θ)+dθ.Çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì çäåñü ÿâèëîñü òî, ÷òî (íåñòàíäàðòíîå) âûðà-æåíèå ∫∞
0

Eθ(τ − θ)+dθ äîïóñêàåò äëÿ ëþáîãî ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà τ ∈ M(T ) ñëå-äóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
∫ ∞

0

Eθ(τ − θ)+dθ = E∞

∫ τ

0

ψtdt, (51)ãäå (ψt)t>0 � òàêîé ïðîöåññ, ÷òî
ψt =

∫ t

0

Lt

Ls
ds, (52)è îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ Lt çàäàåòñÿ �îðìóëîé (36). Ïî �îðìóëå Èòî èç (52)è (37) íàõîäèì, ÷òî

dψt = dt+
µ

σ2
ψtdXt (53)ñ ψ0 = 0. (Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ (51) ñì. â [6, 7℄.)Ïðîöåññ (ψt)t>0 ÿâëÿåòñÿ (ïî êàæäîé èç ìåð Pθ ≡ Law(X|θ)) äè��óçèîííûììàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî ìåðû P∞

dψt = dt+
µ

σ
ψdWt. (54)Äëÿ ðåøåíèÿ óñëîâíî-âàðèàöèîííîé çàäà÷è â âàðèàíòå B íàäî, îïÿòü æå ñî-ãëàñíî ìåòîäó Ëàãðàíæà, îòûñêàòü îïòèìàëüíûé ìîìåíò îñòàíîâêè τ ∗(c), äëÿ êî-òîðîãî

E∞

∫ τ∗(c)

0

(ψt − c)dt = inf
τ

E∞

∫ τ

0

(ψt − c)dt, (55)ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ìîìåíòàì îñòàíîâêè τ ∈ M.Äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñòàíäàðòíûõ çàäà÷ òèïà (19′), è åå ðåøå-íèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó Ñòå�àíà (ñì. [6℄). Âàæíûìñëåäñòâèåì ýòîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îïòèìàëüíûé ìîìåíò τ ∗(c) ñóùåñòâóåòè èìååò âèä
τ ∗(c) = inf{ t : ψt > B∗(c)},ãäå B∗(c) � íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå (ñì. �4 â [6℄).Êàê è â ñëó÷àå âàðèàíòà A, îòñþäà âûâîäèòñÿ, ÷òî inf

τ∈M(T )

E∞
∫ τ

0
ψt dt äîñòèãà-åòñÿ íà ìîìåíòå îñòàíîâêè τ ∗T , êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

τ ∗T = inf{ t : ψt > B∗
T} (56)è äëÿ êîòîðîãî E∞τ

∗
T â òî÷íîñòè ðàâíî T .20
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T íåòðóäíî íàéòè. Äåéñòâèòåëüíî, èç �îðìóëû (53)ïîëó÷àåì
ψt = t+

µ

σ

∫ t

0

ψsdWs.Ïîýòîìó ψτ∗
T

= τ ∗T + µ
σ

∫ τ∗
T

0
ψsdWs, è, çíà÷èò,

E∞ψτ∗
T

= Eτ ∗T , (57)ïîñêîëüêó äëÿ ìàðòèíãàëà (
∫ t

0
ψsdWs)t>0 è ìîìåíòà τ ∗T , îïðåäåëåííîãî â (56), ìà-òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E∞

∫ τ∗
T

0
ψs dWs = 0.C ó÷åòîì òîãî, ÷òî E∞ψτ∗

T
= B∗

T è Eτ ∗T = T , âèäèì, ÷òî ïîðîãîâîå çíà÷åíèå
B∗

T = T è òåì ñàìûì ìîìåíò τ ∗T , îïðåäåëåííûé â (56), èìååò âåñüìà ïðîñòóþñòðóêòóðó:
τ ∗T = inf{ t : ψt > T } (58)è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ìîìåíòîì îñòàíîâêè â âàðèàíòå B.4. Çàäà÷à IIÂ îòëè÷èå îò ìîäåëè (1), ãäå â ìîìåíò θ ìåíÿåòñÿ ñíîñ áðîóíîâñêîãî äâèæå-íèÿ, â ðàññìàòðèâàåìîé ñåé÷àñ çàäà÷å (4) ïàðàìåòð θ èãðàåò ðîëü ìîìåíòà, ãäåáðîóíîâñêîå äâèæåíèå ìåíÿåò òåíäåíöèþ ñâîåãî äâèæåíèÿ.Áîëåå òî÷íî: ïóñòü θ = θ(ω) � ìîìåíò, êîãäà áðîóíîâñêîå äâèæåíèå W =

(Wt)t≤T äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (Wθ = max
t∈[0,T ]

Wt). Âàæíî ïîä-÷åðêíóòü, ÷òî ìîìåíò θ, áóäó÷è ¾âíóòðåííèì¿ ïàðàìåòðîì áðîóíîâñêîãî äâèæå-íèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåïðåäñêàçóåìûì ìîìåíòîì, ïîñêîëüêó çàâèñèò îò çíà÷åíèé Wt ïðèâñåõ t ∈ [0, T ].Îáå çàäà÷è, è (4) è (5), ïî ñâîåé �îðìóëèðîâêå ÿâëÿþòñÿ íåñòàíäàðòíûìè çà-äà÷àìè, åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòà-íîâêè äëÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ. Îäíàêî, èõ ñíîâà ìîæíî ñâåñòè ê ñòàíäàðòíîé�îðìå è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè óêàçàííîé òåîðèè.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî êðèòåðèè (4) è (5) ýêâèâàëåíòíû. Ñëåäîâàòåëüíî[4, 9℄, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà τ ∈ MT

E|Wθ −Wτ |2 =
1

2
+ E|τ − θ| (59)è, çíà÷èò, îïòèìàëüíûé ìîìåíò τ ∗T â çàäà÷å (4) ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì ìîìåíòîì

τ 0
T (ïîõîæå, â (5)).Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà τ ∈ MT èìååò ìåñòîñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

E|Wθ −Wτ |2 = T + E

∫ τ

0

[1 − 2Ht]dt, (60)ãäå
Ht = 2

(
1 − Φ

(
St −Wt√
T − t

))
, (61)21
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St = max

u6t
Wu,

Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(u)du, ϕ(u) =

1√
2π
e−

u2

2 .Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ïîñòóïèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îá-ðàçîì. �àññìîòðèì âåëè÷èíó ST = max
u6T

Wu.Êàê �óíêöèîíàë îò áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ, ST äîïóñêàåò ñòîõàñòè÷åñêîå èí-òåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå [10℄
ST = EST +

∫ T

0

HtdWt, (62)ãäå Ht îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (61).Ââåäÿ êâàäðàòè÷íî-èíòåãðèðóåìûé ìàðòèíãàë M = (Mt)t6T ñ
Mt =

∫ t

0

HsdWs, (63)íàõîäèì, ÷òî
E[Wθ −Wτ ]

2 = E[ST −Wτ ]
2 = ES2

T + EW 2
τ − 2ESTWτ

= T − 2E(MτWτ ) + Eτ = T + E

∫ τ

0

(1 − 2Ht)dt,ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì ðåçóëüòàòîì (Ë. Áàøåëüå, Ï. Ëåâè), ÷òî ST
law
= |WT |(òî åñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ST è |WT | ñîâïàäàþò) è ÷òî âåëè÷èíû Mt äîïóñêàþò ïðåä-ñòàâëåíèå (63). Òàêèì îáðàçîì, èç (60), (61) ñëåäóåò, ÷òî èñõîäíàÿ (íåñòàíäàðòíàÿ)çàäà÷à îòûñêàíèÿ

V ≡ inf
τ∈MT

E[Wτ −Wθ]
2 (64)ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å îòûñêàíèÿ âåëè÷èíû

U ≡ inf
τ∈MT

E

∫ τ

0

F

(
St −Wt√
T − t

)
dt, (65)ãäå F (x) = 4Φ(x) − 3, ïîñêîëüêó V = T + U .Åñëè ïîëîæèòü Xt = St − Wt, t 6 T , òî èç (65) âèäèì, ÷òî ðàññìàòðèâàå-ìàÿ (íåñòàíäàðòíàÿ) çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå (64) ñâåëàñü ê ñòàíäàðòíîéçàäà÷å òèïà (31) äëÿ ïðîöåññà X = (Xt)t6T , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äè��óçèîííûììàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñ îòðàæåíèåì â íóëå.Çàäà÷à (65) ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé ñòàíäàðòíîé ìàðêîâñêîé çàäà÷åé, ïîñêîëü-êó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (65) çàâèñèò è îò Xt, è îò t. Îäíàêî ýòó çàäà÷óìîæíî ñâåñòè ê íåêîòîðîé íåîäíîðîäíîé.Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðîöåññ (St−Wt)t6Tñîâïàäàåò ñ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì (|Wt|)t6T (¾òåîðåìà Ï. Ëåâè¿) è

U = inf
τ∈MT

E

∫ τ

0

F

( |Wt|√
T − t

)
dt (66)(ïîäðîáíåå ñì. [9℄).22
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Zs = esW1−e−2s . (67)Ïî �îðìóëå Èòî

dZs = Zsds+
√

2dβs, (68)ãäå ïðîöåññ β = (βs)s>0 ñ
βs =

1√
2

∫ s

0

eudW1−e−2u =
1√
2

∫ 1−e−2s

0

1√
1 − u

dWu (69)ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.Èç (68), (69) âûòåêàåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé (èí�èíèòåçèìàëüíûé) îïåðà-òîð LZ ïðîöåññà Z = (Zs)s>0 çàäàåòñÿ �îðìóëîé
LZ = z

d

dz
+

d2

dz2
. (70)Çàìåíîé ïåðåìåííûõ t = 1 − e−2s â (66) íàõîäèì, èñïîëüçóÿ (67), ÷òî

U = 2 inf
τ∈M1

E

(∫ στ

0

e−2sF (|Zs|)ds
)
, (71)ãäå στ = log(1/

√
1 − τ).Ìîìåíò στ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì îòíîñèòåëüíî ïîòîêà (FZ

s )s>0, FZ
s =

σ(Zu, u 6 t).Òåì ñàìûì
U = inf

σ
E

∫ σ

0

e−2sF (|Zs|)ds, (72)ãäå σ � ìîìåíò îñòàíîâêè äëÿ êëàññà M. Ïîëàãàÿ
U(z) = inf

σ∈M

Ez

∫ σ

0

e−2sF (|Zs|)ds, (73)ãäå Ez � óñðåäíåíèå ïî ìåðå Pz ïðîöåññà Z = (Zs)s>0 ñ Z0 = z, ïîëó÷àåì(ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ e−2s ïðè F (|Zs|)) îäíîðîäíóþ ñòàíäàðòíóþ çàäà÷óîá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå äëÿ îäíîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Z = (Zs)s>0.�åøåíèå çàäà÷è (73) ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷óÑòå�àíà.Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè è îáùèõ ðåçóëüòàòîâ îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå,ïðèâåäåííûõ â ïðåäëîæåíèÿõ 1 è 2 â ðàçäåëå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíûé ìî-ìåíò îñòàíîâêè σ∗ äîëæåí èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
σ∗ = inf{ s > 0 : |Zs| > z∗ }ãäå z∗ åñòü íåêîòîðàÿ ïîðîãîâàÿ êîíñòàíòà, ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ. Ñ öåëüþåå îòûñêàíèÿ ðàññìîòðèì (âñïîìîãàòåëüíóþ) çàäà÷ó Ñòå�àíà îòíîñèòåëüíî íåèç-âåñòíîé �óíêöèè Û(z) è ïîðîãà ẑ, òàêèõ, ÷òî

(LZ − 2)Û(z) = −F (|z|), |z| < ẑ, (74)23
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Û(±ẑ) = 0 (ìãíîâåííàÿ îñòàíîâêà), (75)

Û
′
(±ẑ) = 0 (óñëîâèå ãëàäêîãî ñêëåèâàíèÿ). (76)Ñ ó÷åòîì (70) è (74) íàõîäèì, ÷òî â îáëàñòè |z| < ẑ

Û
′′
(z) + zÛ

′
(z) − 2Û(z) = −F (|z|). (77)Äâå êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (77), è ïî-ðîãîâàÿ êîíñòàíòà ẑ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (75), (76) è äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

Û
′
(0) = 0, åñòåñòâåííî ñëåäóþùåãî èç ïðåäïîëîæåíèÿ Û ∈ C2 è ñèììåòðèè ýòîé�óíêöèè Û = Û(z). Êàê ïîêàçàíî â [9℄, ẑ îïðåäåëÿåòñÿ êàê (åäèíñòâåííûé) êîðåíüóðàâíåíèÿ

4Φ(z) − 2zϕ(z) − 3 = 0 (78)(÷òî äàåò ẑ = 1, 12...), à �óíêöèÿ
Û(z) = Φ(ẑ)(1 + z2) − zϕ(z) + (1 − z2)Φ(z) − 3

2
. (79)Ïðèìåíåíèåì ¾ïðîâåðî÷íîé òåîðåìû¿ (ïðåäëîæåíèå 3) óñòàíàâëèâàåì, ÷òî íàé-äåííîå ðåøåíèå (Û , ẑ) çàäà÷è Ñòå�àíà (74)�(76) äàåò èñêîìóþ �óíêöèþ U , îïðå-äåëåííóþ â (73), è îïòèìàëüíûé ìîìåíò σ∗ = inf{ s > 0 : |Zs| > z∗ } ñ z∗ = ẑ, íàêîòîðîì äîñòèãàåòñÿ inf â çàäà÷å (73).Ïðîöåññ Z = (Zs)s>0 è èñõîäíûé ïðîöåññ W = (Wt)t61, âõîäÿùèé â (66) (ñ T =

1), ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (67), êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî îïòèìàëüíûé â çàäà÷å (66)ìîìåíò τ ∗ îïðåäåëÿåòñÿ ïî îïòèìàëüíîìó ìîìåíòó (â çàäà÷å (72)) σ∗ ïî �îðìóëå
σ∗ = log(1/

√
1 − τ ∗).Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ îòìå÷åííîå âûøå ñîâïàäåíèå �óíêöèîíàëîâ U â (65) è (66),à òàêæå òî, ÷òî ïðîöåññû (St −Wt)t6T è (|Wt|)t6T ñîâïàäàþò ïî ðàñïðåäåëåíèþ,íàõîäèì, ÷òî (äëÿ ëþáîãî T > 0) îïòèìàëüíûé (â çàäà÷å (64)) ìîìåíò τ ∗T èìååòñëåäóþùèé âèä:

τ ∗T = inf{ t 6 T : St − Bt > z∗
√
T − t }, (80)ãäå z∗ = ẑ (= 1, 12...). (Î ìíîãèõ èíòåðåñíûõ ñâîéñòâàõ ìîìåíòà τ ∗T ñì. [9℄.)5. Çàäà÷à III1. Â ýòîé çàäà÷å, áëèçêîé ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå ê óñëîâíî-âàðèàöèîííîìó âàðè-àíòó A çàäà÷è I, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà íåïðåäñêàçóåìûõ ìîìåíòà äëÿáðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ W = (Wt)t6T :

θ = inf
{
t 6 T : Wt = max

s∈[0,T ]
Ws

}è
g = sup{ t 6 T : Wt = 0 },ãäå, êàê îáû÷íî, inf ∅ = T, sup ∅ = 0. Ìîìåíò θ � ýòî (P-ï.í. åäèíñòâåííûé) ìî-ìåíò, â êîòîðûé íà [0, T ] áðîóíîâñêîå äâèæåíèå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷å-íèÿ; g � ýòî ìîìåíò ïîñëåäíåãî íà [0, T ] îáðàùåíèÿ â íóëü áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

W = (Wt)t6T .24



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Ïóñòü τ è σ � ìîìåíòû îñòàíîâêè, 0 < α < 1 è
Mα(θ) = { τ 6 T : P(τ < θ) 6 α },

Mα(g) = { σ 6 T : P(σ < g) 6 α }.�àññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ñîñòîÿò â òîì, ÷òîáû â ýòèõ êëàññàõ íàéòè îïòèìàëü-íûå ìîìåíòû τT (α) è σT (α), äëÿ êîòîðûõ
inf

τ∈Mα(θ)
E(τ − θ)+ = E(τT (α) − θ)+ (81)è

inf
σ∈Mα(g)

E(σ − g)+ = E(σT (α) − g)+. (82)Êàê è â âàðèàíòå A çàäà÷è I, ðàññìîòðèì êðèòåðèè
K(c, θ) = inf

τ∈MT

[P(τ < θ) + cE(τ − θ)+] (83)è
K(c, g) = inf

σ∈MT

[P(σ < g) + cE(σ − g)+], (84)ãäå MT � êëàññ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ (îòíîñèòåëüíî (FW
t )t6T , FW

t = σ(Ws, s 6 t))ñî çíà÷åíèÿìè â [0, T ].Ïîëîæèì
πt = P(θ 6 t | FW

t )è
γt = P(g 6 t | FW

t ).Èìååì
πt = P

(
θ 6 t

∣∣FW
t

)
= P

(
max
u6t

Wu > max
t6u6T

Wu

∣∣∣FW
t

)
=

= P

(
max
u6t

Wu −Wt > max
t6u6T

(Wu −Wt)
∣∣∣FW

t

)
. (85)Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû maxu6tWu −Wt ÿâëÿþòñÿ FW

t -èçìåðèìûìè, à ïðèðàùåíèÿ
Wu −Wt, t 6 u 6 T , íå çàâèñÿò îò FW

t è Law(Wu −Wt, t 6 u 6 T ) = Law(Wu, 0 6
u 6 T − t), òî èç (85) íàõîäèì, ÷òî

πt = P

(
max

06u6T−t
Wu 6 b

)∣∣∣
b=St−Wt

, (86)ãäå St = maxu6tWu −Wt.Ñîãëàñíî óæå îòìå÷àâøåìóñÿ â ðàçäåëå 4 ðåçóëüòàòó (Ë. Áàøåëüå, Ï. Ëåâè)
Law

(
max

06u6T−t
Wu

)
= Law

(
|WT−t|

)
. (87)Ïîñêîëüêó

P
(
|WT−t| 6 x

)
= 2Φ

(
x√
T − t

)
− 1, (88)25



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉòî èç (86)�(88) íàõîäèì
πt = 2Φ

(
St −Wt√
T − t

)
− 1. (89)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (ñì. äåòàëè â [1℄) ïîëó÷àåì

γt = 2Φ

( |WT |√
T − t

)
− 1. (90)2. Çàìå÷àíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Ï. Ëåâè

Law(St −Wt, t 6 t
)

= Law
(
|Wt|, t 6 T ), (91)íàõîäèì

Law(πt, t 6 T
)

= Law
(
γt, t 6 T ). (92)Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âèäèì, ÷òî

P(θ 6 t) = Eπt = 2EΦ

(
St −Wt√
T − t

)
− 1 = 2EΦ

( |Wt|√
T − t

)
− 1 = P(g 6 t). (93)Ïîëàãàÿ çäåñü äëÿ ïðîñòîòû T = 1, íàõîäèì

EΦ

( |Wt|√
T − t

)
= 1 − 1

π
arctg

√
1 − t

t
.Ïîýòîìó

P(θ 6 t) = 2

(
1 − 1

π
arctg

√
1 − t

t

)
− 1 =

= 1 − 2

π
arctg

√
1 − t

t
= 1 − 2

π
arccos

√
t =

= 1 − 2

π

(
π

2
− arcsin

√
t

)
=

2

π
arcsin

√
t. (94)Òàêèì îáðàçîì, îáðàùåíèå ê óñëîâíûì âåðîÿòíîñòÿì P

(
θ 6 t | FW

t

) è P
(
g 6

t|FW
t

) äàåò íå òîëüêî ïðîñòîå è íàãëÿäíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî θ è g èìåþòîäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå, íî è òî, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ çàêîíîìàðêñèíóñà (94).3. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîé â âàðèàíòå À çàäà÷å I íàõîäèì, ÷òî
K(c, θ) = inf

τ∈MT

E

(
(1 − πτ ) + c

∫ τ

0

πt dt
)è

K(c, g) = inf
σ∈MT

E

(
(1 − γσ) + c

∫ σ

0

γt dt
)
.Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (89) è (90), ïîëó÷àåì

K(c, θ) = inf
τ∈MT

E

[(
1 − F

(
Sτ −Wτ√
T − τ

))
+ c

∫ τ

0

F

(
St −Wt√
T − t

)
dt

] (95)26
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K(c, g) = inf

σ∈MT

E

[(
1 − F

( |Wσ|√
T − σ

))
+ c

∫ σ

0

F

( |Wσ|√
T − t

)
dt

]
, (96)ãäå F (x) = 2Φ(x) − 1.Ó÷èòûâàÿ ìàðêîâîñòü ïðîöåññîâ (St −Wt)t6T è (|Wt|)t6T , âèäèì, ÷òî èñõîäíûåíåñòàíäàðòíûå çàäà÷è (83) è (84) ñâîäÿòñÿ ê ñòàíäàðòíûì çàäà÷àì (95) è (96).�åøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ðåøåíèÿì çàäà÷ (65) è (66), îáðà-ùåíèåì ê ðàññìîòðåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ Ñòå�àíà è ïðèâëå÷åíèåì ¾ïðîâå-ðî÷íîé òåîðåìû¿. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: â êëàññå MTîïòèìàëüíûå ìîìåíòû τ ∗(c) è σ∗(c) â çàäà÷àõ (83) è (84) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè�îðìóëàìè:

τ ∗(c) = inf
{
t 6 T : St −Wt > z∗(c)

√
T − t

}è
σ∗(c) = inf

{
t 6 T : |Wt| > z∗(c)

√
T − t

}
,ãäå z∗(c) åñòü (åäèíñòâåííûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ

(1 + c)

(
Φ(z) − 1

2

)
=

1

2
ϕ(z)

(
1

z
+ z − zc

) (97)(ñì. äåòàëè â [11℄).Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ óñëîâíî-ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (81) è (82).Äëÿ ìîìåíòà τ ∗(c) âåðîÿòíîñòü ëîæíîé òðåâîãè
P(τ ∗(c) < θ) = E(1 − πτ∗(c)) =

= E

[
2

(
1 − Φ

(
Sτ∗(c) −Wτ∗(c)√

T − τ ∗(c)

))]
= 2
[
1 − Φ(z∗(c))

]
.Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè æåëàòü èìåòü âåðîÿòíîñòü ëîæíîé òðåâîãè ðàâíîé α, òîêîíñòàíòó c íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû

2
[
1 − Φ(z∗(c))

]
= α.Åñëè 0 < α < 1, òî äëÿ zα, òàêîãî, ÷òî

2
[
1 − Φ(zα)

]
= α(òî åñòü zα = Φ−1(1− α/2)), íàõîäèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå c íàäî âûáè-ðàòü òàê, ÷òîáû z∗(c) = zα. Ôóíêöèÿ z∗(c) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò c (ñì. (97)), èíàéäåòñÿ cα, òàêîå, ÷òî z∗(cα) = zα. Ñ òàêèì çíà÷åíèåì c = cα èç äîêàçàííîé âûøåîïòèìàëüíîñòè ìîìåíòà τ ∗(cα) íàõîäèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî τ ∈ Mα(θ)

P(τ < θ) + cαE(τ − θ)+ > P(τ ∗(cα) < θ) + cαE(τ ∗(cα) − θ)+. (98)Ïîñêîëüêó çäåñü P(τ < θ) 6 α è 0 < cα < ∞, òî èç (98) íàõîäèì, ÷òî äëÿ
τ ∈ Mα(θ)

E(τ − θ)+ > E(τ ∗(cα) − θ)+,÷òî è äîêàçûâàåò, ÷òî ìîìåíò τT (α) = τ ∗(cα) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çàäà÷å (81).27



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÀíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîìåíò σT (α) = σ∗(cα) ñ òåì æå ñà-ìûì çíà÷åíèåì cα ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â çàäà÷å (82).Èòàê, â çàäà÷àõ (81) è (82) îïòèìàëüíûå ìîìåíòû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
τT (α) = inf

{
t 6 T : St −Wt > zα

√
T − t

}è
σT (α) = inf

{
t 6 T : |Wt| > zα

√
T − t

}ñ zα, ÿâëÿþùèìñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 1 − α/2 = Φ(z).4. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ áðî-óíîâñêîå äâèæåíèå ñî ñíîñîì W µ = (W µ
t )t6T , W µ

T = µt + Wt, ñîîòâåòñòâóþùèåîïòèìàëüíûå ìîìåíòû τµ
T (α) è σµ

T (α) èìåþò (êàê ýòî ìîæíî âûâåñòè èç ðåçóëüòà-òîâ [12℄) ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
τµ
T (α) = inf

{
t 6 T : Sµ

t −W µ
t > bµα(t)

}è
σµ

T (α) = inf
{
t 6 T : W µ

t > b
µ

α(t) èëè bµα(t)
}
,ãäå Sµ

t = maxu6tW
µ
u , bµα(t) è bµα(t), bµα(t) � íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå �óíêöèè, ïî äîñòè-æåíèè êîòîðûõ èëè ïðîöåññîì (Sµ

t −W µ
t )t6T , èëè ïðîöåññîì (W µ

t )t6T ïðîèñõîäèòîñòàíîâêà íàáëþäåíèé.Òî÷íûé âèä ýòèõ ãðàíè÷íûõ �óíêöèé íåèçâåñòåí. Â íàøåé ðàáîòå [11℄ óêàçà-íû ãðàíè÷íûå �óíêöèè b(t) = b(t; µ, α) è b(t) = b(t; µ, α), b(t) = b(t; µ, α), äëÿêîòîðûõ ìîìåíòû
τ̃µ
T (α) = inf

{
t 6 T : Sµ

t − Bµ
t > b(t)

}è
σ̃µ

T (α) = inf
{
t 6 T : W µ

t > b(t) èëè W µ
t 6 b(t)

}òàêîâû, ÷òî âåðîÿòíîñòè ëîæíîé òðåâîãè P(τ̃µ
T (α) < θ) è P(σ̃µ

T (α) < g) â òî÷íîñòèðàâíû α. Â [11℄ ïðèâåäåíû ãðà�èêè ýòèõ �óíêöèé äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé µ è α.Ïî ñâîåé �îðìå ýòè ãðà�èêè ñîîòâåòñòâóþò òîìó êà÷åñòâåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ,êàêèì äîëæíû áûòü îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå �óíêöèè bµα(t), bµα(t) è bµα(t).6. Çàäà÷à IV1. Îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 1, ýòà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîé ìîìåíò
τ ∗T , ÷òî

EU

(
Pτ∗

T

MT

)
= sup

τ∈MT

EU

(
Pτ

MT

)
, (99)ãäå Pt = St/Bt, ïðîöåññ S = (St)t6T ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì áðîóíîâñêèì äâèæå-íèåì ñ

dSt = St(µ dt+ σ dWt), S0 = 1è B = (Bt)t6T åñòü áàíêîâñêèé ñ÷åò ñ
dBt = rBt dt, B0 = 1.28



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Çàäà÷à (99) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñòàíäàðòíîé, ïîñêîëüêó âåëè÷èíà
MT = maxt6T Pt çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ Pt ïðè âñåõ t ∈ [0, T ].Â òîì æå ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèÿ ïîòåðü ÿâëÿåòñÿ ëîãàðè�ìè÷å-ñêîé: U(x) = log x, çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà τ ∗T , òàêîãî, ÷òî

E log
Pτ∗

T

MT
= sup

τ∈MT

E log
Pτ

MT
,ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî τ ∗T ìîæíî íåó÷èòûâàòü çíà÷åíèå MT .Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

E log
Pτ

MT
= E logPτ − E logMT ,òî âèäèì, ÷òî îïòèìàëüíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òîò ìîìåíò τ ∗T , äëÿ êîòîðîãî

E logPτ∗
T

= sup
τ∈MT

E logPτ .Òàê êàê
Pt = e(µ−r−σ2/2)t+σWt ,òî

E logPτ = E
[
(µ− r − σ2/2)τ + σWτ

]
.Äëÿ êàæäîãî τ ∈ MT ñ T <∞ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå EWτ = 0 è, çíà÷èò,

sup
τ∈MT

E logPτ = sup
τ∈MT

E
[
(µ− r − σ2/2)τ

]
.Îòñþäà âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûé (!) ìîìåíò

τ ∗T =

{
0, åñëè µ− r − σ2/2 6 0;

T, åñëè µ− r − σ2/2 > 0.
(100)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ìîìåíò áóäåò îïòèìàëüíûì è â áîëåå èíòåðåñíîì ñëó-÷àå ëèíåéíîé �óíêöèè ïîëåçíîñòè U(x) = x. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòüíàëè÷èåMT = supt6T Pt â E(Pτ/MT ), ÷òî äåëàåò ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó äåéñòâè-òåëüíî íåñòàíäàðòíîé, è åå èññëåäîâàíèå ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûì[13, 14℄.2. Ïðåæäå âñåãî çàéìåìñÿ ñâåäåíèåì íåñòàíäàðòíîé çàäà÷è

E
Pτ∗

T

MT
= sup

τ∈MT

E
Pτ

MT
(101)ê ñòàíäàðòíîé äëÿ íåêîòîðîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.Çàïèøåì Pt = St/Bt â âèäå

Pt = eW ν
t , (102)ãäå W ν

t = νt+ σWt, ν = µ− r − σ2/2. 29



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÒîãäà, ïîëàãàÿ, Mν
t = max06u6tW

ν
u , íàõîäèì, ÷òî

E
Pt

MT
= E exp

[
eW ν

t

max06t6T eW ν
t

]
= E exp

[
eW ν

t

eMν
t ∨ emaxt6u6T W ν

u

]
=

= E

[
e−(Mν

t −W ν
t ) ∧ e−maxt6u6T (W ν

u−W ν
t )
]

=

= E

{
E

[
e−(Mν

t −W ν
t ) ∧ e−maxt6u6T (W ν

u−W ν
t )
∣∣∣FW

t

]}
=

= E

{
E

[
e−x ∧ e−Mν

T−t

]
x=Mν

t −W ν
t

}
= EG(t, Mν

t −W ν
t ), (103)ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ Mν

t − W ν
t îò FW

t , òåì, ÷òî Law(W ν
u −

W ν
t , t 6 u 6 T ) = Law(W ν

u , 0 6 u 6 T − t), è ïîëîæèëè
G(t, x) = E

[
e−x ∧ e−Mν

T−t

]
, t ∈ [0, T ], x ∈ [0, ∞). (104)Òàêèì îáðàçîì, åñëè

Xν
t = Mν

t −W ν
t ,òî

sup
τ∈MT

E
Pτ

MT
= sup

τ∈MT

EG(τ, Xν
τ ). (105)Ïðîöåññ (Xν

t )t6T ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ íåñòàíäàðò-íàÿ çàäà÷à (101) ñâåëàñü ê ñòàíäàðòíîé (íåîäíîðîäíîé) çàäà÷å îòûñêàíèÿ ìîìåíòà
τ ∗T , òàêîãî, ÷òî

EG(τ ∗T , X
ν
τ∗
T
) = sup

τ∈MT

EG(τ, Xν
τ ) (106)äëÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (Xν

t )t6T .Ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèé σ = 1, íàõîäèì (ñì. ïîäðîáíåå [13℄) ñëå-äóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ G(t, x):
G(t, x) =

2(ν − 1)

2ν − 1
e−(ν−1/2)(T−t)Φ

(−x+ (ν − 1)(T − t)√
T − t

)
+

+
1

2ν − 1
e−(1−2ν)xΦ

(−x− ν(T − t)√
T − t

)
+ e−xΦ

(
x− ν(T − t)√

T − t

)
, (107)åñëè ν 6= 1/2, è

G(t, x) = (1 + x+ (T − t)/2)Φ

(−x− (T − t)/2√
T − t

)
−

−
√
T − t

2π
e−

(x+(T−t)/2)2

2(T−t) + e−xΦ

(−x− (T − t)/2√
T − t

)
, (108)åñëè ν = 1/2.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (106) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðåøåíèÿ òàêèõ (íåîäíîðîä-íûõ) çàäà÷, èçëîæåííûì â ðàçäåëå 2.30



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Ïîëîæèì äëÿ 0 6 t 6 T , x ∈ [0, ∞)

V (t, x) = sup
06τ6T−t

ExG(t+ τ, Xx
t+τ ), (109)ãäå (Xx

t )06t6T � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ
Xx

t = x ∨Xν
t (= x ∨ (Mν

t −W ν
t )) (110)è Ex � óñðåäíåíèå ïî ìåðå Px ýòîãî ïðîöåññà, êîãäà Xx
0 = x.Èç (109) âèäèì, ÷òî èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à (105) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþçíà÷åíèÿ V (0, 0).Ââåäåì ìíîæåñòâà

C =
{
(t, x) ∈ [0, T ) × [0, ∞) : V (t, x) > G(t, x)

}è
C =

{
(t, x) ∈ [0, T ) × [0, ∞) : V (t, x) = G(t, x)

}
.Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè (ðàçäåë 2), åñòåñòâåííîîæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâà C è D ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïðîäîëæåíèÿ è ïðåêðàùå-íèÿ íàáëþäåíèé è ìîìåíò ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-íûì.Îäèí èç ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ �óíêöèè V = V (t, x) è îáëàñòåé C è D ñîñòîèò âðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Ñòå�àíà: íàéòè V̂ , Ĉ è D̂, òàêèå, ÷òî

LX V̂ (t, x) = 0, (t, x) ∈ Ĉ, (111)
V̂ (t, x) = G(t, x), (t, x) ∈ D̂. (112)Çäåñü LX � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé (èí�èíèòåçèìàëüíûé) îïåðàòîð ïðîöåññà Xx =

(Xx
t )t>0. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4, 15℄), ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Law(Xx

t , t 6
T |X0 = x) ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Law(|Y x

t |, t 6 T ), ãäå Y x = (Y x
t )t6T åñòüòàê íàçûâàåìûé ¾bang-bang¿ ïðîöåññ, óäîâëåòâîðÿþùèé ñòîõàñòè÷åñêîìó äè��å-ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dY x
t = −ν sgnY x

t dt+ dW̃t, Y x
0 = x,ãäå W̃ = (W̃t)t6T � íåêîòîðûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ (áðîóíîâñêîå äâèæåíèå).Ïî �îðìóëå Òàíàêà

|Y x
t | = |x| +

∫ t

0

sgnY x
s dY

x
s + Lt(Y

x) = |x| − νt+

∫ t

0

sgnY x
s dW̃s + Lt(Y

x), (113)ãäå Lt(Y
x) � ëîêàëüíîå âðåìÿ ïðîöåññà Y x â íóëå íà èíòåðâàëå [0, t]. Îòñþäà,ââèäó ñîâïàäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ïðîöåññîâ Xx è |Y x|, íàõîäèì, ÷òîõàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ïðîöåññà Xx èìååò ñëåäóþùèé âèä: äëÿ �óíêöèè

f = f(t, x) ∈ C1,2

LXf(t, x) =
∂f

∂t
− ν

∂f

∂x
+

1

2

∂2f

∂x2
, t ∈ [0, T ), x ∈ (0, ∞), (114)31



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉñ óñëîâèåì îòðàæåíèÿ â íóëå
∂f

∂x
(t, 0+) = 0. (115)Äàëåå ìû íå áóäåì èñêàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è Ñòå�àíà, à ïðèìå-íèì äðóãîé ìåòîä, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðåòèé ìåòîä (â äîïîëíåíèåê ¾èòåðàòèâíîìó¿ è ¾ñòå�àíîâñêîìó¿ ìåòîäàì, èçëîæåííûì â ðàçäåëå 2) ðåøåíèÿçàäà÷ îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêå òèïà (109).Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè �óíêöèÿ G(t, x) ∈ C1,2, òî ïî�îðìóëå Èòî

G(t+ s, |Y x
s |) = G(t, x) +

∫ s

0

LXG(t+ u, |Y x
u |) du+

+

∫ s

0

∂G

∂x
(t+ u, |Y x

u |) dW̃u +

∫ s

0

∂G

∂x
(t+ u, |Y x

u |) dLu(Y
x). (116)Â ñèëó (115) ïîñëåäíèé ÷ëåí â (116) îáðàùàåòñÿ â íóëü, è

Ms =

∫ s

0

∂G

∂x
(t+ u, |Y x

u |) dW̃u, 0 6 s 6 Tÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì, ãäå
−1 6

∂G

∂x
6 0.Òåì ñàìûì èç (116) çàêëþ÷àåì, ÷òî

V (t, x) = sup
τ∈MT−t

ExG(t+ τ, Xx
τ ) = sup

τ∈MT−t

EG(t+ τ, |Y x
τ |) =

= G(t, x) + sup
τ∈MT−t

Ex

∫ τ

0

H(t+ u, |Y x
u |) du =

= G(t, x) + sup
τ∈MT−t

Ex

∫ τ

0

H(t+ u, Xx
u) du, (117)ãäå

H(t, x) ≡ LxG(t, x) =
∂G

∂t
− ν

∂G

∂x
+

1

2

∂2G

∂x2
. (118)Èìåÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (107) è (108) äëÿ G = G(t, x), íàõîäèì

H(t, x) = (ν − 1/2)G(t, x) − ∂G

∂x
(t, x). (119)Èòàê, äëÿ V (t, x) ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå

V (t, x) = G(t, x) + sup
τ∈MT−t

Ex

∫ τ

0

H(t+ u, Xx
u) du, (120)èãðàþùåå êëþ÷åâóþ ðîëü â òðåòüåì ìåòîäå îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíûõ ìîìåíòîâîñòàíîâêè.32



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Åñëè ν > 1/2, òî ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèÿõ (107)è (108) (ñì. äåòàëè â [13℄), ïîêàçûâàþò, ÷òî ∂G/∂x 6 0. Ïîýòîìó èç (119) çàêëþ-÷àåì, ÷òî H(t, x) > 0 äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [0, T ] × [0, ∞), è èç (120) âèäèì, ÷òî âðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ν > 1/2

V (t, x) > G(t, x),ïðè÷åì åñëè ν > 1/2, òî V (t, x) > G(t, x), 0 6 t < T , x > 0.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ν > 1/2 íå íàäî îñòàíàâëèâàòüñÿ äî ìîìåíòàâðåìåíè T ñ àâòîìàòè÷åñêîé îñòàíîâêîé â ìîìåíò t = T , êîãäà V (T, x) = G(T, x).Òàêèì îáðàçîì, ïðè ν > 1/2 îïòèìàëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàí-íûé ìîìåíò τ ∗T = T .Åñëè ν = 1/2, òî ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé ìîìåíò τ ∗T = t ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-íûì.Åñëè ν < −1/2, òî ïîñêîëüêó
H(t, x) = (ν + 1/2)G(t, x) −

(
G(t, x) +

∂G

∂x

)
,è, êàê ïîêàçûâàþò ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ,

G(t, x) +
∂G

∂x
> 0,èç (120) ñëåäóåò, ÷òî

V (t, x) 6 G(t, x),è, çíà÷èò, îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò τ ∗T = 0.�àññìîòðåíèå ñëó÷àåâ −1/2 < ν < 1/2 íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîå (ñì. [13, 14℄).Â öåëîì æå ïîëó÷àåì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè ïîòåðü,îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò
τ ∗T =

{
0, åñëè ν 6 0;

T, åñëè ν > 0,ãäå ν = µ− r − σ2/2. 7. Çàäà÷à V1. Áóäåì, ðàññìàòðèâàÿ ìîäåëü (11)�(15), èíòåðåñîâàòüñÿ îòûñêàíèåì îïòè-ìàëüíîãî ìîìåíòà τ ∗, äëÿ êîòîðîãî
E log

Pτ∗

MT
= sup

τ∈MT

E log
Pτ

MT
(≡ VT ), (121)òî åñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (9) äëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè ïîëåçíîñòè

U(x) = log x.Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (121) äàåò â òî æå ñàìîå âðåìÿ ðå-øåíèå çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â [16℄, î òîì, êàê â ïðåäïîëîæåíèÿõ (11)�(15) ïðî-èçâîäèòü ðåáàëàíñèðîâêó ïîðò�åëÿ ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü â ìîìåíò âðåìåíè Tìàêñèìàëüíûé êàïèòàë (íà áàíêîâñêîì ñ÷åòå). 33



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÄåéñòâèòåëüíî, åñëè íà èíòåðâàëå [0, τ ] âñå ñðåäñòâà âëîæåíû â àêöèþ è âìîìåíò τ ïðîèñõîäèò ïðîäàæà àêöèè ñ ðàçìåùåíèåì åå ñðåäñòâ íà áàíêîâñêîìñ÷åòå, òî êàïèòàë â ìîìåíò âðåìåíè T áóäåò ðàâåí Sτ · BT

Bτ
= Sτ

Bτ
· BT = Pτ · BT .Òåì ñàìûì

WT ≡ sup
τ∈MT

E log

(
Sτ ·

BT

Bτ

)
= sup

τ∈MT

E logPτ + logBT =

= VT + E logMT + logBT , (122)è îïòèìàëüíûå ìîìåíòû â VT -çàäà÷å (121) è WT -çàäà÷å (122) ñîâïàäàþò.2. Äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà â VT -çàäà÷å çàïèøåì Pt â âèäå
Pt = exp

{∫ t

0

ν(s, θ) ds+ σWt

}
, (123)ãäå

ν(s, θ) = µ(s, θ) − r − σ2/2ñ
µ(s, θ) = µ1I(s < θ) + µ2I(s > θ).Òåì ñàìûì

E logPτ = E

∫ τ

0

ν(s, θ) ds+ σEWτ = E

∫ τ

0

ν(s, θ) ds,ïîñêîëüêó EWτ = 0 äëÿ ëþáûõ ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ τ 6 T .Åñëè îáîçíà÷èòü πt = P(θ 6 t | FS
t ), òî íàéäåì

E

∫ τ

0

ν(s, θ) ds = E

[
ν1τ + (ν2 − ν1)

(
τπτ − E(θI(θ < τ)|F s

t )
)]
. (124)Ñäåëàåì òåïåðü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ θ ÿâëÿåòñÿ, êàêè â çàäà÷å I (ðàçäåë 3), ýêñïîíåíöèàëüíûì, îïèñûâàåìûì �îðìóëàìè (33).Ïîäîáíî òîìó, êàê â ðàçäåëå 3 âûâîäèëîñü ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåíöèàëüíîåóðàâíåíèå (42), äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåé÷àñ ìîäåëè (11), (12) íàõîäèì

dπt = λ(1 − πt) dt+
ν2 − ν1

σ
πt(1 − πt) dW t, π0 = 0, (125)ãäå W t =

(
W t

)
t6T

ÿâëÿåòñÿ (îáíîâëÿþùèì) áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì.Òî÷íî òàê æå äëÿ ïðîöåññà (ρt)t6T ñ ρt = E
(
θI(θ 6 t)

∣∣FS
t

) íàéäåì
dρt = λt(1 − πt) dt+

ν2 − ν1

σ
γt(1 − πt) dW t, ρ0 = 0, (126)ãäå

γt = λeλt

∫ t

0

se−λsLt

Ls
ds, Lt =

dµ
(ν1)
t

dµ
(ν2)
tè µ(νi)

t � ìåðà ïðîöåññà H i = (H i
s)s6t ñ dH i

s = νi ds+ σ dWs, i = 1, 2.34



Øèðÿåâ À.Í. Î íåñòàíäàðòíûõ ïðîáëåìàõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè...Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî
d(tπt) = πt dt+ t

{
λ(1 − πt) dt+

ν2 − ν1

σ
πt(1 − πt) dW t

}
, (127)èç (124)�(126) ïîëó÷àåì, ÷òî

E

∫ τ

0

ν(s, θ) ds = E
[
ν1τ + (ν2 − ν1)(τπτ − ρτ )

]
=

= E

∫ τ

0

{
ν1 + (ν2 − ν1)

[
πt + λt(1 − πt)

]
− (ν2 − ν1)λt(1 − πt)

}
dt =

= E

∫ τ

0

[
ν1 + (ν2 − ν1)πt

]
dt. (128)Òåì ñàìûì

sup
τ∈MT

E logPτ = sup
τ∈MT

E

∫ τ

0

[
ν1 + (ν2 − ν1)πt

]
dt, (129)è, çíà÷èò, èñõîäíàÿ íåñòàíäàðòíàÿ çàäà÷à (121) ñâåäåíà ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å(òèïà (19′)) äëÿ äè��óçèîííîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà (πt)t6T ñ äè��åðåíöèà-ëîì (125).Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü â (129). Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (125)

λt = πt + λ

∫ t

0

πs ds−
∫ t

0

ν2 − ν1

σ
πs(1 − πs) dW s. (130)Òåì ñàìûì

t =
πt

λ
+

∫ t

0

πs ds−
∫ t

0

ν2 − ν1

λσ
πs(1 − πs) dW sè

ν1t =
ν1

λ
πt + ν1

∫ t

0

πs ds−
∫ t

0

ν1(ν2 − ν1)

λσ
πs(1 − πs) dW s.Ïîýòîìó

E

∫ τ

0

[
ν1 + (ν2 − ν1)πt

]
dt = E

[
ν1

λ
πτ + ν2

∫ τ

0

πt dt

]
=

=
ν1

λ
E

[
πτ +

ν2

ν1

λ

∫ τ

0

πt dt

]
= −ν1

λ
E

{
−πτ +

|ν2|
ν1

λ

∫ τ

0

πt dt

}
.Îòñþäà, ïîëàãàÿ c = |ν2|

ν1
λ, íàõîäèì, ÷òî

E

∫ τ

0

[
ν1 + (ν2 − ν1)πt

]
dt =

ν1

λ
− ν1

λ
E

{
(1 − πτ ) + c

∫ τ

0

πt dt

} (131)è
sup

τ∈MT

E

∫ τ

0

[
ν1 + (ν2 − ν1)πt

]
dt =

ν1

λ
− inf

τ∈MT

ν1

λ
E

{
(1 − πτ ) + c

∫ τ

0

πt dt

}
. 35



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÈç ýòîé �îðìóëû ìû âèäèì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à (121), ðàâíîñèëüíàÿ çàäà÷å
τ  sup

τ∈MT

E logPτ , (132)ñâåëàñü ê çàäà÷å
τ  inf

τ∈MT

{
(1 − πτ ) + c

∫ τ

0

πt dt
}
. (133)Äëÿ ñëó÷àÿ T = ∞ ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â ðàçäåëå 3, èç êîòîðîãîñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíûé ìîìåíò

τ ∗∞ = inf
{
t > 0 : πt > A∗

∞
}
, (134)ãäå A∗

∞ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (50) (ñ çàìåíîé ρ = r2/(2σ2) íà ρ = (µ1 −
µ2)

2/(2σ2)). Òåì ñàìûì ïðè áîëüøèõ T ýòîò ìîìåíò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí âêà÷åñòâå ïî÷òè îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà è â çàäà÷å (132).Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èç ïðåäñòàâëåíèÿ
E logPτ = E

∫ τ

0

[
ν1 + (ν2 − ν1)πt

]
dt (135)âèäíî, ÷òî åñëè íà÷èíàòü íàáëþäåíèÿ ñ π0 = 0, òî, ïîñêîëüêó â (135) âåëè÷èíà

(ν2−ν1)πt < 0 ïðè t < 0 è (ν2−ν1)π0 = 0, íå ñëåäóåò îñòàíàâëèâàòüñÿ äî äîñòèæåíèÿïîðîãà Ã∞ = ν1/(ν1−ν2) = ν1/(ν1+|ν2|) = λ/(λ+c). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî A∗
∞ > Ã∞.Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî T ðåøåíèå çàäà÷è (133) (à çíà÷èò, è çàäà÷è (132)) íàìíîãîñëîæíåå. Äåëî â òîì, ÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ [4, 17℄, ÷òî îïòèìàëüíûé ìîìåíò τ ∗Tèìååò ñëåäóþùèé âèä:

τ ∗T = inf
{
t 6 T : πt > gT (t)

}
, , (136)ãäå îïòèìàëüíàÿ ãðàíèöà g(t) = gT (t), 0 6 t 6 T , ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåïðå-ðûâíûì ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Et,g(t)πT = g(t) + c

∫ T−t

0

Et,g(t)

[
πt+uI(πt+u < g(t+ u)

]
du+

+ λ

∫ T−t

0

Et,g(t)

[
(1 − πt+u)I(πt+u < g(t+ u)

]
du. (137)Â ÿâíîì âèäå ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå íå óäàåòñÿ ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî íå óäà-åòñÿ íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Et,g(t)[·], âõîäÿùåå â ïðàâóþ ÷àñòü (137). Îä-íàêî ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå, èçîáðàæåííîå íà ïðèâîäèìîìðèñóíêå.3. Çàâåðøàÿ ðàññìîòðåíèå çàäà÷, â êîòîðîì ïðîèëëþñòðèðîâàí ìåòîä ðåäóêöèèíåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ ê ñòàíäàðòíûì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ,îòìåòèì (ïîìèìî óæå èçëîæåííûõ ¾èòåðàòèâíûõ¿ è ¾ñòå�àíîâñêèõ¿) ñëåäóþùèå÷àñòî èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñîáñòâåííî çàäà÷ îá îïòèìàëüíîé îñòàíîâêåâèäà

VT = sup
τ∈MT

EGτ , (138)36
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1

π
t π t→

→t g(t)

0
Tτ∗

λ
λ+c

ãäå âåëè÷èíû Gt ÿâëÿþòñÿ Ft-èçìåðèìûìè è τ � ìîìåíòû îñòàíîâêè îòíîñèòåëüíîïîòîêà (Ft)t6T .Ïóñòü Q � íåêîòîðàÿ ìåðà, ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíîìåðû P (òî åñòü Qt ≪ Pt, ãäå Qt = Q|Ft, Pt = P|Ft) è Zt = dQt/dPt. Ïðåäïîëîæèì,÷òî íàéäóòñÿ òàêèå �óíêöèè g = g(x) è ïðîöåññ X = (Xt)t6T , ÷òî Gt ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â âèäå
Gt = Ztg(Xt). (139)Òîãäà äëÿ ëþáîãî τ 6 T

EGτ = EQg(Xτ). (140)Äåéñòâèòåëüíî,
EQg(Xτ ) = Eg(Xτ)

dQT

dPT
dP = Eg(Xτ)Zτ = EGτ . (141)Åñëè (Xt)t6T � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ (ïî ìåðå QT ), òî ðàâåíñòâî (140) áóäåòîçíà÷àòü, ÷òî çàäà÷à (138) ñâåëàñü ê ñòàíäàðòíîé ìàðêîâñêîé çàäà÷å îòûñêàíèÿ

supτ∈MT
EQg(Xτ). Ïðåäñòàâëåíèå (140) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ìåòîäó (ñèñòåìà-òè÷åñêè èñïîëüçóåìîìó â [18℄) îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ìîìåíòà â çàäà÷å (138).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ g(x) > 0 è supx g(x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x∗. Òîãäàèç (141) èìååì

EGτ = Eg(Xτ)Zτ 6 g(x∗)EZτ = g(x∗), (142)ïîñêîëüêó EZτ = 1 äëÿ τ 6 T .Åñëè íà âðåìåííîì èíòåðâàëå [0, T ] ïðîöåññ (Xt)t6T ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöàäîñòèãàåò çíà÷åíèÿ x∗, òî èç (142) áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ìîìåíò
τ ∗T = inf

{
t 6 T : Xt = x∗

}ÿâëÿåòñÿ â çàäà÷å τ  supτ∈MT
EQg(Xτ) îïòèìàëüíûì. 37



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÍàêîíåö, îòìåòèì åùå îäèí ìåòîä îòûñêàíèÿ â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå �óíêöèè
V (x) = sup

τ∈M

ExG(Xτ ).Èç îáùåé òåîðèè (ðàçäåë 2) ìû çíàåì, ÷òî �óíêöèÿ V (x) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåéñóïåðãàðìîíè÷åñêîé ìàæîðàíòîé �óíêöèè G(x).�àññìîòðèì ñïåöèàëüíûé êëàññ M̃ ⊆ M ìîìåíòîâ îñòàíîâêè, ñêàæåì ìîìåíòîâòèïà ìîìåíòîâ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ óðîâíåé a > 0:
τa = inf

{
t > 0 : Xt > a

}
.Ââåäåì �óíêöèþ

Ṽ (x) = sup
τ∈M̃

ExG(Xτ ).Ïîëüçóÿñü ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðîé ìîìåíòîâ τa ∈ M̃, â ðÿäå çàäà÷ (ñì., íà-ïðèìåð, [19, 20℄) óäàåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî �óíêöèÿ Ṽ (x) ÿâëÿåòñÿ ñóïåðãàðìî-íè÷åñêîé �óíêöèåé, ìàæîðèðóþùåé �óíêöèþ G(x). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ V (x)ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñóïåðãàðìîíè÷åñêîé �óíêöèåé, ìàæîðèðóþùåé �óíêöèþ
G(x), òî V (x) 6 Ṽ (x). Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, V (x) > Ṽ (x). Òåì ñàìûì
Ṽ (x) = V (x) è îïòèìàëüíûé ìîìåíò â êëàññå M̃ áóäåò îïòèìàëüíûì è â êëàññå M.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Øèðÿåâ À.Í. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé àíàëèç. Ì.: Íàóêà, 1969.[2℄ �îááèíñ �., Ñèãìóíä Ä., ×àî È. Òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ïðàâèë îñòàíîâêè. Ì.:Íàóêà, 1977.[3℄ Øèðÿåâ À.Í. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé �èíàíñîâîé ìàòåìàòèêè: â 2 ò. Ò. 1:Ôàêòû. Ìîäåëè, Ò. 2: Òåîðèÿ. Ì.: Ôàçèñ, 1998.[4℄ Peskir G., Shiryaev A.N. Optimal stopping and free-boundary problems. Basel:Birkh�auser, 2006.[5℄ Ëèïöåð �.Ø., Øèðÿåâ À.Í. Ñòàòèñòèêà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ì.: Íàóêà,1974.[6℄ Feinberg E.A., Shiryaev A.N. Quikest detetion of drift hange for Brownianmotion in generalized Bayesian and minimax settings // Statistis and Deisions,2006. 24, � 4. P. 445�470.[7℄ Øèðÿåâ À.Í.Îò ¾ðàçëàäêè¿ ê íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè è òåîðèè ìàðòèíãàëîâ// Ìàòåìàòè÷åñêèå ñîáûòèÿ XX âåêà. Ì.: Ôàçèñ, 2003. Ñ. 491�518.[8℄ Óðóñîâ Ì. Îá îäíîì ñâîéñòâå ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà áðîóíîâñêèìäâèæåíèåì è íåêîòîðûõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíîé îñòàíîâêè // Òåîðèÿ âåðîÿòíî-ñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 2004. 49, � 1. Ñ. 184�190.[9℄ Graversen S. E., Peskir G., Shiryaev A.N. Stopping Brownian motion withoutantiipation as lose as possible to its ultimate maximum // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåéè åå ïðèìåíåíèÿ. 2000. 45, � 1. Ñ. 125�136.[10℄ Øèðÿåâ À.Í., Éîð Ì. Ê âîïðîñó î ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâ-ëåíèÿõ �óíêöèîíàëîâ îò áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. I // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èåå ïðèìåíåíèÿ. 2003. 48, � 2. Ñ. 375�385.38
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�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÏ�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÌÀÑÑÎÂÎ�Î ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß Â ÓÑËÎÂÈßÕÂÛÑÎÊÎÉ ÇÀ��ÓÇÊÈË.�. À�àíàñüåâà, Å. Å. ÁàøòîâàÑòàòüÿ ïîñâÿùåíà àñèìïòîòè÷åñêîìó àíàëèçó áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõè îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâà-þòñÿ ñèñòåìû ñ áîëüøèì ÷èñëîì êàíàëîâ è âõîäÿùèì ïîòîêîì âûñîêîéèíòåíñèâíîñòè, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå ñæàòèÿ âðåìåíè. Äîêàçûâàåò-ñÿ òåîðåìà î ãàóññîâñêîé àïïðîêñèìàöèè, óñëîâèÿ êîòîðîé âûðàæåíû âòåðìèíàõ ìîìåíòîâ âõîäÿùåãî ïîòîêà. Âî âòîðîé ÷àñòè ðåøàåòñÿ çàäà÷àî ñõîäèìîñòè ê äè��óçèîííîìó ïðîöåññó õàðàêòåðèñòèê îäíîêàíàëüíûõñèñòåì ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûì ïîòîêîì.1. ÂâåäåíèåÇíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïðîâî-äèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âõîäÿùèé ïîòîê ïóàññîíîâñêèé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ íåòîëüêî îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íî èàäåêâàòíîñòüþ äàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äëÿ øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷.Äåëî â òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå ïîòîêè ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè áîëüøîãî ÷èñëàíåçàâèñèìûõ ïîòîêîâ, à îíè, êàê ïîêàçàíî â [1℄, â äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì. Êðîìå òîãî, ïðè îïè-ñàíèè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ âîçíèêàþò ìîäåëè, â êîòîðûõ ïåðâîíà÷àëüíûé ïîòîê,ïðîõîäÿ ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèñòåì, òåðÿåò ÷àñòü ñâîèõ òðåáîâàíèé. Êàê ñëå-äóåò èç [2℄ è äðóãèõ ðàáîò, òàêîé ðàçðåæåííûé ïîòîê òàêæå áóäåò ïðèáëèæàòüñÿê ïóàññîíîâñêîìó.Âîçðîñøèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê áîëåå ñëîæíûì âõîäÿùèì ïîòîêàì âïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âõîäÿùèé ïîòîê ïóàññîíîâñêèé, ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþîïåðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû, íàïðèìåð çàíèæåíèþ ñðåäíåãî ÷èñëà íà-õîäÿùèõñÿ â íåé òðåáîâàíèé.Ïîëó÷åíèå ÿâíîãî âèäà õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñî ñëîæíûìè ïî-òîêàìè âîçìîæíî ëèøü äëÿ óçêîãî êëàññà ìîäåëåé, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå, êàêïðàâèëî, âåäåòñÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïåðâîå � ïîñòðîåíèå îöåíîê äëÿ ýòèõ õà-ðàêòåðèñòèê. Âòîðîå � èçó÷åíèå óñëîâèé âûñîêîé çàãðóçêè, êîãäà â ñèñòåìå ñêàï-ëèâàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî òðåáîâàíèé, è ìàëîé, êîãäà ïðèáîð çíà÷èòåëüíóþ äîëþâðåìåíè ïðîñòàèâàåò.Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñ äîñòàòî÷íî îáùèìèâõîäÿùèìè ïîòîêàìè â àñèìïòîòèêå ñæàòèÿ âðåìåíè, êîãäà ÷èñëî òðåáîâàíèé âñèñòåìå ðàñòåò.Â ïåðâîé ÷àñòè èçó÷àþòñÿ ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì èëè äîñòàòî÷íî áûñòðî ðàñòó-ùèì ÷èñëîì êàíàëîâ. Ýòî íàïðàâëåíèå ïðåäñòàâëåíî â ìîíîãðà�èè À.À. Áîðîâêî-âà [3℄, ãäå ðàçâèòà òåîðèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â äîñòàòî÷íî îáùèõïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî âõîäÿùåãî ïîòîêà, âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ è ñòðóê-òóðû ñèñòåìû. Âõîäÿùèé ïîòîê ïîñëå íåêîòîðîé íîðìèðîâêè ïðåäïîëàãàåòñÿ ñõî-äÿùèìñÿ â òîì èëè èíîì ñìûñëå ê ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó ξ(t). Òîãäà íîðìèðîâàííîå40



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...÷èñëî òðåáîâàíèé q(t), íàõîäÿùèõñÿ â ñèñòåìå, â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñõîäèò-ñÿ ê ïðîöåññó ζ(t), ñâÿçàííîìó ñ ξ(t). Ïðèìåíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê ñèñòåìàìñ âõîäíûìè ïîòîêàìè, îáû÷íî èñïîëüçóåìûìè â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ(òàêèìè, êàê äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé, ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûé,ðåãåíåðèðóþùèé, ïîëóìàðêîâñêèé è äð.), ñòàëêèâàåòñÿ ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíî-ñòÿìè. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè âõîäíîãî ïîòîêà ê íåêî-òîðîìó ïðåäåëüíîìó ïðîöåññó, âî-âòîðûõ, âûðàçèòü íîðìèðóþùèå êîý��èöèåíòûâ òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ âõîäíîé ïîòîê è âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ, è,íàêîíåö, ïðåäëîæèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè îä-íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íîðìèðîâàííîãî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðîöåññà q(t) êãàóññîâñêîìó â òåðìèíàõ ìîìåíòîâ âõîäíîãî ïîòîêà (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ,êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè è �óíêöèè, îïðåäåëÿþùåé òðåòèé ñìåøàííûé ìîìåíò).Íîðìèðóþùèå êîý��èöèåíòû òàêæå âûðàæåíû ÷åðåç ýòè õàðàêòåðèñòèêè. Èçó÷à-åòñÿ àñèìïòîòèêà ñæàòèÿ âðåìåíè, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì íåïðèí-öèïèàëüíî, ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû âåðíû è äëÿ àñèìïòîòèêè ðàñòóùåãî âðåìåíèîáñëóæèâàíèÿ [4℄. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ñ äâàæäûñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì è ðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûìè ïîòîêàìè.Äëÿ îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñæàòèå âðåìåíè ïðîèçâîäèòñÿ òàêèìîáðàçîì, ÷òî êîý��èöèåíò çàãðóçêè ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûì ïîòîêîì. Óñòàíàâëèâàåòñÿ Ñ-ñõîäèìîñòü âèðòóàëüíî-ãî âðåìåíè îæèäàíèÿ ê ïðîöåññó äè��óçèè ñ îòðàæåíèåì â íóëå. Äîêàçàòåëüñòâîîïèðàåòñÿ íà òåîðåìó À.À. Áîðîâêîâà [3℄, ñ�îðìóëèðîâàííóþ â âåñüìà îáùèõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ. Îäíàêî, êàê è äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì, ýòà îáùíîñòü äåëàåòäîñòàòî÷íî çàòðóäíèòåëüíûì ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê êîíêðåòíûììîäåëÿì, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ ïðîâåðÿòü áîëüøîå ÷èñëî óñëîâèé è èíòåðïðåòè-ðîâàòü èõ â òåðìèíàõ, óäîáíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé.Â ñòàòüå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè è íîðìèðóþùèå êîý��èöèåíòû íàõîäÿòñÿ ñ ïî-ìîùüþ ìîìåíòîâ ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè è ÷èñëà òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ çà ýòîòïåðèîä. Ñðàâíåíèå êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè ïðåäåëüíûõ ïðîöåññîâ â àñèìïòîòè-êå ñæàòèÿ âðåìåíè è â ðàññìîòðåííîé â [5℄ àñèìïòîòèêå ðàñòóùåé èíòåíñèâíîñòèäëÿ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âîâòîðîì ñëó÷àå ýòîò êîý��èöèåíò áîëüøå, ÷åì â ïåðâîì.2. Áåñêîíå÷íîêàíàëüíûå ñèñòåìûÎïèñàíèå ìîäåëè. Âõîäÿùèé â ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ïîòîê
{X(t), t ∈ R}�öåëî÷èñëåííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåóáûâàþùèìè òðàåêòîðè-ÿìè, åäèíè÷íûìè ñêà÷êàìè è X(0) = 0. Ïðèðàùåíèÿ X(s, t) = X(t) −X(s)(s < t)ýòîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé, ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó íà èí-òåðâàëå (s, t). Ìîìåíòû ñêà÷êîâ ïðîöåññà X(t) îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü {tj}+∞

j=−∞, â êîòîðîé t0 6 0, t1 > 0.Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ {βi}+∞
i=−∞ � íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûåñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò âõîäÿùåãî ïîòîêà, ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëå-íèÿ B(x) è ñðåäíèì b =

∞∫
0

B̄(x) dx <∞ (çäåñü B̄(x) = 1−B(x) è B(0) = 0), ïðè÷åì
P (βj = b) < 1. 41



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÂ ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà íà÷àëà ðàáîòó â áåñêîíå÷íî äàëåêîì ïðîøëîì,èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðîöåññà q(t), ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé êî-ëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå â ìîìåíò t. �àññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòèêà ñæàòèÿâðåìåíè, ïðè êîòîðîé âõîäÿùèé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
XT (t) = X(Tt) ïðè T → ∞.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|X(t)|3 < ∞, è ââåäåì �óíêöèè H(t) = EX(t), R(t, s) =

EX̂(t)X̂(s), G(t, y, u) = EX̂(t)X̂(y)X̂(u), ãäå X̂(t) = X(t) − H(t). Áóäåì ñ÷èòàòüâûïîëíåííûì ñëåäóþùåå óñëîâèå:
∞∫

0

∞∫

0

|R(s, t)| dB(t) dB(s) < ∞, (1)êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì âñåõ ââîäèìûõ äàëååèíòåãðàëîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qT (t) ïðîöåññ q(t) â ñèñòåìå ñ âõîäÿùèì ïîòîêîì
XT (t). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
qT (t) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ïðè T → ∞.Îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì. Íàìè äîêàçàíàñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) √|t|

(
H(t)

t
− λ
)
→ 0 ïðè |t| → ∞ äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ (0,∞);2) ñóùåñòâóåò lim

T→∞
T−1R(Tt, Ts) = g(t, s) è g(t, s) óäîâëåòâîðÿåò (1);3) lim

T→∞
T−3/2G(Tt, Tu, Tv) = 0.Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ðàñïðåäåëåíèå

q̂T (t) =
qT (t) − λbT√

Tσq(t)ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1). Ïðè ýòîì
σ2

q (t) = λb− λ

∫ ∞

0

[B̄(y)]2dy + u(t),ãäå
u(t) = g(t, t) − 2

∞∫

0

g(t, t− y) dB(y) + 2

∞∫

0

y∫

0

g(t− y, t− s) dB(s) dB(y). (2)Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ
P (z, t) = Ezq(t) = E

∏

tj6t

(1 + (z − 1)B̄(t− tj)) ≡ Ef(z), |z| < 1. (3)42



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...Ââåäåì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:
JT

k (t) =

t∫

−∞

(B̄(t−y))kdXT (y) = X(tT )−k
∞∫

0

X(T (t−y))(B̄(y))k−1 dB(y), k = 1, 2, 3.(4)Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 1. Ïóñòü ïðè T → ∞ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:1) √T (T−1EJT
1 (t) − λb) → 0;2) T−1DJT

1 (t) → σ2
J (t) > 0;3) T−1EJT

2 (t) → a2;4) (a) T−3/2
(
E
(
JT

1 (t) − EJT
1 (t)

)3)→ 0, (á) T−3/2 cov(JT
1 (t), JT

2 (t)) → 0.Òîãäà ïðè êàæäîì t ðàñïðåäåëåíèå
q̂T (t) =

qT (t) − λbT√
Tσq(t)ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1). Ïðè ýòîì

σ2
q (t) = λb+ σ2

J(t) − a2. (5)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó t �èêñèðîâàíî, â íåêîòîðûõ çàïèñÿõ ìû åãî îïó-ñòèì, íàïðèìåð íàïèøåì JT
k âìåñòî JT

k (t). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè(3) íàõîäèì, ÷òî
PT

(
eis/

√
T , t
)

= EeisqT /
√

T = 1 −
(
1 − eis/

√
T
)

EJT
1 +

+
(1 − eis/

√
T )2

2
(E(JT

1 )2 − EJT
2 ) − (1 − eis/

√
T )3

3!
Ef ′′′

T

(
θeis/

√
T
)
, |θ| 6 1,ãäå

f ′′′
T (z) =

∑

tj ,tk ,tm6Tt

P T
j P

T
k P

T
m1{Aj,k,m}

∏

ts6Tt

(1 + (z − 1)P T
s )1{s 6= j, k,m}è P T

j = B̄(t − tj/T ). Â çàïèñè Aj,k,m èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âñå èíäåêñû j, k,m ðàç-ëè÷íû.Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ, íî äîâîëüíî äëèííûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà
Ef ′′′

T (θeis/
√

T ) = (E(JT
1 )3 − EJT

1 J
T
2 + 2EJT

3 )(1 + ε(θs/
√
T )), (6)ãäå ε(s) → 0 ïðè s→ 0.Òåïåðü çàïèøåì ðàçëîæåíèå �óíêöèè

ϕT (s) = ln Ee
is

qT −λbT√
Tñëåäóþùèì îáðàçîì:

−isλb
√
T + is

HT (t)√
T

− s2

2T
(DJT

1 − EJT
2 + EJT

1 ) − s3

T 3/2
rT (θs/

√
T ). (7)43



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÎöåíêà rT (θs/
√
T ) îñíîâàíà íà ñîîòíîøåíèè (6) è íåðàâåíñòâàõ

|1 − e−β + β| 6 |β|2
2
, |1 − e−β + β − β2

2
| 6 |β|3

6
(Reβ > 0).Ïðèâåäåì çäåñü îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

|rT (s/
√
T )| 6 C(|E(JT

1 − EJT
1 )3| + 3| cov(JT

1 , J
T
2 ) + 2EJT

3 |)(1 + δT (s/
√
T )), (8)ãäå δT (s/

√
T ) → 0 ïðè T → ∞. Èç (7), (8) è óñëîâèé ëåììû 1 ïîëó÷àåì

ϕT (s) → − s2

2σ2
q (t)

(T → ∞),ãäå σ2
q (t) çàäàåòñÿ �îðìóëîé (5).Ñëåäóþùèå òðè ëåììû çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1 òåîðåìû 1

lim
T→∞

√
T
(
T−1EJT

1 − λb
)

= 0; (9)
lim

T→∞
T−1EJT

2 = λ

∫ ∞

0

[
B̄(y)

]2
dy. (10)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

√
T

∣∣∣∣
EJT

1

T
− λb

∣∣∣∣ 6
∫ ∞

0

y
√
T
∣∣T−1H(−yT )− λ

∣∣ dB(y)è �îðìóëû (4) äëÿ JT
2 .Ëåììà 3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2 òåîðåìû 1

lim
T→∞

T−1DJT
1 (t) = u(t),ãäå u(t) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2).Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4) è óñëîâèÿ 2 òåîðåìû 1 èìååì ïðè T → ∞

T−1DJT
1 = T−1[R(Tt, T t) − 2

∞∫

0

R(Tt, T (t− y)) dB(y)+

+2

∞∫

0

y∫

0

R(T (t− s), T (t− y)) dB(s) dB(y)] → u(t).Ëåììà 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3 òåîðåìû 1, òî
T−3/2rT (s/

√
T ) → 0 (T → ∞).44



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ (9), (10) è (8), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
lim

T→∞
T−3/2

E
(
JT

1 − EJT
1

)3
= 0. (11)Ïîñêîëüêó

E(JT
1 − EJT

1 )3 = G(Tt, T t, T t) − 3

∞∫

0

G(Tt, T t, T (t− y)) dB(y)+

+6

∞∫

0

y∫

0

G(Tt, T (t− y), T (t− s)) dB(s) dB(y)+

−6

∞∫

0

y∫

0

u∫

0

G(T (t− y), T (t− v), T (t− u)) dB(u) dB(v) dB(y),òî (11) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 3) òåîðåìû 1.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è
g(t, s) = (σ2

X min(|t|, |s|) + C)1{ts > 0}, (12)òî q̂T (t) àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ
σ2

q = λb+ (σ2
X − λ)

∞∫

0

(B̄(y))2 dy. (13)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü u(t), èñïîëüçóÿ (2) è (12).Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ñèñòåì ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäÿùèì ïîòî-êîì. Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ðåãåíåðèðóþùåãî ïîòîêà.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âõîäÿùèé ïðîöåññ {X(t), t ∈ (−∞,+∞)} ðåãåíåðèðó-þùèé, åñëè ñóùåñòâóåò íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
{θj}+∞

j=−∞ (θ0 = 0), òàêèõ, ÷òî
{θj+1 − θj , X(θj + t) −X(θj), t ∈ [0, θj+1 − θj)}+∞

j=−∞� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ ýëå-ìåíòîâ. Êàê îáû÷íî, ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
τj = θj+1 − θj , κj(t) = X(θj + t) −X(θj), ξj = κj(τj)è îáîçíà÷èì

a = Eξi, µ = Eτi, σ2
ξ = Dξi, σ2

τ = Dτi, rξ,τ = cov(ξi, τi).Ýòîò êëàññ ïðîöåññîâ äîâîëüíî øèðîê. Â ÷àñòíîñòè, â íåãî âõîäÿò ðåêóððåíò-íûå, ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûå, ìàðêîâñêèå, ïîëóìàðêîâñêèå è äðóãèå âõîäÿùèå45



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉïðîöåññû. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå τi èìååò àáñîëþòíîíåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó.Òåîðåìà 2. Ïóñòü {X(t), t ∈ (−∞,+∞)} � ðåãåíåðèðóþùèé ïðîöåññ è
Eξ4

j < ∞, Eτ 4
j <∞. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå q̂T (t) ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ñïàðàìåòðàìè (0, 1) è σ2

q çàäàåòñÿ �îðìóëîé (13), ãäå
λ =

a

µ
, σ2

X =
σ2

ξ

µ
+
a2σ2

τ

µ3
− 2arξ,τ

µ2
. (14)Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ 1�3 òåîðåìû 1 äëÿ {X(t), t >

0}. �àññìîòðèì ïðîöåññ
N(t) = max{j > 0: θj 6 t}, γt = t− θN(t).Ïðîöåññ XT (t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

XT (t) = Z(Tt) + κN(Tt)(γTt), (15)ãäå Z(u) =
∑N(u)

j=0 ξj. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [6℄), ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû γt,
κN(t)(γt) è τN(t) èìåþò ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè t → ∞. Åñëè F (x, y) =
P (ξi 6 x, τi 6 y), òî

lim
t→∞

P (ξN(t) 6 x) = µ−1

∞∫

0

yF (x, dy) = F (x). (16)Ïîñêîëüêó κN(t)(γt) 6 ξN(t),òî èç (15) ïîëó÷àåì
EZ(t) 6 H(t) = EX(t) 6 EZ(t) + EξN(t).Òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 1 òåîðåìû 1 ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåçóëü-òàòîâ äëÿ EZ(t) (ñì. [6℄) è (16). Äëÿ îöåíêè �óíêöèè êîððåëÿöèè çàïèøåì

R(Tt, Ts) = cov(Z(Ts), Z(Tt))+cov
(
Z(Tt),κN(Ts)(γTs)

)
+cov

(
Z(Ts),κN(Tt)(γTt)

)
+

+ cov
(
κN(Ts)(γTs),κN(Tt)(γTt)

)
= g1 + g2 + g3 + g4.Òàê êàê cov(Z(Ts), Z(Tt) − Z(Ts)) 6 C (t > s), òî

lim
T→∞

T−1 cov(Z(Ts), Z(Tt)) = s σ2
X (t > s > 0),ãäå σ2

X îïðåäåëÿåòñÿ (14) (ñì. [6℄), C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Êðîìå òîãî,
|g2| =

∣∣cov
(
ξN(Ts),κN(Ts)(γTs)

)∣∣ 6 C2 <∞è àíàëîãè÷íî |g3| 6 C3 < ∞, |g4| 6 C4 < ∞. Çíà÷èò, óñëîâèå 2 âûïîëíåíî è g(t, s)çàäàåòñÿ (12).×òî êàñàåòñÿ óñëîâèÿ 3, çàìåòèì, ÷òî
G(y, u, v) = Gz(y, u, v) + d(y, u, v) + d(u, y, v) + d(v, y, u) + Eη̂uη̂vη̂y,46



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...ãäå Gz(y, u, v)��óíêöèÿ G(y, u, v) äëÿ ïðîöåññà Z(t) è
η̂y = κN(y)(γy) − EκN(y)(γy), Ẑ(y) = Z(y) − EZ(y),

d(y, u, v) = E[η̂yẐ(u)Ẑ(v) + η̂yη̂vẐ(v)].Òàêèì îáðàçîì, èìååì
|Eη̂yẐ(u)Ẑ(v)| 6

√
Eη̂2

y
4

√
E(Ẑ(u))4E(Ẑ(v))4 6 C5

√
uv + C̃6,è óñëîâèå 3 ñëåäóåò èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ Ẑ(t) ïðè t→ ∞ (ñì. [6, 7℄.Ñèñòåìà ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì(ÄÑÏÏ). Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ÄÑÏÏ. Ïóñòü {Λ(t), t ∈ (−∞,+∞)}� ñëó÷àé-íûé ïðîöåññ ñ íåóáûâàþùèìè, íåïðåðûâíûìè ñëåâà è èìåþùèìè ïðåäåë ñïðàâàòðàåêòîðèÿìè è çíà÷åíèÿìè â R. Ïóñòü ê òîìó æå Λ(0) = 0. Äâàæäû ñòîõàñòè÷å-ñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíîé çàìåíû âðåìåíè(ñì. [8℄)

X(t) = A(Λ(t)),ãäå {A(t), t ∈ (−∞,+∞)}� ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, íå çàâèñÿùèé îò
Λ(t). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî E|Λ(t)|3 <∞, ââåäåì �óíêöèè

HΛ(t) = EΛ(t), RΛ(t, s) = EΛ̂(t)Λ̂(s), GΛ(t, y, u) = EΛ̂(t)Λ̂(y)Λ̂(u).Òåîðåìà 3. Ïóñòü {X(t), t ∈ (−∞,+∞)} � ÄÑÏÏ ñ âåäóùåé �óíêöèåé Λ(t).Åñëè äëÿ HΛ(t), RΛ(t, s) è GΛ(t, y, u) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1�3 òåîðåìû 1, òîðàñïðåäåëåíèå q̂T (t) ïðè êàæäîì t ñëàáî ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó. Íîðìèðóþùèéìíîæèòåëü çàäàåòñÿ �îðìóëîé
σ2(t) = λb+ uΛ(t)

∞∫

0

[
B̄(y)

]2
dy,ãäå λ = lim

t→∞
HΛ(t)

t
è uΛ(t) � �óíêöèÿ u(t) äëÿ ïðîöåññà Λ(t).Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà 3 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, òàê êàê ñóùåñòâóþò ÿâ-íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó HΛ(t), RΛ(t, s), GΛ(t, y, u) äëÿ Λ(t) è ñîîòâåòñòâóþùèìè�óíêöèÿìè äëÿ ïðîöåññà X(t). Íàïðèìåð, HΛ(t) = H(t) è
R(t, s) = RΛ(t, s) +H(min(|s|, |t|))1{ts > 0}.Âûðàæåíèå äëÿ G(t, y, u) áîëåå ñëîæíîå è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

Λ(t) =

∫ t

0

λ(y) dy,ãäå λ(y)� íåîòðèöàòåëüíûé, ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûé, ñòàöèîíàðíûé â øèðîêîìñìûñëå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñðåäíèì λ. Áîëåå òîãî, ñ÷èòàåì, ÷òî P (λ(t) 6 λ∗, t ∈
(−∞,+∞)) = 1, λ∗ <∞. 47



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÎáîçíà÷èì λ = Eλ(y), λ̂(y) = λ(y) − λ è r(y) = Eλ̂(0)λ̂(y).Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðè T → ∞

|r(T )| 6 C|T |−α äëÿ α > 2, 0 < C <∞, (17)à �óíêöèÿ GΛ(t, s, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3 òåîðåìû 1, òî q̂T (t) àñèìïòîòè-÷åñêè íîðìàëüíà è
σ2

q = λb+ 2

∞∫

0

(B̄(y))2 dy

∞∫

0

r(u) du. (18)Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èñïîëüçóåì ëåì-ìó 1. Ïîñêîëüêó Hλ(t) = λt è óñëîâèå 4a ñëåäóåò èç óñëîâèÿ, íàëîæåííîãî íà
GΛ(t, s, y), äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì

T−1DJT
1 (t) = 2T

t∫
−∞

y∫
−∞

B̄(t− u)B̄(t− y) r(T (y − u)) du dy + T−1EJT
2 .Ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèì â âèäå

2T

t∫

−∞

B̄(t− y)

y∫

y−T−α

B̄(t− u) r(T (y − u)) du dy+

+2T

t∫

−∞

B̄(t− y)

y−T−α∫

−∞

B̄(t− u) r(T (y − u)) du dy = Iα
1 + Iα

2 .Ïðè α ∈ (0, 1) â ñèëó óñëîâèÿ (17) Iα
2 → 0 (T → ∞), à äëÿ Iα

1 ïîëó÷àåì
Iα
1 = 2T

t∫

−∞

B̄(t− y)B̄(t− y − θT−α)

y∫

y−T−α

r(T (y − u)) du dy,ãäå |θ| < 1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ v = T (y − u) è ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè T → ∞äîêàçûâàþò óñëîâèå 2 ëåììû 1 è ñîîòíîøåíèå (18).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàðêîâñêè-ìîäóëèðîâàííûé ïðîöåññ (ñì. íà-ïðèìåð, [9℄), äëÿ êîòîðîãî
λ(t) =

∞∑

k=1

λk1{U(t) = k}, (19)ãäå U(t) � îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé,à {λk, k = 0, 1, . . .} � íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî λk 6 λ∗ äëÿ âñåõ
k. Îáîçíà÷èì Pij(t) = P (U(t) = j|U(0) = i) äëÿ t > 0.Åñëè öåïü U(t) ñòàöèîíàðíà è πj � åå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî êîððå-ëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà λ(t) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

r(y) =

∞∑

k=0

∞∑

j=0

λkλjπk (Pkj(y) − πj).48



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...Äëÿ âûïîëíåíèÿ (17) äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè t→ ∞

|Pij(t) − πj | 6
Cπj

tα
, α > 2, 0 < C <∞.Íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü, êàê ñëåäóåò èç (18), çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

σ2
q = λb+ 2

∞∑

k=0

∞∑

j=0

λkλjπk

∞∫

0

(Pkj(y) − πj) dy

∫ ∞

0

(
B̄(u)

)2
du. (20)�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó ñ ïîòåðÿìè, è ïóñòü nT �êîëè÷åñòâî îáñëóæèâà-þùèõ ïðèáîðîâ â íåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q0

T (t) êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé â ñèñòåìå âìîìåíò t. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1�3 òåîðåìû 1 è
nT −mT√

T
→ ∞ (T → ∞) (21)äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ (0,∞). Òîãäà

q̂0
T (t) =

q0
T (t) − λbT√
Tσq(t)àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè (0, 1).Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî qT (t) è q0

T (t) àñèìïòîòè÷åñêè ýêâè-âàëåíòíû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (21).3. Îäíîêàíàëüíûå ñèñòåìû. Äè��óçèîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿâ óñëîâèÿõ âûñîêîé çàãðóçêèÎïèñàíèå ìîäåëè. Â ýòîé ÷àñòè ìû óñòàíîâèì äè��óçèîííóþ àïïðîêñèìà-öèþ îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ñ ðåãåíåðèðóþùèì âõîäíûì ïîòîêîìâ óñëîâèÿõ âûñîêîé çàãðóçêè. Â îòëè÷èå îò áåñêîíå÷íîêàíàëüíûõ ñèñòåì, ãäå îá-ñëóæèâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñðàçó â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ, çäåñü òðåáîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿâ î÷åðåäü è ãëàâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äëèíà î÷åðåäè è âðå-ìÿ îæèäàíèÿ. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â èõ ïîâåäåíèè èãðàåò ïàðàìåòð, íàçûâàåìûéêîý��èöèåíòîì çàãðóçêè:
ρ = b lim

t→∞

EX(t)

t
= λ b, (22)êîòîðûé ñëóæèò ïîêàçàòåëåì ñòîõàñòè÷åñêîé îãðàíè÷åííîñòè ïðîöåññîâ, îïèñû-âàþùèõ �óíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû. Âûñîêîé çàãðóçêîé åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íåòîëüêî òàêîé ðåæèì ðàáîòû, êîãäà ρ > 1 (êàê ðàññìàòðèâàëîñü â [10℄), íî è òàêîé,ïðè êîòîðîì ρ ñòðåìèòñÿ ê 1, îñòàâàÿñü ìåíüøå åå.Ïóñòü X(t)�ðåãåíåðèðóþùèé ïîòîê, îïèñàííûé â ðàçäåëå 2. �àññìîòðèì ñå-ðèþ ñèñòåì ST íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè [0, νT ] (ν > 0, T → ∞), â êîòîðûõ âõîäÿ-ùèé ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

XT (t) = X

(√
T − 1

ρ
√
T

t

)
. (23)49



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÏðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç (22),
ρT = 1 − 1√

T
→

T→∞
1.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

NT (t) è M(t) � ïðîöåññû âîññòàíîâëåíèÿ, îáðàçîâàííûå ñîîòâåòñòâåííî ïîñëå-äîâàòåëüíîñòÿìè {τT
i } è {βi};

qT (t) è WT (t) � ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé è ïðîöåññ âèðòóàëüíîãîâðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìå ST .Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [11℄,
W (t) = W (0) + Z(t) − inf{Z(s) : 0 6 s 6 t}, (24)ãäå

Z(t) = Y (t) − t, à Y (t) = β1 + β2 + ... + βX(t).Îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5. Ïóñòü Eβ2+δ
k < ∞, Eτ 2+δ

k < ∞, Eξ2+δ
k < ∞ äëÿ íåêîòîðî-ãî δ > 0 è W (0) = 0. Òîãäà íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå [0, ν] äëÿ ïðîöåññà

ŴT (t) = WT (Tt)/
√
T èìååò ìåñòî Ñ-ñõîäèìîñòü ê äè��óçèîííîìó ïðîöåññó ñîòðàæåíèåì îò íóëåâîé ãðàíèöû è êîý��èöèåíòàìè (−1, σ2

W ). Ïðè ýòîì
σ2

W =
1

b
σ2

β +
b

λ
σ2

X , (25)ãäå σ2
X îïðåäåëÿåòñÿ (14), à σ2

β = Dβ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äâóõ ïðîöåññîâ, êîòîðûåîöåíèâàþò ïðîöåññ W (t) ñâåðõó è ñíèçó, è ðàçíîñòü ìåæäó êîòîðûìè ñòðåìèòñÿ êíóëþ ïðè ρ→ 1. Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îöåíè-âàþùèå ïðîöåññû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû, äîêàçàííîé À.À. Áîðîâêîâûì[3, ñ. 55�56; 77�78℄.�àññìîòðèì ñèñòåìó S−, â êîòîðîé â ìîìåíòû θn ïîñòóïàþò ïàðòèè òðåáîâàíèéîáúåìà ξn = X(θn+1) −X(θn). Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé � íåçàâèñèìûå,îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ B(x).Îáîçíà÷èì ÷åðåç W−(t) âèðòóàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ â ñèñòåìå S−.Ïåðâîå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü íîðìè-ðîâàííûõ ïðîöåññîâ âðåìåíè îæèäàíèÿ â ñèñòåìàõ ST è S−
T .Ëåììà 5. Äëÿ t ∈ [0, ν]

∣∣∣∣
W−

T (Tt) − WT (Tt)√
T

∣∣∣∣
C→ 0 ïðè T → ∞Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ïîêàçàíî â [5℄, ïðîöåññû W (t) è W−(t) ñâÿçàíû ìåæäóñîáîé ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè:

W−(t) − γn 6W (t) 6W−(t) + τk(t),50



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...ãäå t ∈ [θn−1, θn] è k(t) � íîìåð ïîñëåäíåãî (äî t) èç èíòåðâàëîâ τj , íà êîòîðûõáûëî îñâîáîæäåíèå ñèñòåìû, à γn = Y (θn+1) − Y (θn). Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü
∣∣∣∣
W−

T (Tt) − WT (Tt)√
T

∣∣∣∣
ï.í
6
γNT (tT ) + τk(tT )√

T
≡ rT (tT )√

T
.Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñ-ñõîäèìîñòè (ñì. [12℄), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 5 äî-ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî α > 0

P

(
sup
t6ν

∣∣∣rT (tT )/
√
T
∣∣∣ > α

)
→ 0 ïðè T → ∞. (26)Çà�èêñèðóåì ∆ > 0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïðîöåññîââîññòàíîâëåíèÿ (ñì. [13℄) ìîæíî âûáðàòü s, òàêîå, ÷òî

P (|NT (ν T ) − ν T/µ| > sν T ) < ∆/2.Äàëåå,
P (sup

t6ν
|rT (tT )/

√
T | > α) = P ( max

i6N(νT )+1
|rT (θi)/

√
T | > α) 6

6
ν T (1 + sµ)

µ

E(rT (θi))
2+δ

T 1+δ/2α2+δ
+ ∆/2 = C/T δ/2 + ∆/2,îòêóäà ñëåäóåò (26).Òåïåðü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äè��óçèîííóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ ïðîöåññà

W−
T (t). Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå �îðìóëû (24), ïðåäñòàâëÿþùåé ïðîöåññ W−(t) ââèäå ãðàíè÷íîãî �óíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèÿõ ïðîöåññà X−(t),  òî÷êè çðåíèÿ ïî-ëó÷åíèÿ äè��óçèîííîé àïïðîêñèìàöèè áîëåå óäîáíûì îêàçûâàåòñÿ ïðîöåññ q−(t).Ëåììà 6. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 äëÿ ïðîöåññà q̂T (t) = qT (Tt)/

√
T èìååòìåñòî Ñ-ñõîäèìîñòü íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå [0, ν] ê äè��óçèîííîìó ïðî-öåññó ñ îòðàæåíèåì îò íóëåâîé ãðàíèöû è êîý��èöèåíòàìè (−1/b, σ2

W/b
2), ãäå

σ2
W îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (25).Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðîâåðêå óñëîâèé òåîðåìû î äè��óçèîííîé àïïðîê-ñèìàöèè èç [3℄ è ñîäåðæèò äîâîëüíî ìíîãî òåõíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ. Äëÿ äâàæäûñòîõàñòè÷åñêîãî ïóàññîíîâñêîãî âõîäÿùåãî ïîòîêà ñ ðàñòóùåé (ïðè T → ∞) èíòåí-ñèâíîñòüþ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî èìååòñÿ â [5℄. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ èçëîæåíèåìèäåè äîêàçàòåëüñòâà. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ñèòóàöèè âûñîêîé çàãðóçêè ñèñòåìàïî÷òè âñåãäà ðàáîòàåò â ðåæèìå ïîëíîé çàíÿòîñòè, òî åñòü áåç ñâîáîäíûõ ïåðèîäîâ,è òîãäà ïðîöåññ q−T (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ïðîöåññîâ X−

T (t) è M(t). Òà-êèì îáðàçîì, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû î äè��óçèîííîéàïïðîêñèìàöèè X−
T (t) è M(t). Ýòè ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè íàêîïëåíèÿ,(à M(t)�êëàññè÷åñêèé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ), è ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü[3℄, ÷òî ïðîöåññû X̂−

T (t) =
X−

T (tT )−λ T t√
T

è M̂−
T (t) = M(tT )− b−1 T t√

T
íà êàæäîì êîíå÷íîìèíòåðâàëå Ñ-ñõîäÿòñÿ ê ïðîöåññàì íåîãðàíè÷åííîé äè��óçèè ñ êîý��èöèåíòà-ìè ñîîòâåòñòâåííî (0, b

λ
σ2

X) è (0, σ2
M), ãäå σ2

X îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (14), à
σ2

M = σ2
β/b

3.Ïðè ïðîâåðêå óñëîâèé óïîìÿíóòîé òåîðåìû äëÿ ïðîöåññà q̂T (t) îêàçûâàåòñÿ,÷òî êîý��èöèåíò ñíîñà ðàâåí √
T ( lim

t→∞
EXT (t)/t − 1/b) = −1/b, à êîý��èöèåíòäè��óçèè ðàâåí ñóììå 1

ρ
σ2

X + σ2
M . 51



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÑëåäóþùàÿ ëåììà äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè îò äëèíû î÷åðåäè â ìîìåíò t êïðîöåññó âèðòóàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ.Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî α > 0

P

(
sup

06t6ν

∣∣∣∣
WT (Tt) − b qT (Tt)√

T

∣∣∣∣ > α

)
→ 0 ïðè T → ∞. (27)Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå d < α/6b. Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî t

W (t) = β̃0(t) + β1 + . . .+ βq(t),ãäå β̃0(t) � îñòàòî÷íîå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèÿ, çàíèìàþùåãî ïðèáîð âìîìåíò t, òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:
P ( sup

06t6ν
|WT (tT ) − bqT (tT )| > α

√
T ) 6 P ( sup

06t6ν
β̃0(tT ) > α

√
T/3)+

+P

(
sup

06t6ν

∣∣β1 + · · ·+ βqT (tT ) − bqT (tT )
∣∣1qT (tT )6d

√
T > α

√
T/3

)
+

+P

(
sup

06t6ν

∣∣β1 + · · ·+ βqT (tT ) − bqT (tT )
∣∣1qT (tT )>d

√
T > α

√
T/3

)
=

= g1(T, t) + g2(T, t) + g3(T, t).Çäåñü g1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê ïðîöåññ β̃0(tT ) ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åí ïðè
T → ∞,

g2(T, t) 6 P

(
β1 + · · ·+ β[d

√
T ]

d
√
T

− b > α/3δ − 2b

)
→ 0 ïðè T → ∞â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.Äëÿ g3(T, t) èìååì

g3(T, t) 6 P

(
sup

06t6ν
qT (tT ) sup

k>d
√

T

∣∣∣∣
β1 + · · · + βk

k
− b

∣∣∣∣ > α
√
T/3

)
6

6 P (T−δ/(8+8δ) sup
06t6ν

qT (tT )/
√
T > α/3)+P

(
sup

k>δ
√

T

∣∣∣∣
β1 + · · · + βk

k
− b

∣∣∣∣ > T−δ/(8+8δ)

)
.Çäåñü ñíîâà ïåðâîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîé îãðàíè÷åí-íîñòè ïðîöåññà q̂T (t), à äëÿ îöåíêè âòîðîãî èñïîëüçóåì ðåçóëüòàò ðàáîòû [14℄:

|Bn(x) − Φ(x)| 6 C
E|βi|2+δ

nδ/2(1 + |x|2+δ)
,ãäå Bn(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîé ñóììû

β1 + · · ·+ βn − bn

σβ

√
n

,à Φ(x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà.52



À�àíàñüåâà Ë.�., Áàøòîâà Å.Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì...Ïðèìåíÿÿ ýòó îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå,ïîëó÷àåì
P

(
sup

k>δ
√

T

∣∣∣∣
β1 + · · · + βk

k
− b

∣∣∣∣ > T−δ/(8+8δ)

)
6

6
∑

k>δ
√

T

C1

k1+δT−δ/4
+
∑

k>δ
√

T

C2E|ξi|2+δ

kδ/2(1 + k1+δ/2T−δ/4)
6 CT−δ/4 → 0 ïðè T → ∞.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñîîòíîøåíèå (27).Ñèñòåìû ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòî-êîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X(t) � äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññè åãî èíòåíñèâíîñòü λ(t) � ðåãåíåðèðóþùèé, ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìûé ñëó÷àéíûéïðîöåññ. Òîãäà X(t) áóäåò ðåãåíåðèðóþùèì ïîòîêîì â ñìûñëå ðàçäåëà 2: â êà÷å-ñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {θn} íóæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ðåãåíåðàöèèïðîöåññà λ(t).Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî �îðìóëå (25),

σ2 =
b2
b

+
b

a
D (Λ(τ) − λτ) .Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÄÑÏÏ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àñèìï-òîòèêè óâåëè÷åíèÿ çàãðóçêè. Òàê, íàïðèìåð, â [5℄ ðàññìîòðåíà àñèìïòîòèêà óâå-ëè÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè âõîäÿùåãî ïîòîêà, à èìåííî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ST ïðåä-ïîëàãàëàñü òàêîé, ÷òî

λT (t) =

√
T − 1

ρ
√
T

λ(t).Òàì æå äîêàçàíà òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ŴT (t) ê äè��óçèîííîìó ïðîöåññó ñ îòðà-æåíèåì îò íóëåâîé ãðàíèöû è êîý��èöèåíòàìè ñíîñà è äè��óçèè (−1, σ2
1), ãäå

σ2
1 =

b2
b

+
µ

a2
D (Λ(τ) − λτ) .Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è î âûñîêîéçàãðóçêå èìååòñÿ ñõîäèìîñòü ê äè��óçèîííîìó ïðîöåññó ñ îòðàæåíèåì îò íóëåâîéãðàíèöû, îäíàêî ïàðàìåòð äè��óçèè ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò ñïîñîáàóâåëè÷åíèÿ çàãðóçêè. Ïðè ýòîì (ïîñêîëüêó b < µ/a ) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

b2
b
6 σ2 6 σ2

1,â êîòîðûõ ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà ñ íåñëó÷àé-íîé (íî, áûòü ìîæåò, íåïîñòîÿííîé) èíòåíñèâíîñòüþ.Èñïîëüçîâàíèå äîêàçàííûõ òåîðåì ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå íàãðóæåí-íûõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ñòàâèò çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿíîðìèðóþùèõ êîý��èöèåíòîâ. Åñëè âõîäíîé ïîòîê ðåãåíåðèðóþùèé, òî äëÿ âû-÷èñëåíèÿ σ2
q è σ2

W â áåñêîíå÷íîêàíàëüíîé è îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìàõ ïî �îðìóëàì(13) è (25) ñîîòâåòñòâåííî íåîáõîäèìî íàéòè σ2
X = lim

t→∞
DX(t)/t. 53



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÝòî � òðàäèöèîííàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, êîãäà íàáëþäàþòñÿîáà ïðîöåññà X(t) è N(t), ïîñêîëüêó äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü�îðìóëó (13). Åñëè íàáëþäàåòñÿ òîëüêî ïðîöåññ X(t), òàê ÷òî ìîìåíòû ðåãåíå-ðàöèé íåèçâåñòíû, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçóìíîãî ðàçäåëåíèÿ äàííûõ íà ãðóïïûòàêèì îáðàçîì, ÷òîáû, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîñëåäíèå èìåëè ìàëóþ êîððåëÿöèþ, à ñäðóãîé � ÷èñëî ýòèõ ãðóïï áûëî âåëèêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì îáúåìå íàáëþ-äåíèé. Íåêîòîðûå èç ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷ òàêîãî ñîðòà ðàññìîòðåíû â [15℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07-01-00362.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèãåëèîíèñ Á.È. Î ñõîäèìîñòè ñóìì ñòóïåí÷àòûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ êïóàññîíîâñêîìó // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 1963. 8, � 2. C. 189�194.[2℄ Renyi A. Poisson-folyamat egy jemllemz�ese // Òð. Ìàòåì. èí-òà ÀÍ Âåíãðèè.1956. 1, � 4. C. 519-529 (in Hungarian).[3℄ Áîðîâêîâ A.A. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.Ì.: Íàóêà, 1980.[4℄ Afanaseva L.G. Gaussian approximation for multihannel queueing systems //Pro. XIIth Int. Conf. on Applied Stohast. Models and Data Analysis. Greee,2007. P. 1�8.[5℄ À�àíàñüåâà Ë. �., Áàøòîâà Å. Å. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñèñòåì îáñëóæè-âàíèÿ ñ äâàæäû ñòîõàñòè÷åñêèì ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì (óñëîâèÿ âûñîêîéçàãðóçêè) // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. 2008. 44. � 4. C. 81�100.[6℄ Êîêñ Ä. �., Ñìèò Â.Ë. Ïðîöåññû âîññòàíîâëåíèÿ. Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 1965.[7℄ À�àíàñüåâà Ë. �., Áóëèíñêàÿ Å. Â. Ñëó÷àéíûå ïðîöåññû â òåîðèè ìàññîâîãîîáñëóæèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè. Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1980.[8℄ Grandell J. Doubly stohasti Poisson proesses // Let. Notes Math. 1976. 529.[9℄ Asmussen S. Ladder heights and Markov-modulated M |G|1 queue // StohastiProesses and Appl. 1991. 37. P. 313�326.[10℄ Iglehart D. L., Whitt W. Multiple hannel queues in heavy tra� // Adv. Appl.Probab. 1970. 2. P. 150�177.[11℄ Tak�as L. Investigation of waiting-time problems by redution to Markov proess// Ata math. Aad. si. hung. 1955. 6. P. 101�129.[12℄ Áèëëèíãñëè Ï. Ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Ì.: Íàóêà, 1977.[13℄ Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1965.[14℄ Áèêÿëèñ A. Îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå //Ëèò. ìàòåì. ñá. 1966. 6, � 1. C. 323�346.[15℄ Afanaseva L. Asymptoti estimations for multihannel queueing systems //Abstrats of Barselona Conferene on Asymptoti Statistis. Barselona Centreof researh Mathematis Bellaterra, 2008. P. 43�44.
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À�àíàñüåâà Ë. �., Áóëèíñêàÿ Å.Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ ïîòîêîâ...ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÏÎÒÎÊÎÂÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÈÕ ×ÀÑÒÈÖË.�. À�àíàñüåâà, Å. Â. ÁóëèíñêàÿÂ ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû èññëåäóåòñÿ ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö äâóõòèïîâ, äâèæóùèõñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñâåðõó èñíèçó, à òàêæå ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ. Âî âòîðîé ÷àñòè ó÷èòûâàåòñÿ íàëè÷èå íà òðàññå ñâåòî�îðîâ(òî÷åê çàäåðæêè) è ïðîèçâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ èõ �óíêöèîíèðîâàíèÿ.1. ÂâåäåíèåÈíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè àâòîòðàññ âîçíèê åùå äî âòîðîéìèðîâîé âîéíû. Â ýòîé ñâÿçè îòìåòèì ñòàòüþ �ðèíøèëäñà [1℄ 1935 ãîäà, îäíó èçïåðâûõ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè. Öåëûé ðÿä ðàáîò ïîÿâèëñÿ â 50-å ãîäû XX âåêàâ æóðíàëàõ ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Ìîäåëè ñ âçàèìîäåé-ñòâèåì ÷àñòèö, âîçíèêàþùèå â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ (òðàíñïîðòíûå ïîòîêè,ðàçâèòèå áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, õèìè÷åñêèå ðåàêöèè è äð.), ïðèâëåêëè â ïîñëåä-íèå ãîäû âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Äëÿ èõ èçó÷åíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçíî-îáðàçíûå ïîäõîäû. Íàðÿäó ñ òåîðèåé êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäûñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è ìíî-ãèå äðóãèå (ñì., íàïðèìåð, [3�13℄ è ññûëêè â íèõ).Â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ìàðêîâñêèì ìî-äåëÿì, àíàëèç êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëó-æèâàíèÿ, òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ è ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ.�àáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòèöû äâóõòèïîâ (ìåäëåííûå è áûñòðûå), äâèæóùèåñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè âäîëü äåéñòâè-òåëüíîé ïðÿìîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòèöû âîçíèêàþò íà ïðÿìîé íåçàâèñèìîäðóã îò äðóãà, ïðè ýòîì ÷àñòèöà òèïà i, i = 1, 2, ïîÿâëÿåòñÿ â èíòåðâàëå (x, x+dx)â ïðîìåæóòêå âðåìåíè (t, t+ dt) ñ âåðîÿòíîñòüþ λi dx dt. Êàæäàÿ ÷àñòèöà äîëæíàïðîéòè íåêîòîðîå ñëó÷àéíîå ðàññòîÿíèå ïðåæäå, ÷åì ïîêèíóòü ïðÿìóþ. �àññòîÿ-íèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè-÷èíàìè ñ ïàðàìåòðîì µi äëÿ ÷àñòèö i-ãî òèïà. Ïóñòü Vi � ñêîðîñòü ÷àñòèöû i-ãîòèïà, ïðè÷åì V1 < V2. Î÷åâèäíî, ÷òî τi = (µiVi)
−1 � ýòî ñðåäíåå âðåìÿ, ïðîâî-äèìîå ÷àñòèöåé i-ãî òèïà íà ïðÿìîé â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà íå âçàèìîäåéñòâóåò ñäðóãèìè ÷àñòèöàìè.Ïîâåäåíèå áûñòðîé ÷àñòèöû â òîò ìîìåíò, êîãäà îíà äîãîíÿåò ìåäëåííóþ, ìî-æåò áûòü ðàçëè÷íûì. Â çàâèñèìîñòè îò íåãî ìû ïîëó÷àåì òðè ðàçëè÷íûå ìîäåëè.Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷, ðåøàåìûõ â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû, ñîñòîèò â îöåíêåïëîòíîñòè ÷àñòèö â ìîäåëè 1. Ïëîòíîñòüþ (èëè êîíöåíòðàöèåé) ÷àñòèö â ìîìåíò

t â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ Λ(t, x), ÷òî Λ(t, x) dx � ýòî ñðåäíåå ÷èñ-ëî ÷àñòèö â èíòåðâàëå (x, x + dx) â ìîìåíò t. Âíà÷àëå ìû âûâîäèì áåñêîíå÷íóþñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí, ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ óïîìÿíó-òàÿ ïëîòíîñòü â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Òàê êàê ïîëó÷èòü ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå íåïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ìû ñòðîèì ìîäåëè 2 è 3, ïîçâîëÿþùèå îöåíèòü ñíè-çó è ñâåðõó èñêîìóþ ïëîòíîñòü. Ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿïëîòíîñòè ñ ëþáîé çàðàíåå çàäàííîé òî÷íîñòüþ. 55



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÂòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ, äâèæóùèõñÿ ïîòðàññå ñ ïåðåêðåñòêàìè, íà êîòîðûõ ìîãóò íàõîäèòüñÿ ñâåòî�îðû. Ñíà÷àëà àíà-ëèçèðóåòñÿ ðàáîòà îäíîãî ñâåòî�îðà, ðàñïîëîæåííîãî íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïåð-ïåíäèêóëÿðíûõ äîðîã ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, õàðàê-òåðèçóþùèå �óíêöèîíèðîâàíèå ñâåòî�îðà, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ïî-êàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûìè, òàê ÷òî èçó÷àåìûå ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ ìàðêîâ-ñêèìè. Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö (àâòîìîáèëåé), íà-õîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè ïåðåä ñâåòî�îðîì â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. �åøàåòñÿ çàäà÷àîïòèìèçàöèè ìîìåíòîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ ñâåòî�îðà ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè ñðåä-íåãî ñóììàðíîãî ÷èñëà îæèäàþùèõ àâòîìîáèëåé (ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì). Äàëååïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ñâåòî�îðû ðàñïîëîæåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì, à àâ-òîìîáèëè ïîñòóïàþò êàê â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ ñâåòî�îðîâ, òàê è ìåæäó íèìè.Íàéäåíà çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè àâòîìîáèëåé íà òðàññå îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.2. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè2.1. Îïèñàíèå ìîäåëåé. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ìîäåëè.Ìîäåëü 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áûñòðàÿ ÷àñòèöà, äîãíàâøàÿ ìåäëåííóþ, íà-÷èíàåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ V1 äî òåõ ïîð, ïîêà îäíà èç ýòèõ ÷àñòèö íå ïîêèíåòïðÿìóþ. Ïðè òàêîì ïîâåäåíèè ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ãðóïïû ÷àñòèö ïðîèçâîëü-íîãî ðàçìåðà. Êîãäà èñ÷åçàåò áëîêèðóþùàÿ ìåäëåííàÿ ÷àñòèöà, âñå ñëåäîâàâøèåçà íåé áûñòðûå ÷àñòèöû ñíîâà íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ V2.�àçìåð ÷àñòèö ìû íå ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè �èêñè-ðîâàííîì t êîí�èãóðàöèÿ ÷àñòèö íà ïðÿìîé îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
(xs, ns, es), ãäå xs ∈ R

1 � ïîëîæåíèå s-é ãðóïïû íà ïðÿìîé, ns � ÷èñëî ÷àñòèö âýòîé ãðóïïå, à es = 1, åñëè â ãðóïïå èìååòñÿ ìåäëåííàÿ ÷àñòèöà, è es = 0, åñëèèìåþòñÿ òîëüêî áûñòðûå ÷àñòèöû. Ïðè ýòîì s = 0,±1,±2, . . ., à xs 6 0, åñëè s 6 0,è xs > 0, åñëè s > 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû èçó÷àåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t), ïðè-íèìàþùèé çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå êîí�èãóðàöèé X = {(xs, ns, es)
s=+∞
s=−∞}. Â ñäå-ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ýòî îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Äëÿ ëþáûõ íåïå-ðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ èç R

1 ñîáûòèÿ, ïîðîæäåííûå òå÷åíèåì ïðîöåññà â ýòèõèíòåðâàëàõ, íåçàâèñèìû. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, åñëè µi > 0, i = 1, 2, òî ñóùåñòâóåòñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå X(t), êîòîðîå ìû áóäåì èçó÷àòü.Çàìåòèì, ÷òî òàêæå âîçìîæíà äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îáú-åêòà. À èìåííî ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíîçíà÷íîå ñëó÷àéíîå ïîëå, çàâè-ñÿùåå îò t è x, ñî çíà÷åíèÿìè â Z
1
+ × {0, 1}.Ìîäåëü 2 îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé íàëè÷èåì ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: äëÿ çà-äàííîãî k ïðè es = 1 âñåãäà ns 6 k. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ãðóïïà ÷àñòèö ñ n 6 k,

e = 1, òî åñòü äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ V1, íàñòèãàåòñÿ äðóãîé ãðóïïîé (ñîñòîÿ-ùåé òîëüêî èç áûñòðûõ ÷àñòèö), òî íå áîëåå k−n ÷àñòèö ìîãóò ïðèñîåäèíèòüñÿ êìåäëåííîé ãðóïïå, à îñòàëüíûå ìãíîâåííî èñ÷åçàþò. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïëîò-íîñòü ÷àñòèö â äàííîé ìîäåëè áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ìîäåëè 1.Ìîäåëü 3. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áûñòðàÿ ÷àñòèöà, äîãíàâøàÿ ìåäëåííóþ, íà-âñåãäà ñòàíîâèòñÿ ìåäëåííîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷àñòèöû âòîðîãî òèïà (áûñòðûå) íå56



À�àíàñüåâà Ë. �., Áóëèíñêàÿ Å.Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ ïîòîêîâ...îáðàçóþò ãðóïï. Åñëè τ2 < τ1, òî ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ýòîé ìîäåëè áîëüøå, ÷åì âìîäåëè 1.2.2. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Ìû íà÷íåì ñ òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùåé ñóùå-ñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ó ïðîöåññà X(t).Òåîðåìà 1. Åñëè Vi > 0, µi > 0 ïðè i = 1, 2, òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ X(t)ýðãîäè÷åñêèé.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ïðåæäå âñåãî ñòðîèòñÿ ìà-æîðèðóþùèé ïðîöåññ X̃(t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñî ñêîðî-ñòüþ V = V1, à èíòåíñèâíîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ íà ó÷àñòêå (x, x+dx) ðàâíà λ = λ1+λ2.Êàæäàÿ ÷àñòèöà ïðîõîäèò ïî ïðÿìîé ñëó÷àéíîå ðàññòîÿíèå, èìåþùåå ïîêàçàòåëü-íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ = min(µ1, µ2). Îáîçíà÷èìNA(t) (ñîîòâåòñòâåííî
ÑA(t)) ÷èñëî ÷àñòèö â èíòåðâàëå (−A,A) â ìîìåíò t äëÿ ïðîöåññà X(·) (ñîîòâåò-ñòâåííî X̃(·)). Òîãäà ÑA(t) ñòîõàñòè÷åñêè íå ìåíüøå NA(t), ÷òî çàïèñûâàåòñÿ ââèäå ÑA(t) >st NA(t) è îçíà÷àåò

P (ÑA(t) > K) > P (NA(t) > K) äëÿ ëþáîãî K.Â ñâîþ î÷åðåäü ïðîöåññ X̃(t) ýêâèâàëåíòåí ïðîöåññó X̂(t), â êîòîðîì ÷àñòèöûíå äâèæóòñÿ, à, ïîÿâèâøèñü â íåêîòîðîé òî÷êå, íàõîäÿòñÿ â íåé ñëó÷àéíîå âðåìÿ,èìåþùåå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µV , è ïîòîì èñ÷åçàþò. Ïðî-öåññ X̂(t) ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì òî÷å÷íûì ïðîöåññîì, è äëÿ íåãî N̂A(t) èìååòïðåäåëüíîå (ïðè t→ ∞) ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 2λA(µV )−1.Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Áîðîâêî-âà (ñì. [14, ñ. 184, òåîðåìà 1℄) äëÿ ïðîöåññà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì {X(nh), n > 1}.Íàêîíåö, óñòàíàâëèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ íåïðåðûâíîñòü
X(t), òî åñòü ||P (x, t + ∆t, ·) − P (x, t, ·)|| → 0 äëÿ ëþáîãî x ïðè ∆t → 0, t → ∞.Çäåñü P (x, t, ·) � ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü îäíîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà X(t),à || · || � ðàññòîÿíèå ïî âàðèàöèè. Äåòàëè îïóñêàþòñÿ ââèäó ãðîìîçäêîñòè. �Ïðîöåññ X(t) â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.2.3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ïóñòü pj(t, x) dx, j > 0, � âå-ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò t â èíòåðâàëå (x, x + dx) ñîäåðæèòñÿ ãðóïïà èç jáûñòðûõ ÷àñòèö, à ñîîòâåòñòâóþùåå e = 1, â òî âðåìÿ êàê qj(t, x) dx, j > 1, �àíàëîãè÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ïðè e = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, α(t, x) =

∑∞
j=0 pj(t, x) � ýòîïëîòíîñòü ìåäëåííûõ ÷àñòèö â ìîìåíò t â òî÷êå x.Òåîðåìà 2. Â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ìåäëåííûå ÷àñòèöû îáðàçóþò ïóàññî-íîâñêèé òî÷å÷íûé ïðîöåññ íà R

1 ñ èíòåíñèâíîñòüþ α = λ1τ1, à pj(t, x), qj(t, x) íåçàâèñÿò îò t è x è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî pj, qj. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿñèñòåìà óðàâíåíèé:
{µ1V1 + β(V2 − V1)}p0 = µ2V1p1 + λ1,

{jµ2V1 + µ1V1 + β(V2 − V1)}pj = µ2V1(j + 1)pj+1 + (V2 − V1)
j−1∑
i=0

piqj−i, j > 0, (1)ãäå β =
∑∞

j=1 qj. Êðîìå òîãî,
{µ2V2 + α(V2 − V1)}q1 = 2µ2V2q2 + µ1V1p1 + λ2,
{jµ2V2 + α(V2 − V1)}qj = µ2V2(j + 1)qj+1 + µ1V1pj , j > 1.

(2)57



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÄîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíî-øåíèå:
α(t+ h, x) = (1 − µ1V1h)α(t, x− V1h) + λ1h+ o(h).Óñòðåìëÿÿ h ê íóëþ, ïîëó÷àåì

∂α

∂t
+ V1

∂α

∂x
= −µ1V1α + λ1. (3)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îäíîðîäíîñòü ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó â ñòàöèîíàðíîìñîñòîÿíèè, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî èç (3) ñëåäóåò ïðè âñåõ t è x

α(t, x) = α = λ1(µ1V1)
−1 = λ1τ1,÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.Äàëåå, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè â ëþáîé ìîìåíò t ÷èñåë ÷àñòèö íà íåïåðåñåêàþ-ùèõñÿ èíòåðâàëàõ ïðÿìîé èìååì

pj(t+ h, x) = (1 − jµ2V1h− µ1V1h− (V2 − V1)h

∞∑

i=1

qi)pj(t, x) +

+µ2hV1(j + 1)pj+1(t, x) + (V2 − V1)h

j−1∑

i=0

pi(t, x)qj−i(t, x) + o(h).Óñòðåìëÿÿ ê íóëþ h è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî X(t) îäíîðîäåí ïî âðåìåíè è ïðîñòðàí-ñòâó, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ (1). Ñîòíîøåíèÿ (2) óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. �Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè 1 ìû ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõóðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí, çàäàþùèõ ïëîòíîñòü ïîòîêîâ ÷àñòèö â ñòàöèîíàðíîì ðå-æèìå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ìîäåëè 2 ñèñòåìà óðàâíåíèé áóäåò êîíå÷íà, òàê êàê
pj = qj = 0 ïðè j > k. Áîëåå òîãî, ïðè k → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèéäëÿ ìîäåëè 2 áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ðåøåíèþ äëÿ ìîäåëè 1. Îäíàêî ïðè ëþáîì kñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âñå ðàâíî îñòàåòñÿ íåëèíåéíîé. Ïîýòîìó äëÿïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè 1 ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõïðèáëèæåíèé.2.4. Àïïðîêñèìàöèîííàÿ ïðîöåäóðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (1),(2) ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèéÀëãîðèòì. Îáîçíà÷èì S(k) ñèñòåìó ïåðâûõ (k + 1) óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííîèç (1) è (2). Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîëó÷àòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû S(k−1). Áîëåå òî÷íî ïðîöåäóðà ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.Øàã 1. �àññìîòðèì k = 0, òîãäà

α(0) = p
(0)
0 = λ1(µ1V1)

−1, β(0) = q
(0)
1 = λ1(µ2V2 + α(0)(V2 − V1))

−1.Øàã 2. Ïîëîæèì α = α(0), β = β(0), à âìåñòî q1 â ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèÿõ èç(1) äëÿ p0 è p1 âîçüìåì q
(0)
1 . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó

[µ1V1 + β(0)(V2 − V1)]p0 = µ2V1p1 + λ1,58



À�àíàñüåâà Ë. �., Áóëèíñêàÿ Å.Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ ïîòîêîâ...
[µ2V1 + µ1V1 + β(0)(V2 − V1)]p1 = (V2 − V1)p0q

(0)
1 ,

[µ2V2 + α(0)(V2 − V1)]q1 = µ1V1p1 + λ2,

[2µ2V2 + α(0)(V2 − V1)]q2 = µ1V1p1,Ýòà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå (p
(1)
0 , p

(1)
1 , q

(1)
1 , q

(1)
2 ).Øàã 3. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà S(2), â êîòîðîé âìåñòî α è β áåðóòñÿñîîòâåòñòâåííî α(1) = p

(1)
0 +p

(1)
1 è β(1) = q

(1)
1 +q

(1)
2 . Êàê è äëÿ øàãà 2, ìû èñïîëüçóåì

q
(1)
1 è q(1)

2 ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî q1 è q2 â óðàâíåíèÿõ äëÿ pj, j = 0, 1, 2.Ñëåäóþùèå øàãè ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïîâòîðÿþò øàã 3.Åñëè èçâåñòíû (pj, qj), òî ìîæíî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå ïëîòíîñòü ÷àñòèö
Λ = λ1τ1 +

∞∑

j=1

j(pj + qj)è ñîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ êîí�èãóðàöèé ÷àñòèö íà êîíå÷íûõ èíòåðâà-ëàõ R
1.2.5. Îöåíêà ñâåðõó ïëîòíîñòè ÷àñòèö. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìîäåëè 3, ãäåñóùåñòâóþò ãðóïïû òîëüêî ìåäëåííûõ ÷àñòèö è îäèíî÷íûå áûñòðûå ÷àñòèöû. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî qj = 0 ïðè j > 1, è âìåñòî óðàâíåíèé (1), (2) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþ-ùóþ ñèñòåìó:

[µ1V1j + q1(V2 − V1)]p̃j = (j + 1)µ1V1p̃j+1 + (V2 − V1)q1p̃j−1, j > 1, (4)è
[µ1V1 + q1(V2 − V1)]p̃1 = 2µ1V1p̃2 + λ1, (5)

[µ2V2 + α̃(V2 − V1)]q1 = λ2, (6)ãäå α̃ =
∑∞

j=1 p̃j, à p̃j dx îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èìååòñÿ ãðóïïà èç j ìåä-ëåííûõ ÷àñòèö â èíòåðâàëå (x, x+ dx) äëÿ ëþáûõ x ∈ R
1 è t ∈ R

1.Òåîðåìà 3. �åøåíèå óðàâíåíèé (4)�(6) èìååò âèä
q1 =

δ0
τ1(V2 − V1)

, p̃j =
δj−1
0

j!
p̃1, j > 1,ãäå p̃1 = λ1τ1 è δ0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

λ1τ1(e
δ − 1) = λ2τ1 − δ[(V2 − V1)τ2]

−1, (7)êðîìå òîãî,
Λ̃ = τ1(λ1 + λ2) +

τ2 − τ1
(V2 − V1)τ1τ2

δ0. (8)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñóììèðîâàâ óðàâíåíèÿ (4) ïî j è ïðèáàâèâ óðàâíåíèå(5), ïîëó÷àåì
p̃1 = λ1(µ1V1)

−1 = λ1τ1. (9)×òîáû íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (4) è (5), ïîëîæèì
uj = jµ1V1p̃j − q1(V2 − V1)p̃j−1. 59



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÒîãäà (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
uj = uj+1 äëÿ j > 1. (10)Ïîäñòàíîâêà (9) â (5) äàåò

2µ1V1p̃2 = [µ1V1 + q1(V2 − V1)]p̃1 − λ1 = q1(V2 − V1)λ1(µ1V1)
−1,ïîýòîìó

u2 = 2µ1V1p̃2 − q1(V2 − V1)p̃1 = 0.Îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10), ëåãêî âèäåòü, ÷òî uj = 0 ïðè j > 1 è
p̃j+1 =

q1(V2 − V1)

µ1V1(j + 1)
p̃j, j > 1.Îáîçíà÷èâ δ = q1τ1(V2 − V1), ìû ïîëó÷àåì

p̃j =
δj−1

j!
p̃1, j > 1. (11)Èñïîëüçóÿ (6), (9) è (11), óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

α̃ =
λ1(e

δ − 1)

µ1V1δ
=

λ2

µ1V1δ
− µ2V2

V2 − V1

, (12)à çíà÷èò, è òîò �àêò, ÷òî δ óäîâëåòâîðÿåò (7). Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå δ0 è
δ0 < δ1 = λ2(V2 − V1)τ1τ2. (13)Íàêîíåö, ìû èìååì
p̃j =

λ1τ1δ
j−1
0

j!
, j > 1,â òî âðåìÿ êàê ñðåäíåå ÷èñëî ìåäëåííûõ ÷àñòèö â ãðóïïå ðàâíî

m = λ1τ1

∞∑

j=1

j
δj−1
0

j!
= λ1τ1e

δ0 = (λ1 + λ2)τ1 −
δ0

τ2(V2 − V1)
.Ñîãëàñíî (6) è (12), ïîëó÷àåì q1 = δ0µ1V1/(V2 − V1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòüïîòîêà ÷àñòèö, ðàâíàÿ Λ̃ = q1 + m, èìååò âèä (8). Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâîçàêîí÷åíî. �Åñëè δ1 â (13) ìàëî, òî, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ eδ òîëüêî ñ ëèíåéíîé÷àñòüþ, ïîëó÷èì âìåñòî (7) ïðîñòîå óðàâíåíèå

λ1τ1δ = λ2τ1 − δ[τ2(V2 − V1)]
−1,èç êîòîðîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ δ0:

δ̃ =
λ2

λ1 + [τ1τ2(V2 − V1)]−1
.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî Λ̃ > Λ ïðè τ1 > τ2.60



À�àíàñüåâà Ë. �., Áóëèíñêàÿ Å.Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ ïîòîêîâ...3. Ñâåòî�îðÏðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê äâèæåíèþ àâòîìîáèëåé ïî ñêîðîñò-íîé òðàññå òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ òðàññû àâòîìîáèëÿìè,ñëåäóþùèìè â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè, à çíà÷èò, è íàëè÷èÿ ñâåòî�îðîâ.Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äàí àíàëèç �óíêöèîíèðîâàíèÿ îäíîãî ñâåòî�îðà.3.1. Îïèñàíèå ìîäåëè. Äâèæåíèå ÷àñòèö îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâóõ (ïåðïåí-äèêóëÿðíûõ) íàïðàâëåíèÿõ. Ïîòîêè ïóàññîíîâñêèå ñ èíòåíñèâíîñòüþ ai äëÿ i-ãîíàïðàâëåíèÿ, i = 1, 2. Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ òðàññ èìååòñÿ ñâåòî�îð, ðàçðåøàþùèé(çåëåíûé ñâåò) èëè çàïðåùàþùèé (êðàñíûé ñâåò) äâèæåíèå â ïåðâîì íàïðàâëå-íèè. Äëèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêîâ, êîãäà ãîðèò çåëåíûé (êðàñíûé) ñâåò â ïåðâîìíàïðàâëåíèè, � ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì
γ1 (γ2). Î÷åâèäíî, ÷òî êîãäà â ïåðâîì íàïðàâëåíèè ãîðèò çåëåíûé ñâåò, òî âî âòî-ðîì êðàñíûé, è íàîáîðîò.Åñëè â ìîìåíò ïîäõîäà ÷àñòèöû (àâòîìîáèëÿ) ê ñâåòî�îðó â íàïðàâëåíèè ååäâèæåíèÿ ãîðèò çåëåíûé ñâåò è íåò î÷åðåäè, îíà áåñïðåïÿòñòâåííî ñëåäóåò äà-ëåå. Åñëè ãîðèò êðàñíûé ñâåòî�îð èëè åñòü î÷åðåäü îæèäàþùèõ ÷àñòèö, òî îñòà-íàâëèâàåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ ñâåòî�îðà èìååò ïîêàçàòåëüíîåðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì ρ. Âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå �óíêöèî-íèðîâàíèå ñâåòî�îðà, à òàêæå ïðîõîæäåíèå ïåðåêðåñòêà, íåçàâèñèìû è íå çàâèñÿòîò âõîäÿùèõ ïîòîêîâ.Ââåäåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X(t) = (X1(t), X2(t), e(t)), ãäå Xi(t) � êîëè÷åñòâîàâòîìîáèëåé â ìîìåíò t ïåðåä ñâåòî�îðîì â i-ì íàïðàâëåíèè, i = 1, 2, à e(t) =
1, åñëè çåëåíûé ñâåò ãîðèò äëÿ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ, è e(t) = 0 â ïðîòèâíîìñëó÷àå. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïðîöåññ X(t) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åå ýðãîäè÷íîñòè.Òåîðåìà 4. Öåïü Ìàðêîâà X(t) ýðãîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

aiθ < ργ−1
i , i = 1, 2, (14)ãäå θ = γ−1

1 + γ−1
2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {tn, n > 1} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âêëþ-÷åíèÿ çåëåíîãî ñâåòà äëÿ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ. Äëÿ i-ãî íàïðàâëåíèÿ, i = 1, 2,îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ(i)

n êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé, ïîñòóïàþùèõ çà âðåìÿ (tn−1, tn), à÷åðåç η(i)
n êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé, êîòîðûå ìîãëè áû ïðîåõàòü ÷åðåç ñâåòî�îð çàâðåìÿ, ïîêà äëÿ íèõ ãîðèò çåëåíûé ñâåò â èíòåðâàëå (tn−1, tn), åñëè áû âñå âðåìÿáûëà î÷åðåäü. Ââåäåì öåïè Ìàðêîâà Y (i)

n è Z(i)
n , i = 1, 2, ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõñîîòíîøåíèé

Z(i)
n = [Z

(i)
n−1 − η(i)

n ]+ + ξ(i)
n ,

Y (i)
n = [Y

(i)
n−1 + ξ(i)

n − η(i)
n ]+, i = 1, 2.Åñëè Z(i)

0 = Y
(i)
0 = Xi(t0), òî âûïîëíÿþòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

Y (i)
n 6st Xi(tn) 6st Z

(i)
n , i = 1, 2.Ïîñêîëüêó

Eξ(i)
n = aiθ, Eη(i)

n = ργ−1
i , i = 1, 2, 61



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉïðîöåññû {Z(i)
n } è {Y (i)

n } ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâûïîëíÿåòñÿ (14) (ñì., íàïðèìåð, [15℄). Ïðîöåññ X(t) � ðåãåíåðèðóþùèé, òàê ÷òîñòîõàñòè÷åñêàÿ îãðàíè÷åííîñòü åãî êîîðäèíàò ýêâèâàëåíòíà åãî ýðãîäè÷íîñòè, ÷òîñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñìèòà (ñì., íàïðèìåð, [16℄). �3.2. Ñðåäíÿÿ î÷åðåäü ïåðåä ñâåòî�îðîì è îïòèìèçàöèÿ. Äàëåå ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå (14) âûïîëíåíî è öåïü Ìàðêîâà X(t) ñòàöèîíàðíà. �àññìîò-ðèì öåïü Ìàðêîâà {X1(t), e(t)}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
pj = P (X1(t) = j, e(t) = 1), rj = P (X1(t), e(t) = 0),

P (z) =
∞∑

j=0

zjpj , R(z) =
∞∑

j=1

zjrj, |z| 6 1.Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà {X1(t), e(t)}äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé P (z) è R(z) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ
[γ1 + ρ(1 − z−1) + a1(1 − z) − γ2R(z)]P (z) = p0[ρ(1 − z) + a1(1 − z)],

(γ2 + a1(1 − z))R(z) = γ1P (z),îòêóäà
P (z) = p0

ρ− a1z

ρ− a1z − a1zγ1(γ2 + a1(1 − z))−1
. (15)Ïîñêîëüêó P (1) = P (e(t) = 1) = γ2(γ1 + γ2)

−1, íàõîäèì
p0 =

ργ2 − a1(γ1 + γ2)

(γ1 + γ2)(ρ− a1)
. (16)Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ci = aiρ

−1, x = (γ1θ)
−1, d = ρθ,òàê ÷òî x � äîëÿ âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî äëÿ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ ãîðèòçåëåíûé ñâåò. Óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè (14) â ýòèõ òåðìèíàõ ïðèíèìàþò âèä

ci > 0, i = 1, 2, c1 + c2 < 1, x ∈ (c1, 1 − c2).Ñðåäíåå ÷èñëî àâòîìîáèëåé m1(x), íàõîäÿùèõñÿ ïåðåä ñâåòî�îðîì (èëè ïðîåçæà-þùèõ åãî) ïî ïåðâîìó íàïðàâëåíèþ, îïðåäåëÿåòñÿ èç (15) è (16). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ�îðìóëà èìååò âèä
m1(x) = P ′(1) +R′(1) =

c1(1 − x)(1 + d(1 − c1)x(1 − x))

(1 − c1)(x− c1)
.Àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ

m2(x) =
c2x(1 + d(1 − c2)x(1 − x))

(1 − c2)(1 − x− c2)
.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ θ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîìåíòàìèâêëþ÷åíèÿ çåëåíîãî ñâåòà �èêñèðîâàíî. Ìû õîòèì âûáðàòü x ∈ (c1, 1 − c2) òàê,÷òîáû çíà÷åíèå �óíêöèè

f(x) = m1(x) +m2(x)62



À�àíàñüåâà Ë. �., Áóëèíñêàÿ Å.Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è äëÿ ïîòîêîâ...áûëî ìèíèìàëüíûì. Ïîñêîëüêó â óêàçàííîì èíòåðâàëå �óíêöèÿ m1(x) ñòðîãîóáûâàåò, à m2(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
m′

1(x) = −m′
2(x).Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà c1 = c2 = c, ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå xmin =

0, 5, à ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî
f(0, 5) = 2

c(1 + 0, 25d(1 − c))

(1 − c)(1 − 2c)
.4. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ïðè íàëè÷èè ñâåòî�îðàÂ ðàçäåëå 2 èññëåäîâàíî âëèÿíèå íà ïëîòíîñòü ïîòîêà äâèæóùèõñÿ ÷àñòèöðàçëè÷èÿ â èõ ñêîðîñòÿõ. Íàëè÷èå òî÷åê çàäåðæêè (ñâåòî�îðîâ) ñïîñîáñòâóåò îá-ðàçîâàíèþ áîëüøèõ ñêîïëåíèé ÷àñòèö è óâåëè÷åíèþ èõ ïëîòíîñòè, äàæå åñëè îíèäâèæóòñÿ ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ. Àíàëèçó ýòîãî ÿâëåíèÿ ïîñâÿùåí äàííûéðàçäåë.4.1. Îïèñàíèå ìîäåëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ñâå-òî�îðàìè îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηi}+∞

−∞ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíñ îáùåé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). �åæèì ðàáîòû êàæäîãî ñâåòî�îðà òàêîéæå, êàê â ðàçäåëå 3. Àâòîìîáèëè íà òðàññå ïîÿâëÿþòñÿ êàê â òî÷êàõ ðàñïîëîæå-íèÿ ñâåòî�îðîâ, òàê è ìåæäó íèìè. Ïóñòü λdxdt � âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿàâòîìîáèëÿ â èíòåðâàëå (x, x+ dx) çà âðåìÿ dt. Â òî÷êó ðàñïîëîæåíèÿ ñâåòî�îðàïîñòóïàþò äâà íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêà. Ïåðâûé èç íèõ (èíòåíñèâíîñòè
a2) ñâîðà÷èâàåò íà òðàññó ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ñâåòî�îðà, à âòîðîé (èíòåíñèâíîñòè
a3) ñëåäóåò â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Âñå àâòîìîáèëè äâèæóòñÿ ïî òðàñ-ñå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V è ïðîõîäÿò ïî íåé ñëó÷àéíîå ðàññòîÿíèå, èìåþùååïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µ.4.2. Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö è ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Âûáåðåìîäèí èç ñâåòî�îðîâ è ââåäåì íàáîðû ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ: Y1(t) � êîëè÷åñòâîàâòîìîáèëåé, ïîäîøåäøèõ ê ñâåòî�îðó ïî îñíîâíîé òðàññå çà âðåìÿ t; Z1(t) �êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé, ïðîøåäøèõ ÷åðåç ñâåòî�îð çà òî æå âðåìÿ; Q1(t) � ÷èñëîàâòîìîáèëåé, ñòîÿùèõ ïåðåä ñâåòî�îðîì â ìîìåíò t. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîöåññû
Y2(t), Z2(t), Q2(t) áóäóò îòíîñèòüñÿ ê àâòîìîáèëÿì, ñâîðà÷èâàþùèì íà òðàññó ñïåðïåíäèêóëÿðíîãî íàïðàâëåíèÿ, à Y3(t), Z3(t), Q3(t) � ê ïåðåñåêàþùèì òðàññó, íåñâîðà÷èâàÿ íà íåå.Ïîä èíòåíñèâíîñòüþ ïðîöåññà Y1(t) ìû áóäåì ïîíèìàòü (ñóùåñòâóþùóþ â ñäå-ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) âåëè÷èíó

a1 = lim
t→∞

Y1(t)

t
.Ïåðâûé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ýòîãî ïðåäåëà.Òåîðåìà 5. Åñëè ïðîöåññû Qi(t), i = 1, 2, 3, ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè÷åíû, òî

a1 =
a2f

∗(µ)

1 − f ∗(µ)
+
λ

µ
, f ∗(µ) =

∫ ∞

0

e−µxdF (x). (17)63



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÄîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó t−1Qi(t) → 0 ïðè t → ∞ è Zi(t) = Yi(t) − Qi(t),
i = 1, 2, 3, òî

lim
t→∞

Zi(t)

t
= lim

t→∞

Yi(t)

t
= ai, i = 1, 2, 3.Èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà àâòîìîáèëåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñâåòî�îð è ñëåäóþùèõ ïîòðàññå, òàêèì îáðàçîì, ðàâíà a1 + a2. Íåêîòîðûå èç ýòèõ àâòîìîáèëåé ïîêèíóòòðàññó äî òîãî, êàê îíè äîñòèãíóò ñëåäóþùåãî ñâåòî�îðà. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñî-áûòèÿ ðàâíà ∫∞

0
[1 − e−µx] dF (x), òàê ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà àâòîìîáèëåé íàñëåäóþùåì ñâåòî�îðå, èç ÷èñëà ïðîøåäøèõ ïðåäûäóùèé, ñîñòàâèò

(a1 + a2)

∫ ∞

0

e−µx dF (x) = (a1 + a2)f
∗(µ).Ê ñëåäóþùåìó ñâåòî�îðó òàêæå ïðèäóò íåêîòîðûå àâòîìîáèëè èç ÷èñëà ïîÿâèâ-øèõñÿ íà òðàññå ìåæäó ñâåòî�îðàìè. Èíòåíñèâíîñòü ýòîãî ïîòîêà ðàâíà

λ

∫ ∞

0

∫ y

0

e−µx dx dF (y) =
λ

µ
(1 − f ∗(µ)).Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè èíòåíñèâíîñòè ïîòîêîâ àâòîìîáèëåé, ñëåäóþùèõ ïîòðàññå, ðàâíû äëÿ âñåõ ñâåòî�îðîâ, ïîýòîìó ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

a1 = (a1 + a2)f
∗(µ) + (λ/µ)(1 − f ∗(µ)), (18)îòêóäà íåìåäëåííî âûòåêàåò (17). �Âîçíèêàåò âîïðîñ, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû

a2, a3, γ1, γ2, ρ, µ, λ, V ïðîöåññû Qi(t), i = 1, 2, 3, áóäóò ñòîõàñòè÷åñêè îãðàíè-÷åíû.Òåîðåìà 6. Åñëè V > 0, µ > 0, ïðîöåññû Qi(t), i = 1, 2, 3, èìåþò ñîáñòâåííîåïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a1θ < ργ−1

1 , (a2 + a3)θ < ργ−1
2 ,ãäå a1 çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì (17), à ïàðàìåòðû γi, i = 1, 2, θ è ρ îïðåäåëåíû âðàçäåëå 3.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâîêóïíîñòü ñâåòî�îðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåîáðàçíóþñåòü Äæåêñîíà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì óçëîâ. Îñîáåííîñòü ýòîé ñåòè â òîì, ÷òî âîâðåìÿ ïåðåõîäà èç óçëà i â óçåë i+1 òðåáîâàíèÿ ìîãóò èñ÷åçàòü è ïîÿâëÿòüñÿ. Âåðî-ÿòíîñòü èñ÷åçíîâåíèÿ òðåáîâàíèÿ ðàâíà 1−f ∗(µ), à èíòåíñèâíîñòü ïóàññîíîâñêîãîïîòîêà âíîâü ïîñòóïàþùèõ òðåáîâàíèé ñîñòàâëÿåò (λ/µ)(1− f ∗(µ)). Ñëåäîâàòåëü-íî, ñîîòíîøåíèå (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîéñåòè.Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ýðãîäè÷íîñòè ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûì äëÿ ñåòåé Äæåêñîíàìåòîäîì (ñì., íàïðèìåð, [17℄). �4.3. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö ïðè íàëè÷èè ñâåòî�îðà. Ââåäåì ñëó÷àé-íûé ïðîöåññ X(t) ñî çíà÷åíèÿìè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå X = {x}, ãäå

x = (yi, li, ni, ki, z
(i)
1 , . . . , z

(i)
ki
, ei)

+∞
i=−∞,64
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yi � êîîðäèíàòà i-ãî ñâåòî�îðà,
li � ÷èñëî àâòîìîáèëåé íà òðàññå ïåðåä i-ì ñâåòî�îðîì,
ni � ÷èñëî àâòîìîáèëåé â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè ïåðåä i-ì ñâåòî�î-ðîì,
ki � ÷èñëî àâòîìîáèëåé íà òðàññå ìåæäó i-ì è i+ 1-ì ñâåòî�îðàìè,
z

(i)
j � ðàññòîÿíèå j-ãî èç óêàçàííûõ àâòîìîáèëåé äî i-ãî ñâåòî�îðà, j =

1, . . . , ki,íàêîíåö, ei = 1, åñëè ó i-ãî ñâåòî�îðà äëÿ òðàññû ãîðèò çåëåíûé ñâåò, è ei = 0,åñëè êðàñíûé.Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðîöåññ X(t) ìàðêîâñêèé, è, åñëè âûïîëíåíûóñëîâèÿ òåîðåìû 6, ó íåãî åñòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äàëåå ïðåäïîëàãàåò-ñÿ, ÷òî ïðîöåññ X(t) ñòàöèîíàðåí.Ïîä ïëîòíîñòüþ ïîòîêà ÷àñòèö áóäåì ïîíèìàòü
Λ = lim

A→∞

NA

2A
,ãäå, êàê è ðàíüøå, NA � ÷èñëî ÷àñòèö â ïðîìåæóòêå (−A,A).Ïóñòü α dx � âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ ÷àñòèö â èíòåðâàëå (x, x + dx), ïðè÷åì xëåæèò ìåæäó ñâåòî�îðàìè. Åñëè κ =

∫∞
0

(1−F (x)) dx� ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäóñâåòî�îðàìè, òî
Λ =

m1

κ
+ α, (19)ãäå m1 � ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö ïåðåä ñâåòî�îðîì íà òðàññå.×òîáû íàéòè α, ââåäåì �óíêöèþ β(x), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé óñëîâíóþ ïëîò-íîñòü ÷àñòèö ïðè óñëîâèè, ÷òî áëèæàéøèé ñëåâà ñâåòî�îð íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿ-íèè x. Îáû÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

V
dβ

dx
= −µV β(x) + λ (20)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

β(0) =
a1 + a2

V
. (21)�åøåíèå (20) ïðè óñëîâèè (21) èìååò âèä

β(x) =
λ

V µ
(1 − e−µx) +

a1 + a2

V
e−µx. (22)Òåïåðü èç òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [16℄) ïîëó÷àåì

α = (κ)−1

∫ ∞

0

β(y)[1 − F (y)] dy.Èñïîëüçóÿ (22) è (17) ïîñëå íåñëîæíûõ âûêëàäîê, íàõîäèì
α =

a2 + λκ

V κµ
=

λ

V µ
+

a2

V µκ
, 65



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉîòêóäà ñ ó÷åòîì (19) ïîëó÷àåì �îðìóëó
Λ =

λ

V µ
+

a2

V µκ
+
m1

κ
.Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè m1. Åñëè κ âåëèêî, òî ïîòîê àâòî-ìîáèëåé ïåðåä ñâåòî�îðîì áëèçîê ê ïóàññîíîâñêîìó è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 3.5. Äàëüíåéøèå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèéÊîíå÷íî, ðåàëüíûå àâòîìîáèëè èìåþò íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ äëèíó b, ïîýòîìóïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â ïðåäïîëîæå-íèè, ÷òî κ ìíîãî áîëüøå, ÷åìm1b. Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî äåëàòü, åñëèýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ äëèíû àâòîìîáèëåé íà îáðàçî-âàíèå ïðîáîê ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðîáëåì äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé. Òàêæå æåëà-òåëüíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè íåîáõîäèìîñòü ïîääåðæàíèÿîïðåäåëåííîãî ¾èíòåðâàëà áåçîïàñíîñòè¿ ìåæäó àâòîìîáèëÿìè è íåâîçìîæíîñòüìãíîâåííîãî óìåíüøåíèÿ èëè óâåëè÷åíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ.Îïòèìèçàöèþ ðåæèìà ðàáîòû ñâåòî�îðà ìîæíî òàêæå ïðîâîäèòü â ðàìêàõäðóãèõ ìîäåëåé. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåêëþ÷å-íèå ñâåòî�îðà îñóùåñòâëÿåòñÿ â òå ìîìåíòû, êîãäà êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â îäíîìèç íàïðàâëåíèé äîñòèãàåò íåêîòîðîãî óðîâíÿ K. Ýòîò óðîâåíü íàäî âûáðàòü òàê,÷òîáû, íàïðèìåð, ñðåäíåå ÷èñëî îæèäàþùèõ ÷àñòèö áûëî ìèíèìàëüíûì. Â òàêîéñèòóàöèè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü, çàäàâàåìóþ ïðîöåññîì (X1(t), X2(t), e(t)),ãäå Xi(t), i = 1, 2, � êîëè÷åñòâî àâòîìîáèëåé ïåðåä ñâåòî�îðîì â ìîìåíò t. Ïðèýòîì, åñëè e(t) = 0 (ãîðèò êðàñíûé ñâåò äëÿ ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ) è ïðîöåññ X1(t)äîñòèãàåò óðîâíÿ K (ñíèçó), çíà÷åíèå e(t) ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 1, òî åñòü çàãîðàåò-ñÿ çåëåíûé ñâåò. Ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ çåëåíîãî ñâåòà íà êðàñíûé ìîæíî òàêæåçàäàâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, êîãäà íà âòîðîì íàïðàâëåíèè íàêî-ïèòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííàÿ î÷åðåäü ëèáî êîãäà íà ïåðâîì íàïðàâëåíèè î÷åðåäüîêàæåòñÿ ìàëà. Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåéñîñòîÿíèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ çàòåì ïîñòðîèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó âû-áîðà îïòèìàëüíîãî óðîâíÿ K èëè êàêèõ-òî äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõðàáîòó ñâåòî�îðà.Òîò �àêò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå, íå ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê äëÿ ñêîðîñòíûõ òðàññ õàðàêòåðíî ðàçäåëå-íèå ïîëîñ äëÿ äâèæåíèÿ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíàêî íà òàêèõ òðàññàõ,êàê ïðàâèëî, èìååòñÿ íåñêîëüêî ïîëîñ äâèæåíèÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Çàìåòèìòàêæå, ÷òî âî ìíîãèõ ãîðîäàõ, òàêèõ, êàê Ïàðèæ è Ìàäðèä, ñóùåñòâóþò ñïå-öèàëüíî âûäåëåííûå ïîëîñû äëÿ îáùåñòâåííîãî òðàíñïîðòà, âúåõàòü íà êîòîðûåèëè ñúåõàòü ñ êîòîðûõ âîçìîæíî ëèøü íà ïåðåêðåñòêå. Òàêèì îáðàçîì, åùå îäíîíàïðàâëåíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ � ýòî èçó÷åíèå ìíîãîïîëîñíîãî äâèæåíèÿ ñ âîç-ìîæíîñòüþ îáãîíà ìåäëåííî äâèæóùåãîñÿ òðàíñïîðòà.Èíòåðåñíî òàêæå èññëåäîâàòü âëèÿíèå íå òîëüêî ñâåòî�îðîâ, íî è äðóãèõ ¾òî-÷åê çàäåðæêè¿ íà òðàññå. Ýòî ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, äîðîæíî-òðàíñïîðòíûå ïðî-èñøåñòâèÿ, à òàêæå ïóíêòû îïëàòû çà ïðîåçä èëè çíàêè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ,òðåáóþùèå óìåíüøåíèÿ ñêîðîñòè.66
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�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Â �ÀÄÈÎÁÈÎËÎ�ÈÈÀ.Â. ÁóëèíñêèéÍà÷èíàÿ ñ 90-õ ãîäîâ XX âåêà â ðàäèîáèîëîãèè ñòàëè àêòèâíî ïðè-ìåíÿòüñÿ ìîäåëè, îñíîâàííûå íà èäåå íåçàâèñèìîãî ïîâåäåíèÿ �óíêöèî-íàëüíûõ åäèíèö, ñîñòàâëÿþùèõ áèîëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîäâåðæåííóþîáëó÷åíèþ. Íàðÿäó ñ ðàññìîòðåíèåì òàêèõ ìîäåëåé ïðåäëàãàåòñÿ áîëååîáùèé ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ðàçëè÷íûå �îðìû çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ âîçäåéñòâèå íà êëåòêè è ñîñòàâíûå ýëåìåí-òû ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò ïðåäåëüíûå òåîðåìû,óñòàíàâëèâàåìûå äëÿ ñóìì çàâèñèìûõ ìóëüòèèíäåêñèðîâàííûõ âåëè-÷èí. Êðîìå òîãî, îáñóæäàþòñÿ âàðèàíòû ñî÷åòàíèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè¾êðèòè÷åñêîãî îáúåìà¿ è êëàñòåðíûõ ìîäåëåé, âîâëåêàþùèõ ãåîìåòðè-÷åñêèå àñïåêòû ðàñïîëîæåíèÿ ïîâðåæäåííûõ ÷àñòåé îðãàíîâ è òêàíåé.1. ÂâåäåíèåÏðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ îíêîëîãè÷åñêèìè çàáîëåâàíèÿìè, îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëóâàæíåéøèõ äëÿ ñîâðåìåííîãî åñòåñòâîçíàíèÿ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äîñòèãíóòûçíà÷èòåëüíûå óñïåõè â äèàãíîñòèêå è ëå÷åíèè ðàêà. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëüèãðàþò êàê ïðàêòè÷åñêèå, òàê è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, âåäóùèåñÿ â êðóï-íåéøèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ öåíòðàõ.Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî Â. �åíòãåí îáúÿâèë îò îòêðûòèè X-ëó÷åé, òî åñòü�îòîíîâ (îïðåäåëåííîãî ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà), 28 äåêàáðÿ 1895 ãîäà, à óæå 12 ÿí-âàðÿ 1896 ãîäà Ý. �ðóááå íà÷àë èõ èñïîëüçîâàíèå äëÿ ëå÷åíèÿ ðàêîâûõ îïóõîëåé(ñì. [1℄). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êëèíèêàõ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ îáëó÷åíèå ïîòîêàìèýëåêòðîíîâ, ïðîòîíîâ, íåéòðîíîâ è äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Íûíå ïëàíèðî-âàíèå ðàäèîòåðàïèè íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîé ìîäåëè îïóõîëè ñ ïî-ìîùüþ êîìïüþòåðíîé òîìîãðà�èè èëè ìàãíèòîðåçîíàíñíîé òåõíèêè. Ñëîæíîñòüëå÷åíèÿ îáóñëîâëåíà ìíîæåñòâîì ðàçíîîáðàçíûõ �àêòîðîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìîó÷èòûâàòü îäíîâðåìåííî. Òàê, íàðÿäó ñ íåïîñðåäñòâåííûì âîçäåéñòâèåì ðàäèà-öèè âîçíèêàþò ñîïóòñòâóþùèå ý��åêòû (íàïðèìåð, îáðàçîâàíèå ñâîáîäíûõ ðà-äèêàëîâ), ðåçóëüòàò âîçäåéñòâèÿ çàâèñèò îò êèñëîðîäíîãî îêðóæåíèÿ, à òàêæå îòèíäèâèäóàëüíîé ðàäèî÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàöèåíòà.Áîëåå òîãî, óñèëèÿ, íàïðàâëåííûå íà ðàçðóøåíèå êëåòîê îïóõîëè (êëîíîãå-íîâ), ïðèâîäÿò ê ïîâðåæäåíèþ íîðìàëüíûõ îðãàíîâ è òêàíåé, èç-çà ÷åãî âîçíè-êàþò îñëîæíåíèÿ. Ïîýòîìó ñàìî îáëó÷åíèå, êàê ïðàâèëî, ðàçäåëåíî âî âðåìåíèíà ðÿä ýòàïîâ, è íà÷èíàåò äåéñòâîâàòü íåäîñòàòî÷íî èçó÷åííûé ìåõàíèçì âçàè-ìîäåéñòâèÿ ðàçëè÷íûõ êëåòîê, îðãàíîâ è òêàíåé, îáåñïå÷èâàþùèé âîññòàíîâëåíèåïîðàæåííûõ ðàäèàöèåé ÷àñòåé áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, òðóäíîñòèâûáîðà îïòèìàëüíîé ñõåìû îáëó÷åíèÿ ñâÿçàíû è ñ òåì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ îäíîâðå-ìåííî ðåøàòü äâå çàäà÷è: ïîðàæåíèÿ âñåõ êëîíîãåíîâ è íàíåñåíèÿ ïî âîçìîæ-íîñòè ìèíèìàëüíîãî óùåðáà îêðóæàþùèì îïóõîëü íîðìàëüíûì îðãàíàì è òêà-íÿì. Ñîîòâåòñòâåííî ïðè ðàçðàáîòêå ïëàíà ëå÷åíèÿ è îöåíêå åãî ý��åêòèâíîñòèèñïîëüçóþòñÿ òàêèå ïîêàçàòåëè, êàê âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ îïóõîëè è âåðîÿò-íîñòü îñëîæíåíèé, îáóñëîâëåííûõ ïîâðåæäåíèåì íîðìàëüíîé òêàíè, òî åñòü TCP(tumour ontrol probability) è NTCP (normal tissue ompliation probability). Óêà-68



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèèçàííûå âåðîÿòíîñòè ñàìè ìîãóò ïî ðàçíîìó ó÷èòûâàòüñÿ ïðè çàäàíèè öåëåâûõ�óíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [2, 3℄).Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ðåàêöèþ òêàíèèëè îðãàíà íà îáëó÷åíèå. �àñïðîñòðàíåííîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü óäàðîâ è ìèøåíåé(hits and targets), ïðåäïîëàãàþùàÿ, ÷òî äëÿ ïîðàæåíèÿ êëåòêè, ñîäåðæàùåé mìèøåíåé (÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ), èç íèõ íåîáõîäèìî óíè÷òîæèòü íå ìåíåå
k, ãäå k ∈ {1, . . . , m}. ×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ LQ (linear quadrati)-ìîäåëü, â êîòîðîéâåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ êëåòêè äàåòñÿ �îðìóëîé

ps(D) = exp{−(αD + βD2)}, (1)çäåñü α è β � ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû, à D � äîçà îáëó÷åíèÿ, çàäàâàåìàÿ âãðåÿõ (1 �ð = 1 Äæ/êã). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïóõîëåé α/β ≈ 10, à äëÿ íîðìàëüíûõòêàíåé α/β ≈ 3. Â ÷àñòíîñòè, (1) ïðè β = 0 ïðèâîäèò ê ðàñïðîñòðàíåííîé ìîäåëè¾îäíîãî óäàðà, îäíîé ìèøåíè¿ (single hit, single target). Çàìåòèì, ÷òî ñðàâíèòåëü-íî íåäàâíî îáíàðóæèëñÿ ý��åêò ãèïåð÷óâñòâèòåëüòíîñòè êëåòêè ê ìàëûì äîçàìîáëó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [4℄), ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îòðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî â (1)âåëè÷èíà α = α(D), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò limD→0 α(D) = D0.Â 1988 ãîäó Óèçåðñ è äð. [5℄ ïðåäëîæèëè1) ïðèìåíÿòü äëÿ áèîëîãè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ èäåþ íåçàâèñèìûõ �óíêöèîíàëüíûõ åäèíèö (FSU � funtionalsubunit). Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ýòîé èäåå, ñ ïðèìåíåíèåì áèíîìèàëüíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòàõ [6�8℄, ñì. òàêæå [9℄ è äàííûå òàì ññûëêè.Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå òðàêòîâêè ïîíÿòèÿ FSU. Ñ÷èòàåòñÿ, íàïðèìåð, ÷òî äåëåíèåíà ÷àñòè îðãàíà èëè òêàíè äîëæíî ó÷èòûâàòü âûïîëíÿåìûå èìè �óíêöèè, ïðè-íèìàþòñÿ âî âíèìàíèå è âîçìîæíîñòè êîíòðîëÿ çà ïîâåäåíèåì ñîñòàâíûõ ÷àñòåéáèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ íàñ áóäåò ñóùåñòâåííî, ÷òî ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ äâóõ-óðîâíåâîé: îðãàí (òêàíü) ñîñòîèò èç �óíêöèîíàëüíûõ åäèíèö, à êàæäàÿ èç íèõîáðàçîâàíà äîñòàòî÷íî áîëüøèì íàáîðîì êëåòîê.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïóõîëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé N0 êëîíîãåíîâ, íåçàâèñèìîäðóã îò äðóãà ðåàãèðóþùèõ íà îáëó÷åíèå. Åñëè âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ êàæäîãîèç íèõ ïîä äåéñòâèåì äîçû îáëó÷åíèÿ D åñòü exp{−αD}, ãäå α > 0 � ïàðàìåòð ðà-äèî÷óâñòâèòåëüíîñòè áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, òî âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ îïóõîëèïðè äîçå îáëó÷åíèÿ D ðàâíà
ptumour(D) = (1 − exp{−αD})N0 , (2)ïîñêîëüêó òðåáóåòñÿ óíè÷òîæèòü âñå êëîíîãåíû.Îòäåëüíîãî óïîìèíàíèÿ çàñëóæèâàþò óñèëèÿ, íàïðàâëåííûå íà ðàçðàáîòêóïîäõîäà ê êëàññè�èêàöèè ¾àðõèòåêòóðû¿ îáëó÷àåìûõ îðãàíîâ (òêàíåé). Òàê, ðàç-ëè÷àþò ïîñëåäîâàòåëüíûå, ïàðàëëåëüíûå, ñìåøàííûå ñòðóêòóðû, à òàêæå �èáðîç-íûå îáðàçîâàíèÿ (ñì. [10℄). Íàïðèìåð, ñïèííîé ìîçã ïîçâîíî÷íèêà ÷àñòî îïèñûâà-åòñÿ ñèñòåìîé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, è äëÿ ïîâðåæäåíèÿ òàêîé ñòðóêòóðûñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íûì ðàçðóøèòü õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò ýòîé ñèñòåìû. Áîëüøîåâíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òàêæå ïðîáëåìå íåðàâíîìåðíîãî îáëó÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð,[11, 12℄).

1)Àíàëîãè÷íàÿ èäåÿ ïðîñëåæèâàåòñÿ è ó íåêîòîðûõ äðóãèõ àâòîðîâ. 69



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÊëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèòè÷åñêîãî îáúåìà áàçèðóåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîíîðìàëüíàÿ òêàíü (èëè îðãàí) èìååò �óíêöèîíàëüíûé ðåçåðâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿîðãàíà, ñîñòîÿùåãî èçN íåçàâèñèìî äåéñòâóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ åäèíèö, ñóùå-ñòâóåò òàêîå M , ÷òî îñëîæíåíèÿ íà÷èíàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ïîãèáøèõFSUs áîëüøå ëèáî ðàâíîM . ÏðèM = 1 ïîëó÷àåì ìîäåëü êðèòè÷åñêîãî ýëåìåíòà,à ïðè M = N � ìîäåëü, îòíîñÿùóþñÿ ê ïîðàæåíèþ âñåõ ýëåìåíòîâ (â ÷àñòíîñòè,âñåõ êëîíîãåíîâ, îáðàçóþùèõ îïóõîëü). Ïóñòü pFSU = pFSU( ~par, D) � âåðîÿòíîñòüïîðàæåíèÿ äàííîé FSU äîçîé îáëó÷åíèÿ D, à ~par � ñîâîêóïíîñòü ïàðàìåòðîâ, õà-ðàêòåðèçóþùèõ ðåàêöèþ FSU íà ðàäèàöèþ. Òîãäà ïàðàìåòðû ìîäåëè � ýòî N,Mè pFSU( ~par, D). Ñëåäîâàòåëüíî, NTCP äëÿ ¾èíäèâèäóàëüíîé¿ òêàíè (îðãàíà), ñî-îòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëè êðèòè÷åñêîãî îáúåìà, èìååò âèä
pind(N,M, pFSU( ~par, D)) =

N∑

k=M

Ck
Np

k
FSU(1 − pFSU)N−k, (3)ãäå Ck

N = N !/(k!(N − k)!).Ïðè îáëó÷åíèè Nν �óíêöèîíàëüíûõ åäèíèö (1 ≤ Nν ≤ N) èñïîëüçóåòñÿ ñëå-äóþùåå, õîðîøî èçâåñòíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:
Nν∑

k=M

Ck
Nνp

k
FSU(1 − pFSU)Nν−k ≈ Φ

( √
N(νpFSU − µcr)√
νpFSU(1 − pFSU)

,

)
, (4)çäåñü Φ��óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà è µcr = M/N .Îá îöåíêå ïîãðåøíîñòè ýòîãî ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà ñì., íàïðèìåð, [19℄.Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êóðñà ëå÷åíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç íàáîðà ïðîöåäóð îáëó÷å-íèÿ, ðàçäåëåííûõ âî âðåìåíè, äëÿ ïîäñ÷åòà TCP èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà Çàéäåðàè Ìèíåðáî [13℄ è åå ìîäè�èêàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â [14℄ (äîïóñêàþùàÿ ðàçëè÷íûåâðåìåííûå èíòåðâàëû ìåæäó ñåàíñàìè îáëó÷åíèÿ):

TCP =

[
1 − ps(Tn)eλTn

1 − ps(Tn)eλTn
∑n−1

k=1
1

ps(Tk)
[e−λTk − e−λTk+1 ]

]N

, (5)ãäå N � íà÷àëüíîå ÷èñëî êëîíîãåíîâ, λ � ñêîðîñòü èõ âîññòàíîâëåíèÿ, Tk � âðåìÿìåæäó k-ì è ïåðâûì ñåàíñàìè îáëó÷åíèÿ, à âåðîÿòíîñòü âûæèâàíèÿ êëåòîê ïîñëå
k-ãî ñåàíñà äàåòñÿ �îðìóëîé

ps(Tk) = exp

{
−α
(
k

n
D

)
− β

( k
n
D)2

k

}
,çäåñü D � îáùàÿ äîçà, ïîëó÷åííàÿ çà n ñåàíñîâ, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â êàæäîìñåàíñå îáëó÷åíèÿ äàåòñÿ îäíà è òà æå äîçà; α è β � ïàðàìåòðû ðàäèî÷óâñòâèòåëü-íîñòè.Îáúåì ñòàòüè íå ïîçâîëÿåò îñòàíîâèòüñÿ íà äðóãèõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäå-ëÿõ îáëó÷åíèÿ. Áîëåå òîãî, âàí Ëóéê è äð. [15℄ ïðîàíàëèçèðîâàëè íåêîòîðûå äàí-íûå, êàñàþùèåñÿ ý��åêòà äîçû-îáúåìà ïðè îáëó÷åíèè ñïèííîãî ìîçãà êðûñ, è70



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèèïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî íè îäíà èç øèðîêî èçâåñòíûõ ìîäåëåé NTCP (ìîäåëü Ëè-ìàíà, ïîâðåæäåíèÿ ñìåæíûõ åäèíèö, êðèòè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñ ó÷åòîì ìèãðàöèèè äð.), áàçèðóþùèõñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î íåçàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ FSUs, íåïîääåðæèâàåò ýòè äàííûå2). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îáñóäèòü ðàçëè÷íûå îáîáùå-íèÿ èçâåñòíûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ. Âäàííîé ðàáîòå ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà àíàëèçå NTCP. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ èí-äèâèäóàëüíûìè ìîäåëÿìè (ïðèìåíèìûìè, íàïðèìåð, ê ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûìæèâîòíûì, èçó÷àåìûì â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ), äëÿ ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåéíåîáõîäèìû íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäû èñ-ïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ (íàïðèìåð, ðàäèî÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàöèåíòîâ), ñì. [9℄.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðåàëüíûå äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ, êàê ïðàâèëî, íåäîñòóï-íû, à â ñòàòüÿõ ïðèâîäÿòñÿ ëèøü ãðà�èêè èëè òàáëèöû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâàíèèýòèõ äàííûõ. Êðîìå òîãî, åñëè íå ó÷èòûâàòü ýêñïåðèìåíòû íàä æèâîòíûìè, òîîáúåìû èìåþùèõñÿ ó èññëåäîâàòåëåé âûáîðîê îáû÷íî âåñüìà ìàëû, ñì. òàêæåñòàòüþ [16℄.Ìåðêñ è �ëàçüåð [17℄ ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî äëÿ ïðàâèëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ èìå-þùåéñÿ èí�îðìàöèè è âûäâèæåíèÿ íîâûõ ãèïîòåç ñèñòåìíàÿ áèîëîãèÿ ïåðåõî-äèò îò òðàäèöèîííûõ êîíöåïòóàëüíûõ ìîäåëåé ê ìàòåìàòè÷åñêèì. Ïîñêîëüêó îíèñëîæíû è íå ïîääàþòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, èõ çàìåíÿþò âû÷èñëèòåëüíûìèìîäåëÿìè èëè àëãîðèòìàìè. Ïðè ýòîì îíè ÷àñòî ðåàëèçóþòñÿ â âèäå ñèìóëÿöèè(êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ), ñì. [10, 14℄. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íûíå äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ è àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ ðàçíîîáðàçíûé àïïàðàò.Íàïðèìåð, â ñòàòüå [18℄ äëÿ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè óðîâíÿ îïðåäåëåííîãî áåëêà, ñâÿ-çàííîãî ñ ðàçâèòèåì ðàêà ïðåäñòàòåëüíîé æåëåçû, ïðèìåíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîåäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïðèâîäÿùåå ê èçó÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíå-íèÿ Êîëìîãîðîâà (Ôîêêåðà � Ïëàíêà).Ñïðàâåäëèâîñòü ñëèøêîì ñëîæíûõ ìîäåëåé, âîîáùå ãîâîðÿ, òðóäíî óñòàíî-âèòü. Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü êëàññè÷åñêîå âûñêàçûâàíèå, ïðèïèñûâàåìîå ðàç-íûì ëþäÿì, â òîì ÷èñëå �îí Íåéìàíó: ¾Âñå ìîäåëè íåâåðíû, íî íåêîòîðûå èç íèõïîëåçíû¿.2. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ íà Z
d è èõ ÷àñòíûå ñóììûÂ äàííîì ðàçäåëå ìû ðàçâèâàåì ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [19℄ è [20℄äëÿ ïîäñ÷åòà NTCP ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ îáëó÷åííîãî îðãàíà (èëè òêàíè) êàêñèñòåìû çàâèñèìûõ �óíêöèîíàëüíûõ åäèíèö. Òåì ñàìûì ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-íîñòü îïèñûâàòü êîëëåêòèâíûå ý��åêòû ïîâåäåíèÿ îáëó÷åííûõ êëåòîê è ó÷èòû-âàòü âçàèìîäåéñòâèå ðÿäà �àêòîðîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ñîâìåñòíîãî ïîâåäåíèÿ êëåòîêè FSUs èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå òèïû çàâèñèìîñòè (î çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïî-ëÿõ ñì. [21℄). Íåçàâèñèìûå FSUs ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûé ñëó÷àé èçó÷àåìîé íàìèìîäåëè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëó÷àåìûé îðãàí (òêàíü) ðàçäåëåí íà íàáîð îäèíàêîâûõ÷àñòåé (åäèíèö) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà

R
d. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå êàæäîé òàêîé FSU îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xj , ãäå j ∈ Z

d (ìóëüòèèíäåêñ j ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåíòð ñî-
2)Àâòîðû íå óòâåðæäàþò, ÷òî ðàññìîòðåííûå èìè ìîäåëè íå ãîäÿòñÿ äëÿ ëþáûõ íàáëþäåíèé.71



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉîòâåòñòâóþùåãî ïàðàëëåëåïèïåäà, à âûáîð ìàñøòàáà ïî êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñèïîçâîëÿåò ñâåñòè ðàññìîòðåíèå ê ðåøåòêå Z
d). Äàëåå ìû îáðàòèìñÿ ê îáîáùåíèÿìýòîé ñõåìû, èñïîëüçóÿ ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ R

d.Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåé ïðîñòîé ìîäåëè. Ïóñòü X = {Xi, i ∈ Z
d} � ñëó÷àéíîåïîëå, ñîñòîÿùåå èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ (í.î.ð.) ñëó÷àéíûõâåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 1 è 0 ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è 1 − p.Çíà÷åíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî êëåòêà i óáèòà, à 0 � æèâà, 0 ≤ p ≤ 1, p = p(D), ãäå

D � äîçà ðàäèàöèè. Íàïðèìåð, â ïîïóëÿðíîé ìîäåëè ¾îäèí óäàð, îäíà ìèøåíü¿
p(D) = 1 − exp{−αD}, çäåñü α > 0 � (èíäèâèäóàëüíàÿ) ðàäèî÷óâñòâèòåëüíîñòü.�àçóìååòñÿ, Xi = Xi(D), i ∈ Z

d.Êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå àíñàìáëåé êëåòîê çàâèñèò îò öåëîãî ðÿäà �àêòîðîâ(ìåõàíèçìû âîññòàíîâëåíèÿ, ìèãðàöèÿ êëåòîê è äð.). Ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê áîëååñëîæíîé ìîäåëè è äîïóñòèì, ÷òî ñòðîãî ñòàöèîíàðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå Y = {Yj, j ∈
Z

d} ñîñòîèò èç àññîöèèðîâàííûõ âåëè÷èí (ñì., íàïðèìåð, [21, ñ. 11℄), ïðèíèìàþùèõçíà÷åíèÿ 1 è 0. Ñîáûòèÿ {Yj = 1} è {Yj = 0} îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî FSU ñíîìåðîì j óáèòà èëè æèâà. Ïîëîæèì
P(Yj = 1) = pFSU, P(Yj = 0) = 1 − pFSU. (6)Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ j-é FSU åå (èòîãîâîå) ñîñòîÿíèå Wj çàâèñèò îò¾îêðóæàþùèõ çíà÷åíèé¿ ïîëÿ Y . À èìåííî ïóñòü I∆ � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà

∆ ⊂ R, è äëÿ èíòåðâàëîâ ∆0 := [0, u), ∆1 = [u,∞), 0 < u <∞, ââåäåì
Wj = I∆1(Zj), Zj =

∑

i∈Zd

ϕ(j − i)Yj, j ∈ Z
d, (7)�óíêöèÿ ϕ : Z

d → R+, à ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(Ω,F ,P). Òîãäà W =
{Wj, j ∈ Z

d} � àññîöèèðîâàííîå ñëó÷àéíîå ïîëå, ïîñêîëüêó ýòèì ñâîéñòâîì îáëà-äàåò Z = {Zj, j ∈ Z
d} (ñì., íàïðèìåð, [21, . 15℄).�ðàíèöà ìíîæåñòâà U ⊂ Z

d îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê
δU = {j ∈ Z

d \ U : ρ(j, U) = 1},ãäå ρ(j, U) := inf{‖j − i‖ : i ∈ U}, à ‖u‖ = maxq=1,...,d |uq|.Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [21, . 15℄), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Un)n∈N íåîãðà-íè÷åííî ðàñòåò â ñìûñëå âàí Õîâà (èëè ðàñòåò ðåãóëÿðíî), åñëè
|Un| → ∞ è |δUn|/|Un| → 0 ïðè n→ ∞, (8)çäåñü |U | îáîçíà÷àåò ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà U . Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ìíî-æåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (8), � ýòî ñîâîêóïíîñòü ¾öåëî÷èñëåííûõ ïà-ðàëëåëåïèïåäîâ¿
Un = ((a

(n)
1 , b

(n)
1 ] × . . .× (a

(n)
d , b

(n)
d ]) ∩ Z

dñ b(n)
k − a

(n)
k → ∞ ïðè n→ ∞ äëÿ k = 1, . . . , d.Â ñèëó òåîðåìû 1.12 [21, ãë. 3℄ ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. Ïóñòü ñëó÷àéíîå ïîëå W , ââåäåííîå â (7), íåâûðîæäåíî (ýòîìîæíî ãàðàíòèðîâàòü âûáîðîì ïîðîãà u, êîãäà �óíêöèÿ ϕ íå ðàâíà òîæäåñòâåí-íî íóëþ). Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Un, ðàñòóùèõ â72



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèèñìûñëå âàí Õîâà, è âåëè÷èí S(Un) =
∑

j∈Un
Wj, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîëè÷åñòâî ¾ïî-âðåæäåííûõ¿ FSUs, èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ:

S(Un) − ES(Un)

σ|Un|1/2

law−→ N(0, 1), (9)åñëè
σ2 :=

∑

j∈Zd

cov(W0,Wj) <∞,à N(0, 1) îáîçíà÷àåò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ âåðñèÿ ÖÏÒÎáû÷íî, åñëè ñëàãàåìûå çàâèñèìû, âåëè÷èíà σ2, èñïîëüçîâàííàÿ â (9), íåèç-âåñòíà. Ïîýòîìó âàæíî ïîëó÷èòü ¾ñòàòèñòè÷åñêóþ âåðñèþ¿ äîêàçàííîé öåíòðàëü-íîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ÖÏÒ), âêëþ÷àþùóþ ñëó÷àéíóþ (ñàìî)íîðìàëèçàöèþ.Äëÿ ëþáûõ r > 0 è j ∈ Z
d îáîçíà÷èì

Kj(r) = {i ∈ Z
d : ‖i− j‖ ≤ r}.Ââåäåì äëÿ êîíå÷íîãî U ⊂ Z

d

Qj(U) = U ∩Kj(r), r = r(U) > 0, j ∈ U, (10)
B(U) =

1

|U |
∑

j∈U

|Qj(U)|
(
S(Qj(U))

|Qj(U)| − S(U)

|U |

)2

, (11)åñëè ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå ðàâíî íóëþ, è B(U) = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Î÷å-âèäíî, Qj(U) è B(U) çàâèñÿò è îò r, íî ìû íå ñòàíåì óñëîæíÿòü çàïèñü.Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 1.6 [21, ãë. 7℄, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è (Un)n∈N � ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ðåãóëÿðíî ðàñòóùèõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Z
d. Ïðåäïîëîæèì òàê-æå, ÷òî (rn)n∈N � ýòî òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, äëÿêîòîðîé rn → ∞, rn = O(|Un|1/(2d)) è rd

n|δUn|/|Un| → 0 ïðè n → ∞. Òîãäà,âûáèðàÿ r(Un) = rn â (10) è (11), èìååì
S(Un) − |Un|pFSU

(|Un|B(Un))1/2

law−→ N(0, 1), n→ ∞. (12)Ñîîòíîøåíèå (12) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèáëèæåííûå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëûäëÿ pFSU äàæå â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, ÷åì (1), à èìåííî ïðè êàæäîì ε ∈ (0, 1) ñâåðîÿòíîñòüþ, áëèçêîé ê 1 − ε, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì
|Un|−1S(Un) − aε|Un|−1/2B(Un)1/2 ≤ pFSU ≤ |Un|−1S(Un) + aε|Un|−1/2B(Un)1/2, (13)ãäå Φ ��óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, à Φ(aε) = 1− ε

2
,

pFSU = pFSU(D),D � äîçà îáëó÷åíèÿ. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòî-õàñòè÷åñêîé ìîäåëè ðåçóëüòàòû ðàáîòû [22℄ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü îöåíêè ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó çàêîíó â (12) è òåì ñàìûì óòî÷íèòü (13). Êðîìå òî-ãî, òåîðèÿ, ðàçâèòàÿ â [21℄, ïîçâîëÿåò ìîäè�èöèðîâàòü òåîðåìó 1 òàê, ÷òîáû îíà73



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉîòíîñèëàñü íå ê ïîëþ W , à ê ïîëþ Z (òî åñòü ýëåìåíòàìè ïîëÿ ïðèíèìàëèñü áûíå òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ëó÷øå îïèñûâàòü ñîñòîÿíèÿáèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîäâåðãíóòîé îáëó÷åíèþ, ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ ñîñòîÿíè-ÿìè ¾FSU óáèòà¿ èëè ¾FSU æèâà¿ èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ïðîìåæóòî÷íûåñîñòîÿíèÿ (÷àñòü èç êîòîðûõ äàñò FSU âîññòàíîâèòüñÿ).4. Ñëó÷àéíûå ïîëÿ íà R
d, äâóõìàñøòàáíûå ïðîöåäóðûÂ ýòîì ðàçäåëå, îïèðàÿñü íà ïîäõîä, ðàçâèòûé â [20℄, ìû èçó÷àåì ñëó÷àéíûå ïî-ëÿ, çàäàííûå íà ïðîñòðàíñòâå R

d èëè ïîäìíîæåñòâàõ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàðÿäóñ ìíîæåñòâàìè Vn ⊂ R
d (n ∈ N), ðàñòóùèìè â ñìûñëå âàí Õîâà, áóäóò ðàññìàòðè-âàòüñÿ íàáëþäåíèÿ, îáðàçóþùèå âñå áîëåå ïëîòíûå (ñ óâåëè÷åíèåì n) äèñêðåòíûåïîäìíîæåñòâà Un ⊂ Vn (èíà÷å ãîâîðÿ, áåðóòñÿ ¾in�ll asymptotis¿, ñì. [23℄). Òàêèìîáðàçîì áóäåò èññëåäîâàòüñÿ äâóõìàñøòàáíàÿ ïðîöåäóðà.Ïóñòü X = {Xt, t ∈ R

d} � äåéñòâèòåëüíîå, ñòàöèîíàðíîå â øèðîêîì ñìûñëå,ñëó÷àéíîå ïîëå ñ êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé
R(u) = cov(Xt, Xt+u), u, t ∈ R

d.Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ∆ ââåäåì ðåøåòêó T (∆) := (Z/∆)d, òî åñòü ñîâîêóïíîñòüòî÷åê âèäà (j1/∆, . . . , jd/∆), ãäå j = (j1, . . . , jd) ∈ Z
d. Îïðåäåëèì

S(U) =
∑

t∈U

Xt, U ⊂ R
d, |U | <∞.Äëÿ ∆n > 0 ïîëîæèì Tn = T (∆n), n ∈ N.Ëåììà. Ïóñòü êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà X íåïîñðåäñòâåííî àáñî-ëþòíî èíòåãðèðóåìà ïî �èìàíó, à òàêæå

σ2 :=

∫

Rd

R(u)du 6= 0. (14)Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ Vn ⊂ R
d, Vn → ∞ ïî âàí Õîâó,è ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ∆n → ∞ èìååì

Var S(Un)

cn|Un|
→ 1 ïðè n→ ∞, (15)ãäå Un = Vn ∩ Tn è cn = σ2∆d

n (n ∈ N).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
bn :=

∑

t∈Tn

cov(X0, Xt) =
∑

t∈Tn

R(t).Â ñèëó ãèïîòåçû îá èíòåãðèðóåìîñòè R ìû ïîëó÷àåì bn ∼ cn ïðè n → ∞. Äëÿ
a > 0 ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå R

d ñ ïîìîùüþ êóáîâ Bj(a) = B0(a) + (aj1, . . . , ajd),
j = (j1, . . . , jd) ∈ Z

d, ãäå
B0(a) = {x ∈ R

d : 0 < xk ≤ a, k = 1, . . . , d}.74



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèèÂâåäåì J−
n (a) = {j ∈ Z

d : Bj(a) ⊂ Vn}, J+
n (a) = {j ∈ Z

d : Bj(a) ∩ Vn 6= ∅} è
V −

n (a) =
⋃

j∈J−
n (a)

Bj(a), V +
n (a) =

⋃

j∈J+
n (a)

Bj(a).Ïîñêîëüêó Vn → ∞ â ñìûñëå âàí Õîâà
mes(V −

n (a)) → ∞ è mes(V +
n (a))/mes(V −

n (a)) → 1, n→ ∞. (16)Êàê îáû÷íî, ìåðà Ëåáåãà (èçìåðèìîãî) ìíîæåñòâà B îáîçíà÷àåòñÿ mes(B). Äëÿ
U−

n (a) = V −
n (a) ∩ Tn ïîëó÷àåì
An := bn|U−

n (a)| − Var S(U−
n (a)) =

∑

s∈U−
n (a), t/∈U−

n (a)

cov(Xs, Xt).Âîçüìåì p ∈ (0, a/2), è ïóñòü Λj(a, p) = (uj,1, vj,1]× . . .× (uj,d, vj,d] � ýòî êóá â R
d ñòåì æå öåíòðîì, ÷òî ó Bj(a) è äëèíîé ðåáðà a− 2p, j ∈ Z

d. Ïîëîæèì
Gn =

⋃

j∈J−
n (a)

((Bj(a) \ Λj(a, p)) ∩ Tn), Wn =
⋃

j∈J−
n (a)

(Λj(a, p) ∩ Tn). (17)Î÷åâèäíî, Gn = Gn(a, p) è Wn = Wn(a, p). Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
|An|(bn|U−

n (a)|)−1 äîïóñêàåò âåðõíþþ îöåíêó
1

bn|U−
n (a)|


∑

s∈Gn

∑

t/∈U−
n (a)

| cov(Xs, Xt)| +
∑

s∈Wn

∑

t/∈U−
n (a)

| cov(Xs, Xt)|


 ≤

≤ 4

σ2

(
pd

a

∫

Rd

|R(u)|du+

∫

‖u‖≥p

|R(u)|du
)
,çäåñü ‖ · ‖ � ìàêñèìàëüíàÿ íîðìà â R

d. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî âûáðàòü äî-ñòàòî÷íî áîëüøîå p, à çàòåì è a, ÷òîáû ïîëó÷èòü |An|(bn|U−
n (a)|)−1 < ε, êîãäà

n ≥ N = N(ε, p, a). Äàëåå,
VarS(Un \ U−

n (a)) ≤ |Un \ U−
n (a)|

∑

t∈Tn

|R(t)| ≤ 2|Un \ U−
n (a)|∆d

n

∫

Rd

|R(u)|du (18)ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Ïóñòü B � êóá (âèäà (u, v], u, v ∈ R
d) ñ äëèíîéðåáðà a > 0. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî |B ∩ Tn| ∼ (a∆n)d ïðè n → ∞. Â ñèëó (16) è(18) ïîëó÷àåì

VarS(U−
n (a))

bn|U−
n (a)| → 1, n→ ∞,òî åñòü âåðíî (15), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. �Çàìå÷àíèå 1. Ñîîòíîøåíèå (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã ëåììû, óñòàíîâ-ëåííîé Áîëòõàóçåíîì [24℄ äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ X = {Xj, j ∈ Z

d} èðåãóëÿðíî ðàñòóùèõ ìíîæåñòâ Un ⊂ Z
d. 75



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÒåïåðü ìû îáîáùèì ïîíÿòèå (BL, θ)-çàâèñèìîñòè, ââåäåííîå â ñòàòüå [25℄ äëÿñëó÷àéíûõ ïîëåé íà ðåøåòêå Z
d, ÷òîáû îõâàòèòü ñëó÷àéíûå ïîëÿ, çàäàííûå íà R

d.Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíîå ïîëå X = {Xt, t ∈ R
d} íàçûâàåòñÿ (BL, θ)-çàâèñèìûì, åñëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë θn ց 0 ïðè n → ∞, òà-êàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ∆, ëþáûõ êîíå÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõ-ñÿ ìíîæåñòâ I, J ⊂ T (∆) è ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ëèïøèöåâûõ �óíêöèé

f : R
|I| → R, g : R

|J | → R

| cov(f(Xs, s ∈ I), g(Xt, t ∈ J)| ≤ Lip(f)Lip(g)(|I| ∧ |J |)∆dθr, (19)ãäå r = dist(I, J) := min{‖s− t‖, s ∈ I, t ∈ J} è
Lip(f) := sup

x 6=y, x,y∈Rd

|f(x) − f(y)|
∑d

k=1 |xk − yk|
.Â ðàáîòå [26℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíî èëè îòðèöàòåëüíî àññîöè-èðîâàííîãî (PA- èëè NA-) ïîëÿ X = {Xt, t ∈ T} ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì,ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ I, J ⊂ T è óïîìÿíóòûõ âûøå �óíê-öèé f è g ëåâàÿ ÷àñòü (19) äîïóñêàåò âåðõíþþ îöåíêó

Lip(f)Lip(g)
∑

s∈I, t∈J

| cov(Xs, Xt)|. (20)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàöèîíàðíîãî â øèðîêîì ñìûñëå PA- èëè NA-ïîëÿ X, èìåþùå-ãî íåïîñðåäñòâåííî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìóþ â ñìûñëå �èìàíà êîâàðèàöèîííóþ�óíêöèþ, â êà÷åñòâå θr â (19) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àíàëîã êîý��èöè-åíòà Êîêñà��ðèììåòòà:
θr = 2

∫

{u∈Rd:‖u‖≥r}
|R(u)|du, r > 0.Îòìåòèì, ÷òî öåëûé ðÿä âàæíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîìPA èëè NA, à òàêæå ìîäè�èêàöèÿìè ýòèõ ñâîéñòâ, ðàññìîòðåí â [21℄.Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � ñòðîãî ñòàöèîíàðíîå, (BL, θ)-çàâèñèìîå ñëó÷àé-íîå ïîëå ñ íåïðåðûâîé êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé R, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿìëåììû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ Vn → ∞ â ñìûñëå âàí Õîâà (Vn ⊂ R

d) èïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∆n)n∈N, ãäå 0 < ∆n → ∞, èìååì
S(Un) − |Un|EX0√

∆d
n|Un|

law−→ N(0, σ2), n→ ∞, (21)ãäå Un = Vn ∩ Tn è σ2 îïðåäåëåíî ñîãëàñíî (13).Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ïîëå X öåíòðèðî-âàííûì. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî λ ∈ R

E exp{iλ (∆d
n|Un|)−1/2S(Un)} → exp{−σ2λ2/2} ïðè n→ ∞, (22)çäåñü i2 = −1.76



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèèÔèêñèðóåì a>0.Èñïîëüçóÿ òå æå îáîçíà÷åíèÿ,÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû,ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó
|E{iλ(∆d

n|Un|)−1/2S(Un)} − E exp{iλ(∆d
n|U−

n (a)|)−1/2S(U−
n (a))}| ≤

≤ |λ|∆−d/2
n

(
|Un|−1/2E|S(Un) − S(U−

n (a))| + δn(a)E|S(U−
n (a))|

)
,ãäå δn(a) = ||Un|−1/2 − |U−

n (a)|−1/2|. Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
(E|S(U−

n (a))|)2 ≤ E(S(U−
n (a))2 ≤ 2∆d

n|U−
n (a))|

∫

Rd

|R(u)|du. (23)Â ñèëó (16), (18) è (23) äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì λ ∈ R,
E exp{iλ (∆d

n|U−
n (a)|)−1/2S(U−

n (a))} → exp{−σ2λ2/2}, n→ ∞. (24)Âîçüìåì p ∈ (0, a/2) è ïîëîæèì Yn(a, p) = (∆d
n|Wn(a, p)|)−1/2S(Wn(a, p)), ãäå

Wn(a, p) �èãóðèðóåò â (17), n ∈ N. Òåïåðü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íîðìèðîâàí-íûå ñóììû, áåðóùèåñÿ ïî êóáàì Λj(a, p), j ∈ J−
n (a). Òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ,÷òî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû, ïðèâîäÿò äëÿ ëþáîãî ε > 0 èïðîèçâîëüíîãî �èêñèðîâàííîãî λ ∈ R ê îöåíêå

∣∣∣E exp{iλ (∆d
n|U−

n (a)|)−1/2S(U−
n (a))} − E exp{iλYn(a, p)}

∣∣∣ < ε,âûïîëíÿþùåéñÿ, åñëè p/a äîñòàòî÷íî ìàëî è n äîñòàòî÷íî âåëèêî.Äëÿ ëþáîãî L = (v, v + a − 2p ] ⊂ R è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n íàéäåòñÿ
Mn = [(a − 2p)∆n] òî÷åê vm = z + m∆−1

n ∈ L, m = 1, . . . ,Mn, ãäå z = q∆−1
n ïðèíåêîòîðîì q ∈ Z (çäåñü [·] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà). Äëÿ êàæäîãî j ∈ Z

dâîçüìåì êóá Γj(a, p) =
∏d

l=1(zl, zl + Mn∆−1
n ] ⊂ Λj(a, p), (z1, . . . , zd) ∈ Tn. Òîãäà

|Γj(a, p) ∩ Tn| = Md
n , j ∈ Z

d. Ïîëîæèì Nn = |J−
n (a)| è ïåðåíóìåðóåì ìíîæåñòâîñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

{
(∆d

n|Γj(a, p) ∩ Tn|)−1/2S(Γj(a, p) ∩ Tn), j ∈ J−
n (a)

}
.Òåì ñàìûì çàäàåòñÿ íàáîð ζn,1, . . . , ζn,Nn (Nn = Nn(a, Vn), ζn,k = ζn,k(a, p,∆n, Vn)).Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî λ ∈ R

d ïîëó÷àåì
E exp{iλYn} − E{iλN−1/2

n Zn} → 0, n→ ∞,ãäå Zn :=
∑Nn

k=1 ζn,k. Â ñèëó (19) ïðè âñåõ ε > 0, n ∈ N è λ ∈ R èìååì
∣∣∣ E{iλN−1/2

n Zn} −
Nn∏

k=1

E exp
{
iλN−1/2

n ζn,k

}∣∣∣ ≤

≤
Nn∑

q=1

∣∣∣ cov(exp{iλN−1/2
n ζn,q}, exp{−iλN−1/2

n

Nn∑

k=q+1

ζn,k})
∣∣∣ ≤ 4λ2θp < ε, 77



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉåñëè p äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïîëüçóÿñü ñòðîãîé ñòàöèîíàðíîñòüþ X, ìû âèäèì, ÷òîäëÿ êàæäîãî n ∈ N ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ζn,1, . . . , ζn,Nn îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû.Ïðèìåíÿÿ óñëîâèå Ëèíäåáåðãà ê íåçàâèñèìûì êîïèÿì ýòèõ âåëè÷èí, ìîæíî óäî-ñòîâåðèòüñÿ, ÷òî N−1/2
n Zn ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïðè n → ∞ ê ãàóññîâñêîéâåëè÷èíå ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé, äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê σ2 ïðè ïîäõîäÿ-ùåì âûáîðå a è p. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. �Åñëè íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (σ̂2

n(Un))n∈N ñîñòîÿòåëüíûõ îöåíîê âåëè÷è-íû σ2 6= 0, ãäå σ̂2
n(Un) ñòðîèòñÿ ïî íàáëþäåíèÿì Xt, t ∈ Un, òî ïðè âûïîëíåíèèóñëîâèé òåîðåìû 1 âìåñòî (21) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé (ñòàòèñòè÷åñêèé)âàðèàíò ÖÏÒ:

S(Un) − nEX0

σ̂(Un)∆
d/2
n |Un|1/2

law−→ N(0, 1), n→ ∞ (25)(äëÿ σ̂(Un) = 0 �îðìàëüíî ïîëàãàåì z/0 := 0, z ∈ R). Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåòâîçìîæíîñòü ñòðîèòü ïðèáëèæåííûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãîñðåäíåãî çíà÷åíèÿ EX0.Äëÿ òî÷êè t ∈ Tn (n ∈ N) è ëþáîãî r > 0 ââåäåì
Kt(r) = {s ∈ Tn : ‖s− t‖ ≤ r}.Êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó Un ⊂ Tn è ïîëîæèòåëüíîìó rn ñîïîñòàâèì ñòàòèñòèêó

σ̂(Un)2 = (∆d
n|Un|)−1

∑

t∈Un

|Qt|
(
S(Qt)

|Qt|
− S(Un)

|Un|

)2

, (26)ãäå Qt = Kt(rn) ∩ Un (ýòè Qt è σ̂(Un) çàâèñÿò îò Un è rn), n ∈ N.Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ñòðîãî ñòàöèîíàðíîå, (BL, θ)-çàâèñèìîå ïîëå, èìåþ-ùåå íåïðåðûâíóþ êîâàðèàöèîííóþ �óíêöèþ R è óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì ëåì-ìû. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ Vn → ∞ â ñìûñëå âàí Õîâà (Vn ⊂ R
d) è äëÿ ëþáîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè (∆n)n∈N, 0 < ∆n → ∞, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-æèòåëüíûõ ÷èñåë (rn)n∈N, òàêèõ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (25) ñïðàâåäëèâî ñ σ̂(Un),çàäàííûìè â (26).Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (16) ìû ìîæåì íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an)n∈N,òàêóþ, ÷òî 0 < an → ∞ ïðè n→ ∞ è

mes(V −
n (an)) → ∞, mes(V +

n (an))/mes(V −
n (an)) → 1, n→ ∞.�àññìîòðèì âíà÷àëå Vn = V −

n (an) è ñîîòâåòñòâåííî Un = U−
n (an), ãäå U−

n (an) =
V −

n (an) ∩ Tn, à ÷òîáû óïðîñòèòü �îðìóëû, ïèøåì σ̂n âìåñòî σ̂(U−
n (an)), n ∈ N.Çàìåòèì, ÷òî

E|σ̂2
n − σ2| ≤ (∆d

n|Un|)−1E

∣∣∣∣∣
∑

t∈Un

|Qt|
((

S(Qt)

|Qt|
− S(Un)

|Un|

)2

−
(
S(Qt)

|Qt|

)2
)∣∣∣∣∣+

+(∆d
n|Un|)−1E

∣∣∣∣∣
∑

t∈Un

|Qt|−1
(
S(Qt)

2 − E(S(Qt)
2
)∣∣∣∣∣+78
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+

∣∣∣∣∣ (∆
d
n|Un|)−1

∑

t∈Un

|Qt|−1E(S(Qt))
2 − σ2

∣∣∣∣∣ =: Rn,1 +Rn,2 +Rn,3.Äëÿ r > 0 ïîëîæèì Un(r) = Un \ (Tn \ Un)(r), ãäå G(r) îáîçíà÷àåò r-îêðåñòíîñòüêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà G ⊂ Tn, òî åñòü G(r) := {t ∈ Tn : mins∈G ‖t− s‖ < r}.Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðîâåðêå òîãî, ÷òî Rn,3 →
0, n → ∞. Ïóñòü rn < an/4, n ∈ N. Â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè X ïîëó÷àåì, ÷òî
E(S(Qt(rn))2 = E(S(K0(rn))2 äëÿ t ∈ Un(2rn). Ñëåäîâàòåëüíî,

(∆d
n|Un|)−1

∑

t∈Un

|Qt|−1E(S(Qt))
2 ≤

≤ E(S(K0(rn)))2

∆d
n|K0(rn))| + (∆d

n|Un|)−1
∑

t∈Un\Un(2rn)

|Qt|−1E(S(Qt))
2 =: Ln,1 + Ln,2.Ïî ëåììå èìååì Ln,1 → σ2 ïðè rn → ∞. Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Ln,2 ≤ 2|Un|−1|Un \ Un(2rn)|
∫

Rd

|R(u)|du.Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, ìûâèäèì, ÷òî |Un|−1|Un \ Un(2rn)| ≤ 4drn/an ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òåïåðüìû âûáåðåì rn = o(an), n→ ∞.Äëÿ M > 0 è t ∈ Tn (n ∈ N) ââåäåì ξt = (∆d
n|Qt|)−1/2S(Qt) è îïðåäåëèìâñïîìîãàòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû νt = H2

M(ξt), Yt = νt−Eνt, Zt = ξ2
t −Eξ2

t −
Yt, ãäå

HM(x) = −MI{x < −M} + xI{|x| ≤M} +MI{x > M}, x ∈ R,è I{A} � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A. Òîãäà
Rn,2 ≤ |Un|−1E

∣∣∣∣∣
∑

t∈Un

Yt

∣∣∣∣∣+ |Un|−1E

∣∣∣∣∣
∑

t∈Un

Zt

∣∣∣∣∣ =: R
(1)
n,2 +R

(2)
n,2.Äàëåå,

(R
(1)
n,2)

2 ≤ |Un|−2
∑

s,t∈Un

cov(νs, νt) ≤

≤ |Un|−2
∑

s∈Un

∑

t∈Un,‖s−t‖≤3rn

| cov(νs, νt)| + |Un|−2
∑

s∈Un

∑

t∈Un,‖s−t‖>3rn

| cov(νs, νt)|.Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà äîïóñêàåò âåðõíþþ îöåí-êóM4|Un|−1(6rn+1)d → 0 ïðè rn = o(an), n→ ∞. ×òîáû îöåíèòü âòîðîå ñëàãàåìîå,ìû èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (20). Èìååì
Jn := ∆−d

n |Un|−2
∑

s∈Un

∑

t∈Un:‖s−t‖>3rn

| cov(νs, νt)| ≤

≤|Un|−2
∑

s∈Un

∑

t∈Un:‖s−t‖>3rn

4M2|Qs|−1/2|Qt|−1/2(|Qs| ∧ |Qt|)θ‖s−t‖−2rn ≤ 4M2θrn → 0.79



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÄëÿ M > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
R

(2)
n,2 ≤ |Un|−1

∑

t∈Un(2rn)

E|Zt| + |Un|−1
∑

t∈Un\Un(2rn)

E|Zt| ≤

≤ 2E

(
S(K0(rn))

2

∆d
n|K0(rn)|

I

{
S(K0(rn))2

∆d
n|K0(rn)| ≥ M2

})
+ 4

|Un \ Un(2rn)|
|Un|

∫

Rd

|R(u)|du.Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè-÷èí {S(K0(rn))2/|K0(rn)|, n ∈ N}. Ïîýòîìó R(2)
n,2 ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíîìàëûì ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå M .Â ñèëó ëåììû äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì

Rn,1 ≤ ∆−d
n |Un|−3ES(Un)2

∑

t∈Un

|Qt| + 2∆−d
n |Un|−2E |S(Un)

∑

t∈Un

S(Qt)| ≤

≤ 2σ2|Un|−2
∑

t∈Un

|Qt| + 2∆−d
n |Un|−2

∑

t∈Un

(E(S(Un))2ES(Qt))
2)1/2 ≤

≤ 2σ2|Un|−1|K0(rn)| + 4

(
σ2|Un|−1|K0(rn)|

∫

Rd

|R(u)du

)1/2

.Èòàê, Rn,1 +Rn,2 +Rn,3 → 0 ïðè n→ ∞.×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ Vn → ∞ â ñìûñëå âàíÕîâà, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
E|σ̂(Un)2 − σ̂(U−

n (an))2| → 0 ïðè n→ ∞,êîãäà an è rn âûáðàíû äîëæíûì îáðàçîì. �Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ çàâèñèìûõ FSUs àïïðîêñèìàöèÿ(4), âîîáùå ãîâîðÿ, çàìåíèòñÿ äðóãîé, ïðèâîäÿùåé ê àíàëîãó ñîîòíîøåíèÿ (13).Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû, òî â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Vn =
(un, vn]d è vn − un → ∞, ìîæíî âûáðàòü rn = o(vn − un) ïðè n→ ∞.5. Êëàñòåðíûå ìîäåëèÂ ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò áûëî ñäåëàíî âàæíîå íàáëþäåíèå, êàñàþùååñÿ ïðî-ñòðàíñòâåííîé êîí�èãóðàöèè ïîðàæåííûõ êëåòîê èëè �óíêöèîíàëüíûõ åäèíèö,îáðàçóþùèõ îáëó÷àåìûé îðãàí (òêàíü) (ñì., íàïðèìåð, [27, 28℄). Îñíîâíàÿ èäåÿçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ó÷èòûâàòü ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðà, îáðàçîâàí-íîãî (â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå) èññëåäóåìûìè êëåòêàìè (èëè FSUs).Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîðà-æåííûõ êëåòî÷íûõ îáðàçîâàíèé. Âîçüìåì ðàçáèåíèå R

d, ïîðîæäåííîå êóáàìè
Cj := (j − 1/2, j + 1/2], j ∈ Z

d. �îâîðÿò, ÷òî êóáû Ci è Cj ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè,åñëè ó íèõ èìååòñÿ îáùàÿ (d − 1)-ìåðíàÿ ãðàíü, è ÷òî ïóòü � ýòî öåïî÷êà êóáîâ
C(1), . . . , C(r), òàêèõ, ÷òî C(m) è C(m + 1) � ñîñåäè äëÿ m = 1, . . . , r − 1. Ìíî-æåñòâî V = ∪j∈JCj, ãäå J ⊂ Z

d, íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ i, j ∈ Jíàéäåòñÿ ïóòü â V , ñîåäèíÿþùèé êóáû Ci è Cj . Ìàêñèìàëüíûé êëàñòåð â V � ýòîåãî êîìïîíåíòà (êîìïîíåíòû) ñâÿçíîñòè, èìåþùàÿ íàèáîëüøóþ ìîùíîñòü.80



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèèÄëÿ R ∈ N, j ∈ Z
d è BR(j) = {i ∈ Z

d : ‖i − j‖ ≤ R} ââåäåì ìíîæåñòâî
VR(j) := ∪i∈BR(j)Ci. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yj, j ∈ Z

d, èìåþòðàñïðåäåëåíèå, óêàçàííîå â (6), à L(VR(j)) � ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðàìíîæåñòâà ⋃{i:Ci∈VR(j),Yi=1} Ci. Òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíà Wj (îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå j-é FSU) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè äëÿ
u ≥ 0 è R ∈ N

S(VR(j)) =
∑

i:Ci∈VR(j)

Yi ≥ u è L(VR(j)) ≥ K, (27)ãäå 0 ≤ K ≤ |VR(j)| = (2R + 1)d; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëàãàåì Wj = 0. Î÷åâèäíî,
S(VR(j)) ≥ L(VR(j)). Ìû îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàåì ïîðàæåííûé îáúåì ìíîæåñòâà
VR (òî åñòü ðàññìàòðèâàåì êóáû Cj ⊂ VR, äëÿ êîòîðûõ Yj = 1), à òàêæå îáú-åì ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè ýëåìåíòàìè. Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìûïðåäëàãàåì ¾ëîêàëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä¿, îñíîâàííûé íà ó÷åòå êàê îáùå-ãî ¾ïîðàæåííîãî îáúåìà¿ â ìíîæåñòâå VR, òàê è îáúåìà ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðà,âîçíèêàþùåãî â îêðåñòíîñòè �óíêöèîíàëüíîé åäèíèöû.Äëÿ òàê ïîñòðîåííîãî ïîëÿ W òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü êðèòè÷å-ñêîãî îáúåìà. Äðóãîé ïóòü ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ðåíîðì-ãðóïï. Äëÿ ïðîñòîòûïðåäïîëîæèì, ÷òî V � ïàðàëëåëåïèïåä, ñîñòîÿùèé èç ââåäåííûõ âûøå åäèíè÷-íûõ êóáîâ. Ïóñòü äëèíà êàæäîãî èç ðåáåð V ðàâíà (2R + 1)mq , ãäå mq ∈ N è
q = 1, . . . , d. �àçäåëèì êàæäîå ðåáðî V íà èíòåðâàëû äëèíû R è îáðàçóåì ðàçáèå-íèå ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà êóáû ñ ðåáðàìè äëèíû 2R+1. Çàòåì îáðàçóåì íîâóþêîí�èãóðàöèþ (íîâîå ñëó÷àéíîå ïîëå), åñëè â öåíòð êàæäîãî èç êóáîâ ðàçáèåíèÿ
Bi, èìåþùåãî îáúåì (2R+ 1)d, ïîìåñòèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Wi, çíà÷åíèå êîòî-ðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (27) ñ Bi âìåñòî VR(j). Îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíîïîâòîðÿòü (èçìåíÿÿ ìàñøòàá êîîðäèíàòíûõ îñåé) íåîäíîêðàòíî.Òåïåðü ìû îáðàòèìñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, êîãäà R = 1, òî åñòü áàçîâàÿ îêðåñò-íîñòü ñîñòîèò èç 3d åäèíè÷íûõ êóáîâ. Äëÿ d = 2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:L S0 1 2 3 4 5 6 7 8 90 1 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 9 24 22 6 1 0 0 0 02 0 0 12 40 40 8 0 0 0 03 0 0 0 22 44 32 4 0 0 04 0 0 0 0 36 36 12 0 0 05 0 0 0 0 0 49 20 0 0 06 0 0 0 0 0 0 48 4 0 07 0 0 0 0 0 0 0 32 0 08 0 0 0 0 0 0 0 0 9 09 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1Ýëåìåíò al,k ýòîé òàáëèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîý��èöèåíò, �èãóðèðóþùèéâ �îðìóëå

P(L(V1(j)) = l, S(V1(j)) = k) = al,k p
k
FSU(1 − pFSU)9−k. 81



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÈíòåðåñíî ñðàâíèòü, íàïðèìåð, P(S(V1(j)) ≥ 6, L(V1(j)) ≥ 4) è P(L(V1(j)) ≥ 5).Ñóùåñòâóåò pFSU = 0, 8032..., ïðè êîòîðîì ýòè âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàþò. Ìû âèäèì,÷òî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ íåëåãêî îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîé-òîîäíîé èç ââåäåííûõ ¾ëîêàëüíûõ ìîäåëåé¿.6. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ�àññìîòðåííàÿ âûøå ìîäåëü çàâèñèìûõ FSUs äîïóñêàåò âçàèìîñâÿçü êîëëåê-òèâíîãî ïîâåäåíèÿ èçó÷àåìûõ êëåòîê (êëåòî÷íûõ îáðàçîâàíèé), íî ïðè ýòîì, â÷àñòíîñòè, îõâàòûâàåò è ñëó÷àé èõ íåçàâèñèìîãî �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì íåïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòåé ëîêàëüíûé (�èíèòíûé). Ïðè-âëåêàòåëüíîñòü ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè âåñüìà øèðîêèõ óñëîâèÿõçàâèñèìîñòè èçó÷àåìîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ (ïîëåé) óäàåòñÿ ñòðîèòü ïðèáëèæåííûåäîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ pFSU(D). Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ òåî-ðåì äëÿ ñóìì çàâèñèìûõ ìóëüòèèíäåêñèðîâàííûõ ñëàãàåìûõ âîçìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü ñèòóàöèè, îïèñûâàåìûå íå òîëüêî áèíàðíûìè âåëè÷èíàìè. Áîëåå òîãî, ñî-îòíîøåíèå (25) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå óòî÷íåíèÿ.Íîâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, îïåðèðóþùåå ìàêñèìàëüíûìè êëàñòåðàìè è�àêòè÷åñêè áàçèðóþùååñÿ íà èäåÿõ òåîðèè ïåðêîëÿöèè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìàïåðñïåêòèâíûì. Îäíàêî äàæå â ïðîñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ, êàê ïîêàçàíî âûøå, áûâà-åò íåëåãêî ñêàçàòü, ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ëèøü ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãîêëàñòåðà èëè ó÷èòûâàòü îáúåì (ïëîùàäü) ïîðàæåííîé ÷àñòè îáëó÷àåìîãî îðãà-íà èëè òêàíè. Äàëåå ìîæíî áûëî áû èññëåäîâàòü äðóãèå ïîêàçàòåëè, îïèñûâàþ-ùèå èòîãîâîå ñîñòîÿíèå áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, çàíèìàþùåé ìíîæåñòâî V ⊂ R
d,íàïðèìåð, ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå maxj∈V L(VR(j)) èëè ¾ãëîáàëüíûå ïîêàçàòå-ëè¿ (âåñü ¾ïîðàæåííûé îáúåì¿, ìàêñèìàëüíûé êëàñòåð, õàðàêòåðèñòèêè Ýéëåðàè äð.).Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èìåþòñÿ âîçìîæíîñòè ñòðîèòü èíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ìî-äåëè ¾äå�åêòíûõ ÷àñòåé¿ ìíîæåñòâà V ⊂ R

d, èñïîëüçóÿ òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ìíî-æåñòâ, òåîðèþ ãðà�îâ, à òàêæå áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè ïåðêîëÿöèè, íàïðèìåð, ìî-äåëü Ïîòòñà èëè ìîäåëü öâåòíîé ïåðêîëÿöèè. Êðîìå òîãî, íåðåøåííîé ïðîáëåìîéÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè, äàþùåé àäåêâàòíîåïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, ïîäâåðãíóòîé îáëó÷å-íèþ. �å÷ü èäåò îá îäíîâðåìåííîì ó÷åòå ìíîæåñòâà ñëîæíûõ �àêòîðîâ, õàðàêòå-ðèçóþùèõ (âçàèìîñâÿçàííûå) ïðîöåññû ãèáåëè, ìèãðàöèè è âîññòàíîâëåíèÿ êëå-òîê áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ýòè ìîäåëè ê íåîäíî-ðîäíûì ãðóïïàì ïàöèåíòîâ. Áîëåå òîãî, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ âåñüìàøèðîêèé ïðîñòîð â âûáîðå öåëåâûõ �óíêöèé, îïèñûâàþùèõ òó èëè èíóþ ñõåìóâîçäåéñòâèÿ íà æèâûå îðãàíèçìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07-01-00373a.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Radiology Centennial, In., A Century of Radiobiology. http : //www.xray.hmc.
psu.edu/rci/centennial.html, 1993.[2℄ Alber M., N�usslin F. An objetive funtion for radiation treatment optimizationbased on loal biologial measures // Phys. Med. Biol. 1999. 44. P. 479�493.82



Áóëèíñêèé À. Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè â ðàäèîáèîëîãèè[3℄ Alber M., N�usslin F. Tools for the analysis of dose optimization: I. E�et-volumehistogram // Phys. Med. Biol. 1999. 47. P. 2451�2458.[4℄ Honor�e H.B., Bentzen S.M. A modelling study of the potential in�uene oflow dose hypersensitivity on radiation treatment planning // Radiotherapy andOnology. 2006. 79. P. 115�121.[5℄ Withers H.R., Taylor J.M., Maiejewski B. Treatment volume and tissuetolerane // Int. J. Radiat. Onol. Biol. Phys. 1988. 14. P. 751�759.[6℄ Jakson A., Kuther G. J., Yorke E.D. Probability of radiation-induedompliations for normal tissues with parallel arhiteture subjet to nonuniformirradiation // Med. Phys. 1993. 20. P. 613�625.[7℄ Niemierko A., Goitein M. Modeling of normal tissue-response to radiation � theritial volume model // Int. J. Radiat. Onol. Biol. Phys. 1993. 25. P. 135�145.[8℄ Yorke E.D., Kuther G. J., Jakson A., Ling C.C. Probability of radiation-indued ompliations in normal tissues with parallel arhiteture under onditionsof uniform whole or partial organ irradiation // Radiotherapy Onology. 1993. 26.P. 226�237.[9℄ Stavrev P., Stavreva N., Niemierko A., Goitein M. Generalization of a model oftissue response to radiation based on the idea of funtional subunits and binomialstatistis // Phys. Med. Biol. 2001. 46, 1501�1518.[10℄ Stavreva N., Niemierko A., Stavrev P., Goitein M. Modelling the dose-volumeresponse of the spinal ord, based on the idea of damage to ontiguous funtionalsubunits // Int. J. Radiat. Onol. Biol. Phys. 2001. 77. P. 695�702.[11℄ Miles E.A., Clark C.H., Urbano T.G., Bidmead M., Dearnaley D. P.,Harrington K. J., A'Hern R., Nutting C.M. The impat of introduing intensitymodulated radiotherapy into routine linial pratie // Radiotherapy andOnology. 2005. 77. P. 241�246.[12℄ Bakin C.R., Clements R., Gately A., Butgell G. J. A separated primary and sattermodel for independent dose alulation of intensity modulated radiotherapy //Radiotherapy and Onology. 2006. 80. P. 385�390.[13℄ Zaider M., Minerbo G.N. Tumor ontrol probability. A formulation appliable toany temporal protool of dose delivery // Phys. Med. Biol. 2000. 45. P. 279�293.[14℄ Warkentin B., Stavrev P., Stavreva N., Fleid C., Fallone B.G. A TCP-NTCPestimation module using DVH and known radiobiologial models and parametersets // J. App. Clinial Med. Phys. 2004. 6. P. 50�63.[15℄ Van Luijk P., Bul H. P., Konings A.W.T., van der Kogel A. J., Shippers J.M.Data on dose-volume e�ets in the rat spinal ord do not support existing models// Int. J. Radiat. Onol. Biol. Phys. 2005. 61. P. 892�900.[16℄ Tanderup K., Olsen D.R., Grau C. Dose painting: Art or siene? // Radiotherapyand Onology. 2006. 79. P. 246�248.[17℄ Merks R.M.H., Glazier J. A. A ell-entered approah to developmental biology// Physia A. 2005. 352. P. 113�130.
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Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ðèñêàÎ ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÒÅÎ�ÈÈ �ÈÑÊÀÎ.Ï. ÂèíîãðàäîâÓñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ðèñêà, òåîðèåé âåòâÿùèõñÿïðîöåññîâ è çàäà÷åé î áàëëîòèðîâêå, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåíîñèòüòåîðåìû èç îäíîãî èç ýòèõ ðàçäåëîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â äðóãîé.Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà óòâåðæäàåò, ÷òîóñëîâèå Êðàìåðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýêñïîíåí-öèàëüíîãî óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìàèç òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî óñëîâèåÿâëÿåòñÿ è íåîáõîäèìûì. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ äëÿíåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê. Ââåäåíî ïîíÿòèå íåîäíîðîäíîãî ïðîöåññà èïîëó÷åíû íåêîòîðûå ÿâíûå �îðìóëû. �àíäîìèçèðóÿ ïàðàìåòðû â ýòèõ�îðìóëàõ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññàïðîöåññîâ ðèñêà. 1. ÂâåäåíèåÂ ñîâðåìåííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà-÷àì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå �óíêöèîíèðîâàíèÿ �èíàíñîâûõ èíñòèòóòîâ(ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, áèðæ, áàíêîâ è äð.). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðÿä âåðîÿò-íîñòíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàáîòîé ñòðàõîâûõ êîìïàíèé, â ÷àñòíîñòè íàñ áóäóòèíòåðåñîâàòü âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ðàñïðåäåëåíèå ìîìåí-òà ðàçîðåíèÿ è äðóãèå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ýòèì çàäà÷àì ïîñâÿùåíàî÷åíü áîëüøàÿ ëèòåðàòóðà. ×àñòü ïðèêëàäíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðàÿ èçó-÷àåò ýòó ïðîáëåìàòèêó, ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðèåé ðèñêà.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÏðåäïîëîæèì, ÷òî x > 0 � íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Ïóñòü
T1, T2, .... (0 6 T1 6 T2 6 ...) � ìîìåíòû, â êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ñòðàõîâûå ñëó÷àè(àâàðèè, ñìåðòè è ò.ä.), è ïóñòü Zi � ðàçìåð âûïëàòû â ìîìåíò Ti , òî åñòü ñóììà,êîòîðóþ âûïëà÷èâàåò ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ êëèåíòàì äëÿ âîçìåùåíèÿ èõ ïîòåðü.Ïîëîæèì ∆1 = [0, T1], |∆1| = T1; ∆i = [Ti−1, Ti], |∆i| = Ti − Ti−1, i > 2.Çà ñ÷åò ïîêóïêè ó ñòðàõîâîé êîìïàíèè êëèåíòàìè ñòðàõîâûõ ïîëèñîâ åå êà-ïèòàë ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñòåò. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ [1℄, ÷òî íà êàæäîì èçîòðåçêîâ ∆ i ðîñò åå êàïèòàëà ëèíååí ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì c > 0, îäèíàêîâûìäëÿ âñåõ èíòåðâàëîâ ∆ i, õîòÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ðàññìîòðåí è áîëåå îáùèéñëó÷àé. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé êà÷åñòâà �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïà-íèè ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ψ (x, t) � âåðîÿòíîñòü åå ðàçîðåíèÿ íà îòðåçêå âðåìåíè
[0, t] ïðè íà÷àëüíîì êàïèòàëå x (ðàçîðåíèå ñòðàõîâîé êîìïàíèè ïðîèñõîäèò òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êàïèòàë X (t) ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì). Ââåäåì ñëó-÷àéíóþ âåëè÷èíó τ (x) � ìîìåíò ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, êîòîðàÿ èìååòíà÷àëüíûé êàïèòàë x.Ïóñòü X (y) � êàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò y . Èç ïðåäûäóùèõ ïðåäïîëîæåíèéâûòåêàåò, ÷òî X (y) = x + cy − ∑

j6N(y)

Zj , ãäå N (y) � ÷èñëî âûïëàò êîìïàíèè85



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉêëèåíòàì íà îòðåçêå [0, y] . Òàêèì îáðàçîì,
ψ (x, t) = P (τ (x) < t) = P

(
inf

06 y 6t
X (y) < 0|X (0) = x

)
.Â òåîðèè ðèñêà âåðîÿòíîñòü ψ (x,∞) = ψ (x) íàçûâàþò âåðîÿòíîñòüþ ðàçîðåíèÿ.Ïóñòü η (x) = min (k : X (Tk + 0) < 0) � íîìåð òîé âûïëàòû, ïîñëå êîòîðîé êà-ïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè âïåðâûå ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, òî åñòü êîìïàíèÿðàçîðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

τ (x) = Tη(x) = |∆1| + |∆2| + .... + |∆η(x)|.3. Ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ðèñêà è òåîðèåé âåòâÿùèõñÿïðîöåññîâÇàìåòèì, ÷òî ìåæäó íåêîòîðûìè çàäà÷àìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðèè âå-ðîÿòíîñòè ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü. Íàïðèìåð, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòèðàçîðåíèÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ âòåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, à òàêæå çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàê-ñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ [1℄. Â ðàáîòå àâòîðà [2℄ óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäóòåîðèåé ðèñêà è òåîðèåé âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîé ñâÿçè áîëååïîäðîáíî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ {Tn} îáðàçóþòïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñ ïàðàìåòðîì λ, è ïóñòü âåëè÷èíû âûïëàò Zn � íåçàâèñè-ìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ F (t). Ïóñòü òàêæå α = λm
c
, ãäå m = MZn � ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-äàíèå âåëè÷èíû ïðîèçâîëüíîé âûïëàòû.Åñëè α > 1, òî ψ (x) ≡ 1 , åñëè æå α < 1, òî ψ (x) → 0 ïðè x → ∞. Ýòî ñëå-äóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðèðîñòà êàïèòàëà ñòðàõîâîéêîìïàíèè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âûïëàòàìè ðàâíî c

λ
−m = c

λ
(1 − α) .Â äàëüíåéøåì âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α < 1. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ

g (x) = 1−F (x)
m

ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòüþ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ÷åðåç G (x). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [3℄), ÷òî âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ψ (x) óäî-âëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà ñâåðòêè
ψ (x) = α

x∫

0

ψ (x− u) g (u) du+ α(1 −G (x)). (1)Äàäèì òåïåðü êðàòêîå îïèñàíèå âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ ïðåâðàùåíèÿìè, çàâèñÿ-ùèìè îò âîçðàñòà. Ïóñòü ÷àñòèöà, ñóùåñòâóþùàÿ â ìîìåíò x = 0, èìååò ðàñïðå-äåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè æèçíè, çàäàâàåìîå �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ A (x) èïëîòíîñòüþ a (x). Â êîíöå ñâîåé æèçíè îíà óìèðàåò è ïîðîæäàåò n (n > 0) ÷àñòèöñ âåðîÿòíîñòüþ qn. Ýòè íîâûå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè êîïèÿìè ïåð-âîíà÷àëüíîé ÷àñòèöû, è ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ñóùåñòâóåò õîòÿáû îäíà ÷àñòèöà. Ñî ñòðîãèì îïðåäåëåíèåì ýòîãî ïðîöåññà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ âìîíîãðà�èè [4℄.86



Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ðèñêàÏóñòü a =
∞∑

n=0

nqn � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ÷àñòèö, êîòîðîå ïîðîæäà-åò îäíà ÷àñòèöà, è ïóñòü ξ (x)� ÷èñëî ÷àñòèö â ìîìåíò x. ÏîëîæèìM (x) = Mξ (x).Èçâåñòíî [4℄, ÷òî M (x) óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
M (x) = a

x∫

0

M (x− u) a (u) du+ 1 −A (x). (2)Åñëè ðàññìîòðåòü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ çàâèñÿùèìè îò âîçðàñòà ïðåâðàùåíèÿìè,â êîòîðîì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà A (x) = G (x) , a = α, òî íåòðóäíî âèäåòü [ 5 ] ,÷òî èç ñðàâíåíèÿ (1) è (2) âûòåêàåò ðàâåíñòâî
ψ (x) = αM (x) . (3)Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ¾ìîñòèêîì¿, êîòîðûé ñâÿçûâàåò òåîðèþ ðèñêà è òåîðèþâåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðèè âåò-âÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ìîãóò áûòü â ñèëó ðàâåíñòâà (3) ïåðåíåñåíû â òåîðèþ ðèñêà.4. Óñëîâèå Êðàìåðà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåìäëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ýêñïîíåíöèàëüíîñòè âåðîÿòíîñòèðàçîðåíèÿÎäíèì èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè ðèñêà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàå-ìàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà. Èçâåñòíûé øâåäñêèé ìàòåìàòèê Àñìóñ-ñåí â ñâîåé îáøèðíîé ìîíîãðà�èè, ïîñâÿùåííîé òåîðèè ðèñêà [6℄, ïèøåò: ¾ Àï-ïðîêñèìàöèÿ Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå çíàìåíèòûõ ðåçóëü-òàòîâ òåîðèè ðèñêà (è â öåëîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé)¿.Ïîÿñíèì, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä àïïðîêñèìàöèåé Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà.Ïóñòü B (x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîéâåëè÷èíû, b (x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü è k � íåêîòîðàÿïîñòîÿííàÿ ( 0 < k < 1 ) .Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (k, B (x)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþÊðàìåðà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå R > 0, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1 = k

∫ ∞

0

eRub (u) du.Óñëîâèå Êðàìåðà, ãðóáî ãîâîðÿ, îçíà÷àåò, ÷òî b (x) óáûâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðîíà áåñêîíå÷íîñòè.Ïîñòîÿííóþ R èíîãäà íàçûâàþò ïîñòîÿííîé Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà èëè ïîäñòðî-å÷íûì êîý��èöèåíòîì.Ïîä àïïðîêñèìàöèåé Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà ïîíèìàåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [6℄) ñëå-äóþùàÿÒåîðåìà 1 (Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà). Åñëè ïàðà (α, G (x)) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèþ Êðàìåðà, òî ψ (x) ∼ Ce−Rx ïðè x→ ∞ , ïðè÷åì
C =

1 − α

αR
∫∞
0
ueRug (u) du

. 87



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÇàìåòèì, ÷òî òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1, êàñàþùàÿñÿ âåòâÿùèõñÿ ïðî-öåññîâ, áûëà äîêàçàíà àâòîðîì â [5℄.Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî óñëîâèå Êðàìåðà ÿâëÿåòñÿ äîñòà-òî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè ψ (x).Âîçíèêàåò âîïðîñ: óñëîâèå Êðàìåðà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ýêñ-ïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè ψ (x)? Îêàçûâàåòñÿ, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòå-ëåí è äàí â ðàáîòå àâòîðà [5℄, ïîñâÿùåííîé âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì.Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (3), äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íàïîñòàâëåííûé âîïðîñ â ðàìêàõ òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Ïåðå�îðìóëèðóåìðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [5℄, íà ¾ÿçûê¿ òåîðèè ðèñêà (ñì. òåîðåìó 2 èç [5℄).Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà ðèñêà íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå C > 0,
R > 0, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî ψ (x) ∼ Ce−Rx ïðè
x→ ∞, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 1 = α

∫∞
0
eRug (u) du, òî åñòü ïàðà (α, G (x))óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàìåðà.Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìó Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 3 (îáîáùåííàÿ òåîðåìà Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà). Óñëîâèå Êðà-ìåðà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðîÿò-íîñòü ðàçîðåíèÿ ψ (x) ïðè x→ ∞ èìåëà ýêñïîíåíöèàëüíóþ àñèìïòîòèêó.Çàìå÷àíèå. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3, â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êðà-ìåðà, àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψ (x) îòëè÷íà îò ýêñïîíåíöèàëüíîé, èâîçíèêàåò âîïðîñ î õàðàêòåðå åå ïîâåäåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ñèëó ðàâåíñòâà(3) ýòîò âîïðîñ ýêâèâàëåíòåí âîïðîñó îá àñèìïòîòèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ÷èñëà ÷àñòèö â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå ñ ïðåâðàùåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò âîçðàñòà.Îí áûë ðàññìîòðåí â 1964 ãîäó â ðàáîòå Â.Ï. ×èñòÿêîâà [7℄. Èì áûëî âûäåëå-íî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî èç ìíîæåñòâà �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõíå âûïîëíåíî óñëîâèå Êðàìåðà. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ âñëåäóþùåì: äëÿ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè ÷àñòèöû, ïðèíàäëåæà-ùèõ ýòîìó ïîäìíîæåñòâó, áûëà íàéäåíà àñèìïòîòèêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ÷èñëà ÷àñòèö â âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå ñ ïðåâðàùåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò âîçðàñòà.�îðàçäî ïîçæå âîïðîñ îá àñèìïòîòèêå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψ (x) â ñëó÷àåíåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Êðàìåðà ðàññìàòðèâàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî òåîðèè ðèñ-êà (ñì. áèáëèîãðà�èþ â [6℄) .5. Îá îöåíêå ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèéè åå ïðèëîæåíèÿõ â òåîðèè ðèñêàÍàðÿäó ñ àïïðîêñèìàöèåé Êðàìåðà�Ëóíäáåðãà, ê �óíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòà-òàì òåîðèè ðèñêà ìîæíî îòíåñòè òàêæå íåðàâåíñòâî Ëóíäáåðãà, êîòîðîå çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî åñëè ïàðà (α, G (x)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàìåðà, òî äëÿ âñåõ

x > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ψ (x) 6 e−Rx. (4)Ýòîìó íåðàâåíñòâó è åãî îáîáùåíèÿì ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò ( ñì. áèáëèîãðà-�èþ â [6℄). Èçâåñòíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ íåðàâåíñòâà Ëóíäáåðãà. Â ðàáîòå [8℄ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íåðàâåíñòâà è åãî ðàçëè÷íûõ îáîáùåíèé88



Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ðèñêàè óòî÷íåíèé, îñíîâàííûé íà îöåíêå ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíèì èçðåçóëüòàòîâ ýòîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Êðàìåðà, òî åñòü ïàðà (α,G (x)) óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèþ Êðàìåðà, òî äëÿ âñåõ x > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
ψ (x) 6 e−Rx − α

(
e−Rx

∫ ∞

x

eRzg (z) dz − 1 +G (x)

)
. (5)Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî Ëóíäáåðãà, òàê êàê

e−Rx

∫ ∞

x

eRzg (z) dz − 1 +G (x) >

∫ ∞

x

g (z) dz − 1 +G (x) = 0äëÿ âñåõ x > 0.Ïðèâåäåì åùå îäèí ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû.Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Êðàìåðà, òî äëÿ 0 6 u 6 x ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî
A1e

−Ru 6 ψ (u) 6 A2e
−Ru,ãäå

A1 = inf
06u6x

α (1 −G (u)) eRu

1 − α
∫ u

0
eR(x)zg (z) dz

, A2 = sup
06u6x

α (1 −G (u)) eRu

1 − α
∫ u

0
eR(x)zg (z) dz

.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 4 è 5, à òàêæå äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [ 8 ] îñíîâàíîíà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ�àññìîòðèì óðàâíåíèå Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà
ϕ (x) = ν

∫ x

0

k (x− u)ϕ (u) du+ f (x).Äëÿ 0 6 u 6 x çàäàäèì íåêîòîðóþ �óíêöèþ ϕ̄ (u) . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëå-äóþùèé âîïðîñ: êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèè k (u), f (u) èïîñòîÿííàÿ ν > 0, ÷òîáû äëÿ 0 6 u 6 x âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî ϕ (u) 6 ϕ̄ (u)?Íåòðóäíî ïîêàçàòü [8℄, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿËåììà. Åñëè ν > 0 , �óíêöèè k (u) > 0 è f (u) > 0 íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíûäëÿ 0 6 u 6 x è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
ϕ̄ (u) > ν

∫ u

0

k (u− v) ϕ̄ (v) dv + f (u),òî äëÿ 0 6 u 6 x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ϕ (u) 6 ϕ̄ (u).Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ íèæíåé îöåíêè �óíê-öèè ϕ (u).Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé ëåììå, ìîæíî ïîëó÷àòü òàêæå ðàçëè÷íûå îöåíêè �óíê-öèè âîññòàíîâëåíèÿ â òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ. 89



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ6. Ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ðèñêà è êëàññè÷åñêîé çàäà÷åéî áàëëîòèðîâêåÎñòàíîâèìñÿ íà ñâÿçè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î áàëëîòèðîâêå ñ çàäà÷åé î ðàçî-ðåíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â1878 ãîäó Ó. Óèòâîðòîì, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû î áàëëî-òèðîâêå [1℄.Òåîðåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà âûáîðàõ ïåðâûé êàíäèäàò íàáðàë a ãîëî-ñîâ, à âòîðîé � b ãîëîñîâ, ïðè÷åì a > b. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïîñëå-äîâàòåëüíîì ïîäñ÷åòå ãîëîñîâ ïåðâûé êàíäèäàò âñå âðåìÿ áûë âïåðåäè âòîðîãî,ðàâíà (a− b)/(a + b).Îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò òàêæå ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé ðèñêà è çàäà÷åé î áàë-ëîòèðîâêå äëÿ äâóõ òî÷å÷íûõ ïîòîêîâ [9℄. Ïîÿñíèì, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä ýòîéçàäà÷åé. Ïóñòü íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè èìåþòñÿ äâà ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ ïî-òîêà A è B. Ïóñòü a1, a2, ... � òî÷êè ïîòîêà A, à b1, b2, ... � òî÷êè ïîòîêà B. Ïóñòü
νA (t) � ÷èñëî òî÷åê ïîòîêà A íà îòðåçêå [0, t]. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñîáûòèå,êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëèáî íà îòðåçêå [0, t] íåò òî÷åê êàê ïîòîêà A, òàêè ïîòîêà B, ëèáî íà îòðåçêå [0, t] åñòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà ïîòîêà A è äëÿ âñåõ
k (1 6 k 6 νA (t)) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà ak 6 bk. Â ñëó÷àå íàñòóïëåíèÿ ýòîãîñîáûòèÿ áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîòîê A îïåðåæàåò ïîòîê B íà îòðåçêå [0, t], è áóäåìïèñàòü A (t) ≺ B (t) .Ïîëîæèì P (t) = P (A (t) ≺ B (t)). Äëÿ íåêîòîðûõ ïîòîêîâ A è B ìîæíî íàéòèÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè P (t). Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 7. Ïóñòü A è B � äâà íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêà ñ èí-òåíñèâíîñòÿìè µ è λ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
P (t) = e−(λ+µ)t
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� îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.�àññìîòðèì íåêîòîðûé ïîòîê Π . Åñëè t1, t2, .... � òî÷êè ïîòîêà Π , òî ïîòîê Πxáóäåì íàçûâàòü ñäâèãîì ïîòîêà Π íà âåëè÷èíó x > 0 , åñëè åãî òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿòî÷êè t1 + x, t2 + x, t3 + x, ....Ïóñòü r (x, t) = 1 − ψ (x, t) è r (x) = 1 − ψ (x) � âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿñòðàõîâîé êîìïàíèè íà îòðåçêå [0, t] è íà [0,∞] ñîîòâåòñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî c = 1.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîáûòèå, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîìïàíèÿ íåðàçîðèòñÿ äî n-é âûïëàòû âêëþ÷èòåëüíî, ïðîèçîéäåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ:





x+ T1 > Z1,
x+ T2 > Z1 + Z2,
.........................
x+ Tn > Z1 + Z2 + ..... + Zn.

(6)
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Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Î íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ðèñêàÑëó÷àéíûå ïîòîêè {Z1, Z1 + Z2, . . . , Z1 + Z2 + . . .+ Zn, . . . } è
{T1 + x, T2 + x, . . . , Tn + x, . . . } áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç AZ è
AT+x (AT+0 = AT ). Èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (6) âûòåêàåòÒåîðåìà 8. Âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ñ íà÷àëüíûì êà-ïèòàëîì x íà îòðåçêå [0, t] ðàâíà âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûé ïîòîê AZîïåðåäèò ñëó÷àéíûé ïîòîê AT+x íà îòðåçêå [0, x+ t] , òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðà-âåíñòâî r (x, t) = P( AZ (t) ≺ AT+x (t)), â ÷àñòíîñòè, r (0, t) = P( AZ (t) ≺ AT (t)).Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé òåîðåìå, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ðèñ-êà [9℄.Ïðèâåäåì îäèí èç íèõ.Òåîðåìà 9. Åñëè íà÷àëüíûé êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàâåí íóëþ, óã-ëîâîé êîý��èöèåíò ðîñòà êàïèòàëà c = 1 , ìîìåíòû íàñòóïëåíèÿ ñòðàõîâûõñëó÷àåâ {Tn} îáðàçóþò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñ ïàðàìåòðîì λ, à âåëè÷èíû âûïëàò
Zn � íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ F (t), òî

r(0, t) =

∞∑

m=0

e−λt (λt)
m−1

m!

t∫

0

λ (t− y) dF ∗(m) (y) ,ãäå F ∗(m) (y) � m-êðàòíàÿ ñâåðòêà �óíêöèè F (t)  òîæäåñòâåííîé åé �óíêöèåé
(m > 1). 7. Íåîäíîðîäíûé ïðîöåññ ðèñêàÏîâîäîì ê ðàññìîòðåíèþ íåîäíîðîäíîãî ïðîöåññà ðèñêà ïîñëóæèëî çàìå÷àíèåß. �àëàìáîøà, ñäåëàííîå èì â åãî ìîíîãðà�èè [10℄:¾Âîçüìåì n êëèåíòîâ ñòðàõîâîé êîìïàíèè, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ñòðàõîâîéãðóïïå. Ïðîìåæóòêè âðåìåíè äî ïåðâîãî íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äëÿ îòäåëüíûõ ïðåä-ñòàâèòåëåé ýòîé ãðóïïû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj (1 6 j 6 n) ñ îáùåé íåïðåðûâíîé �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ F (x) . Ñîîáùåíèÿ î íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (èëè èñêàõ) ïîñòóïàþò âñòðàõîâóþ êîìïàíèþ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýòèõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè, òî åñòüêîìïàíèÿ ¾íàáëþäàåò¿ âåëè÷èíû X(j), (ãäå X(j) � j-ÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà âå-ëè÷èí ñðåäè âåëè÷èí X1, X2, . . . , Xn)¿.Îáû÷íî â ëèòåðàòóðå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäóñîñåäíèìè íåñ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè (èëè èñêàìè) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îäèíàêî-âî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Êàê ïîêàçûâàåò âûøåïðèâåäåííîåçàìå÷àíèå, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ îäèíàêîâîé ðàñïðå-äåëåííîñòè èíòåðâàëîâ ìåæäó èñêàìè, è ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿ âíåêîòîðîì ñìûñëå íåîäíîðîäíûì ïðîöåññîì. Â ðàáîòå [11℄ ïîëó÷åíû ÿâíûå âû-ðàæåíèÿ äëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ è íîìåðà âûïëàòû,ïðèâîäÿùåé ê ðàçîðåíèþ â íåîäíîðîäíîì ïðîöåññå ðèñêà, îïðåäåëåíèå êîòîðî-ãî äàíî â [11℄. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü ß. �àëàìáîøà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìðàññìàòðèâàåìîãî íåîäíîðîäíîãî ïðîöåññà ðèñêà, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðî-ìåæóòêè âðåìåíè äî ïåðâîãî íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äëÿ îòäåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåéñòðàõîâîé ãðóïïû èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à âåëè÷èíû âûïëàò òàêæå91



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉèìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äîêàçàíà òåîðåìà, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò(â íåêîòîðîì ñìûñëå) ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäåëè �àëàìáîøà è ïðîñòåéøåé ìîäåëèòåîðèè ðèñêà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âûïëàò, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ÿâíîå âûðàæå-íèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ìîäåëè �àëàìáîøà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,÷òî ïîìèìî ýòîãî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü ðÿä äîñòàòî÷íîîáùèõ ìîäåëåé �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè (íàïðèìåð, ðàññìîòðåòüñëó÷àé çàâèñèìûõ è íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó âûïëàòàìè,ïðè÷åì âåëè÷èíû âûïëàò òàêæå íåîäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò äîñòàòî÷íîîáùèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ). Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò òàêæå íàéòè ïðèëîæåíèÿâ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî î âîçìîæíîñòÿõ âûøåóïîìÿ-íóòûõ îáîáùåíèé ñì. â [12℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Ò. 2.: Ìèð, 1984.[2℄ Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Óñëîâèå Êðàìåðà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåéè åå ïðèìåíåíèÿ. 1997. 42, � 2. C. 388�389.[3℄ Ýìáðåõòñ Ï., Êëþïïåëüáåðã Ê. Íåêîòîðûå àñïåêòû ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè //Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ 1993. 38, � 2. C. 374�416.[4℄ Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. Ì.: Íàóêà, 1971.[5℄ Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ ïðåâðàùåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò âîç-ðàñòà // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 1964. 9, � 1. C. 146�152.[6℄ Asmussen S. Ruin probabilities. Singapore: World Sienti� Publisher, 2000.[7℄ ×èñòÿêîâ Â.Ï. Òåîðåìà î ñóììàõ íåçàâèñèìûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí è åå ïðèëîæåíèÿ ê âåòâÿùèìñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì // Òåîðèÿ âå-ðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 1964. 9, � 4. C. 710�718.[8℄ Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Îá îäíîì ýëåìåíòàðíîì ìåòîäå ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåðîÿòíî-ñòè ðàçîðåíèÿ // Îáîçðåíèå ïðèêë. è ïðîìûøë. ìàòåì. 1998. 5, � 1. C. 134�140.[9℄ Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Çàäà÷à î áàëëîòèðîâêå äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîòîêîâ è åå ñâÿçü ñçàäà÷àìè òåîðèè ðèñêà, òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ //Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ (â ïå÷àòè).[10℄ �àëàìáîø ß. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê.Ì.: Íàóêà, 1984.[11℄ Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Î ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ è íîìåðàâûïëàòû, ïðèâîäÿùåé ê ðàçîðåíèþ, â íåîäíîðîäíîì ïðîöåññå ðèñêà // Òåîðèÿâåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 2006. 51, � 3. C. 465�475.[12℄ Âèíîãðàäîâ Î.Ï. Âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ñëó÷àå, êî-ãäà èíòåðâàëû ìåæäó ìîìåíòàìè âûïëàò èìåþò íåîäèíàêîâûå ïîêàçàòåëü-íûå ðàñïðåäåëåíèÿ // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 1998. 43, � 2.C. 352�357.
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Ëåáåäåâ À. Â. Ìàêñèìàëüíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññûÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÅ ÂÅÒÂßÙÈÅÑß Ï�ÎÖÅÑÑÛÀ.Â. ËåáåäåâÂ ñòàòüå äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ àâòîðà â òåîðèè ìàêñèìàëüíûõ âåòâÿ-ùèõñÿ ïðîöåññîâ. Îòìå÷åíû ïðèëîæåíèÿ äëÿ âåíòèëüíûõ áåñêîíå÷íîëè-íåéíûõ ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ýðãîäè÷åñêèõ ìàêñèìàëüíûõ âåòâÿùèõñÿïðîöåññîâ è èõ ïðåäåëüíûì ñâîéñòâàì.1. ÂâåäåíèåÏàðàëëåëè ìåæäó òåîðèåé ñóììèðîâàíèÿ è òåîðèåé ýêñòðåìóìîâ ñëó÷àéíûõâåëè÷èí äàâíî è õîðîøî èçâåñòíû.Òàê, öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå (è åå àíàëîãàì) ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìàîá ýêñòðåìàëüíûõ òèïàõ, α-óñòîé÷èâûì ðàñïðåäåëåíèÿì � ìàêñèìóì-óñòîé÷èâûå[1, ãë. 1℄, óñòîé÷èâûì ïðîöåññàì Ëåâè � ýêñòðåìàëüíûå ïðîöåññû [2, � 6.5℄. Ïðèîòêàçå îò íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â îáîèõ ñëó÷àÿõ ââîäÿòñÿ íåêîòîðûåóñëîâèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû è â ñèòóàöèèçàâèñèìîñòè.Êëàññè÷åñêèìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿ-þòñÿ âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû �àëüòîíà�Âàòñîíà (ñ îäíèì òèïîì ÷àñòèö è äèñêðåò-íûì âðåìåíåì) [3, 4℄. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ íèõ òàêæå âîçìîæíî ðàçóìíûì îáðàçîìïîñòðîèòü ¾ýêñòðåìàëüíûå¿ àíàëîãè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè âåòâÿ-ùèìèñÿ ïðîöåññàìè (ÌÂÏ)1) è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.�àññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ñî çíà÷åíèÿìè â Z+, çàäàííûå ñòîõà-ñòè÷åñêè ðåêóððåíòíûìè �îðìóëàìè âèäà
Zn+1 =

Zn∨

m=1

ξm,n, (1)ãäå ÷åðåç ∨ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ìàêñèìóìà è ξm,n, m > 1, n > 0, �íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ îáùèì ðàñïðåäåëåíèåì F íà Z+. Ïîëàãàåì(êàê è â ñëó÷àå ñóììèðîâàíèÿ), ÷òî ðåçóëüòàò âçÿòèÿ ìàêñèìóìà ¾íóëü ðàç¿ (ïðè
Zn = 0) ðàâåí íóëþ.Ìîæíî ñêàçàòü (ïî àíàëîãèè ñ ïðîöåññàìè �àëüòîíà�Âàòñîíà), ÷òî â ìàêñè-ìàëüíîì âåòâÿùåìñÿ ïðîöåññå âûæèâàþò ïîòîìêè òîëüêî îäíîé ÷àñòèöû, ó êîòî-ðîé èõ áîëüøå âñåãî. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÌÂÏ(ïðè n > 1) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà ïîòîìêîâ. Èç (1)ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé öåïüþ Ìàðêîâà íà ýòîì ìíîæåñòâå.Äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ ÌÂÏ ìîæíî ïðåäëîæèòü â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëó-æèâàíèÿ, ðàññìîòðåâ âåíòèëüíûå áåñêîíå÷íîëèíåéíûå ñèñòåìû. Òàê íàçûâàþò ñè-ñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèáîðîâ, â êîòîðûõ äîñòóï çàÿâîê ê îáñëóæèâàíèþðåãóëèðóåòñÿ âåíòèëåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåíòèëü îòêðûò òîëüêî â òîì ñëó÷àå,êîãäà âñå ïðèáîðû ñâîáîäíû. Çàÿâêè ïîñòóïàþò â î÷åðåäü ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

1)Òåðìèí ¾ìàêñèìàëüíûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ¿ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå â òåîðèè ñåòåé Ïåòðè,îäíàêî òàì îí èìååò ñîâåðøåííî èíîå çíà÷åíèå, êàê è òåðìèí ¾âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ¿. 93



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉìåñò îæèäàíèÿ, à îáñëóæèâàíèå ïðîèñõîäèò ïî ñòàäèÿì. Â íà÷àëå ñòàäèè, êîãäàâåíòèëü îòêðûâàåòñÿ, âñå çàÿâêè èç î÷åðåäè ìãíîâåííî ïîëó÷àþò äîñòóï ê ïðèáî-ðàì è äàëåå îáñëóæèâàþòñÿ ïàðàëëåëüíî è íåçàâèñèìî, äî ïîëíîãî îñâîáîæäåíèÿâñåõ ïðèáîðîâ. Â ìîìåíò îñâîáîæäåíèÿ âñåõ ïðèáîðîâ âåíòèëü âíîâü îòêðûâàåòñÿäëÿ íîâîé ïàðòèè çàÿâîê (ïðèøåäøèõ çà ýòî âðåìÿ) è ñëåäóþùåé ñòàäèè.�àññìîòðèì ïîäîáíóþ ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, è ïóñòü â êàæäûé ìî-ìåíò âðåìåíè ïîñòóïàåò ðîâíî ïî îäíîé çàÿâêå. Òîãäà â ñèëó ïàðàëëåëüíîñòè ðà-áîòû ïðèáîðîâ âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ î÷åðåäíîé ïàðòèè çàÿâîê (à çíà÷èò, è êîëè-÷åñòâî çàÿâîê â ñëåäóþùåé) ðàâíî ìàêñèìóìó èç âðåìåí èõ îáñëóæèâàíèÿ. Òàêèìîáðàçîì, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Zn äëèòåëüíîñòü n-é ñòàäèè, à ÷åðåç ξm,n � âðåìåíàîáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê íà íåé, ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè (1).Âåíòèëüíûå áåñêîíå÷íîëèíåéíûå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è ïóàññî-íîâñêèì âõîäíûì ïîòîêîì ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â [5�8℄ (äðóãèìè ìåòîäà-ìè). Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îãîâîðèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè âåíòèëü îòêðûâà-åòñÿ ïðè ïóñòîé î÷åðåäè. Íàèáîëåå åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèñòåìà æäåòïîñòóïëåíèÿ íîâîé çàÿâêè, ñ êîòîðîé è íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòàäèÿ.ÌÂÏ áûëè ââåäåíû â [9℄ (â ñâÿçè ñ ìîäåëÿìè äàëüíîäåéñòâóþùåé ïåðêîëÿöèè),è òàì æå áûëè ïîëó÷åíû êðèòåðèè èõ âîçâðàòíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (0) = 0.Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
lim sup
x→+∞

x(1 − F (x)) < e−γ , (2)ãäå γ = 0, 577... � êîíñòàíòà Ýéëåðà, öåïü {Zn} ïîëîæèòåëüíî âîçâðàòíà, è íàïðî-òèâ, ïðè
lim inf
x→+∞

x(1 − F (x)) > e−γèìååò ìåñòî Zn → +∞, n→ ∞ ïî÷òè íàâåðíîå (ï.í.).Äàëåå, â [10℄ ðàññìîòðåí êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé
lim

x→+∞
x(1 − F (x)) = e−γ (3)ñ ó÷åòîì äàëüíåéøèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ õâîñòà íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òîåñëè (eγx(1 − F (x)) − 1) lnx → d, x → +∞, òî ïðîöåññ âîçâðàòåí ïðè d < π2/12 èóõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ï.í. ïðè d > π2/12. Áîëåå òîãî, ïðè óñëîâèè d < −(2p −

1)π2/12 âðåìåíà âîçâðàùåíèÿ â êàæäîå ñîñòîÿíèå èìåþò êîíå÷íûå p-å ìîìåíòû(ãäå p öåëîå), òàê ÷òî ïðè d < −π2/12 ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.Àâòîðîì â [11, 12℄ áûëî ïðîâåäåíî îáîáùåíèå ÌÂÏ ñ Z+ íà ïðîèçâîëüíûå èç-ìåðèìûå ìíîæåñòâà T ⊂ R+. �àññìàòðèâàåòñÿ öåïü Ìàðêîâà íà T ñ ïåðåõîäíûìèâåðîÿòíîñòÿìè
P(Zn+1 6 y|Zn = x) = F (y)x, x, y ∈ T, (4)ãäå ðàñïðåäåëåíèå F ñîñðåäîòî÷åíî íà T (â öåëî÷èñëåííîì ñëó÷àå ýòî ðàñïðå-äåëåíèå ÷èñëà íåïîñðåäñòâåííûõ ïîòîìêîâ, â îáùåì ñëó÷àå åãî òîæå ìîæíî òàêíàçûâàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè). Óïîìÿíóòîå îáîáùåíèå àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó îòïðîöåññîâ �àëüòîíà�Âàòñîíà ê ïðîöåññàì Èðæèíû [13, 14℄ (ñ íåïðåðûâíûì ìíî-æåñòâîì ñîñòîÿíèé è äèñêðåòíûì âðåìåíåì), îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå T ìîæåòáûòü ëþáûì èçìåðèìûì ïîäìíîæåñòâîì R+.94



Ëåáåäåâ À. Â. Ìàêñèìàëüíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññûÏîäîáíûå ïðîöåññû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíî, òàê è â êà÷å-ñòâå ïðåäåëüíûõ (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) äëÿ ÌÂÏ íà Z+ (íîðìèðîâàííûõ îïðåäå-ëåííûì îáðàçîì). Íàïðèìåð, îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿâåíòèëüíûõ áåñêîíå÷íîëèíåéíûõ ñèñòåì, â òîì ÷èñëå ïðåäåëüíîãî ïðè áîëüøîéçàãðóçêå è ò.ï.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âåíòèëüíîé áåñêîíå÷íîëèíåéíîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðå-ìåíåì è ïóàññîíîâñêèì âõîäíûì ïîòîêîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèòåëüíîñòåé ñòà-äèé íà ïåðèîäå çàíÿòîñòè óäîâëåòâîðÿåò (4) ñ F (x) = exp{−λB̄(x)}, x > 0, ãäå λ �èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà, B(x) ��óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæè-âàíèÿ îäíîé çàÿâêè, B̄(x) = 1−B(x). Äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû íà âñåì ïðîòÿæåíèèâðåìåíè òðåáóþòñÿ óæå ÌÂÏ ñ èììèãðàöèåé â ìîìåíò îáíóëåíèÿ è ò.ï.Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü î ìàêñèìàëüíûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ íà T , êîòîðûåáóäåì îáîçíà÷àòü ÌÂÏ(T ). Åñëè T1 ⊂ T2, òî âñÿêèé ÌÂÏ(T1) ÿâëÿåòñÿ òàê-æå ÌÂÏ(T2). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ÌÂÏ(T ), â ÷àñòíîñòè ÌÂÏ(Z+), ÿâëÿåòñÿÌÂÏ(R+).Ôîðìóëà (1) äëÿ òàêèõ ÌÂÏ â îáùåì ñëó÷àå óæå íå èìååò ìåñòà, íî â ñîîò-âåòñòâèè ñ (4) îíè äîïóñêàþò ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ðåêóð-ðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âèäà
Zn+1 =

{
F−1(U

1/Zn

n+1 ), Zn > 0;
0, Zn = 0,

, n > 0, (5)ãäå F−1(y) = sup{x : F (x) 6 y} è Un, n > 1, � íåçàâèñèìûå, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-äåëåííûå íà (0, 1), ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à Z0 > 0 è íå çàâèñèò îò íèõ.Â [12℄ áûëà äîêàçàíà ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ÌÂÏ íà (0,+∞). Ê óñëîâèþËàìïåðòè (2), èñêëþ÷àþùåìó óõîä ïðîöåññà íà áåñêîíå÷íîñòü, ïðè ýòîì äîáàâëÿ-åòñÿ óñëîâèå
lim inf

x→0
x(− lnF (x)) > e−γ, (6)èñêëþ÷àþùåå âûðîæäåíèå ïðîöåññà â íóëü.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áàçîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ ÌÂÏ (ðàçäåë 2) áûëè ïîëó÷åíûè àíîíñèðîâàíû àâòîðîì åùå â 2001 ãîäó [11℄, îäíàêî â ðàçâåðíóòîé �îðìå èõóäàëîñü îïóáëèêîâàòü òîëüêî â 2005 ãîäó [12℄.Äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ÌÂÏ âîçíèêàåò âîïðîñ î åãî ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè,êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ. Â [15�17℄ áûëè ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿñåìåéñòâ Ψ, ïîðîæäåííûõ íåêîòîðûìè ñåìåéñòâàìè F (ðàçäåëû 3�5). �àçðàáîòàí-íûå ìåòîäû òàêæå èñïîëüçîâàëèñü ïðè èçó÷åíèè âåíòèëüíûõ áåñêîíå÷íîëèíåéíûõñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ áîëüøîé çàãðóçêîé [18, 19℄, ãäå âîçíèêàþò àíà-ëîãè÷íûå ïðîöåññû.Òàêîé ¾êîëëåêòèâíûé¿ ïîäõîä áûë ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íàéòè

Ψ äëÿ îòäåëüíî âçÿòîãî F çàòðóäíèòåëüíî, êðîìå êàê ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Îäíàêî îêàçàëîñü âîçìîæíûì èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó õâî-ñòîâ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ñâÿçàâ åå ñ àñèìïòîòèêîé õâîñòîâ F . Íîâûåðåçóëüòàòû îá ýòîì (ðàçäåë 6) áûëè ïîëó÷åíû îòíîñèòåëüíî íåäàâíî è ðàíåå íåïóáëèêîâàëèñü.Èíòåðåñíûìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàêæå òî÷êà çðåíèÿ íà ñëîæåíèå (÷èñëà ïîòîì-êîâ) ó ïðîöåññîâ �àëüòîíà�Âàòñîíà è âçÿòèå ìàêñèìóìà ó ÌÂÏ êàê íà ÷àñòíûå95



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉñëó÷àè îáîáùåííîãî ñóììèðîâàíèÿ [20℄ è èçó÷åíèå ïðîöåññîâ, ïîðîæäåííûõ ïî-äîáíûìè îïåðàöèÿìè. Òàêèå ïðîöåññû ðàññìàòðèâàëèñü àâòîðîì â [21�23℄.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà. Ïðèìåðû�àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ÌÂÏ, òàêèå, êàê ñâîéñòâî ïðåîáðà-çîâàíèÿ ïîäîáèÿ, àññîöèèðîâàííîñòü [24℄ è ìîíîòîííîñòü ïî ïàðàìåòðàì [25℄.Ñâîéñòâî 1. Åñëè {Zn} ÿâëÿåòñÿ ÌÂÏ(T ) ñ F (x), òî {λZn} ïðè ëþáîì λ > 0ÿâëÿåòñÿ ÌÂÏ(λT )  F (x/λ)1/λ.Èç äàííîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü êëàññà ÌÂÏ(R+) îòíîñèòåëüíî óìíî-æåíèÿ íà λ > 0 è çàìêíóòîñòü ÌÂÏ(Z+) ïðè λ ∈ N.Íàïîìíèì ïîíÿòèå àññîöèèðîâàííîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [24℄. Çàìåòèì, ÷òîñâîéñòâî àññîöèèðîâàííîñòè áûâàåò î÷åíü ïîëåçíûì è èìååò ðàçíîîáðàçíûå ïðè-ìåíåíèÿ â èçó÷åíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé [26℄.Ôóíêöèþ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ f(x), ãäå x = (x1, . . . xn), íàçîâåì ìîíîòîí-íî íåóáûâàþùåé, åñëè èç x′i 6 x′′i , 1 6 i 6 n, ñëåäóåò f(x′) 6 f(x′′). Ñëó-÷àéíûå âåëè÷èíû íàáîðà ζ = (ζ1, . . . , ζn) íàçûâàþòñÿ àññîöèèðîâàííûìè, åñëè
cov(f(ζ), g(ζ)) > 0 äëÿ âñåõ òåõ ìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ f è g, äëÿ êîòîðûõ ýòàêîâàðèàöèÿ ñóùåñòâóåò. �îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ èëè ïîëå {ζ(t) : t ∈ T }àññîöèèðîâàíû, åñëè àññîöèèðîâàíû èõ çíà÷åíèÿ ζ(t1), . . . , ζ(tn) äëÿ ëþáîãî êî-íå÷íîãî ìíîæåñòâà {t1, . . . , tn} ⊂ T .Ñîãëàñíî [24℄, íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû àññîöèèðîâàíû; ìîíîòîííîíåóáûâàþùèå �óíêöèè îò àññîöèèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêæå îáëàäàþòýòèì ñâîéñòâîì.Ñâîéñòâî 2. Ëþáîé ÌÂÏ àññîöèèðîâàí.Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìîíîòîííîñòè ïî ïàðàìåòðàì [25℄ ââåäåì îòíîøåíèå (÷àñòè÷-íîãî) ïîðÿäêà ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè: F1 ≺ F2, åñëè F1(x) > F2(x), ∀x. Çàìåòèì,÷òî èç F1 ≺ F2 ñëåäóåò F−1

1 (y) 6 F−1
2 (y), y ∈ (0, 1).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z = Z(F,G) ÌÂÏ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ¾÷èñëà ïîòîìêîâ¿ F èíà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì G äëÿ Z0.Ñâîéñòâî 3. Åñëè F ′ ≺ F ′′ è G′ ≺ G′′, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññû

Z ′ = Z(F ′, G′) è Z ′′ = Z(F ′′, G′′) íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå òàê,÷òî Z ′
n 6 Z ′′

n äëÿ âñåõ n > 0 ï.í.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÌÂÏ íóëü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì ñîñòîÿíèåì. Òàê,äëÿ ÌÂÏ(Z+) ïðè óñëîâèè (2) è F (0) > 0 ýòî ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ ï.í. [9℄.Äëÿ ÌÂÏ(T ), åñëè F (0) = 0, íóëü ìîæíî ïðîñòî èñêëþ÷èòü èç ìíîæåñòâà ñîñòî-ÿíèé, ðàññìàòðèâàÿ ïðîöåññ ñ íåíóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Îäíàêî åñëè íóëüÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé T , îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé ñõîäèìî-ñòè ê íåìó ïðè n → ∞. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî,÷òîáû èñêëþ÷èòü óõîä ïðîöåññà êàê â íóëü, òàê è íà áåñêîíå÷íîñòü è ñäåëàòü åãîýðãîäè÷åñêèì. Çäåñü è äàëåå èìååòñÿ â âèäó ýðãîäè÷íîñòü ïî Õàððèñó [27, ãë. 1℄.Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ ÌÂÏ(T ), T ⊂ (0,+∞), âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) è (6),òî ïðîöåññ ýðãîäè÷åñêèé.Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Ëàìïåðòè äëÿ ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè ÌÂÏ íà Z+[9℄ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðåìû 1 êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.96



Ëåáåäåâ À. Â. Ìàêñèìàëüíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññûÄàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå {Zn} ÷åðåç Ψ, à ñëó÷àé-íóþ âåëè÷èíó ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì � ÷åðåç Z̃.Ñâîéñòâî 4. Åñëè äëÿ äâóõ ýðãîäè÷åñêèõ ÌÂÏ(T ) ñ F ′ è F ′′ âåðíî F ′ ≺ F ′′,òî Ψ′ ≺ Ψ′′.Äàííîå ñâîéñòâî âåðíî è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îäíî èëè îáà ïðåäåëüíûõ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû â íóëå.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ ÌÂÏ(R+) âûïîëíåíî (2) è F (0) > 0, òî ïðîöåññâûðîæäàåòñÿ ï.í.Çäåñü ïîä âûðîæäåíèåì ïîíèìàåòñÿ îáðàùåíèå ïðîöåññà â íóëü íà÷èíàÿ ñ íåêî-òîðîãî (ñëó÷àéíîãî) ìîìåíòà.Ïðèìåð 1. Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè öåïè Ìàðêîâà äëÿ ÌÂÏ(N) èìåþò âèä
pi,j = F (j)i − F (j − 1)i, i, j ∈ N.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî T ⊂ N ïî ìàòðèöå P = (pi,j) íå ñîñòàâëÿåòòðóäà ðàññ÷èòàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.Íàïðèìåð, ïóñòü ÷èñëî ïîòîìêîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ K è L  âåðîÿòíîñòÿìè

p è 1 − p ñîîòâåòñòâåííî, 1 6 K < L, p ∈ [0, 1]. Òîãäà ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòèîïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
P(Z̃ = K) =

pL

1 − pK + pL
, P(Z̃ = L) =

1 − pK

1 − pK + pL
.Ïðèìåð 2. Ïóñòü T = {1/k : k ∈ N} è F (1/k) = pk−1, p ∈ (0, 1). Â äàííîì ñëó-÷àå ðàñïðåäåëåíèå F è ìíîæåñòâî T äèñêðåòíû, îäíàêî íóëü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîéòî÷êîé T . Èìååì F (x) 6 p(1/x)−1, x ∈ (0, 1]. Ïî òåîðåìå 1 òàêîé ÌÂÏ ýðãîäè÷åñêèéïðè p < exp{−e−γ} = 0, 570....Ïðèìåð 3. Åñëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íåïðåðûâíà è ñòðîãî âîçðàñòàåòíà (0,+∞), à F (0) = 0, òî (5) ïðåîáðàçîâàíèåì ζn = − ln(− lnF (Zn)) ïðèâîäèòñÿê �îðìå îáùåé (íåëèíåéíîé) àâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ζn+1 = f(ζn) + ηn+1, n > 0, (7)ãäå f(u) = lnF−1(exp{−e−u}), è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ηn =
− ln(− lnUn), n > 1, èìåþò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ �óìáåëÿ Λ(x) = exp{−e−x}.Ïóñòü F (x) = exp{−(x/c)−α}, x, c, α > 0 (ðàñïðåäåëåíèå Ôðåøå), òîãäà ÌÂÏäîïóñêàåò êîíñòðóêòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå

Zn+1 = νn+1Z
1/α
n ,ãäå νn, n > 1, íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå F , à (7) ïåðåïèñûâàåòñÿ â �îðìåëèíåéíîé àâòîðåãðåññèè

ζn+1 = ζn/α + ln c+ ηn+1, n > 0.Îòìåòèì, ÷òî Mη1 = γ. Ïðè α < 1 ïðîöåññ {ζn} óõîäèò íà ±∞ â çàâèñèìîñòèîò çíàêà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ζ0. Ïðè α > 1 ïðîöåññ {ζn} ýðãîäè÷åñêèé. Ïðè α = 1èìååì ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, óõîäÿùåå íà +∞ ïðè c > e−γ , íà−∞ ïðè c <97



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ
e−γ è îñöèëëèðóþùåå ìåæäó ±∞ ïðè c = e−γ. Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòûäëÿ {Zn}, åñëè ó÷åñòü, ÷òî Zn = F−1(Λ(ζn)), îòêóäà Zn → 0 ïðè ζn → −∞ è
Zn → +∞ ïðè ζn → +∞, à ýðãîäè÷íîñòü ñîõðàíÿåòñÿ.Î÷åâèäíî, óñëîâèÿ òåîðåìû 1 âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðè α > 1, ïîñêîëüêó òîãäà
x(1 − F (x)) → 0, x → +∞ è −x lnF (x) → +∞, x → 0. Â ýòîì ñëó÷àå ÌÂÏýðãîäè÷åñêèé.Ïðèìåð 4. Ïóñòü F (x) = exp{c(1−1/x)}, x ∈ T = (0, 1), c > 0, òîãäà F−1(y) =
1/(1 − (ln y)/c), y ∈ (0, 1), è (5) ïðèíèìàåò �îðìó

Zn+1 =
Zn

Zn − (lnUn+1)/c
,êîòîðàÿ çàìåíîé ρn = 1/Zn è σn = −(lnUn)/c ïðèâîäèòñÿ ê âèäó îáîáùåííîéàâòîðåãðåññèè ïåðâîãî ïîðÿäêà

ρn+1 = 1 + σn+1ρn.Èçâåñòíî [27, � 8.4℄, ÷òî ïîâåäåíèå òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
M ln σ1 = −γ− ln c. Ïðè c < e−γ ïîëó÷àåì ρn → +∞ è Zn → 0, n→ ∞ (ï.í.). Ïðè
c > e−γ ïðîöåññû {ρn} è {Zn} ýðãîäè÷åñêèå (â ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé 1).3. ÌÂÏ íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõÇäåñü èçó÷àåòñÿ ïîäêëàññ {Zn} ñ T ⊂ [α, β], ãäå 0 < α < β < ∞. Ïî òåîðåìå 1òàêèå öåïè Ìàðêîâà ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè.�àññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðîöåññîâ {Z(λ)

n } ñ F (λ) è T (λ) ⊂ [1, λ], λ > 1. Äëÿ êàæ-äîãî {Z(λ)
n } ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ψ(λ). Áóäåìîáîçíà÷àòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÷åðåç Z̃(λ).Òåîðåìà 2. Åñëè

δ(q) = lim sup
λ→∞

F (λ)(qλ) < 1, ∀q ∈ (0, 1) (8)è äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè u : [1,+∞) → [1,+∞) ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim

λ→∞
λ(1 − F (λ)(u(λ))) = τ, 0 6 τ 6∞,òî

lim
λ→∞

Ψ(λ)(u(λ)) = e−τ .Çàìå÷àíèå. Â ñèëó ñâîéñòâà 1 (ïîäîáèÿ) òåîðåìà 2 îáîáùàåòñÿ è íà ñëó÷àéìíîæåñòâ T (λ) ⊂ [α, λ], λ→ ∞, ñ ëþáûì α > 0.Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ðàçíûì: íåïðåðûâíûì èëè äèñêðåò-íûì, âûðîæäåííûì èëè íåâûðîæäåííûì. Âàæíûé ïîäêëàññ âîçìîæíûõ ïðåäåëü-íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîñòàâëÿþò ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé [1, 2℄.Áóäåì ïèñàòü F ∈ D(G), åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an >
0, bn, n > 1, òàêèå, ÷òî

lim
n→∞

P

(
n∨

k=1

ξk 6 anx+ bn

)
= G(x), x ∈ R,98



Ëåáåäåâ À. Â. Ìàêñèìàëüíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññûãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξk, k > 1, íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå
F ; G � íåâûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå, îòíîñÿùååñÿ ê îäíîìó èç ýêñòðåìàëüíûõòèïîâ [1, òåîðåìà 1.4.2℄.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âåðíî óñëîâèå (8), êàæäàÿ �óíêöèÿ F (λ) íåïðåðûâíà íà
T (λ) è âûïîëíåíî óñëîâèå

lim sup
λ→∞

F (λ)(inf T (λ)) < 1,òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ v : [1,+∞) × [0,+∞) → [1,+∞), òàêàÿ, ÷òî
lim

λ→∞
Ψ(λ)(v(λ, τ)) = e−τäëÿ ëþáîãî τ > 0.Ñëåäñòâèå 3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (8) è ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå F0 íà

(−∞, 1], F0 ∈ D(G), òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè ϕ : [1,+∞) × (−∞, 1] →
[1,+∞)

1 − F (λ)(ϕ(λ, cλ(x)))

1 − F0(cλ(x))
→ 1, λ→ ∞,ãäå cλ(x) = a[λ]x+ b[λ], x ∈ R, òî

lim
λ→∞

Ψ(λ)(ϕ(λ, cλ(x))) = G(x).Ïðèìåð 5. Ïóñòü F (N)(k) = (k/N)σ, T (N) = {1, 2, . . . , N}, σ > 0, òîãäà äëÿëþáîãî k ∈ Z+ ïîëó÷àåì Ψ(N)(N − k) → e−σk, N → ∞, òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N − Z̃(N) ïðè N → ∞ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó ñïàðàìåòðîì e−σ.Ïðèìåð 6. Ïóñòü F (N)(k) = 2k−N , T (N) = {1, 2, . . . , N}, òîãäà Ψ(N)(N −1) → 0,
N → ∞, òàê ÷òî N − Z̃(N) → 0 ïî âåðîÿòíîñòè.Ïðèìåð 7. Ïóñòü

F (λ)(x) = 1 −
(
λ− x

λ− 1

)γ

, x ∈ T (λ) = [1, λ], γ > 0,òîãäà äëÿ ëþáîãî x > 0 ïîëó÷àåì Ψ(λ)(λ−xλ1−1/γ) → e−xγ , òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (λ− Z̃(λ))/λ1−1/γ ïðè λ→ ∞ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþÂåéáóëëà  ïîêàçàòåëåì γ.Ïðèìåð 8. Ïóñòü
F (λ)(x) = 1 − exp

{
−x− 1

λ− x

}
, x ∈ T (λ) = [1, λ],òîãäà

Ψ(λ)

(
λ− λ− 1

lnλ
+

λ− 1

(lnλ)2
(x+ 1)

)
→ exp{−e−x}, ∀x ∈ R,òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

(lnλ)2 Z̃
(λ) − λ

λ− 1
+ lnλ− 1ïðè λ→ ∞ ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ �óìáåëÿ. 99



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ4. Äâîéíîé ïîêàçàòåëüíûé çàêîí äëÿ ÌÂÏÂ [16℄ áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé äèñêðåòíûõ F , ïðèíàäëåæàùèõ îáëàñòè ïðè-òÿæåíèÿ äâîéíîãî ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà (�óìáåëÿ). Îäíàêî âñå äîêàçàòåëüñòâàïðîõîäÿò è äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà [1,+∞], à â ñèëó ñâîéñòâà 1 (ïî-äîáèÿ) è äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé êðàéíåé ëåâîé òî÷êîé.Äàëåå, ïîëàãàÿ F (0) = 0, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÌÂÏ ïðè áîëåå ñèëüíîì, ÷åì(2), óñëîâèè êîíå÷íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ¾÷èñëà ïîòîìêîâ¿
µF =

∞∫

0

(1 − F (u)) du <∞,îòêóäà ñëåäóåò
lim
x→∞

x(1 − F (x)) = 0. (9)�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÌÂÏ {Z(N)
n } ñ F (N)(x) = F (x)N , N > 1. Ïóñòü

F óäîâëåòâîðÿåò (9), òîãäà â ñèëó àñèìïòîòèêè F̄ (N)(x) ∼ NF̄ (x), x → ∞, äëÿâñåõ F (N) òàêæå âûïîëíåíî (9). Èç ïîëîæèòåëüíîé âîçâðàòíîñòè {Z(N)
n } â ñî÷åòà-íèè ñ íåïðèâîäèìîñòüþ è àïåðèîäè÷íîñòüþ ñëåäóåò ýðãîäè÷íîñòü è ñóùåñòâîâàíèåñòàöèîíàðíîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ(N) ó äàííîé öåïè Ìàðêîâà (ïðè êàæ-äîì N > 1). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè Ψ(N) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Z̃(N).Ïóñòü F ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äâîéíîãî ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà
Λ(x) = exp{−e−x} ïðè ëèíåéíîé íîðìèðîâêå, òî åñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëîâûå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè an > 0, bn, n > 1, òàêèå, ÷òî

lim
n→∞

P

(
n∨

k=1

ξk 6 anx+ bn

)
= Λ(x), ∀x ∈ R. (10)Êðèòåðèè âûïîëíåíèÿ (10) ìîæíî íàéòè â [1, 2℄. Â ÷àñòíîñòè, õâîñò F äîëæåíóáûâàòü áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè. Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ F ýòîò õâîñò òàêæå äîëæåíóáûâàòü ìåäëåííåå ëþáîé ýêñïîíåíòû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåâûðîæäåííîãî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìîâ

F̄ (x)/F̄ (x− 0) → 1, x→ ∞ [1, � 1.7℄.Îïðåäåëèì �óíêöèþ u(s) = inf{x : sF̄ (x) 6 1}, s > 0. Ïî òåîðåìå 2.1.3 [2℄çíà÷åíèÿ u(k), k > 1, ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå bk, ÷òî è áóäåì ïðåäïîëàãàòü âäàëüíåéøåì. Çàìåòèì, ÷òî u(s) ìîíîòîííî íå óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòèïðè s→ ∞.Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: ïóñòü äëÿ ëþáîãî θ > 1 ñóùåñòâóåò ε > 0,òàêîå, ÷òî
su(s1+ε)F̄ (θu(s)) → 0, s→ ∞. (11)Çàìåòèì, ÷òî (11) èìååò ñìûñë îãðàíè÷åíèÿ ¾òÿæåñòè¿ õâîñòà F . Óñëîâèÿì(10) è (11) óäîâëåòâîðÿþò ðàñïðåäåëåíèÿ: Âåéáóëëà, ïîêàçàòåëüíîå, ãàììà-, íîð-ìàëüíîå è äð. �àçíèöó ìîæíî óâèäåòü íà ïðèìåðå êëàññà ðàñïðåäåëåíèé ñ õâîñòà-ìè F̄ (x) ∼ exp{−(ln x)α}, x→ ∞: òîãäà (10) âûïîëíÿåòñÿ ïðè α > 1, à (11) � ïðè

α > 2.100



Ëåáåäåâ À. Â. Ìàêñèìàëüíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññûÒåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû (10) è (11), òî
Z̃(N)/u(N)

P→ 1, N → ∞.Ñëåäñòâèå 4. Åñëè âûïîëíåíû (10) è (11), òî
lim

N→∞
P(Z̃(N) 6 ak(N)x+ bk(N)) = Λ(x), ∀x ∈ R,äëÿ ëþáûõ k(N) ∼ Nu(N), N → ∞.Ïðèìåð 9. Ïóñòü F (n) = 1 − exp{−√

n}, òîãäà ak = 2 ln k, bk = (ln k)2, k > 1,è, ñëåäîâàòåëüíî,
P

(
Z̃(N) − (lnN + 2 ln lnN)2

2(lnN + 2 ln lnN)
6 x

)
→ Λ(x), N → ∞.5. ÌÂÏ â ñëó÷àå ñòåïåííûõ õâîñòîâ�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà F (λ)(x) = F (x)λ, ãäå ðàñïðåäåëåíèå F ñîñðåäîòî÷å-íî íà (0,+∞) è èìååò ñòåïåííîé õâîñò, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò îáëàñòèïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî çàêîíà Ôðåøå äëÿ ìàêñèìóìîâ.Ââåäåì òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Ôðåøå

Φα,b,c(x) =

{
exp{−c(x− b)−α}, x > b;
0, x 6 b,ãäå α, c > 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò

Φr
α,b,c(sx) ≡ Φα,b/s,cr/sα(x), r, s > 0. (12)Ïî òåîðåìå 1 ëþáîé ÌÂÏ ñ F = Φα,b,c ïðè α > 1, b > 0, c > 0 ýðãîäè÷åñêèé.Åãî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψα,b,c.Òåîðåìà 4. Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà α > 1, c, c1 > 0, ÷òî F ≻ Φα,0,c1è F̄ (x) ∼ cx−α, x→ ∞. Òîãäà
lim

λ→∞
Ψ(λ)

(
xλ1/(α−1)

)
= Ψα,0,c(x). (13)Óñëîâèþ òåîðåìû óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî

F (x) =

{
1 − (x/x0)

−α, x > x0;
0, x 6 x0,ïðè α > 1, x0 > 0, ïîñêîëüêó F (x) 6 exp{−(x/x0)

−α} ïðè âñåõ x > 0. Òàêæå ìîæíîïîäîáðàòü íåîáõîäèìóþ îöåíêó äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñòåïåííûì õâîñòîìè ïîëîæèòåëüíîé êðàéíåé ëåâîé òî÷êîé.Çàìå÷àíèå. Åñëè F = Φα,0,1, α > 1, òî ïðåäåë (13) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî:ïîëó÷àåì �îðìóëó
Ψα,0,λ(µx) ≡ Ψα,0,1(x), (14)ãäå µ = λ1/(α−1), òàê êàê Φµ

α,0,λ(µx) ≡ Φα,0,1(x), ñîãëàñíî (12). 101



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÇàìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Zn+1 = Z1/α

n ξn+1, (15)ãäå ξn, n > 0, íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Φα,0,1, óäîâëåòâîðÿåò (4) ñ
F = Φα,0,1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z̃, çàäàííàÿ áåñêîíå÷íûìïðîèçâåäåíèåì

Z̃ =
∞∏

n=0

ξα−n

n (16)(ñõîäÿùèìñÿ ïðè α > 1 ïî÷òè íàâåðíîå), áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå Ψα,0,1. Ñëó-÷àéíàÿ âåëè÷èíà Ỹ = ln Z̃ ïðåäñòàâèìa ðÿäîì
Ỹ =

∞∑

n=1

ηnα
−n, (17)ãäå ηn = (ln ξn−1)/α, n > 1, íåçàâèñèìû è èìåþò �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ �óìáåëÿ

Λ(x) = exp{−e−x}. Èç (16) è (17) ïîëó÷àåì �îðìóëó ìîìåíòîâ Z̃ è õàðàêòåðèñòè-÷åñêóþ �óíêöèþ Ỹ :
MZ̃s =

∞∏

n=1

Γ(1 − sα−n), 0 < s < α; MeitỸ =
∞∏

n=1

Γ(1 − itα−n).Êðîìå òîãî, èç (14) ñëåäóåò Ψα,0,c(x) = Ψα,0,1(xc
−1/(α−1)) ïðè ëþáîì c > 0.

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíû ïðèáëèæåííûå ãðà�èêè �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
Ψα,0,1 ïðè α = 2, 3, 4 (êðèâûå 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâåííî), ïîñòðîåííûå ïî ðåçóëüòà-òàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (15) çà 10000 øàãîâ.6. Àñèìïòîòèêà õâîñòîâ ñòàöèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèéÊàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â îáùåì ñëó÷àå íàéòè Ψ äëÿ îòäåëüíî âçÿòîãî Fçàòðóäíèòåëüíî. Êàê íè ñòðàííî, ãîðàçäî ïðîùå ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à: íàéòè
F ïî Ψ.102



Ëåáåäåâ À. Â. Ìàêñèìàëüíûå âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññûÄåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (4) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
Ψ(x) =

∫ +∞

0

F (x)u dΨ(u),÷òî ýêâèâàëåíòíî
Ψ(x) = ψ(− lnF (x)),ãäå ψ(s) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà�Ñòèëòüåñà äëÿ Ψ, îòêóäà

F (x) = exp{−ψ−1(Ψ(x))}. (18)Èç (18) ñðàçó ñëåäóþò äâà ïðîñòûõ, íî íåìàëîâàæíûõ ñâîéñòâà.Ñâîéñòâî 5. Ìîíîòîííîñòü F ïî Ψ: èç Ψ1 ≺ Ψ2 ñëåäóåò F1 ≺ F2.�àíåå â [12℄ áûëà äîêàçàíà ìîíîòîííîñòü Ψ ïî F (ñâîéñòâî 4).Ñâîéñòâî 6. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F è Ψ èìåþò îäíè è òå æå îáëàñòèïîñòîÿíñòâà, òî÷êè íåïðåðûâíîñòè, òî÷êè ñêà÷êîâ (åñëè îíè åñòü), ëåâóþ èïðàâóþ êðàéíèå òî÷êè.Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü ðàñïðåäåëåíèå F íåâûðîæäåííûì, îòêóäà òàêæå ñëåäóåòíåâûðîæäåííîñòü Ψ.Ïðèìåð 10. �àññìîòðèì ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ψ(x) = 1 − e−x, x > 0,òîãäà ψ(s) = 1/(1 + s) è
F (x) = exp

{
− e−x

1 − e−x

}
, x > 0,òàê ÷òî F̄ (x) ∼ e−x, x→ ∞.Ïðèìåð 11. �àññìîòðèì îäíîñòîðîííåå óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîêàçà-òåëåì α = 1/2: Ψ(x) = 2(1 − Φ(x−1/2)), x > 0, ãäå Φ � �óíêöèÿ ñòàíäàðòíîãîíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òîãäà ψ(s) = e−

√
2s è

F (x) = exp

{
−1

2

(
ln(2(1 − Φ(x−1/2))

)2
}
, x > 0,òàê ÷òî F̄ (x) ∼ 1/(πx), x→ ∞.Çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ïðèìåðå õâîñòû F è Ψ èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäîêóáûâàíèÿ, à âî âòîðîì � ðàçëè÷íûå. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî çàâèñèò îò òîãî, èìååò Fêîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ñðåäíåå. Äàëåå áóäóò ðàçîáðàíû îáà ñëó÷àÿ.Ïóñòü ñíà÷àëà F èìååò êîíå÷íîå ñðåäíåå.Îáîçíà÷èì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ F è Ψ ÷åðåç µF è µΨ ñîîòâåòñòâåííî, àòàêæå ÷åðåç x0 è xω êðàéíèå ëåâóþ è ïðàâóþ òî÷êè ðàñïðåäåëåíèé F è Ψ (îáùèåïî ñâîéñòâó 6).Èñïîëüçóåì �óíêöèþ

ϕ(x) = M(Zn+1|Zn = x) =

∫ +∞

0

(1 − F (u)x) du,êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïðè µF <∞ äëÿ âñåõ x > 0. Ïîëîæèì ϕ(0) = x0. 103



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉËåììà 1. Åñëè µF < ∞, òî ϕ(x) � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ,ñòðîãî âîãíóòàÿ �óíêöèÿ íà R+, è ϕ(x) = o(x), x → ∞.Ëåììà 2. Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ϕ(x) = x ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåííî; ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn+1 = ϕ(vn) ñõîäèòñÿ ê íåìó ïðè ëþáîìíà÷àëüíîì óñëîâèè v0 > 0.Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç µ∗.Òåîðåìà 5. µΨ <∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µF <∞. Ïðè ýòîì µΨ 6 µ∗è âåðíî
Ψ̄(x) ∼ µΨF̄ (x), x→ xω − 0. (19)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ñðåäíåãî õâîñòû F è Ψ èìåþò îäèí è òîòæå ïîðÿäîê óáûâàíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.Ê ñîæàëåíèþ, µΨ óäàåòñÿ âû÷èñëèòü ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, êàêïîêàçàíî â [17℄, åñëè F (x) = exp{−x−α}, x > 0, α > 1 (ðàñïðåäåëåíèå Ôðåøå), òî

µΨ =
∞∏

n=1

Γ(1 − α−n).Ïðè ýòîì ϕ(x) = x1/αΓ(1 − α−1) è
µ∗ = Γ(1 − α−1)

α
α−1 .Ïóñòü òåïåðü F èìååò áåñêîíå÷íîå ñðåäíåå.Çàìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î äîâîëüíî óçêîì êëàññå ðàñïðåäåëåíèé F , ïîñêîëüêóïî ñâîåé ¾òÿæåñòè¿ õâîñòîâ îíè îãðàíè÷åíû óñëîâèåì (2). Îäíàêî ýòîò ñëó÷àéáîëåå ñëîæíûé.Òåîðåìà 6. Ïóñòü Ψ̄(x) ∼ x−α, 0 < α < 1, x → ∞, òîãäà F̄ (x) ∼ c(α)/x,

x→ ∞, ãäå c(α) = Γ(1 − α)−1/α.Çàìåòèì, ÷òî íà èíòåðâàëå (0, 1) �óíêöèÿ c(α) ñòðîãî óáûâàåò îò e−γ äî 0.Òàêèì îáðàçîì, âñå áîëåå òÿæåëûì õâîñòàì Ψ (ïðè α→ 0) ñîîòâåòñòâóþò õâîñòû
F , âñå áîëåå áëèçêèå ê êðèòè÷åñêîìó (3).Òåîðåìà 6 äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå.Òåîðåìà 7. Åñëè F̄ (x) ∼ c(α)/x, x → ∞, òî lim sup

x→∞
logx Ψ̄(x) = −α. Åñëè,êðîìå òîãî, x0 > 0, òî èìååò ìåñòî òî÷íûé ïðåäåë lim

x→∞
logx Ψ̄(x) = −α.Ñëåäñòâèå 5. Åñëè F̄ (x) ∼ e−γ/x, x → ∞, íî ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîåðàñïðåäåëåíèå Ψ, òî lim

x→∞
logx Ψ̄(x) = 0.Òàêèì îáðàçîì, â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ìîãóò âîçíèêàòü �ñâåðõòÿæåëûå� õâîñòû,óáûâàþùèå ìåäëåííåå ëþáîé ñòåïåíè.Ñëåäñòâèå 6. Åñëè F̄ (x) = o(1/x), x → ∞, íî µF = +∞, òî

lim sup
x→∞

logx Ψ̄(x) = −1.Ïðèìåð 12. �àññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî Ψ(x) = 1 − x−1, x > 1, òîãäà
1 − ψ(s) =

∫ +∞

1

1 − e−sx

x2
dx = s

∫ 1/s

0

(1 − e−1/u) du ∼ s(− ln s), s→ 0 + 0,îòêóäà ψ−1(1 − u) ∼ u/(− ln u), u→ 0 + 0, è F̄ (x) ∼ 1/(x lnx), x→ ∞.104
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Òþðèí Þ.Í. Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè...ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈÂ �ÅÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÎÌ ÈÇËÎÆÅÍÈÈÞ.Í. ÒþðèíÌíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìû çàïèñûâàåì â âèäå ñòîëáöîâ,à èõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � â âèäå ñòðîêè (ïîçèöèè â íåé çàíÿòû ñòîëá-öàìè). Â ïðîñòðàíñòâå òàêèõ ñòðîê ìû ââîäèì âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå,ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî îêàçûâàþòñÿ êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Ýòî óìíîæå-íèå ìû òîëêóåì è èñïîëüçóåì êàê ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå, â ÷àñòíîñòè,÷òîáû îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ îðòîãîíàëüíîñòè, ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâàè ïð. Ñ ïîìîùüþ ýòîé àëãåáðû óäàåòñÿ îïðåäåëèòü ìíîãîìåðíûå ëèíåé-íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè, ìàòðè÷íûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,ëèíåéíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû è äàòü ñïîñîáû èõ ïðîâåðêè â ïîëíîìñõîäñòâå ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé ëèíåéíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà.1. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òàáëèöÒàáëèöû. Ìíîãîìåðíîå íàáëþäåíèå � ýòî íåñêîëüêî îäíîâðåìåííî íàáëþäà-åìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïðèíÿâ äëÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îïðåäåëåííóþ íó-ìåðàöèþ, ìíîãîìåðíîå íàáëþäåíèå ìû çàïèñûâàåì â âèäå ñòîëáöà. Íàáëþäåíèÿáóäåì ñíàáæàòü èíäåêñàìè. Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ýêñïåðèìåíòà èíäåêñà-öèÿ ìîæåò áûòü êàê ïðîñòîé (ëèíåéíîé, òî åñòü íóìåðàöèåé), òàê è áîëåå ñëîæíîé.Íàïðèìåð, ïðè äâóõ�àêòîðíîé êëàññè�èêàöèè íàáëþäåíèé èíäåêñ ìîæåò ñîñòî-ÿòü èç òðåõ íîìåðîâ: äâà íîìåðà ñîîòâåòñòâóþò óðîâíÿì äâóõ ïðèçíàêîâ, à òðåòèéíîìåð � ýòî íîìåð íàáëþäåíèÿ â ãðóïïå.Ñîâîêóïíîñòè ìíîãîìåðíûõ íàáëþäåíèé îáðàçóþò òàáëèöû. Ïóñòü Xα îáîçíà-÷àåò ìíîãîìåðíîå íàáëþäåíèå, òî åñòü âåêòîð-ñòîëáåö. Åãî ðàçìåðíîñòü îáîçíà-÷èì p (ýòî íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Ïóñòü èíäåêñ α ïðîáåãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A.Òàáëèöåé T íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
T := {Xα, α ∈ A}. (1)Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà íóìåðàöèè (èíäåêñàöèè) íàáëþäåíèé òàáëèöû ïîëó-÷àþò ðàçíûå �îðìû. Ïðè ëèíåéíîé íóìåðàöèè íàáëþäåíèé òàáëèöà èìååò �îðìóñòðîêè, ïîçèöèè êîòîðîé çàíÿòû âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè:
T = {Xi, i = 1, n}.Òàáëèöû îäíîé �îðìû åñòåñòâåííî îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñè-òåëüíî îïåðàöèé ïîýëåìåíòíîãî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ òàáëèöû íà ÷èñ-ëà. Ïîìèìî óìíîæåíèé íà ÷èñëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîýëåìåíòíîå óìíîæåíèåòàáëèö íà êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Òàê, åñëè K �êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè p, òî îïðåäåëèì òàáëèöó KT, ïîëîæèâ
KT = {KXα, α ∈ A}.Äëÿ öåëåé ïîñëåäóþùåãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà â ïðîñòðàíñòâàõ òàáëèö ìûîïðåäåëèì âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå çà åãî ñâîéñòâà áóäåì íàçûâàòü ñêà-ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïðè çàäàíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìû áóäåì ó÷èòû-âàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñîâîêóïíîñòè ìíîãîìåðíûõ íàáëþäåíèé Xα, α ∈ A.107



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÅñëè çàïîëíÿþùèå òàáëèöó ñëó÷àéíûå íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêî-âûå ìàòðèöû êîâàðèàöèé (êàê â êëàññè÷åñêîì ìíîãîìåðíîì ñòàòèñòè÷åñêîì àíà-ëèçå), òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ òàáëèö ÿâëÿåòñÿîáîáùåííîå åâêëèäîâñêîå ïðîèçâåäåíèå. Áîëåå ïîäðîáíî: ïóñòü TX = {Xα, α ∈ A}è TY = {Yα, α ∈ A} � äâå òàáëèöû, �îðìû êîòîðûõ îäèíàêîâû. Ñêàëÿðíûì ïðî-èçâåäåíèåì òàáëèö TX è TY íàçîâåì
〈TX , TY 〉 =

∑

α∈A

XαY
T
α . (2)Çàìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (2) � ýòî (p×p)-ìàòðèöà. Îòñþäà åñòåñòâåí-íî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîãîìåðíûõ íàáëþäåíèé êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâó-þùåé ðàçìåðíîñòè äîëæíû èãðàòü ðîëü ñêàëÿðîâ. Ñ ïîìîùüþ òàêîãî îáîáùåíèÿïîíÿòèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðîâ â äàííîé ñòàòüå áóäåò ïîñòðîåíàòåîðèÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ìíîãîìåðíîãî ãàóññîâñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà, âîñíîâíûõ ÷åðòàõ ïîâòîðÿþùàÿ ñëîæèâøóþñÿ òåîðèþ äëÿ îäíîìåðíûõ ëèíåéíûõìîäåëåé.Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, î÷åâèäíî, íåêîììóòàòèâíî: åñëè T1 è T2 � äâå òàá-ëèöû îäíîé �îðìû, òî

〈T1, T2〉 = 〈T2, T1〉T .Ñêàëÿðíûé êâàäðàò òàáëèöû T åñòü ñèììåòðè÷íàÿ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-íàÿ (p× p)-ìàòðèöà
〈T, T〉 =

∑

α∈A

XαX
T
α .Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ òàáëèö íàïîìèíàþò ñâîé-ñòâà òðàäèöèîííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â åâêëèäîâûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-ñòâàõ: åñëè T1, T2, T3 � ýòî òàáëèöû îáùåé �îðìû, òî

〈T1 + T2, T3〉 = 〈T1, T3〉 + 〈T2, T3〉;
〈KT1, T2〉 = K〈T1, T2〉, åñëè K � êâàäðàòíàÿ (p× p)-ìàòðèöà;
〈T, T〉 > 0 â ñìûñëå ñðàâíåíèÿ êâàäðàòíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö;
〈T, T〉 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T = 0.Òàáëèöó T1 íàçîâåì îðòîãîíàëüíîé òàáëèöå T2, åñëè

〈T1, T2〉 = 0.Çàìåòèì, ÷òî åñëè 〈T1, T2〉 = 0, òî è 〈T2, T1〉 = 0. Ïîýòîìó ñâîéñòâî îðòîãîíàëü-íîñòè òàáëèö ÿâëÿåòñÿ âçàèìíûì.Îòìåòèì �îðìó òåîðåìû Ïè�àãîðà: åñëè òàáëèöû T1 è T2 îðòîãîíàëüíû, òî
〈T1 + T2, T1 + T2〉 = 〈T1, T1〉 + 〈T2, T2〉.Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî òàáëèö � ýòî ðåçóëüòàò òåíçîðíîãî óìíî-æåíèÿ p-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ íà n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðî-ñòðàíñòâî ñòðîê. Ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîñòðàíñòâî òàáëèö âìåñòå ñââåäåííûìè âûøå îïåðàöèÿìè � ýòî ìîäóëü íàä êîëüöîì êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñî-îòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè.108



Òþðèí Þ.Í. Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè...Íà ýòîò ìîäóëü åñòåñòâåííî ïåðåíîñÿòñÿ ìíîãèå ïîíÿòèÿ, èçâåñòíûå äëÿ åâ-êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîäìîäóëü � ýòî ñîâîêóïíîñòü òàáëèö, çà-ìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿðû (òî åñòü êâàäðàòíûåìàòðèöû). Äëÿ ïîäìîäóëÿ L îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ êàê ìíî-æåñòâî òàáëèö, îðòîãîíàëüíûõ L. ßñíî, ÷òî L⊥ òîæå ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì.Ëèíåéíàÿ íóìåðàöèÿ. Âñÿêóþ ñîâîêóïíîñòü íàáëþäåíèé ìîæíî çàíóìåðî-âàòü ëèíåéíî, âîçìîæíî, ïîæåðòâîâàâ ðàäè ýòîé ïðîñòîòû áîëåå åñòåñòâåííîé âäàííîé çàäà÷å ñèñòåìîé èíäåêñàöèè. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ëèíåéíàÿ íóìå-ðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûå óäîáñòâà. Äàëåå ìû áóäåì îáñóæäàòü ñòàòèñòè-÷åñêèå çàäà÷è ñ ëèíåéíîé íóìåðàöèåé. Èñõîäíûå äàííûå ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòüñåáå â âèäå ñòðîêè, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò p-ñòîëáöû:
T = TX = {Xi, i = 1, n}. (3)Âìåñòå ñ òàáëèöàìè âèäà (3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàò-ðèöû âèäà
X = ||X1, X2, . . . , Xn||. (4)Ìàòðèöà X � ýòî ìàòðèöà ñ p ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè. Ìíîãèå îïåðàöèè ñ òàáëè-öàìè ìîæíî ïðîâîäèòü â èõ ìàòðè÷íûõ �îðìàõ. Â ÷àñòíîñòè, ñëîæåíèþ òàáëèöâçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ñëîæåíèå ìàòðèö, óìíîæåíèþ ýëåìåíòîâ òàá-ëèöû íà êâàäðàòíóþ (p × p)-ìàòðèöó K ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå

KX; äëÿ òàáëèö
TX = {Xi, i = 1, n}, TY = {Yi, i = 1, n}ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ìàòðèö X è Y:

〈TX , TY 〉 = XYT . (5)Äëÿ òàáëèö ñ ëèíåéíîé íóìåðàöèåé (3) ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâàòàáëèö â ñåáÿ èìåþò âèä
T → TA, (6)ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Ïðîèçâåäåíèå TA îïðåäåëÿåì îáû÷íûìäëÿ ìàòðèö ñïîñîáîì (¾ñòðîêà íà ñòîëáåö¿), ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ýëåìåíòàìè ñòðî-êè T ñëóæàò íå ÷èñëà, íî ñòîëáöû X1, . . . , Xn. Ïî îïðåäåëåíèþ

TXA = {
n∑

j=1

Xj aji, i = 1, n},åñëè A = {aij | i, j = 1, n}.Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì åñòåñòâåííî íàçûâàòü òàêîå ëèíåéíîå ïðåîá-ðàçîâàíèå A, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:
〈TX , TY 〉 = 〈TXA, TY A〉. (7)Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìèìàòðèöàìè.Åñëè òàáëèöó (3) ðàññìàòðèâàòü â ìàòðè÷íîé �îðìå (4), ýòî óïîìÿíóòîå ëèíåé-íîå (6) ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé A ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

X → XA. (8)109



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÏîðîæäàþùèå áàçèñû. Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ìû áóäåì ðàññìàòðè-âàòü òàáëèöû âèäà (3) (ñ ëèíåéíîé íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ), ïðåäñòàâëÿÿ èõ â îñ-íîâíîì â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö (4).Ìàòðèöû, ó êîòîðûõ p ñòðîê è n ñòîëáöîâ, áóäåì íàçûâàòü (p× n)-ìàòðèöà-ìè. Ñîâîêóïíîñòü (p× n)-ìàòðèö îáîçíà÷àåì R
p
n. Ìàòðèöû ðàçìåðà (p× 1) áóäåìíàçûâàòü p-ñòîëáöàìè èëè ïðîñòî ñòîëáöàìè. Ñîâîêóïíîñòü p-ñòîëáöîâ îáîçíà÷èì

R
p
1. Ìàòðèöû (1×n) íàçûâàåì n-ñòðîêàìè èëè ïðîñòî ñòðîêàìè. Ñîâîêóïíîñòü n-ñòðîê îáîçíà÷àåì R

1
n.Îñîáóþ ðîëü â ïðîñòðàíñòâå òàáëèö (3), êîãäà îíè ïðåäñòàâëåíû â âèäå (p×n)-ìàòðèö (4), èãðàþò (p × n)-ìàòðèöû âèäà αx, ãäå α � ýòî p-ñòîëáåö, x � ýòî

n-ñòðîêà, ñèìâîë αx îáîçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö α ∈ R
p
1, x ∈ R

1
n.Ïóñòü n-ñòðîêè e1, e2, . . . , en ∈ R

1
n è îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R

1
n. Ïóñòü

α1, α2, . . . , αn ∈ R
p
1 � ïðîèçâîëüíûå p-ñòîëáöû. �àññìîòðèì (p × n)-ìàòðèöû

α1e1, α2e2, . . . , αnen.Òåîðåìà 1. Âñÿêóþ (p× n)-ìàòðèöó X (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
X =

n∑

i=1

αiei (9)ïðè íåêîòîðîì âûáîðå α1, α2, . . . , αn ∈ R
p
1, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìàòðèöó E ðàçìåðà (n × n), îáðàçîâàííóþ

n-ñòðîêàìè e1, e2, . . . , en. Ââåäåì òàêæå ïåðåìåííóþ ìàòðèöó A ðàçìåðà (p×n), îá-ðàçîâàííóþ p-ñòîëáöàìè α1, α2, . . . , αn. Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö A è E ñóììà (9) ìîæåòáûòü çàïèñàíà êàê
n∑

i=1

αiei = AE.Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå
X = AE (10)èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî (p× n)-ìàòðèöû A, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Ýòî ðåøåíèå î÷åâèäíî:

A = XE−1. (11)Òåîðåìà ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü, ÷òî áàçèñ â R
1
n ïîðîæäàåò (óêàçàííûì ñïîñîáîì)âñå ïðîñòðàíñòâî R

p
n. Ïîýòîìó áàçèñû â R

1
n ìû áóäåì ïðèìåíèòåëüíî ê R

p
n íàçûâàòüïîðîæäàþùèìè áàçèñàìè. p-Ñòîëáöû α1, α2, . . . , αn èç ðàçëîæåíèÿ (9) (p × n)-ìàòðèöû X ïî ïîðîæäàþùåìó áàçèñó e1, e2, . . . , en ∈ R

1
n ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê êîîðäèíàòû X â ýòîì áàçèñå. Äëÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R

1
n (êî-ãäà ei � ýòî n-ñòðîêà, â êîòîðîé åäèíèöà ñòîèò íà ìåñòå i, à ïðî÷èå ýëåìåíòûðàâíû íóëþ) êîîðäèíàòû X îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà ñîâïàäàþò ñ p-ñòîëáöàìè

X1, . . . , Xn ∈ R
p
1, îáðàçóþùèìè (p× n)-ìàòðèöó X .Êîîðäèíàòû (p × n)-ìàòðèöû X îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ ïîðîæäàþùèõ áàçèñîâñâÿçàíû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïóñòü, íàïðèìåð, n-ñòðîêè f1, . . . , fn îáðà-çóþò áàçèñ R

1
n. Ïóñòü F � (n × n)-ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ n-ñòðîê. Ñî-ãëàñíî òåîðåìå 1, ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ñîâîêóïíîñòü p-ñòîëáöîâ110



Òþðèí Þ.Í. Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè...
β1, β2, . . . , βn � êîîðäèíàò X îòíîñèòåëüíî ïîðîæäàþùåãî áàçèñà f1, . . . , fn. Ìàò-ðèöû B = ‖β1, . . . , βn‖ è F ñâÿçàíû ñ (p× n)-ìàòðèöåé X ñîîòíîøåíèåì

X = BF. (12)Âìåñòå ñ (10) ýòî äàåò BF = AE. Îòñþäà B = AEF−1, A = BFE−1.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïîðîæäàþùèå áàçèñû e1, . . . , en è f1, . . . , fn îðòîãîíàëü-íûå, òî ïåðåõîä îò êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî îäíîãî áàçèñà ê êîîðäèíàòàì îòíî-ñèòåëüíî äðóãîãî áàçèñà îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà îðòîãîíàëüíóþ ìàò-ðèöó.Ïîäìîäóëè. Ìíîãèå ïîíÿòèÿ êëàññè÷åñêîé ëèíåéíîé àëãåáðû ïî÷òè àâòîìà-òè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîñòðàíñòâà òàáëèö (3) è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì (p × n)-ìàòðèö ñ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì çàïàñà ñêàëÿðîâ äî êîëüöà (p × p)-ìàòðèö.Â ÷àñòíîñòè, ïîäìîäóëåì ñëåäóåò íàçûâàòü òàêîå ìíîæåñòâî (òàáëèö èëè ìàòðèö),êîòîðîå çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé.Ìíîæåñòâî L ⊂ R
p
n íàçîâåì ïîäìîäóëåì ïðîñòðàíñòâà R

p
n, åñëè äëÿ ëþáûõ

X1,X2 ∈ L
K1X1 +K2X2 ∈ Lïðè ïðîèçâîëüíûõ (p× p)-ìàòðèöàõ K1, K2.Òåîðåìà 2. Âñÿêèé ïîäìîäóëü L, L ⊂ R

p
n, ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ëèíåéíî-íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé n-ñòðîê. ×èñëî ýëåìåíòîâ â ýòîé ñèñòåìå åäèíñòâåííûìîáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ L. Ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü íàçâàíî ðàçìåðíîñòüþ ïîäìî-äóëÿ L.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ∈ L. Ìíîæåñòâî (p × n)-ìàòðèö âèäà KX, ãäå

K � ïðîèçâîëüíàÿ (p × p)-ìàòðèöà, îáðàçóåò ïîäìîäóëü. Îáîçíà÷èì åãî L(X).Ïóñòü x1, . . . , xp � ýòî n-ñòðîêè (p × n)-ìàòðèöû X. Âûáåðåì ñðåäè ýòèõ n-ñòðîêìàêñèìàëüíóþ, ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó, ñêàæåì y1, . . . , yk. Î÷åâèäíî,÷òî
L(X) = {Y | Y =

k∑

i=1

βiyi, ãäå β1, . . . , βk ∈ R
p
1 íåçàâèñèìî ïðîáåãàþò R

p
1}.Åñëè L(X) = L, òî y1, . . . , yk ñîñòàâëÿþò äëÿ L ⊂ R

p
n îáðàçóþùèé áàçèñ. Åñëè

L(X) 6= L, òî íàõîäèì â L ýëåìåíò, ñêàæåì Z, íå ïðèíàäëåæàùèé L(X). Ïîïîë-íÿåì ñèñòåìó y1, . . . , yk n-ñòðîêàìè z1, . . . , zp (p × n)-ìàòðèöû Z, íàõîäèì â ýòîéñîâîêóïíîñòè n-ñòðîê ìàêñèìàëüíóþ, ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó è ò.ä. Íàíåêîòîðîì øàãå ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ.Ñëåäñòâèå 2. Âñÿêèé ïîäìîäóëü L ⊂ R
p
n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàêïðÿìàÿ ñóììà íåêîòîðûõ îäíîìåðíûõ ïîäìîäóëåé Li ⊂ R

p
n:

L = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Ll, (13)ãäå
Li = {X | X = αyi, yi ∈ R

1
n, α ïðîáåãàåò R

p
1}.×èñëî l � îäíî è òî æå â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè (13). Ýòî ÷èñëî ìîæíî íàçû-âàòü ðàçìåðíîñòüþ ïîäìîäóëÿ L: l = dimL. 111



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÇàìå÷àíèå 1. Ëèíåéíî-íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó n-ñòðîê, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò
L, ìîæíî âûáðàòü îðòîãîíàëüíîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òîïîðîæäàþùóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðåâðàòèòü â îðòîãîíàëüíóþ ïðîöåññîì îðòîãîíà-ëèçàöèè.Çàìå÷àíèå 2. Òåîðåìà 2 óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R

1
n è ïîäìîäóëÿ-ìè ïðîñòðàíñòâà (p× n)-ìàòðèö R

p
n.Ïðîåêöèè íà ïîäìîäóëè. Äëÿ âñÿêîãî ïîäìîäóëÿ L ∈ R

p
n îïðåäåëèì åãîîðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (äî âñåãî ïîäïðîñòðàíñòâà R

p
n) L⊥ êàê

L⊥ = {Y | Y ∈ R
p
n è 〈Y, X〉 = 0 äëÿ âñÿêîãî X ∈ L}. (14)Î÷åâèäíî, ÷òî L⊥ ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì è ÷òî

L ⊕ L⊥ = R
p
n.Íàçîâåì (p×n)-ìàòðèöó Z ïðîåêöèåé (p×n)-ìàòðèöû X íà ïîäìîäóëü L ⊂ R

p
n,åñëèa) Z ∈ L;b) X − Z ∈ L⊥.Ïðîåêöèþ X íà L äàëåå îáîçíà÷àåì projLX.Ïðîåöèðîâàíèå íà çàäàííûé ïîäìîäóëü, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îïåðàöè-åé. Âàæíîå ñâîéñòâî ïðîåöèðîâàíèÿ (p× n)-ìàòðèö ïîâòîðÿåò èçâåñòíîå ñâîéñòâîïðîåöèðîâàíèÿ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ: projLX åñòü áëèæàéøèé ê X ýëåìåíò

L. Ñ�îðìóëèðóåì ýòî â âèäå òåîðåìû:Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé (p× n)-ìàòðèöû Z ∈ L âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
〈X − Z, X− Z〉 > 〈X − projLX, X − projLX〉 (15)â ñìûñëå ñðàâíåíèÿ êâàäðàòíûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (15) áóäåò äîêàçàíî, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿâñÿêîãî p-ñòîëáöà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ìåæäó êâàäðàòè÷íûìè �îðìàìè

λT 〈X − Z, X − Z〉λ > λT 〈X− projLX, X − projLX〉λ.�àññìîòðèì n-ñòðîêè ξ = λTX, ζ = λTZ è ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî n-ñòðîê
L = λTL. Î÷åâèäíî, ÷òî

λTprojLX = projLξè ÷òî äëÿ n-ñòðîê ξ, ζ ∈ R
1
n è ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ⊂ R

1
n âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî

|ξ − ζ |2 > |ξ − projLξ|2. (16)Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî (16) ÿâëÿåòñÿ âñåãî ëèøü äðóãîé çàïèñüþ (15).112



Òþðèí Þ.Í. Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè...2. Ìíîãîìåðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèçÌíîãîìåðíûå ëèíåéíûå ìîäåëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå òàáëè-öó TX (3) ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ p-ìåðíûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ìàòåìàòè÷å-ñêîå îæèäàíèå òàáëèö, èõ âàðèàöèè è êîâàðèàöèè ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííî:
ETX = {EXi, i = 1, n},
Cov (TX ,TY ) = {E(Xi − EXi)(Yj − EYj)

T | i, j = 1, n}.Êîâàðèàöèþ òàáëèö TX è TY ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíóþ ìàòðè-öó ðàçìåðà (n × n), ýëåìåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò (p × p)-ìàòðèöû Cov (Xi, Yj) =
E(Xi − EXi)(Yj − EYj)

T .Åñëè ýëåìåíòû ñëó÷àéíîé òàáëèöû TX íåçàâèñèìû è èìåþò îáùóþ ìàòðèöóêîâàðèàöèé Σ, òî
Var TX = {E(Xi − EXi)(Xj − EXj)

T | i, j = 1, n} = I ⊗ Σ, (17)ãäå ñèìâîë ⊗ îçíà÷àåò êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå. Â äàëüíåéøåì îáúåêòîì àíà-ëèçà áóäóò ñëó÷àéíûå òàáëèöû èìåííî ñ òàêîé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé.Ïðèâåäåì èçâåñòíóþ òåîðåìó îá îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ òàáëèö ñîñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè (ñì., íàïðèìåð, [3, òåîðåìà 3.3.1℄).Ëåììà. Ïóñòü ýëåìåíòû òàáëèöû (3) ñóòü íåçàâèñèìûå, íîðìàëüíî ðàñïðå-äåëåííûå p-ñòîëáöû ñ îáùåé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé Σ. Ïóñòü C � îðòîãîíàëüíàÿ
(n× n)-ìàòðèöà. Òîãäà

Var TC = Var T = I ⊗ Σ.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé ëåììû è (17) ñëåäóåò, ÷òî Var T = I⊗Σ. Äëÿ óïðî-ùåíèÿ çàïèñè ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ET = 0. Òîãäà Var TC = E(TC)(TC)T =
ETTT = I ⊗ Σ.Îïðåäåëåíèå 1. Ìû ñêàæåì, ÷òî òàáëèöà TX (3) ñî ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòà-ìè X1, . . . , Xn è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà X (4) ñëåäóþò ëèíåéíîé ãàóññîâñêîéìîäåëè, åñëè(a) EX ∈ L äëÿ íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïîäìîäóëÿ L;(b) íàáëþäåíèÿ X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíóñ îáùåé ìàòðèöåé êîâàðèàöèé Σ.Ïàðàìåòðû ìîäåëè EX è Σ îáû÷íî íåèçâåñòíû; ìàòðèöà Σ ïðåäïîëàãàåòñÿíåâûðîæäåííîé.

(p×n)-ìàòðèöó X, åñëè îíà ñëåäóåò ëèíåéíîé ìîäåëè, ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòüâ âèäå
X = M + E , (18)ãäå M = EX,

E = ‖E1, E2, . . . , En‖� ýòî (p × n)-ìàòðèöà, p-ñòîëáöû êîòîðîé E1, E2, . . . , En ñóòü íåçàâèñèìûå, îäè-íàêîâî ðàñïðåäåëåííûå Np(0,Σ). Ìàòðèöà Σ ïðåäïîëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì íåâû-ðîæäåííîé. Ïàðàìåòðû M, Σ íåèçâåñòíû.Îòìåòèì ïðîñòóþ, íî èäåéíî âàæíóþ òåîðåìó. 113



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÒåîðåìà 4. Êàæäîé ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ìîäåëè (18) ñîîòâåòñòâóåòíåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ñ îäíîìåðíûìè îòêëèêàìè, è îáðàòíî.Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà â ñèëó óñòàíîâëåííîãî ðàíåå âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñî-îòâåòñòâèÿ ìåæäó ïîäìîäóëÿìè ïðîñòðàíñòâà (p × n)-ìàòðèö R
p
n è ëèíåéíûìèïîäïðîñòðàíñòâàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà R

1
n (ñì. çàìå÷àíèå 2 ê òåîðåìå 2).Òàêèì îáðàçîì, ¾çàïàñ¿ ìíîãîìåðíûõ ëèíåéíûõ ìîäåëåé òàêîâ æå, êàê è îä-íîìåðíûõ.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìûå ìíîãîìåðíûì ëèíåéíûìàíàëèçîì çàäà÷è (�àêòîðíûå êëàññè�èêàöèè, ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ) ÿâëÿþòñÿ âíàøåì ñìûñëå ëèíåéíûìè ìîäåëÿìè.3. Äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè, íàèëó÷øèå íåñìåùåííûåîöåíêè�àññìîòðèì ãàóññîâñêóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü (18). Ïóñòü M = ‖M1,M2, . . . , Mn‖.Ïðàâäîïîäîáèå ïàðû M,Σ ïî íàáëþäåíèþ X ðàâíî

n∏

i=1

(
1√
2π

)p
1√

det Σ
exp {−1

2
(Xi −Mi)

T Σ−1(Xi −Mi)} =

=

(
1√
2π

)np(
1√

det Σ

)n

exp {−1

2
trΣ−1[

n∑

i=1

(Xi −Mi)(Xi −Mi)
T ]}.

(19)Ñóììà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � ýòî 〈X− M, X − M〉. Ïðåäñòàâèì X−M êàê
X −M = (X− projLX) + (projLX − M) = (1) + (2)è çàìåòèì, ÷òî

(1) = projL⊥X ∈ L⊥, (2) ∈ L.Ïîýòîìó (òåîðåìà Ïè�àãîðà)
〈X − M, X −M〉 = 〈projL⊥X, projL⊥X〉 + 〈projLX − M, projLX −M〉. (20)Çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî ïðàâäîïîäîáèå (19) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàòèñòèêè projLXè 〈projL⊥X, projL⊥X〉, êîòîðûå âìåñòå äîñòàòî÷íû äëÿ M, Σ.Ñòàòèñòèêà projLX î÷åâèäíî ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé M. Êàê �óíêöèÿäîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè îíà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé íåñìåùåííîé îöåíêîé M. Òî, ÷òîíàèëó÷øåé íåñìåùåííîé îöåíêîé Σ ñëóæèò ñòàòèñòèêà

1

dimL⊥ 〈projL⊥X, projL⊥X〉, (21)ìû óñòàíîâèì ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé äàëåå òåîðåìû.Òåîðåìà îá îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 5. Ïóñòü X = ‖X1, X2, . . . , Xn‖ � ãàóññîâñêàÿ (p × n)-ìàòðèöà ñíåçàâèñèìûìè p-ñòîëáöàìè X1, X2, . . . , Xn ∈ R
p
1, ïðè÷åì Var Xi = Σ äëÿ âñåõ

i = 1, . . . , n. Ïóñòü L1,L2, . . . � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ïîäìîäóëè R
p
n, ïðÿìàÿñóììà êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò R

p
n:
R

p
n = L1 ⊕ L2 ⊕ . . . .114



Òþðèí Þ.Í. Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè...�àññìîòðèì ðàçëîæåíèå (p× n)-ìàòðèöû X íà ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñîñòàâ-ëÿþùèå
X = projL1

X + projL2
X + . . . .Òîãäà:a) ñëó÷àéíûå (p×n)-ìàòðèöû projL1

X, projL2
X, . . . íåçàâèñèìû, ðàñïðåäåëåíûíîðìàëüíî è EprojLi

X = projLi
EX;b) 〈projLi

X, projLi
X〉 = Wp(dimLi,Σ,∆i), ãäå Wp(dimLi,Σ,∆i) îáîçíà÷àåòñëó÷àéíóþ ìàòðèöó (ðàçìåðà p×p), ðàñïðåäåëåííóþ ïî Óèøàðòó, ñ ν ñòåïåíÿìèñâîáîäû è ïàðàìåòðîì íåöåíòðàëüíîñòè ∆. Â äàííîì ñëó÷àå

∆i = 〈projLi
EX, projLi

EX〉.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî èç ïîäìîäóëåé L1,L2, . . . ⊂ R
p
n, ðàçìåðíîñòèêîòîðûõ îáîçíà÷àåì m1, m2, . . ., â ïðîñòðàíñòâå R

1
n íàõîäèì îðòîíîðìèðîâàííûåñèñòåìû n-ñòðîê, êîòîðûå ïîðîæäàþò ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü äëÿ L1 � ýòî

n-ñòðîêè f1, . . . , fm1 ; äëÿ L2 � ýòî n-ñòðîêè fm1+1, . . . , fm1+m2 è ò.ä. Ñ ïîìîùüþýòèõ n-ñòðîê êàæäûé ïîäìîäóëü L1,L2, . . . ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðÿìóþ ñóììóîäíîìåðíûõ ïîäìîäóëåé èç R
p
n. Íàïðèìåð, L1 = Φ1 ⊕ Φ2 ⊕ . . .⊕ Φm1 , ãäå

Φ1 = {Y | Y = αf1, α ïðîáåãàåò R
p
1},

Φ2 = {Y | Y = αf2, α ïðîáåãàåò R
p
1},

· · ·
Φm1 = {Y | Y = αfm1 , α ïðîáåãàåò R

p
1}.Ñîâîêóïíîñòü âñåõ n-ñòðîê f1, f2, . . . , fn äàåò îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ R

1
n è îäíî-âðåìåííî îáðàçóþùèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R

p
n. Ïîýòîìó âñÿêóþ (p × n)-ìàòðèöó

X ∈ R
p
n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

X =
n∑

i=1

Yifi, Y1, . . . , Yn ∈ R
p
1.Ïðè ýòîì

projL1
X =

m1∑

i=1

Yifi, projL2
X =

m2∑

i=m1+1

Yifi è ò.ä.
p-Ñòîëáöû Y1, Y2, . . . , Yn � ýòî êîîðäèíàòû (p×n)-ìàòðèöû X îòíîñèòåëüíî ïîðîæ-äàþùåãî áàçèñà f1, . . . , fn. Ïðè ýòîì p-ñòîëáöû X1, X2, . . . , Xn � ýòî êîîðäèíàòûòîé æå (p×n)-ìàòðèöû X îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà R

1
n:

e1 = (1, 0, . . . ), e2 = (0, 1, 0, . . . ) è ò.ä. Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå (ï. 1), ïåðåõîä îòîäíèõ êîîðäèíàò ê äðóãèì îñóùåñòâëÿåòñÿ óìíîæåíèåì (p× n)-ìàòðèöû X ñïðà-âà íà (n × n)-ìàòðèöó ïåðåõîäà, â äàííîì ñëó÷àå íà íåêîòîðóþ îðòîãîíàëüíóþ
(n× n)-ìàòðèöó C:

‖Y1, Y2, . . . , Yn‖ = ‖X1, X2, . . . , Xn‖C, èëè Y = XC.Â ñèëó ëåììû p-ñòîëáöû Y1, . . . , Yn â ñîâîêóïíîñòè íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíûíîðìàëüíî ñ îáùåé äëÿ âñåõ íèõ ìàòðèöåé êîâàðèàöèé Σ. 115



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ�àññìîòðèì ñëó÷àéíûå (p× p)-ìàòðèöû
〈projL1

X, projL1
X〉, 〈projL2

X, projL2
X〉, . . . .Íàïðèìåð,

〈projL1
X, projL1

X〉 =

m1∑

i=1

YiY
T
i .�àñïðåäåëåíèÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèÿìè Óèøàðòà. Åñ-ëè ïðè ýòîì EY1 = EY2 = · · · = EYm1 = 0, ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìîå öåíòðàëü-íîå ðàñïðåäåëåíèå Óèøàðòà Wp(m1,Σ). Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-íèå Wp(m,Σ) íå òîëüêî äëÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, íî è äëÿ ñëó÷àéíîé ìàòðèöûñ òàêèì ðàñïðåäåëåíèåì, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

Wp(m,Σ) = Σ
1
2Wp(m, I)Σ

1
2 ,åñëè îáîçíà÷èòü Σ

1
2 ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó, � åäèíñòâåííîå ñèììåòðè÷íîå ðå-øåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Z2 = Σ.�îâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ (p×p)-ìàòðèöà W èìååò íåöåíòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåÓèøàðòà, åñëè

W =
m∑

i=1

(ξi + ai)(ξi + ai)
T ,ãäå p-ñòîëáöû ξ1, ξ2, . . . , ξm ñóòü íåçàâèñèìûå Np(0,Σ), a1, a2, . . . , am � íåêîòî-ðûå íåñëó÷àéíûå p-ñòîëáöû, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íûå îò íóëÿ. �àñïðåäåëåíèå

W êàêèì-òî îáðàçîì çàâèñèò îò p-ñòîëáöîâ a1, a2, . . . , am. Ïîêàæåì, ÷òî ðàñïðå-äåëåíèå W çàâèñèò îò óïîìÿíóòûõ p-ñòîëáöîâ ÷åðåç òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòðíåöåíòðàëüíîñòè: (p× p)-ìàòðèöó
∆ =

m∑

i=1

aia
T
i .Ââåäåì (p×m)-ìàòðèöû

ξ = ‖ξ1, ξ2, . . . , ξm‖,
A = ‖a1, a2, . . . , am‖.Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
W = 〈ξ + A, ξ + A〉.Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ (m ×m)-ìàòðèöà. Ïîëîæèì η = ξC.Ïðè ýòîì ïî ðàñïðåäåëåíèþ η = ξ è

W = 〈η + AC, η + AC〉.Ìû âèäèì, ÷òî íåöåíòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Óèøàðòà çàâèñèò îò A =
‖a1, . . . , am‖ íå íåïîñðåäñòâåííî, à ÷åðåç ìàêñèìàëüíûé èíâàðèàíò A ïðè îðòî-ãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, òî åñòü ÷åðåç 〈A, A〉 =

∑m
i=1 aia

T
i .116



Òþðèí Þ.Í. Ìíîãîìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè...Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå
〈projLi

X, projLi
X〉 = Wp(mi, Q,∆i),ãäå ∆i = 〈projLi

EX, projLi
EX〉. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî.Âåðíåìñÿ ê íåñìåùåííûì îöåíêàì ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ìîäåëè. Â ëèíåéíîéìîäåëè (18) projL⊥EX = 0. Ïîýòîìó ñòàòèñòèêà (21) åñòü

1

n−m
Σ

1
2Wp(n−m, I)Σ

1
2 .Î÷åâèäíî, ÷òî åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî Σ.Ïðîâåðêà ëèíåéíûõ ãèïîòåç. Êîïèðóÿ îäíîìåðíóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü, ëè-íåéíîé ãèïîòåçîé â ìíîãîìåðíîé ëèíåéíîé ìîäåëè (18) íàçîâåì ãèïîòåçó

H : EX ∈ L1, (22)ãäå L1 � çàäàííûé ïîäìîäóëü, ïðè÷åì L1 ⊂ L.Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðåäëîæèì ñòàòèñòèêè, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîéäëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè H (22), ñâîáîäíûõ (ïðè
H) îò ïàðàìåòðîâ M, Σ.Ââåäåì ïîäìîäóëü L2, îðòîãîíàëüíî äîïîëíÿþùèé L1 äî L:

L = L1 ⊕ L2. (23)�àññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà R
p
n íà òðè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïîäìî-äóëÿ

R
p
n = L1 ⊕L2 ⊕L⊥.Â ñèëó òåîðåìû 5 ñëó÷àéíûå ìàòðèöû

S1 := 〈projL⊥X, projL⊥X〉 è S2 := 〈projL2
X, projL2

X〉ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî Óèøàðòó. Ïðè ýòîì
S1 = 〈projL⊥X, projL⊥X〉 = Wp(n−m,Σ). (24)Åñëè ãèïîòåçà H (22) âåðíà, òî
S2 = 〈projL2

X, projL2
X〉 = Wp(m2,Σ). (25)(Çäåñü è äàëåå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ m = dimL, m1 = dimL1, m2 = dimL2.)Ïðè íàðóøåíèè ãèïîòåçû H (22) ðàñïðåäåëåíèå Óèøàðòà ñòàòèñòèêè (25) ñòà-íîâèòñÿ íåöåíòðàëüíûì, ïðèîáðåòàÿ ïàðàìåòð íåöåíòðàëüíîñòè

∆ = 〈projL2
EX, projL2

EX〉,êîòîðûé òåì áîëüøå, ÷åì ¾ñèëüíåå¿ íàðóøåíà ãèïîòåçà H (22).Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (êîãäà p = 1) ñòàòèñòêè (24),(25) ïðåâðàùàþòñÿ â ñëó-÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû êàê σ2χ2(n−m) è σ2χ2(m2), è îòíîøåíèå117



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉêîòîðûõ ðàñïðåäåëåíî (ïðè ãèïîòåçå) ñâîáîäíî è ïîòîìó ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíîêàê ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè H .Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîã ý�-îòíîøåíèÿ � ýòî îòíîøåíèå (p × p)-ìàòðèö
S2 è S1. Ïðè n−m > p ìàòðèöà S1 íåâûðîæäåíà, è ïîòîìó ñóùåñòâóåò ñòàòèñòèêà(p× p-ìàòðèöà)

〈projL2
X, projL2

X〉 〈projL⊥X, projL⊥X〉−1. (26)Â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ (p = 1) ñòàòèñòèêà (26) íå ðàñïðåäåëåíàñâîáîäíî: ïî ðàñïðåäåëåíèþ îíà ðàâíà
Σ

1
2 Wp(m2, I) W

−1
p (n−m, I) Σ− 1

2 . (27)Îäíàêî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (26) ïðè ãèïîòåçå H (22) ðàñïðåäåëå-íû ñâîáîäíî îò M, Σ. Ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ(îòíîñèòåëüíî λ)
det(Wp(m2, I) − λWp(n−m, I)) = 0. (28)Ïîýòîìó íåêîòîðûå �óíêöèè îò êîðíåé óðàâíåíèÿ (28) òðàäèöèîííî èñïîëüçóþòâ êà÷åñòâå êðèòè÷åñêèõ ñòàòèñòèê äëÿ ïðîâåðêè ëèíåéíûõ ãèïîòåç.Çäåñü íàøå èññëåäîâàíèå âûõîäèò íà òðàäèöèîííóþ äîðîãó ìíîãîìåðíîãî ñòà-òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà è ïîòîìó äîëæíî áûòü çàêîí÷åíî.Ïðèíîøó áëàãîäàðíîñòü Å.Ì. Ñóõàíîâîé çà îáñóæäåíèÿ è ïîìîùü â ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êîëìîãîðîâ À.Í. Ê îáîñíîâàíèþ ìåòîäîâ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ // Óñïåõèìàòåì. íàóê. 1946. 1, � 1. C. 57�70 (Ñì. òàêæå: Êîëìîãîðîâ À.Í. Òåîðèÿ âåðî-ÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà (ñá. ñòàòåé). Ì.: Íàóêà, 1986. Ñ. 267�283.).[2℄ Durbin J., Kendall M.G. The geometry of estimation // Biometrika. Jun. 1951.38, � 1/2. P. 150�158.[3℄ Àíäåðñîí T. Ââåäåíèå â ìíîãîìåðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç. Ì.: Ôèçìàòëèò,1963.[4℄ Øå��å �. Äèñïåðñèîííûé àíàëèç. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963.[5℄ Roy S.N. Some Aspets of Multivariate Analysis. Wiley, 1957.[6℄ Bilodeau M., Brenner D. Theory of Multivariate Statistis. Springer-Verlag, 1999.
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ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...ÎÁ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ ÂÅÒÂßÙÈÕÑß ÑËÓ×ÀÉÍÛÕÁËÓÆÄÀÍÈÉ ÏÎ ÌÍÎ�ÎÌÅ�ÍÛÌ �ÅØÅÒÊÀÌÅ.Á. ßðîâàÿÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ìîäåëè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñíåïðåðûâíûì âðåìåíåì íà Z
d ñ ðàçìíîæåíèåì è ãèáåëüþ ÷àñòèö â îä-íîì èç óçëîâ ðåøåòêè (èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ). Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäóìîäåëÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ïðîöåññà â èñòî÷íèêå. Â ìîäåëè Iñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì íà âñåé ðåøåòêå,à â ìîäåëè II ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, ïîçâîëÿþùèé ¾èñ-êóññòâåííî¿ óñèëèâàòü ñòåïåíü ïðåîáëàäàíèÿ ñâîéñòâà âåòâëåíèÿ èëèáëóæäàíèÿ â èñòî÷íèêå è â ðåçóëüòàòå íàðóøàþùèé ñèììåòðè÷íîñòüñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ïîëó÷åíû äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö êàê â ïðîèçâîëüíîì óçëåðåøåòêè, òàê è íà âñåé ðåøåòêå â ìîäåëè II. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â ìîäåëè II áóäåò íàáëþäàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûéðîñò ïðîöåññà. Ïðåäëîæåíû îáùèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé â íàä-êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå. 1. ÂâåäåíèåÂ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà-õîäÿò ìîäåëè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ áëóæäà-íèåì ÷àñòèö. Ïîäîáíûå ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñÿòîò ñòðóêòóðû ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò áëóæäàíèå. Êàê èçâåñòíî, íåîäíîðîä-íîñòü ñðåäû èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â �îðìèðîâàíèè àíîìàëüíûõ ñâîéñòâòðàíñïîðòà ÷àñòèö. Òàêèå ý��åêòû íàáëþäàþòñÿ òàêæå è â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ,äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî âîçíèêíîâåíèå íåðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð ñ âûðàæåííîéíåîäíîðîäíîñòüþ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âûçâàííîå íàëè÷èåì ¾ñèëü-íûõ öåíòðîâ¿, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îñíîâíîé ðîñò ïðîöåññà [1, 2℄.Ýòî îáúÿñíÿåò îñîáûé èíòåðåñ ê ïðîñòåéøèì âåòâÿùèìñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíè-ÿì â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ, ïîçâîëÿþùèõ äåòàëüíî èçó÷èòü ý��åêòû, ñâÿçàííûåñ íåîäíîðîäíîñòüþ, íåêîìïàêòíîñòüþ, à òàêæå ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, â êî-òîðîì ïðîèñõîäèò áëóæäàíèå.Îäíîé èç òàêèõ ìîäåëåé ñëóæèò ñèììåòðè÷íîå âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæ-äàíèå ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íà ðåøåòêå Z

d, â êîòîðîé ðàçìíîæåíèå è ãèáåëü÷àñòèö ïðîèñõîäÿò â åäèíñòâåííîé òî÷êå (èñòî÷íèêå). Ýâîëþöèÿ ÷àñòèö â ýòîéñèñòåìå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñïåêòðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà H = A + βδ0(x),ãäå ãåíåðàòîð ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ A ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñàìîñîïðÿæåí-íûì îïåðàòîðîì â l2(Zd), à ïàðàìåòð β õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü èñòî÷íèêà.Ïîäðîáíîìó èññëåäîâàíèþ è ðàçâèòèþ ýòîé ìîäåëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [3�9℄.Àíàëîãè÷íûå ïîñòàíîâêè âîçíèêëè ïðè îïèñàíèè ñèñòåì ìàññîâîãî îáñëóæèâà-íèÿ ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ ñåðâåðîâ [10℄, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëîñüêðèòè÷åñêîå âåòâÿùååñÿ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà Z. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþäàííîé ìîäåëè ñòàëî ââåäåíèå ïàðàìåòðà α, óïðàâëÿþùåãî ïîâåäåíèåì ïðîöåññà âèñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ è ïðèâîäÿùåãî ê íàðóøåíèþ ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû ïåðå-õîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A. Îñíîâíîé èäååé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ òàêîé ìîäè�èêàöèè119



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ(ñì. [10�12℄) ÿâèëîñü ïðåäñòàâëåíèå âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ êàê âåò-âÿùåãîñÿ ïðîöåññà Áåëëìàíà-Õàððèñà ñ äâóìÿ òèïàìè ÷àñòèö.Êàê ñëåäóåò èç [8, 10, 13℄, íà Z è Z
2 àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòèïðîäîëæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ êàê â èñòî÷íèêå,òàê è íà âñåé ðåøåòêå ñîâïàäàåò â îáåèõ ìîäåëÿõ ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íàíåêîòîðóþ êîíñòàíòó. Â òî æå âðåìÿ, íåñìîòðÿ íà áëèçîñòü ïîñòàíîâîê, ýòè ìî-äåëè âñå æå ðàçëè÷íû. Áîëåå òîãî, îíè ñ�îðìóëèðîâàíû â òðóäíîñîïîñòàâèìûõòåðìèíàõ, îòëè÷àåòñÿ òàêæå è òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëü-íûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ �îðìàëüíîãî ñðàâíåíèÿ óïîìÿíóòûõ ìîäåëåé è ðàçâèòèÿîáîáùàþùåãî ïîäõîäà ê èõ èññëåäîâàíèþ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåíû îáùèå ìåòîäû èñ-ñëåäîâàíèÿ íàäêðèòè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïî D-ìåðíûì ðå-øåòêàì, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèöêàê â ïðîèçâîëüíûõ óçëàõ, òàê è íà âñåé ðåøåòêå, è óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ â ìîäåëè, ââåäåííîé â [10℄.2. Îïèñàíèå ìîäåëåéÂ îáåèõ ìîäåëÿõ èññëåäóåòñÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö íà Z

d, ñîñòîÿíèå êîòî-ðîé îïèñûâàåòñÿ ÷èñëîì µt(y) ÷àñòèö â ìîìåíò âðåìåíè t â êàæäîé òî÷êå y ∈ Z
d, âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 (íà÷àëüíûé ìîìåíò) ñèñòåìà ñîñòîèòèç îäíîé ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x, òî åñòü µ0(y) = δx(y). ×àñòèöû ñîâåð-øàþò ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî Z

d, ïðè÷åì â îäíîé èç òî÷åê ðåøåòêè x0 ÷àñòèöûìîãóò ê òîìó æå ¾ðàçìíîæàòüñÿ è ãèáíóòü¿ � òî÷íîå çíà÷åíèå ýòèõ ñëîâ áóäåòâèäíî èç íèæåñëåäóþùåãî îïèñàíèÿ ìîäåëåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî êàæäàÿèç íîâûõ ÷àñòèö ýâîëþöèîíèðóåò ïî òîìó æå çàêîíó íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ÷àñòèö è îò âñåé ïðåäûñòîðèè.Ìîäåëü I. Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÷àñòèö ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåéïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A = ‖a(x, y)‖x,y∈Zd è ïðåäïîëàãàåòñÿ1) ñèììåòðè÷íûì: a(x, y) = a(y, x),2) îäíîðîäíûì: a(x, y) = a(0, y − x) = a(y − x),3) íåïðèâîäèìûì (òî åñòü, ëþáàÿ òî÷êà y ∈ Z
d äîñòèæèìà),4) ðåãóëÿðíûì: ∑

x∈Zd

a(x) = 0 ñ a(x) ≥ 0, x 6= 0, a(0) < 0,5) ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé ñêà÷êîâ: ∑
x∈Zd

x2a(x) <∞.Â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðè÷íîñòè è îäíîðîäíîñòè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ äëÿìàòðèöû A âûïîëíåíû óñëîâèÿ ∑y∈Z
a(x, y) = 0 è ∑x∈Z

a(x, y) = 0.Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â èñòî÷íèêå x0 = 0 çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èí�èíèòåçèìàëü-íîé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè
f(u) =

∞∑

n=0

bnu
n, (1)ãäå bn > 0 ïðè n 6= 1, b1 < 0 è ∑n bn = 0. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

βr = f (r)(1) <∞, r ∈ N, β = β1 = f
′
(1). (2)Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x0 = 0 íàõîäèëîñü µt(0) > 0 ÷à-ñòèö, òî êàæäàÿ èç ÷àñòèö (íåçàâèñèìî îò ïðî÷èõ), íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå x0 = 0,120



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...ìîæåò çà âðåìÿ [t, t + h) ëèáî ïåðåéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ p(h, 0, y) = a(y)h + o(h)â òî÷êó y 6= 0, ëèáî ïðîèçâåñòè ïîòîìñòâî èç n 6= 1 ÷àñòèö (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èñàìà ÷àñòèöà âõîäèò â ýòè n) èëè ïîãèáíóòü (ñëó÷àé, êîãäà n = 0) ñ âåðîÿòíî-ñòüþ p∗(h, n) = bnh + o(h), ëèáî ñîõðàíèòüñÿ (íèêàêèõ èçìåíåíèé íå ïðîèñõîäèò)ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 −

∑

y 6=0

a(y)h−
∑

n 6=1

bnh+ o(h).Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì [15℄ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû â èñ-òî÷íèêå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì a(0) + b1. Â äàííîéìîäåëè íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü çàêîíîâ áëóæäàíèÿ è âåòâëåíèÿ â èñòî÷-íèêå, ïîñêîëüêó ¾ãèáåëü è ðàçìíîæåíèå¿ â òî÷êå x0 ïðîèñõîäèò ëèøü ïðè óñëîâèè,÷òî ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â èñòî÷íèêå è íå ñîâåðøèëà ñêà÷êà â êàêóþ-íèáóäü äðóãóþòî÷êó ðåøåòêè çà âðåìÿ [t, t+ h).Ìîäåëü II. Â ìîäåëè II ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö ïî ðåøåòêå Z
d (çà èñêëþ÷å-íèåì òåõ, êîòîðûå âûõîäÿò èç íóëÿ, íå ïðîèçâåäÿ ïîòîìñòâà) òàêæå ïðîèñõî-äèò â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòðèöåé èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé A =

‖a(x, y)‖x∈Zd\{0}, y∈Zd. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå ñèñòåìû ÷àñòèö âíå èñòî÷íèêà âîáåèõ ìîäåëÿõ ñîâïàäàåò.Èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ èç íóëÿ â ìîäåëè II ïðîïîðöèîíàëüíû èíòåíñèâíî-ñòÿì ïåðåõîäîâ èç äðóãèõ ñîñòîÿíèé è èìåþò âèä
a(0, x) = −a(x)

a(0)
, x 6= 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ èç îäíîãî óçëà ðåøåòêè â äðóãîé äëÿáëóæäàíèÿ îäíîðîäíû ïî ïðîñòðàíñòâó è âðåìåíè, ïðè÷åì âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ âòî÷êå x0 = 0 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 1, òîãäà êàê âðåìÿïðåáûâàíèÿ â ëþáîì äðóãîì ñîñòîÿíèè x0 6= 0 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå-ëåíèå ñî ñðåäíèì − 1

a(0)
.�àçâèòèå ïîïóëÿöèè íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñ îäíîé ÷àñòèöû, ðàñ-ïîëîæåííîé â ïðîèçâîëüíîì óçëå x (â ñòàòüÿõ [10�13℄ [10, 11, 12, 13℄ ðàññìîòðåíñëó÷àé ñòàðòà ïðîöåññà èç íóëÿ). Íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà, òàê æå êàê è ëþáàÿ äðó-ãàÿ ÷àñòèöà, îêàçàâøàÿñÿ â íóëå ïîçäíåå, ïðîâîäèò â ýòîé òî÷êå ñëó÷àéíîå âðåìÿ,èìåþùåå ýêïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ åäèíè÷íûì ñðåäíèì, à çàòåì ëèáî ïå-ðåõîäèò â òî÷êó y 6= 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − α)a(0, y), ëèáî ãèáíåò ñ âåðîÿòíîñòüþ

α, ïîðîæäàÿ ïðè ýòîì ñëó÷àéíîå êîëè÷åñòâî ïîòîìêîâ ξ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèç-âîäÿùåé �óíêöèåé1)

F̌(u) = Esξ =
∞∑

n=0

fnu
n,à òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:Eξ <∞, σ2 = Dξ2 ∈ (0,∞).Îòìåòèì, ÷òî â ñòàòüÿõ [10�13℄ äàííàÿ ìîäåëü èññëåäîâàíà ïðè Eξ = 1 íà Z è Z

2.
1)Çäåñü è íèæå ñèìâîëˇ(hek) îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ îòíîñèòñÿ ê ìîäåëèII. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé îòìåòèì, ÷òî â [10, 12℄ �óíêöèÿ F̌(u) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f(u).121



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÑðàâíåíèå ìîäåëåé. Ïðè ñðàâíåíèè ìîäåëåé I è II âîçíèêàåò ðÿä òðóäíî-ñòåé.Âî-ïåðâûõ, ýòè ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òåðìèíàõ. Òàê, ìîäåëü I îïè-ñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ èí�èíèòåçèìàëüíûõ ýâîëþöèé ÷àñòèö � òî åñòü â òåðìèíàõòîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ÷àñòèöàìè çà íåêîå ìàëîå âðåìÿ h. Â ìîäåëè II ïðèìåíÿ-åòñÿ ¾ñìåøàííîå¿ îïèñàíèå ýâîëþöèè ÷àñòèö � â îäíèõ ñèòóàöèÿõ èñïîëüçóåòñÿèí�èíèòåçèìàëüíîå îïèñàíèå, êàê è â ìîäåëè I, â äðóãèõ � îïèñàíèå â òåðìè-íàõ ¾âðåìåíè æèçíè¿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö, è, íàêîíåö, â òðåòüèõ, � â òåðìèíàõ¾ìãíîâåííîãî¿, ¾âíåâðåìåííîãî¿ èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö � ¾ñìåðòè îäíèõ èðîæäåíèÿ íîâûõ ÷àñòèö¿.Âî-âòîðûõ, íåêîòîðûå òåðìèíû èñïîëüçóþòñÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ â ðàçíîì ñìûñ-ëå. Òàê, â ìîäåëè I ïîä ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû ÷àñòèö ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ÷àñòèöâ òî÷êàõ ðåøåòêè, à â ìîäåëè II â ïîíÿòèå ñîñòîÿíèÿ íåÿâíî âêëþ÷àåòñÿ ¾âðåìÿæèçíè¿ ÷àñòèöû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òàêîå ñîáûòèå, êàê ¾äîæèòèå ÷àñòè-öû äî êîíöà ñâîåé æèçíè, ñëåäóþùàÿ çà ýòèì ñìåðòü ÷àñòèöû è ðîæäåíèå ïîòîìîäíîãî ïîòîìêà¿, âî âòîðîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ �âìåñòî óìåðøåé ÷àñòèöû ïîÿâèëàñü ÷àñòèöà íîâîãî ïîêîëåíèÿ. Â ìîäåëè I àíàëî-ãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåèçìåííîå ñîñòîÿíèå, òàê êàê â ðåçóëüòàòåïîäîáíîãî ñöåíàðèÿ íè îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö, íè ÷èñëî ÷àñòèö â îòäåëüíûõ òî÷êàõíå èçìåíèëîñü.Íàêîíåö, ñóùåñòâóåò îáùàÿ äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ¾äâóñìûñëåííîñòü¿, ñâÿçàííàÿ ñòåì, ÷òî â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 ¾áëóæäàíèå¿ è ¾âåòâëåíèå¿ ÷àñòèöû ìîãóò ïðèâåñòèê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó ñ òî÷êè çðåíèÿ èçìåíåíèÿ êàê îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö,òàê è ÷èñëà ÷àñòèö â îòäåëüíûõ òî÷êàõ.Åñëè îñíîâíîé öåëüþ àíàëèçà ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè êîëè-÷åñòâà ÷àñòèö â óçëàõ ðåøåòêè, òî, âåðîÿòíî, áîëåå ïðîäóêòèâíî áûëî áû ïðîâî-äèòü îïèñàíèå ýâîëþöèè ñèñòåìû ÷àñòèö â ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ íå â êëàññè-÷åñêèõ òåðìèíàõ ¾áëóæäàíèÿ¿ è ¾âåòâëåíèÿ¿, êàê ýòî ñäåëàíî â îáåèõ ìîäåëÿõ, àâ òåðìèíàõ íåêèõ ¾îáîáùåííûõ áëóæäàíèé¿ è ¾îáîáùåííûõ âåòâëåíèé¿, îòíîñÿ,íàïðèìåð, ê ¾îáîáùåííîìó áëóæäàíèþ¿ âñå òå ñöåíàðèè ýâîëþöèè ÷àñòèö, êî-òîðûå íå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ îáùåãî ÷èñëà ÷àñòèö íà ðåøåòêå, è, îòíîñÿ ê¾îáîáùåííîìó âåòâëåíèþ¿ âñå òå ñöåíàðèè ýâîëþöèè ÷àñòèö, â ðåçóëüòàòå êîòî-ðûõ îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö íà ðåøåòêå èçìåíÿåòñÿ. Â ïðåäëàãàåìîì íèæå îïèñàíèèòîãäà ê ¾îáîáùåííîìó áëóæäàíèþ¿ ñëåäîâàëî áû îòíåñòè ñëó÷àè (à), (á) è (ã), àê ¾îáîáùåííîìó âåòâëåíèþ¿ � ñëó÷àé (â).Â îáåèõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñèñòåìà ñîñòîèòèç îäíîé ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x. �àññìîòðèì âñåâîçìîæíûå èçìåíåíèÿñèñòåìû íà èíòåðâàëå (0, h). Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé I è II îïèøåì èõ õàðàêòå-ðèñòèêè â ¾ñîïîñòàâèìûõ òåðìèíàõ¿ � ÷åðåç âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ âçàèìîèñ-êëþ÷àþùèõ ñîáûòèé: (à) ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå x 6= x0, çà ìàëîå âðåìÿ hñîâåðøàåò ¾ïðûæîê¿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y � â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ÷èñëî ÷à-ñòèö íà ðåøåòêå íå ìåíÿåòñÿ; (á) ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 = 0,çà âðåìÿ h ñîâåðøàåò ¾ïðûæîê¿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y � â ýòîì ñëó÷àå, êàêè â ñëó÷àå (à), îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö íà ðåøåòêå òàêæå íå ìåíÿåòñÿ; (â) ÷àñòèöà,íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 = 0, çà âðåìÿ h ïðîèçâîäèò n 6= 1 ïîòîìêîâ(n ≥ 0) � â ýòîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ (à) è (á), îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö íà122



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...ðåøåòêå èçìåíÿåòñÿ; (ã) ÷èñëî ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 = 0, çàìàëîå âðåìÿ h íå èçìåíèòñÿ, òî åñòü ëèáî ÷àñòèöà íå ñîâåðøèëà èç òî÷êè x0 = 0ïðûæêà â êàêóþ-ëèáî òî÷êó ðåøåòêè èëè ñîâåðøèëà ¾ïñåâäîïðûæîê¿ â ýòó æåñàìóþ òî÷êó, ëèáî ïðîöåññà âåòâëåíèÿ íå ñëó÷èëîñü âîâñå èëè ÷àñòèöà äîæèëàäî ñâîåé ¾ñìåðòè¿, íî â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì âåòâëåíèÿ ïðîèçâåëà â òî÷íîñòèîäíîãî ïîòîìêà � â îáåèõ ñèòóàöèÿõ îáùåå ÷èñëî ÷àñòèö â èñòî÷íèêå x0 = 0,à òàêæå íà âñåé ðåøåòêå íå èçìåíèëîñü; (ä) ïðîèçîøëî áîëåå îäíîãî èçìåíåíèÿ÷èñëåííîñòè èëè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö çà âðåìÿ h ñ âåðîÿòíîñòüþ o(h).Îòìåòèì, ÷òî ñîáûòèå (ã) ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññîâ áëóæäàíèÿ è âåòâëåíèÿíîñèò äâîéñòâåííûé õàðàêòåð � åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ¾ïðûæîê¿ èçòî÷êè x = 0 â ñåáÿ, è êàê íåêîå ¾âûðîæäåííîå âåòâëåíèå¿, êîãäà ÷àñòèöà, óìè-ðàÿ, ðîæäàåò îäíîãî ïîòîìêà. Â äàëüíåéøåì èç òåõíè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé óäîáíååðàññìàòðèâàòü ñîáûòèå (ã) êàê ÷àñòü ïðîöåññà áëóæäàíèÿ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àåîáùåå ÷èñëî ÷àñòèö íà ðåøåòêå íå ìåíÿåòñÿ.Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííûì âûøå ñëó÷àÿì.(à) Â ìîäåëè I âåðîÿòíîñòü p(h, x, y) ñîáûòèÿ, ÷òî ÷àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå
x 6= x0, çà ìàëîå âðåìÿ h ñîâåðøàåò ¾ïðûæîê¿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y, îïðåäå-ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

p(h, x, y) = a(y − x)h + o(h),à â ìîäåëè II âåðîÿòíîñòü p̌(h, x, y) ýòîãî ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
p̌(h, x, y) = a(y − x)h + o(h),ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñ òî÷íîñòüþ äî o(h) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ p(h, x, y).Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îáåèõ ìîäåëÿõ ¾ïðûæîê¿ èç òî÷êè x 6= x0â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y çà ìàëîå âðåìÿ h ñîâåðøàåòñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó.(á) ×àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 = 0, çà âðåìÿ h ñîâåðøàåò¾ïðûæîê¿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y 6= x0. Â ýòîì ñëó÷àå â ìîäåëè I âåðîÿòíîñòü

p(h, 0, y) ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
p(h, 0, y) = a(y)h+ o(h),à â ìîäåëè II âåðîÿòíîñòü p̌(h, 0, y) òîãî æå ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

p̌(h, 0, y) = (1 − e−h)(1 − α)a(0, y) = −(1 − α)
a(y)

a(0)
h+ o(h).Â äàëüíåéøåì ãåíåðàòîð ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ìîäåëè II áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç

A2 = A− δ0(·)A+
(α− 1)

a(0)
δ0(·)A,ãäå δ0(·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ñ íåíóëåâûì ýëåìåíòîì.Ïðèìåð 1. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ èíòåíñèâíîñòåé A2 = ‖a(x, y)‖x,y∈Z íà Zìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

A2 =

∥∥∥∥∥∥

· · ·a(0) a(1) a(2) · · ·
· · · − (1 − α)a(1)

a(0)
−(1 − α) −(1 − α)a(1)

a(0)
· · ·

· · ·a(2) a(1) a(0) · · ·

∥∥∥∥∥∥
. 123



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÂ îòëè÷èå îò ìàòðèöû A äëÿ ìàòðèöû A2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∑y∈Z
a(x, y) = 0,íî ïðè ýòîì ∑x∈Z

a(x, y) 6= 0.(â) ×àñòèöà, íàõîäÿùàÿñÿ â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 = 0, çà âðåìÿ h ïðîèçâîäèò
n 6= 1 ïîòîìêîâ. Â ìîäåëè I âåðîÿòíîñòü p∗(h, n) ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

p∗(h, n) = bnh+ o(h), n 6= 1, (3)à â ìîäåëè II âåðîÿòíîñòü p̌∗(h, n) ýòîãî æå ñîáûòèÿ ðàâíà
p̌∗(h, n) = (1 − e−h)αfn = αfnh+ o(h), n 6= 1. (4)Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 0 ñîîòâåòñòâóþùåå ñîáûòèå òðàêòóåòñÿ êàê ¾ñìåðòü¿ ÷à-ñòèöû. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â ñëó÷àå (á), ÷èñëî ÷àñòèö â òî÷êå x0 = 0 óìåíüøàåòñÿíà 1.(ã) Â òî÷êå âåòâëåíèÿ x0 = 0 çà ìàëîå âðåìÿ h ÷èñëî ÷àñòèö íå ìåíÿåòñÿ.Ýòî ñîáûòèå ïîíèìàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷àñòèöà çà ìàëîå âðåìÿ h ëèáî íåñîâåðøèëà ïðûæîê â êàêóþ-ëèáî òî÷êó ðåøåòêè, îòëè÷íóþ îò x0, ëèáî ïðîöåññàâåòâëåíèÿ â èñòî÷íèêå x0 âîâñå íå ïðîèçîøëî èëè â ïðîöåññå âåòâëåíèÿ ïðîèçî-øëà ¾ìåðòü¿ ÷àñòèöû ñ âîñïðîèçâîäñòâîì îäíîãî ïîòîìêà íîâîãî ïîêîëåíèÿ. Òàêêàê ÷èñëî ÷àñòèö â èñòî÷íèêå x0 â òàêîé ñèòóàöèè íå èçìåíèëîñü, òî ïî êëàññè-�èêàöèè, ïðèâåäåííîé âûøå, ýòîò ñëó÷àé ìîæåò áûòü îòíåñåí ê ¾îáîáùåííîìóáëóæäàíèþ¿. Â ìîäåëè I âåðîÿòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ ðàâíà

1 −
∑

y 6=0

a(y)h−
∑

n 6=1

bnh+ o(h),÷òî ðàâíîñèëüíî
1 + a(0)h + b1h+ o(h), (5)à â ìîäåëè II âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

(1 − α)e−h + αe−h + α(1 − e−h)f1èëè, ÷òî òî æå,
1 + (α− 1)h+ α(f1 − 1)h+ o(h) ⇐⇒ 1 − (1 − αf1)h+ o(h). (6)Òåïåðü, êîãäà ìîäåëè îïðåäåëåíû â ñîïîñòàâèìûõ òåðìèíàõ, èõ ñðàâíåíèå íåïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòåé.Ñðàâíèì âíà÷àëå âåðîÿòíîñòè îòñóòñòâèÿ èçìåíåíèé ÷èñëà ÷àñòèö â èñòî÷íèêåâåòâëåíèÿ â ýòèõ ìîäåëÿõ. Îñíîâíîå îòëè÷èå ìîäåëåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî âðåìÿ,ïðîâåäåííîå äî ïåðâîãî èçìåíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â èñòî÷íèêå âåòâëåíèÿ â x0 = 0,â ìîäåëè II èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì 1

1−αf1
, à â ìîäåëè Iñî ñðåäíèì − 1

a(0)+b1
.Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

α− 1 = a(0) (7)ñîâïàäóò ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ (ñì. ïðèìåð 1, íî ïðè ýòîì ìåõàíèç-ìû âåòâëåíèÿ â èñòî÷íèêå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.124



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...Òåïåðü âûÿñíèì, ïðè êàêèõ æå óñëîâèÿõ áóäóò ñîâïàäàòü ìåõàíèçìû âîñïðî-èçâîäñòâà ïîòîìñòâà â èñòî÷íèêå  òî÷íîñòüþ äî o(h). Èç ñîîòíîøåíèé (3) è (4)âûòåêàåò, ÷òî ïðè
b1 = α(f1 − 1), bn = αfn, n 6= 1, (8)ìåõàíèçìû âåòâëåíèÿ â èñòî÷íèêå â îáåèõ ìîäåëÿõ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî

o(h). Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (5) è (6) ñîâïàäàþò ñòî÷íîñòüþ äî o(h), òî a(0) + b1 = (α− 1) + α(f1 − 1). Îòñþäà â ñèëó (8) ïîëó÷àåì(7), è òîãäà A = A2.Óäîáíûì èíñòðóìåíòîì îïèñàíèÿ ïðîöåññà âåòâëåíèÿ ñ íåïðåðûâíûì âðåìå-íåì ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó ïðîäîëæèìñðàâíåíèå ìîäåëåé, ïðåäñòàâèâ è èí�èíèòåçèìàëüíûå �óíêöèè äëÿ íèõ. Äëÿ ìî-äåëè I ýòà �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
f(u) =

∞∑

n=0

bnu
n,à äëÿ ìîäåëè II, ñîãëàñíî (4), àíàëîãè÷íàÿ �óíêöèÿ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

f̌(u) = α

( ∞∑

n 6=1

fnu
n + (f1 − 1)u

)
.Åñëè â ìîäåëè II äîïîëíèòåëüíî ââåñòè óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ (2) â ìîäåëèI: β̌r = f̌ (r)(1) < ∞ ïðè âñåõ r, òî åñòü ÷èñëî ïîòîìêîâ ÷àñòèöû èìååò êîíå÷íûåìîìåíòû âñåõ ïîðÿäêîâ, òî â ïðåäïîëîæåíèÿõ (8) âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ â èñòî÷íèêå

x0 = 0 â ìîäåëè II ìîæåò áûòü çàäàí ñ ïîìîùüþ èí�èíèòåçèìàëüíîé ïðîèçâîäÿ-ùåé �óíêöèè (1) êàê
f̌(u) = f(u).Áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå β̌ = β̌1 = f̌ ′(1).Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðûæêîâ èç îäíîé òî÷êè â äðó-ãóþ è âåðîÿòíîñòåé âîñïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëåííîãî ÷èñëà ïîòîìêîâ, ðàâíî êàê èâûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èí�èíèòåçèìàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé,ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîäåëü II ìîæåò áûòü îïèñàíà â òåõ æå òåðìèíàõ, ÷òî è ìîäåëüI, êàê íàáîð íåêèõ ¾èí�èíèòåçèìàëüíûõ¿ õàðàêòåðèñòèê. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòüïðèìåíèòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè II òå æå ìåòîäû îïèñàíèÿ ïðîöåññà â âèäåáåñêîíå÷íîìåðíûõ äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå áûëè ðàç-âèòû â ðàáîòàõ [3�9℄ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè I. Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äëÿìîäåëè II äëÿ äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ ñâîéñòâ ìîäåëåé I è II áóäóò âûïèñàíû èèññëåäîâàíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå íàñòîÿùåãî ðàçäåëà,÷òî, êîíå÷íî æå, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò è ¾îáðàòíàÿ¿ çàäà÷à � ïåðå�îðìóëèðîâàòüìîäåëü I â òåðìèíàõ, èñïîëüçîâàâøèõñÿ ïðè îïèñàíèè ìîäåëè II. Ýòîìó áóäóò ïî-ñâÿùåíû äàëüíåéøèå ïóáëèêàöèè. 125



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ3. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèÎñòàíîâèìñÿ âíà÷àëå íà èçâåñòíûõ �àêòàõ äëÿ ìîäåëè I. Ïóñòü p(t, x, y) �ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Èç îïèñàíèÿ ìîäåëè I ïðè ìàëûõ
h âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

p(h, x, y) = a(x, y)h+ o(h) ïðè y 6= x, (9)
p(h, x, x) = 1 + a(x, x)h + o(h). (10)Êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â [16℄, èç (9), (10) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

p(t, x, y) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (îáðàò-íûå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà)
∂p(t, x, y)

∂t
= Ap(t, x, y), p(0, x, y) = δy(x),ãäå δy(·) � äèñêðåòíàÿ δ-�óíêöèÿ Êðîíåêåðà íà Z

d:
δy(x) =

{
1 ïðè x = y,
0 ïðè x 6= y,à âûðàæåíèå Ap(t, x, y) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Ap(t, x, y) =
∑

x′

a(x, x′)p(t, x′, y).Êàê ïîêàçàíî â [17, 9℄, â ìîäåëè I ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ïðè êàæäîì 0 6 z 6
∞ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 6 F (z, t, x), F (z, t, x, y) 6 1 è äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèÿì

∂tF (z, t, x) = (AF (z, t, ·))(x) + δ0(x)f(F (z, t, x)), (11)
∂tF (z, t, x, y) = (AF (z, t, ·, y))(x) + δ0(x)f(F (z, t, x, y)) (12)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè F (z, 0, x) = e−z è F (z, 0, x, y) = e−zδy(x) ñîîòâåòñòâåííî2).Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûâîäó àíàëîãè÷íûõ (11), (12) äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé â ìîäåëè II. Ââåäåì âåðîÿòíîñòü Pn(t, x, y) òîãî,÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå y ∈ Z

d áóäåò n ÷àñòèö ïðè óñëîâèè ñòàðòà ïðîöåññàâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Z
d:

Pn(t, x, y) = P{µt(y) = n |µt(z) = δx(z)} ïðè z ∈ Z
d. (13)Îïðåäåëèì ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µt(y) è µt ïðè z > 0â ìîäåëè II ðàâåíñòâàìè

F̌ (z, t, x, y) = Exe
−zµt(y), F̌ (z, t, x) = Exe

−zµt , (14)ãäå Ex îáîçíà÷àåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðè óñëîâèè µ0(·) = δx(·).
2)Âûðàæåíèå AF (z, t, ·) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê åäèíûé ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé çàâèñÿùóþ îò ïà-ðàìåòðà z è âðåìåíè t �óíêöèþ ïåðåìåííîé x ∈ Z

d, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì (AF (z, t, ·))(x) =∑
x′∈Zd a(x, x′)F (z, t, x′). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è âûðàæåíèå AF (z, t, ·, y) â �îðìóëå (12).126



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...Òåîðåìà 1. Ïðè êàæäîì 0 6 z 6 ∞ �óíêöèè F̌ (z, t, x) è F̌ (z, t, x, y) íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìû ïî ïåðåìåííîé t ðàâíîìåðíî ïî x, y ∈ Zd, óäîâëåòâîðÿþòíåðàâåíñòâàì 0 6 F̌ (z, t, x), F̌ (z, t, x, y) 6 1 è äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
∂tF̌ (z, t, x) = (A2F̌ (z, t, ·))(x) + δ0(x)f̌(F̌ (z, t, x)), (15)

∂tF̌ (z, t, x, y) = (A2F̌ (z, t, ·, y))(x) + δ0(x)f̌(F̌ (z, t, x, y)) (16)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè F̌ (z, 0, x) = e−z è F̌ (z, 0, x, y) = e−zδy(x) ñîîòâåòñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà 0 6 F̌ (z, t, x), F̌ (z, t, x, y) 6 1 ñëåäóþò èç íåîò-ðèöàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µt è µt(y) è îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíê-öèé.Íà÷íåì ñ âûâîäà óðàâíåíèÿ (16). Ïðîäîëæèì âðåìåííîé èíòåðâàë (0, t + h) âíàïðàâëåíèè ïðîøëîãî, è ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå èçìåíåíèÿ íà (0, h). Òàêèìîáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé îñòàåòñÿ�èêñèðîâàííûì n. Äåéñòâèòåëüíî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå x íàõîäèòñÿ îäíà ÷àñòèöà, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò ÷åòûðå âçàèìîèñêëþ-÷àþùèå âîçìîæíîñòè (a)�(ä), ïåðå÷èñëåííûå â ðàçäåëå 2:(a)�(á) åñëè x 6= 0, òî ïåðåéòè â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ðåøåòêè x′ 6= x ñ âåðîÿòíî-ñòüþ p̌(h, x, x′) = a(x′−x)h+o(h); åñëè æå x = 0, òî ïåðåéòè â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êóðåøåòêè x′ 6= x ñ âåðîÿòíîñòüþ p̌(h, 0, x′) = α−1
a(0)

a(x′)h+o(h). Ýòà âîçìîæíîñòü îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ (1−δ0(x))(a(x′−x)h+o(h))+δ0(x)((α−1)a(x′)
a(0)

h+o(h));(â) ïðîèçâåñòè n′ ïîòîìêîâ (n′ 6= 1, n′ ≥ 0), åñëè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â èñòî÷íèêåâåòâëåíèÿ,  âåðîÿòíîñòüþ p̌∗(h, n
′) = αfn′h+ o(h);(ã) îñòàòüñÿ â òî÷êå x, à òàêæå åñëè x = 0, òî îñòàòüñÿ â èñòî÷íèêå, èëè íåïîäâåðãíóòüñÿ âåòâëåíèþ, èëè â ðåçóëüòàòå âåòâëåíèÿ ïðîèçâåñòè òîëüêî îäíîãîïîòîìêà ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − δ0(x))(1 + a(0)h + o(h)) + δ0(x)(1 − (1 − α)h − α(1 −

f1)h+ o(h));(ä) èìåòü áîëåå îäíîãî èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çà âðåìÿ h  âåðîÿòíîñòüþ o(h).Â ðàìêàõ ìîäåëè II ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
P{µh+t(y) = n |µ0(z) = δx(z)} = P{µt(y) = n |µ0(z) = δx(z)}×
× ((1 − δ0(x))(1 + a(0)h+ o(h)) + δ0(x)(1 − (1 − α)h− α(1 − f1)h+ o(h))) +

+ (1 − δ0(x))
∑

x′ 6=x

(a(x′ − x)h + o(h))P{µt(y) = n |µ0(z) = δx′(z)}+

+ δ0(x)(α− 1)
∑

x′ 6=0

(
a(x′)

a(0)
h+ o(h)

)
P{µt(y) = n , |µ0(z) = δx′(z)}+

+ δ0(x)α
∑

n′ 6=1

(fn′h+ o(h))P{µt(y) = n |µ0(z) = n′δx(z)}.Îòñþäà ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè [16℄, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (13) è îïðåäåëåíèåâåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà [14℄, ïðè h→ 0 ïîëó÷àåì îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà
∂tPn(t, x, y) = 127



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ
= (1 − δ0(x))

∑

x′

a(x′ − x)Pn(t, x′, y) + δ0(x)
(α− 1)

a(0)

∑

x′

a(x′ − x)Pn(t, x′, y) +

+ δ0(x)α
∑

n′

fn′


 ∑

j1+···+jn′=n′

Pj1(t, x, y) · . . . · Pjn′ (t, x, y)


− δ0(x)αPn(t, x, y).Ïîëüçóÿñü ââåäåííûìè âûøå îáîçíà÷åíèÿìè, ïîëó÷àåì

∂tPn(t, x, y) =

(
1 − δ0(x) + δ0(x)

(α− 1)

a(0)

)
(APn(t, ·, y))(x) +

+ δ0(x)α
∑

n′

fn′


 ∑

j1+···+jn′=n′

Pj1(t, x, y) · . . . · Pjn′ (t, x, y)


− δ0(x)αPn(t, x, y),èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

∂tPn(t, x, y) = (A2Pn(t, ·, y))(x) +

+ δ0(x)α
∑

n′

fn′


 ∑

j1+···+jn′=n′

Pj1(t, x, y) · . . . · Pjn′ (t, x, y)


− δ0(x)αPn(t, x, y)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Pn(0, x, y) = δ1(n)δx(y). Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (14), äîìíîæàÿëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íà e−zn è ñóììèðóÿ ïî n, ïîëó÷àåì îáðàòíîå óðàâíåíèå äëÿïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè F̌ (z, t, x, y)

∂tF̌ (z, t, x, y) = (A2F̌ (z, t, ·, y))(x) + αδ0(x)
∑

n′

fn′(F̌ )n′
(z, t, x, y) − αδ0(x)F̌ (z, t, x, y) íà÷àëüíûì óñëîâèåì F̌ (z, 0, x, y) = e−zδx(y). Â ñèëó ââåäåííûõ âûøå îïðåäåëåíèéïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â �îðìå

∂tF̌ (z, t, x, y) = (A2F̌ (z, t, ·, y))(x) + δ0(x)f̌(F̌ (z, t, x, y))ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì F̌ (z, 0, x, y) = e−zδx(y).Òåïåðü èç îöåíêè 0 6 F̌ (z, t, x, y) 6 1, à òàêæå èç (16) è îãðàíè÷åííîñòè îïåðà-òîðîâ A2 è δ0 â ïðîñòðàíñòâå l∞(Zd) âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ïî z, x îãðàíè÷åííîñòüè íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé ïî t �óíêöèè F̌ (z, t, x, y). À îòñþäà è èç óæå äîêà-çàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (12) ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ïî z, x è y íåïðåðûâíàÿ äè��å-ðåíöèðóåìîñòü ïî t �óíêöèè F̌ (z, t, x, y).Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ (15).Ñðàâíèì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé (11), (12)è (15), (16). Ñõîäñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû A è A2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-íûìè îãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè èç lq(Zd) â lq(Zd). Îäíàêî âñèëó ñèììåòðèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ îïåðàòîð A â ìîäåëè I ÿâëÿåòñÿ ñàìîñî-ïðÿæåííûì, îïåðàòîð A2 â ìîäåëè II ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò.128



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...4. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâÍàïîìíèì, ÷òî îäíèì èç îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ â ìîäåëè I ÿâëÿþòñÿ ìîìåíòûñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µt è µt(y).Ñ�îðìóëèðóåì ðÿä óòâåðæäåíèé, ñïðàâåäëèâûõ è äëÿ ìîäåëè II. Ñîãëàñ-íî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [15℄, ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè
F̌ (z, t, x) = Exe

−zµt è F̌ (z, t, x, y) = Exe
−zµt(y) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìû ïî

z ïðè z > 0 è èõ ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä
∂n

z F̌ (z, t, x) = (−1)nExµ
n
t e

−zµt ,

∂n
z F̌ (z, t, x, y) = (−1)n

Exµ
n
t (y)e−zµt(y).Ïîýòîìó ìîìåíòû mn ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

mn(t, x) = (−1)n limz→0+ ∂
n
z F̌ (z, t, x),

mn(t, x, y) = (−1)n limz→0+ ∂
n
z F̌ (z, t, x, y).Îïðåäåëèì îïåðàòîðû H = A+βδ0 è H2 = A2 + β̌δ0 = A−

(
1 − α−1

a(0)

)
δ0A+ β̌δ0.Êàê ïîêàçàíî â [9℄,H , êàê è îïåðàòîð A, äåéñòâóåò â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ lq(Zd),

1 6 q 6 ∞. Ïîýòîìó àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îïåðàòîðà H2.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëè II ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû 1.3.1 èç [9℄:Òåîðåìà 2. Ïðè êàæäîì öåëîì k > 1 ìîìåíòû mk(t, x, y) è mk(t, x) â ìîäåëèII óäîâëåòâîðÿþò äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
∂tm1 = H2m1,

∂tmk = H2mk + δ0(x)gk(m1, m2, . . . , mk−1), k > 2,ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè mn(0, ·, y) = δy(·) è mn(0, ·) ≡ 1 ñîîòâåòñòâåí-íî. Çäåñü H2mk åñòü ñîêðàùåííàÿ çàïèñü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ (H2mk(t, ·, y))(x) èëè
(H2mk(t, ·))(x) ñîîòâåòñòâåííî è

gk(m1, m2, . . . , mk−1) =
k∑

r=2

β̌r

r!

∑

i1,...,ir>0

i1+...+ir=k

k!

i1! . . . ir!
mi1 . . .mir .Â [6, 4, 9℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ñïåêòðå îïåðàòîðà H ñóùåñòâóåò ñòàðøåå èçîëè-ðîâàííîå ïðîñòîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, òî ïðè t → ∞ ïðîèñõî-äèò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò êàê ëîêàëüíûõ ÷èñëåííîñòåé ÷àñòèö, òàê è èõ ïîëíîãî÷èñëà:

lim
t→∞

µt(y) e
−λt = ξψ(y), lim

t→∞
µt e

−λt = ξ, (17)ãäå ψ(y) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, à ξ � íåâûðîæäåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òàêîéñëó÷àé íàçâàí â [6, 4, 9℄ íàäêðèòè÷åñêèì. Ñîîòíîøåíèÿ (17) ñïðàâåäëèâû òàêæåâ ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Â [6, 5℄ âûäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõðàñïðåäåëåíèå ξ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíòàìè.Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ â ìî-äåëè II ó îïåðàòîðà H2 áóäåò ñóùåñòâîâàòü ñòàðøåå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå λ. 129



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ5. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé îïåðàòîðà H2Êàê ïîêàçàíî â [9℄, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ â ìîäåëè Ièìåþò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó ïî âðåìåíè3):
p(t, x, y) ∼ γd · t−d/2 ïðè t→ ∞, (18)ãäå γd > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.�àññìîòðèì �óíêöèþ �ðèíàGλ(x, y) =

∫∞
0
e−λtp(t, x, y) dt. Èç ñîîòíîøåíèÿ (18)âûòåêàåò, ÷òî Gλ(0, 0)|λ=0 < ∞ ïðè d > 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíîå áëóæäàíèåòðàíçèåíòíî, åñëè d > 3, è âîçâðàòíî, åñëè d = 1, 2. Ïîëîæèì

βc =
1

G0(0, 0)
.Â [3�6, 9℄ óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ êðèòè÷íîñòè äëÿ ìîäåëè I. Íàäêðèòè÷åñêè-ìè âåòâÿùèìèñÿ ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè áóäåì íàçûâàòü òàêèå, ïðè êîòîðûõíàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ïðîöåññà. Â ìîäåëè I äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñ-ñìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ñòàë íàäêðèòè÷åñêèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âû-ïîëíÿëîñü óñëîâèå β > βc [9℄. Êàê áóäåò óñòàíîâëåíî â ýòîì ðàçäåëå, òàêèì äîñòà-òî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ìîäåëè II ñëóæèò óñëîâèå

β̌ >
(α− 1)

a(0)
βc. (19)Ïåðåéäåì ê áîëåå óäîáíûì îáîçíà÷åíèÿì:

Gλ = Gλ(0, 0), s = 1 − a(0)

α− 1
, p(t) = p(t, 0, 0).Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé a(0) < 0 è 0 < α < 1 óñëîâèå (19) ïðèìåò âèä

β̌ >
βc

(1 − s)
, s < 1.Ëåììà. ×èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðà-òîðà H2, à g ∈ l2(Zd) � îòâå÷àþùèì åìó ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

g(0) 6= 0, β̌ 6= 0, 0 < α < 1, s < 1, (20)
∫

[−π,π]d

|λ− φ(θ)|−2 dθ <∞; (21)
(
(1 − s)β̌ + sλ

)
Gλ = 1. (22)

3)Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åêîãî ðàçëîæåíèÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè p(t, x, y)íå çàâèñèò îò x è y.130



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...Ïðè ýòîì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñïåêòðà îïå-ðàòîðà H2, à ñîáñòâåííûé âåêòîð g, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ,îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
g(x) =

(
β̌g(0) +

s

1 − s

∑

x′

a(x′)g(x′)

)
Gλ(x, 0), x ∈ Zd, (23)ãäå

Gλ(x, 0) =
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

e−i(θ,x)

λ− φ(θ)
dθ, x ∈ Zd,è ïîýòîìó êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà H2 ïðîñòîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî λ áûëî ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà H2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøåëñÿ íåíóëåâîéýëåìåíò g ∈ l2(Zd), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ

(H2 − λI)g = (A2 + β̌δ0 − λI)g = 0, (24)êîòîðîå â ñèëó ðàâåíñòâà δ0g = g(0)δ0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
(A2g)(x) + β̌g(0)δ0(x) = λg(x), x ∈ Zd. (25)Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A2 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíîñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Ag)(x) +
s

1 − s

(
∑

x′

a(x′)g(x′)

)
δ0(x) + β̌g(0)δ0(x) = λg(x), x ∈ Zd. (26)Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A âûòåêàåò èç ëåì-ìû Øóðà [9, 18℄, à åãî ñàìîñîïðÿæåííîñòü � èç ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû

‖a(x, y)‖x, y∈Zd.Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A â l2(Zd) ïðè êàæäîì g ∈ l2(Zd) ýëåìåíò
ψ = Ag ïðèíàäëåæèò l2(Zd) è äëÿ íåãî îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ψ̃(θ),êîòîðîå â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè è îäíîðîäíîñòè ìàòðèöû a(x, y) èìååò âèä
ψ̃(θ) =

∑

x∈Zd

ψ(x)ei(x,θ) =
∑

x∈Zd

(
∑

x′∈Zd

a(x, x′)g(x′)

)
ei(x,th eta) =

=
∑

x∈Zd

(
∑

x′∈Zd

a(x− x′, 0)g(x′)

)
ei(x−x′+x′,θ) =

=

(
∑

x∈Zd

a(x, 0)ei(x,θ)

)(
∑

x′∈Zd

g(x′)ei(x′,θ)

)
= φ(θ)g̃(θ),ãäå φ(θ) =

∑
x a(x, 0) cos(x, θ) è g̃(θ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè g(x).Ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ (26) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

φ(θ)g̃(θ) +
s

1 − s

∑

x′

a(x′)g(x′) + β̌g(0) = λg̃(θ), x ∈ [−π, π]d. (27)131



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÈç ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (27) â l2([−π, π]d) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè g̃(θ) è èçîáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â l2 ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (25), à ñ íèì èóðàâíåíèå (24), ðàçðåøèìû, åñëè ðàçðåøèìî óðàâíåíèå (27).Èòàê, óðàâíåíèå (25) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â l2(Zd) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà óðàâíåíèå (27) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå â l2([−π, π]d) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
g̃(θ) 6≡ 0, g̃(θ) ∈ l2([−π, π]d), g̃(θ) =

β̌g(0) + s
1−s

∑
x′ a(x′)g(x′)

λ− φ(θ)
. (28)Çäåñü ïåðâîå èç óñëîâèé â ñîâîêóïíîñòè ñ òðåòüèì ðàâíîñèëüíî (20). Âòîðîåóñëîâèå (28) â ñèëó (20) ðàâíîñèëüíî (21). Íàêîíåö, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ðàç-ðåøèìîñòè òðåòüåãî óðàâíåíèÿ â (28) ïðèìåíèì ê íåìó îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåÔóðüå. Òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ g(x) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (23),îòêóäà g(0) = β̌g(0)Gλ + s

1−s

∑
x′ a(x′)g(x′), ÷òî â ñèëó (20) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

g(x) =
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

(
β̌g(0) + s

1−s

∑
x′ a(x′)g(x′)

)
e−i(θ,x)

λ− φ(θ)
dθ, x ∈ Zd. (29)Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

β̌g(0) +
s

1 − s

∑

x

a(x)g(x) =

= β̌

(
β̌g(0) +

s

1 − s

∑

x′

a(x′)g(x′)

)
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

1

λ− φ(θ)
dθ+

+

(
β̌g(0) +

s

1 − s

∑

x′

a(x′)g(x′)

)
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

s
1−s

∑
x a(x)e

−i(θ,x)

λ− φ(θ)
dθ =

=

(
β̌g(0) +

s

1 − s

∑

x′

a(x′)g(x′)

)
1

(2π)d

∫

[−π,π]d

β̌ + s
1−s

φ(θ)

λ− φ(θ)
dθ.Åñëè êîíñòàíòà β̌g(0) + s

1−s

∑
x′ a(x′)g(x′) ðàâíà íóëþ, òî â ñèëó (29) g(x) = 0ïðè âñåõ x, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû g(0) 6= 0. �àçäåëèì ëåâóþ èïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íà β̌g(0) + s

1−s

∑
x′ a(x′)g(x′) è ïîëó÷èì

1

(2π)d

∫

[−π,π]d

β̌ + s
1−s

φ(θ)

λ− φ(θ)
dθ = 1. (30)Òåïåðü ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ êàê

1

(2π)d

∫

[−π,π]d

β̌ − s
1−s

(λ− φ(θ) − λ)

λ− φ(θ)
dθ =

(
β̌ +

s

1 − s
λ

)
Gλ − s

1 − s
.132



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (30) ïðèíèìàåò âèä
(1 − s)

(
β̌ +

s

1 − s
λ

)
Gλ = 1,÷òî ðàâíîñèëüíî (22). Ëåììà äîêàçàíà.Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ïðèâîäèìûå íèæå òåîðåìû, àíàëèç óñëîâèé ñóùåñòâîâà-íèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà H2 îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ÷åì àíàëî-ãè÷íûé àíàëèç äëÿ îïåðàòîðà H , ïðîâåäåííûé â [9℄.Òåîðåìà 3. Åñëè

β̌ >
βc

(1 − s)
, (31)òî îïåðàòîð H2 îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (22) â âèäå

1

(1 − s)β̌ + sλ
= Gλ. (32)Ïî ëåììå çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ > 0 îïåðàòîðà H2 ñâî-äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ (22). Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè Gλñ ó÷åòîì (18) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: Gλ > 0 è ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâà-åò ïî λ, ïðè÷åì limλ→∞Gλ = 0; åñëè æå λ → 0, òî �óíêöèÿ Gλ íåîãðàíè÷åííîâîçðàñòàåò ïðè d = 1, 2 è limλ→0Gλ = 1

βc
ïðè d ≥ 3.Ïî óñëîâèþ òåîðåìû β̌ > (1 − s)−1βc. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè s ≤ 0 ëåâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ (32) íà èíòåðâàëå λ ∈ (0, s−1

s
β̌) ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî ìîíîòîí-íî âîçðàñòàåò ïî λ; à ïðè âñåõ λ > s−1

s
β̌ � îòðèöàòåëüíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

s ≤ 0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ðåøåíèå êîíå÷íîé êðàòíîñòè óðàâíåíèÿ (32) íàèíòåðâàëå (0, s−1
s
β̌).Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé 0 < s < 1. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (32) ïîëîæèòåëüíà è ñòðîãî óáûâàåò ïðè âñåõ λ > 0. Îòìåòèì, ÷òîïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû ïðè d ≥ 3 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (32) ïðè λ = 0ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1

(1−s)β̌
< 1

βc
. Îòêóäà ïî íåïðåðûâíîñòè ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî âñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
Gλ >

1

(1 − s)β̌ + sλ
.Ñëó÷àé d = 1, 2 â ýòîì ïëàíå íåñëîæåí, òàê êàêGλ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à ïðèýòîì ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (32) îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Äëÿ çàâåðøåíèÿäîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ λ > 0, ïðèêîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Gλ <
1

(1 − s)β̌ + sλ
. (33)Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì �óíêöèþ Gλ â âèäå

Gλ =

∫ ∞

0

e−λtp(t) dt =
1

λ
+

1

λ

∫ ∞

0

e−λtp′(t) dt. 133



�ÀÇÄÅË 1. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÊÀÔÅÄ�Û ÒÅÎ�ÈÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉÊàê èçâåñòíî [10, 9℄, âåðîÿòíîñòü p(t) íå âîçðàñòàåò, à åå ïðîèçâîäíàÿ p′(t) < 0 èíå óáûâàåò ïî t. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå
Gλ =

1

λ
− r(λ), r(λ) =

1

λ

∫ ∞

0

e−λtp′(t) dt < 0, (34)èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (33) óæå áóäåò âûïîëíåíî ïðè òàêèõçíà÷åíèÿõ λ, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
1

λ
<

1

(1 − s)β̌ + sλ
.Î÷åâèäíî, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ λ > β̌. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæè-òåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (22) ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, β̌). Òåî-ðåìà äîêàçàíà.Ñïðàâåäëèâî ëè óòâåðæäåíèå òåîðåìû â îáðàòíóþ ñòîðîíó â îáùåì ñëó÷àå,ïîêà íå ÿñíî.Òåîðåìà 4. Ïóñòü s ≤ 0. Îïåðàòîð H2 îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ïîëîæè-òåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå (31).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæåíèå a(0)

α−1
= 1 − s ≥ 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíîêàê s ≤ 0. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ïðè s ≤ 0 ïîëíîñòüþ çàâåðøåíî â òåî-ðåìå 3. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî (31) ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì, òî åñòüåñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

β̌ ≤ βc

(1 − s)
,òî íå ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (32). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òà-êèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò. Òîãäà â ñèëó 1 − s > 0 ïîëó÷àåì

(Gλ)
−1 = (1 − s)β̌ + sλ ≤ βc + sλ,÷òî ðàâíîñèëüíî

(Gλ)
−1 − βc ≤ sλ. (35)Èç ñâîéñòâ �óíêöèè Gλ ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíà ïðèëþáûõ λ > 0, à ïðàâàÿ � îòðèöàòåëüíà, è ïîýòîìó íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ.Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðåäïîëîæåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 5. Ïóñòü d = 1, 2. Îïåðàòîð H2 îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì ñîá-ñòâåííûì çíà÷åíèåì λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (31).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé s ≤ 0 ðàçîáðàí â òåîðåìå 4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè

0 < s < 1 íåðàâåíñòâî (35) òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
(Gλ)

−1 − βc ≤ cλ, 0 < c < 1.Ýòî íåðàâåíñòâî â ðàçìåðíîñòÿõ d = 1, 2 â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (34) è ðàâåíñòâà
βc = 0 ïðèíèìàåò âèä 1

Gλ
= λ

1−r(λ)
cλ, ãäå 0 < c < 1, 0 < 1 − r(λ) < 1. Îòñþäà ñðàçóñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ (35) íè ïðè êàêèõ λ > 0. Äîêàçàòåëüñòâîçàâåðøåíî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà �ÔÔÈ � 07-01-00362-a è ïðîãðàììû¾Ìåæäèñöèïëèíàðíûå íàó÷íûå ïðîåêòû Ì�Ó èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà¿.134



ßðîâàÿ Å. Á. Îá èññëåäîâàíèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé...Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Gartner J., Molhanov S. Paraboli problems for the Anderson model.I:Intermitteny and related topis // Communs Math. Phys. 1990. 132. P. 613-655.[2℄ Molhanov S. Letures on random media // Let. Notes Math. 1994. 1581. P. 242�411.[3℄ ßðîâàÿ Å. Á. Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ â èçó÷åíèè âåòâÿùèõñÿ ïðî-öåññîâ ñ äè��óçèåé â íåêîìïàêòíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå // Òåîð. ìàòåì.�èç. 1991. 88, � 1. C. 25�30.[4℄ Áîãà÷åâ Ë.Â.,ßðîâàÿ Å. Á.Ìîìåíòíûé àíàëèç âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæ-äàíèÿ íà ðåøåòêå ñ îäíèì èñòî÷íèêîì // Äîêë. �ÀÍ. 1998. 363, � 4. C. 439�442.[5℄ Áîãà÷åâ Ë.Â., ßðîâàÿ Å. Á. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ íàäêðèòè÷åñêîãî âåòâÿ-ùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ íà Z
d ñ îäíèì èñòî÷íèêîì // Óñïåõè ìàòåì.íàóê. 1998. 53, � 5. C. 229�230.[6℄ Albeverio S., Bogahev L.V., Yarovaya E. B. Asymptotis of branhing symmetrirandom walk on the lattie with a single soure // C. r. Aad. si. Paris. S�er. I.1998. 326, � 9. P. 975�980.[7℄ Yarovaya E. B. About limit theorems for branhing symmetri random walk on

Z
d // Kolmogorov and ontemporary mathematis (Mosow, 16-21 of June, 2003),Ì.: Ì�Ó, 2003. P. 592�593.[8℄ ßðîâàÿ Å. Á. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êðèòè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãîáëóæäàíèÿ íà Z

d ñ îäíèì èñòî÷íèêîì // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 2005. 60, � 1.C. 175�176.[9℄ ßðîâàÿ Å. Á. Âåòâÿùèåñÿ ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. M.:Èçä-âî ÖÏÈ ïðè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó, 2007.[10℄ Vatutin V.A., Tophii V.A., Yarovaya E. B. Catalyti branhing random walkand queueing systems with random number of independent servers // TeoriyaJmovirnostej ta Matematihna Statistika. 2003. 69. P. 158�172.[11℄ Tophii V.A., Vatutin V.A. Individuals at the origin in the ritial atalytibranhing random walk // Disrete Math. Theor. Comput. Si.(eletroni). 2003.6. P. 325�332.[12℄ Âàòóòèí Â.À., Òîï÷èé Â.À. Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êðèòè÷åñêèõ êàòàëè-òè÷åñêèõ âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé // Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðè-ìåíåíèÿ. 2004. 49, � 3. C. 461�484.[13℄ Çàõàðüåâà Å. Â. Î âåðîÿòíîñòÿõ âûæèâàíèÿ ÷àñòèö íà Z
2 â îäíîé èç ìîäåëåéêðèòè÷åñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ // Òð. VI Êîëìîãîðîâñêèõ÷òåíèé (ßðîñëàâëü, 2008). ßðîñëàâëü: ß�ÏÓ, 2008. C. 218�229.[14℄ Ñåâàñòüÿíîâ Á.À. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû. M.: Íàóêà, 1971.[15℄ Ôåëëåð Â. Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ. Ò. 2. Ì.: Ìèð,1984.[16℄ �èõìàí È.È., Ñêîðîõîä À.Â. Òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ò. 2. M.: Íàóêà,1973. 135
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�àçäåë 2Èññëåäîâàíèÿ ëàáîðàòîðèéÂâåäåíèåÏðè êà�åäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé �óíêöèîíèðóþò òðè ëàáîðàòîðèè.Ëàáîðàòîðèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâóåò ñ 1976 ãîäà. Ñ 1997 ãîäà ååçàâåäóþùèì ÿâëÿåòñÿ ïðî�åññîð Â.È. Ïèòåðáàðã.Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò â ëàáîðàòîðèè ðàáîòàëè äâà íàó÷íûõ ñåìèíàðà:âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ â òåõíèêå è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, êîòîðûå îêà-çàëè çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé òåîðèè âåðî-ÿòíîñòåé è ïðèëîæåíèé. Íà èõ áàçå áûëî îðãàíèçîâàíî íåñêîëüêî âñåñîþçíûõ èìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèé, øêîë è ñèìïîçèóìîâ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ â ëàáîðàòîðèè âåäóòñÿ â îáëàñòèðàçðàáîòêè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ è ãëîáàëü-íîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé, à òàêæåñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè ýêñòðåìóìîâ. �àáîòàåò íîâûé ó÷åáíî-èññëåäîâàòåëüñêèéñåìèíàð ¾Ñòàòèñòèêà ýêñòðåìóìîâ¿.Â.È. Ïèòåðáàðã ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íîãî æóð-íàëà ¾Extremes¿.Ëàáîðàòîðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ (ìàòåìàòèêî-ýêîíîìè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ) ðàáîòàåò ïðè êà�åäðå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ 1976 ãîäà. Çàâå-äóþùèì ëàáîðàòîðèè ñ ìîìåíòà åå îñíîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîöåíò Å.Â. ×åïóðèí.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ëàáîðàòîðèè �óíêöèîíèðóåò êîìïüþòåðíûé êëàññ, ãäåñòóäåíòû è àñïèðàíòû â ðåæèìå ñâîáîäíîãî äîñòóïà âûïîëíÿþò ñâîè ðàáîòû. Òàìæå ïðîâîäÿòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå ïðàêòèêóìû äëÿ ñòóäåíòîâ êà�åäðû òåîðèè âåðî-ÿòíîñòåé.Ñ 1993 ãîäà, ïîñëå ñîçäàíèÿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå ïî èíè-öèàòèâå Á.Â. �íåäåíêî ìàòåìàòèêî-ýêîíîìè÷åñêîé ñïåöèàëèçàöèè (ýêîíîìè÷åñêî-ãî ïîòîêà), ýòà ëàáîðàòîðèÿ ñòàëà áàçîâîé äëÿ ñòóäåíòîâ äàííîé ñïåöèàëèçàöèè.Ëàáîðàòîðèÿ áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì îñíîâàíà â 1991 ãîäó. Èíè-öèàòîðîì åå ñîçäàíèÿ è çàâåäóþùèì ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðî�åññîðÂ.À. Ìàëûøåâ.Îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ëàáîðàòîðèè � ìàòåìàòè÷åñêàÿñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà è ìàòåìàòèêà áîëüøèõ ñîöèàëüíûõ ñåòåé (ñâÿçè, òðàíñïîð-òà, îáñëóæèâàíèÿ). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � ýòî áåñêîíå÷íîìåðíûåäèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå), ãèááñîâñêèå ñëó÷àéíûå ïîëÿè ïðîöåññû ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.Ñ 1995 ãîäà íà áàçå ëàáîðàòîðèè âûõîäèò íàó÷íûé æóðíàë ¾Markov Proessesand Related Fields¿.Æóðíàë âûõîäèò íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, èìååò ìåæäóíàðîäíóþðåäêîëëåãèþ, è íà íåãî ïîäïèñàíû ìíîãèå çàðóáåæíûå áèáëèîòåêè.137



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉÏ�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ Â ÌÎÄÅËßÕ �ÀÇÎ�ÅÍÈßÑ �ÀÓÑÑÎÂÑÊÈÌÈ ÓÁÛÒÊÀÌÈÏ. Áóëîíü, Ñ. �. Êîáåëüêîâ, Â.È. Ïèòåðáàðã1)�àññìàòðèâàåòñÿ �èíàíñîâî-àêòóàðíûé ïðîöåññ ðèñêà ñ áîëüøèì íà-÷àëüíûì êàïèòàëîì, ëèíåéíûì ðîñòîì äîõîäîâ è óáûòêàìè, ìîäåëèðó-åìûìè ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì ñ ðàñòóùåé äèñïåðñèåé. �àññìîòðåíû äâåìîäåëè óáûòêîâ � äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå è ïðîèíòåãðèðîâàí-íûé ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ïðèâîäÿòñÿàñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòåé ðàçîðåíèÿ è ïðåäåëüíûå òåîðåìû î ðàñïðåäå-ëåíèè ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ. Äëÿ ïåðâîé ìîäåëè èçó÷åíî òàêæå àñèìïòî-òè÷åñêîå ïîâåäåíèå îæèäàåìûõ óáûòêîâ â ñëó÷àå ðàçîðåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÌû ðàññìàòðèâàåì �èíàíñîâî-àêòóàðíûé ïðîöåññ ðèñêà
St = u+ ct− Yt, (1)ïàðàìåòð u > 0 èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íà÷àëüíûé êàïèòàë íåêîòîðîé êîìïàíèè,

c > 0 � ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ äîõîäîâ, íàêîíåö, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Yt èíòåðïðåòè-ðóåòñÿ êàê ñóììàðíûå ðàñõîäû. Òàêèì îáðàçîì, St ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììàðíûéêàïèòàë êîìïàíèè â ìîìåíò t. �àçîðåíèå ïðîèñõîäèò, åñëè â êàêîé-ëèáî ìîìåíòâûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå St < 0. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ åñòü
ψ(u) = P(inf

t>0
(u+ ct− Yt) < 0) = P(sup

t>0
(Yt − ct) > u). (2)Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì çàäà÷è î ðàçîðåíèè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ñòðàõîâàíèÿÊðàìåðà�Ëóíäáåðãà (ñì. [1℄), â êîòîðîé c > 0 � ñêîðîñòü ïîñòóïëåíèÿ âçíîñîâ,

Yt =
∑Nt

j=1 ηj, Nt � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ èíòåíñèâíîñòè λ > 0, à ηj � íåçàâèñè-ìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëÿþùèå èíäèâè-äóàëüíûå ñòðàõîâûå âûïëàòû òàêèå, ÷òî Eevη1 < ∞ äëÿ ëþáîãî v > 0 è c > λEη1.Òîãäà äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ (2) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
P(sup

t>0
Yt − ct > u) 6 e−uv0 ,ãäå v0 > 0 � (åäèíñòâåííûé) êîðåíü óðàâíåíèÿ λ(Eevη1 − 1) = vc.Äàííàÿ ìîäåëü è åå ìîäè�èêàöèè îñòàþòñÿ àêòóàëüíû èõ èññëåäîâàíèÿ ïðî-äîëæàþòñÿ ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Òàê, â ñëó÷àå, êîãäà âûïëàòû èìåþòðàñïðåäåëåíèå �àçîâîãî òèïà (òî åñòü âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíîãî âèäà, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âðåìåíà ïåðåõîäà îä-íîðîäíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé â îñîáîå àáñîðáèðó-þùåå ñîñòîÿíèå), äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ìîæíî âû-ïèñàòü ÿâíîå âûðàæåíèå ÷åðåç ïàðàìåòðû ìîäåëè [2, 3℄. �ÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõñî ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì ñ îòðèöàòåëüíûì ñíîñîì, äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ â

1)Èññëåäîâàíèÿ äâóõ ïîñëåäíèõ àâòîðîâ ïîääåðæàíû ãðàíòîì �ÔÔÈ � 07-01-00077, èññëåäî-âàíèÿ ïîñëåäíåãî àâòîðà òàêæå ïîääåðæàíû ãðàíòîì �ÔÔÈ � 06-01-00454.138



Áóëîíü Ï., Êîáåëüêîâ Ñ. �., Ïèòåðáàðã Â.È. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ìîäåëÿõ ðàçîðåíèÿ...ðàìêàõ çàäà÷è î ðàçîðåíèè [4℄. Òàêæå âàæíûìè äëÿ ïðèëîæåíèé îêàçûâàþòñÿñëó÷àè çàâèñèìûõ âûïëàò, âûïëàò ñ òÿæåëûìè õâîñòàìè ðàñïðåäåëåíèé [5℄.Â òåîðèè î÷åðåäåé ðàññìàòðèâàåòñÿ âåëè÷èíà
Q(t) = sup

06s6t
(Q(0) + ξ(t) − µt, ξ(t) − ξ(s) − µ(t− s)),íàçûâàåìàÿ çàãðóæåííîñòüþ î÷åðåäè, ãäå ξ(t) � ñóììàðíûé îáúåì âõîäÿùåãî òðà-�èêà íà èíòåðâàëå [0, t], à µ � ñêîðîñòü îáðàáîòêè äàííûõ; Q(0) � çàãðóæåííîñòüâ íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.Â ëèòåðàòóðå â êà÷åñòâå ξ(t) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîöåññû:

ξ(t) =
∫ t

0
Z(s)ds, ãäå Z(s) � ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì [6, 7℄;

ξ(t) =
∫ t

0
Z(s)ds, ãäå Z(s) � ñóïåðïîçèöèÿ îí-î��-ïðîöåññîâ [8℄;

ξ(t) =
∫ t

0
Z(s)ds, ãäå Z(s) � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ [9, 10℄.Ïðîöåññ Z(t) � ýòî ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ïðèõîäèò â ñèñòåìó èí�îðìàöèÿ. Åñëè

Z(t) � ñóïåðïîçèöèÿ áîëüøîãî ÷èñëà îí-î��-ïðîöåññîâ (èëè ïðîöåññîâ, ìîäåëè-ðóþùèõ ñêîðîñòü ïîòîêà èí�îðìàöèè èç îäíîãî èñòî÷íèêà), òî öåíòðàëüíàÿ ïðå-äåëüíàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãàóññîâñêóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ Z(t).Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ ξ(t) òàêæå áóäåò ãàóññîâñêèì è ìû ìîæåì îïèñûâàòü âõîä-íîé ïîòîê â òåðìèíàõ êóìóëÿòèâíîãî ïðîöåññà. Äàííûé ïîäõîä òàêæå ïîçâîëÿåòðàññìàòðèâàòü âõîäíûå ïîòîêè ñ íèãäå íå äè��åðåíöèðóåìûìè òðàåêòîðèÿìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû ζ(t) + d̃(t), ãäå
ζ(t) � ïðîöåññ ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè, à d̃(t) � íåñëó÷àéíàÿ íåïðåðûâ-íàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà ïðîöåññ

η(v) = ζ(t) − ζ(t− v)ðàñïðåäåëåí òàê æå, êàê è ζ(v), v ∈ [0, T ]. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
Q(T ) = sup

06s6T
(ζ(T ) − ζ(s) + d̃(T ) − d̃(s) − µ(T − s))� çàãðóæåííîñòü î÷åðåäè, òî äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåïîëíåíèÿ ψT (u) âûïîëíåíî ðà-âåíñòâî

ψT (u) = P(Q(T ) > u) = P( sup
06v6T

ξ(v) − dT (v) > u),ãäå dT (s) = −(d̃(T ) − d̃(T − s)) + µs. Åñëè dT (s) = λt, òî dT (s) = (µ − λ)s. Òàêèìîáðàçîì, ìû ñíîâà ïðèõîäèì ê çàäà÷å î ðàçîðåíèè.×àñòî èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñóåò íå êðàòêîâðåìåííîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû, àäîëãîñðî÷íîå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñäåëàòü åùå íåñêîëüêî ïðåäïîëîæåíèé: ξ(t) =
ζ(t) + λt, ãäå ζ(t) � öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåê-òîðèÿìè è ζ(0) = 0 ïî÷òè íàâåðíîå. Òîãäà, ââîäÿ c = µ − λ è ïðåäïîëàãàÿ c > 0,ïîëó÷èì

Q(t) = sup
s6t

(ζ(t) − ζ(s) − c(t− s)).�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðîöåññà ïåðåäà÷è äàííûõ â Èíòåðíåò ïîêàçàëè, ÷òîäëÿ ïðîöåññà ξ(t) õàðàêòåðíà àâòîìîäåëüíîñòü [11℄. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â çàäà-÷àõ î ðàçîðåíèè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èíòåíñèâíîñòè ðàñõîäîâ Xt, òî åñòü139



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉ
Yt =

∫ t

0
Xsds; òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íåâîçìîæíî äëÿ àâòîìîäåëüíûõ ïðîöåññîâ,òàêèõ, êàê äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâà-åì äâå ìîäåëè ãàóññîâñêèõ óáûòêîâ. Ïåðâîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ Yt = BH(t), ãäå

BH(t) � äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ ïîêàçàòåëåì Õ¼ðñòà H . Âòîðàÿ ìîäåëüïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàóññîâñêèé ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïðîöåññ Yt =
∫ t

0
Xsds, ãäå

Xt � ãàóññîâñêèé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Çàìåòèì, ÷òî îáå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðî-öåññàìè ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè.Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [12℄ íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòèðàçîðåíèÿ ψ∞(u) äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî êëàññà ãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ, âêëþ÷àþ-ùåãî îáå ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè, îäíàêî îáùíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è óñëîæíè-ëà �îðìóëèðîâêè óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé, à ïîëó÷åíèåàñèìïòîòèêè äëÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé òðåáóåò äàæå áîëåå ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé,÷åì ïðèâåäåííûå íèæå. �àíåå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü òàêæå â [13, 14℄.2. Ìîäåëü ðàçîðåíèÿ ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåìâ êà÷åñòâå ïðîöåññà óáûòêîâÒî÷íàÿ àñèìïòîòèêà äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ψ∞(u) ñëåäóåò èç àâòîìîäåëü-íîñòè ýòîãî ïðîöåññà è îáùèõ ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòèêàõ áîëüøèõ óêëîíåíèéãàóññîâñêèõ ïðîöåññîâ. Äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì BH
t , t > 0, ñ ïîêàçà-òåëåì Õ¼ðñòà H ∈ (0, 1) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè íàâåðíîå (ï.í.) íåïðåðûâíûé ãàóññîâ-ñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè è äèñïåðñèåé

E(BH
t )2 = t2H . Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñâîéñòâî àâòîìîäåëüíîñòè ýòîãî ïðîöåññà:äëÿ ëþáîãî a > 0 ñëó÷àéíûå ïðîöåññû {BH

at , t > 0} è {aHBH
t , t > 0} ðàñïðåäåëåíûîäèíàêîâî. Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t = us, ïîëó÷àåì

P(sup
t>0

BH
t − ct > u) = P(sup

s>0
uHBH

s − cus > u) =

= P

(
sup
s>0

BH
s

1 + cs
> u1−H

)
. (3)Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòè â ïðàâîé ÷àñòè çàìå÷àåì, âî-ïåðâûõ,÷òî äèñïåðñèÿ ãàóññîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïîä çíàêîì ñóïðåìóìà ðàâíà

s2H/(1 + cs)2, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè s → ∞ è äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ, ðàâíîãî
A2 = (c/H)−2H(1 −H)2−2H , (4)â åäèíñòâåííîé òî÷êå s0 = H
c(1−H)

.Âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîãî s1 > s0 âåðîÿòíîñòü
P

(
sup
s>s1

BH
s

1 + cs
> u1−H

)ìîæåò áûòü îöåíåíà ñâåðõó ñóììîé
∞∑

k=1

P

(
sup

s1+k>s>s1+k−1

BH
s

1 + cs
> u1−H

)
,140



Áóëîíü Ï., Êîáåëüêîâ Ñ. �., Ïèòåðáàðã Â.È. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ìîäåëÿõ ðàçîðåíèÿ...êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé â ñèëó íåðàâåíñòâà òåîðåìû 8.1 [15℄ íå ïðåâîñõîäèò äëÿíåêîòîðîé àáñîëþòíîé êîíñòàíòû C âåëè÷èíû
Cu1/H−2 exp

{
− 1

2Vk
u2−2H

}
,ãäå Vk � ìàêñèìóì äèñïåðñèè ïðîöåññà BH

s

1+cs
íà îòðåçêå [s1 + k− 1, s1 + k]. Ýëåìåí-òàðíûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âñÿ ñóììà ïîýòîìó ýêñïîíåíöèàëüíî ìåíüøå,÷åì âåðîÿòíîñòü

P

(
BH

s0

1 + cs0

> u1−H

)
,êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò èñêîìóþ. Ýòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òî äîñòàòî÷íî èñ-ñëåäîâàòü àñèìïòîòèêó ðàññìàòðèâàåìîé âåðîÿòíîñòè òîëüêî íà êîíå÷íîì îòðåçêå

[0, s1]. Àñèìïòîòèêà ýòîé âåðîÿòíîñòè â ñâîþ î÷åðåäü íàéäåíà â òåîðåìå D3 [15℄.Äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ëîêàëüíîå ïîâåäåíèå äèñïåðñèè ïðîöåññà â îêðåñòíîñòèòî÷êè åå àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà, ÷òîáû ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùèé ðå-çóëüòàò. Â áîëåå îáùåì âèäå, íî íåñêîëüêî äðóãèì ìåòîäîì ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçàíâ [16℄.Òåîðåìà 1. Äëÿ ìîäåëè ðàçîðåíèÿ ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íàâõîäå èìååì
P(inf

t≥0
St < 0) ∼ H2HA

1/H−3/2

B1/221/H
u(1−H)(1−2H)/H exp

(
−1

2
A2u2−2H

) (5)ïðè u→ ∞, ãäå A îïðåäåëåíî âûøå, B = (c(1 −H))H+2H−H+1 è
H2H = lim

λ→∞

1

λ
Eemaxt∈[0,λ]

√
2BH

t −t2H ∈ (0,∞)� êîíñòàíòà Ïèêàíäñà.Î êîíñòàíòå Ïèêàíäñà èçâåñòíî, ÷òî H1 = 1, H2 = π−1/2 (ñì. [15℄) èìåþò-ñÿ íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé H [17℄. Èçëîæåííûé âûøå ïåðåõîä êâñïîìîãàòåëüíîìó ãàóññîâñêîìó ïðîöåññó BH
s /(1 + cs) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿíàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íà êîíå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâà-ëå [0, T ], à òàêæå íà èíòåðâàëå, ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Íåòðóäíî çàìåòèòü,÷òî èç âûøåïðèâåäåííûõ (ñëåãêà ìîäè�èöèðîâàííûõ) îöåíîê âåðîÿòíîñòè âûñî-êîãî ìàêñèìóìà íà èíòåðâàëå [s1,∞) ñëåäóåò, ÷òî åñëè T = Tu > u(s0 + ǫ), ǫ > 0,òî àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íà èíòåðâàëå [0, Tu] òàêîâà:

P( inf
t∈[0,Tu]

St < 0) ∼ P(inf
t≥0

St < 0).Òîò æå ïðèåì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íóþ àñèìïòîòèêó ïîâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòèðàçîðåíèÿ è äëÿ áîëåå êîðîòêèõ âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ. Â ðàáîòå [18℄ äîêàçàíñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññà ðèñêà St âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.Ïóñòü T ≥ ε > 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, è T/u → b äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ [0, s0) ïðè
u→ ∞. Òîãäà

P(max
[0,T ]

St < 0) = (6)141



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉ
=





22H+1/2H2H

(H(bc)
√

π
u−3+1/HT 3H−1 exp

(
−1

2

(
u+cT
T H

)2)
(1 + o(1)) äëÿ H < 1/2,

kT H
√

2πu
exp

(
−1

2

(
u+cT
T H

)2)
(1 + o(1)) äëÿ H ≥ 1/2ïðè u→ ∞, ãäå H(a) = H − a/(1 + a), k = 2 äëÿ H = 1/2 è k = 1 ïðè H > 1/2.Äàëåå, ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê âñïîìîãàòåëüíîìó ïðîöåññó BH

s /(1 + cs) ìîæåòáûòü òàêæå èññëåäîâàíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòàðàçîðåíèÿ
τu = inf{t > 0 : St < 0} (7)ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçîðåíèå ïðîèçîøëî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ìîäè�èöèðîâàòüäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû D3 èç [15℄, ââåäÿ â íåå ëîêàëèçàöèþ òî÷êè äîñòèæåíèÿàáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà, òî åñòü èçó÷èâ àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòè âûñîêîãî ìàê-ñèìóìà íà ïîäìíîæåñòâàõ ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà ïðè óñëîâèè,÷òî âûñîêèé ìàêñèìóì íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå èìåë ìåñòî. Ïóñòü X(t),

t ∈ [0, T ], � ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, íóëåâûì ñðåä-íèì, äèñïåðñèåé σ2(t) è êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé r(t, s), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþòñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:E1) �óíêöèÿ σ(t), t ∈ [0, T ], èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó àáñîëþòíîãî ìàêñèìó-ìà t = t0, 0 < t0 < T , ïðè ýòîì äëÿ íåêîòîðûõ a > 0 è ζ
σ(t) = 1 − a|t− t0|ζ(1 + o(1)) ïðè t→ t0;E2) äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå â îêðåñò-íîñòè òî÷êè (t0, t0):
r(t, s) = 1 − b|t− s|α(1 + o(1)) ïðè t, s→ t0äëÿ íåêîòîðûõ b è α > 0;E3) íàéäóòñÿ γ > 0 è G, òàêèå, ÷òî E(X(t) −X(s))2 ≤ G|t− s|γ.Äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t), t ∈ R, îáîçíà÷èì ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ

τu(ξ, S) = inf{t : t ∈ S, ξ(t) > u}.Áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé BH
t , t ∈ R, äâóñòîðîííåå äðîáíîå áðîóíîâñêîåäâèæåíèå, òî åñòü ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ñ íóëåâûì ñðåäíèì, íåïðåðûâíûìè òðàåê-òîðèÿìè è êîâàðèàöèîííîé �óíêöèåé, ðàâíîé |s|2H + |t|2H −|s− t|2H , s, t ∈ R. Äëÿïðîèçâîëüíîãî a > 0 îáîçíà÷èì χa(t) :=

√
2B

α/2
t − (1 + a)|t|α, t ∈ R. Ââåäåì àääè-òèâíóþ �óíêöèþ íà îãðàíè÷åííûõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâàõ S äåéñòâèòåëüíîéïðÿìîé:

Ha
α(S, λ) =

∫ ∞

0

ewP(τw(χa, [−λ, λ]) ∈ S)dw.Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè S, �óíêöèÿ Ha
α(S, λ) íå âîçðàñòàåò ïî λ ïðè âñåõ äîñòà-òî÷íî áîëüøèõ λ, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë

Ha
α(S) = lim

λ→∞
Ha

α(S, λ)142



Áóëîíü Ï., Êîáåëüêîâ Ñ. �., Ïèòåðáàðã Â.È. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû â ìîäåëÿõ ðàçîðåíèÿ...ñóùåñòâóåò è òàêæå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèåé îãðàíè÷åí-íûõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ. Â [15℄ ïîêàçàíî, ÷òî êîíñòàíòà
Ha

α = Ha
α(R).êîíå÷íà è ïîëîæèòåëüíà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ E1, E2 è E3. Òîãäà åñëè ζ > α, òîóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

P(u2/ζ(τ − t0) ∈ (·) | max
t∈[0,T ]

X(t) > u)ñëàáî ñõîäèòñÿ ïðè u → ∞ ê ñèììåòðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ Ëåâè, òî åñòü êðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé exp(−a|x|ζ).Åñëè ζ = α, òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Ha
α(·)/Ha

α.Åñëè ζ < α, òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê δ-ìåðå òî÷êè 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è âòîðîå óòâåðæäåíèÿ ñëåäóþò èç ñëàáîé ñõîäèìî-ñòè óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàXu(t) := u(X(u−2/α(t−t0)−u)+wïðè óñëîâèè X(t0) = u − w/u ïðè u → ∞ ê ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
χa(t), äîêàçàííîé â ëåììå D1 è òåîðåìå D3 [15℄ è èç ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé,àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì â äîêàçàòåëüñòâàõ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ. Äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ d > c > 0

P(u2/ζ(τ − t0) ∈ [c, d]) = o (P(X(t0) > u)) .Íî â ñèëó òåîðåìû D3 [15℄
P(max

[0,T ]
X(t) > u) ∼ P(X(t0) > u).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èññëåäóåìàÿ óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòðåçêà [c, d] ñòðåìèòñÿ êíóëþ, ÷òî äàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Îáîçíà÷àÿ κ = 2/α− 2/ζ (â äàííîì ñëó÷àå

κ < 0), èìååì
P(u2/ζ(τ − t0) ∈ [c, d]) 6 P

(
X(t0) < u, max

[cu−2/ζ,du−2/ζ ]
X(t) > u

)
=

= u−1

∫ ∞

0

ϕ(u− w/u)P

(
max

[cuκ,duκ]
Xu(t) > w

∣∣∣∣ X(t0) = u− w/u

)
dw 6

6 u−1e−u2/2

∫ ∞

0

ewP

(
max
[0,ǫ]

χa(t) > w

)
dwäëÿ ïðîèçâîëüíîãî ǫ > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ u. ×åðåç ϕ îáîçíà÷åíà ãàóñ-ñîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäíèé èíòåãðàë, êàê ïîêàçàíîâ äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû D3 [15℄ ìîæåò áûòü ñäåëàí ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïóòåìâûáîðà äîñòàòî÷íî ìàëîãî ǫ. Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ýòîé òåîðåìû ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê âñïîìîãàòåëü-íîìó ïðîöåññó ëåãêî ïîëó÷àåì ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ.Òåîðåìà 4. Äëÿ ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ â ìîäåëè ðèñêà ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèìäâèæåíèåì íà âõîäå èìååì äëÿ âñåõ x

P(Cu−H(τu − s0u) < x | τu <∞) → Φ(x) 143



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉïðè u→ ∞, ãäå
C = cH+1

(
1 −H

H

)H+1/2

, s0 =
H

c(1 −H)
(8)è Φ � ñòàíäàðòíàÿ ãàóññîâñêàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íàøåãî âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîöåññà ζ =

2, α = 2H , îñòàëüíûå êîíñòàíòû ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé çàìåíûâðåìåíè.�àññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé �óíêöèîíàë â ìîäåëè ðàçîðåíèÿ � îæèäàåìûåïîòåðè â ñëó÷àå ðàçîðåíèÿ. Îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê
L(u, T ;S) := E

(
− inf

t∈[0,T ]
St |τu 6 T

)
. (9)Ìû èçó÷èì åãî ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîãî êàïèòàëà, òî åñòüïðè u→ ∞. Äëÿ ïðîñòîòû, êàê è ðàíåå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåííîé ãîðèçîíò Tëèáî ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî äîñòàòî÷íî áîëüøîé: T = Tu > u(s0 + ǫ) äëÿ âñåõäîñòàòî÷íî áîëüøèõ u è íåêîòîðîãî ǫ > 0.Òåîðåìà 5. Äëÿ îæèäàåìûõ ïîòåðü â ñëó÷àå ðàçîðåíèÿ (9) â ìîäåëè ðàçîðå-íèÿ ñ äðîáíûì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì íà âõîäå âûïîëíåíî

L(u, T ;S) ∼ 2H2Hu2H−1

c2H(1 −H)2H−1
(10)ïðè u→ ∞ è T > u(s0 + ǫ) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ u è íåêîòîðîãî ǫ > 0.Óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ,åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ëåììó èç àíàëèçà, äîêàçàòåëüñòâîêîòîðîé â ñâîþ î÷åðåäü î÷åâèäíî.Ëåììà. Ïóñòü î ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X èçâåñòíî, ÷òî

P(X > x) = A(x) exp(−Cxh)(1 + o(1)) è xP(X > x) → 0ïðè x → ∞, ïðè÷åì êîíñòàíòû h > 0, C > 0 è �óíêöèÿ A(x) óäîâëåòâîðÿþòñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì.1. Äëÿ âñåõ v ñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
x→∞

A(x(1 + v/Cxh)1/h)

A(x)
=: B(v).2. Íàéäåòñÿ ìàæîðèðóþùàÿ �óíêöèÿ B1(v), òàêàÿ, ÷òî

∫ ∞

0

(1 + v)(1/h−1)+B1(v)e
−vdv <∞(a+ := max(0, a)) è

A(x(1 + v/Cxh)1/h)

A(x)
≤ B1(v),äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x è âñåõ v ≥ 0. Òîãäà

E (X |X > x) = x+ ax1−h + o(x1−h), x→ ∞,144
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a =

1

Ch

∫ ∞

0

B(v)e−vdv.Êîìáèíàöèÿ ýòîé ëåììû è òåîðåìû 1 äàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Çàìåòèì, ÷òî åñëè H > 1/2, òî îæèäàåìûå ïîòåðè â ñëó÷àå ðàçîðåíèÿ ðàñòóòâìåñòå ñ u ñî ñêîðîñòüþ u2H−1! Â ñëó÷àå H = 1/2 äðîáíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèåïðåâðàùàåòñÿ â ïðîñòî áðîóíîâñêîå äâèæåíèå è îæèäàåìûå ïîòåðè íåéòðàëüíûê íà÷àëüíîìó ðàçìåðó êàïèòàëà, ÷òî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ìàðêîâñêîìó õàðàê-òåðó áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåòðóäíî âûâåñòè òî÷íóþ �îðìóëóäëÿ îæèäàåìûõ ïîòåðü, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî íå çàâèñÿò îò u. Â ñëó÷àå H < 1/2ðèñê îêàçûâàåòñÿ ñ ìåíåå òÿæåëûìè ïîñëåäñòâèÿìè, ïîñêîëüêó îæèäàåìûå ïîòåðèñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ðîñòå íà÷àëüíîãî êàïèòàëà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì �àêòîì, ÷òîïðèðàùåíèÿ äðîáíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîëîæèòåëüíî êîððåëèðîâàíû äëÿ
H > 1/2 è îòðèöàòåëüíî êîððåëèðîâàíû ïðè H < 1/2. Ýòî íàáëþäåíèå ïîêàçû-âàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî òùàòåëüíî èçó÷àòü êîððåëÿöèîííóþ ñòðóêòóðóäâèæåíèÿ öåí è äðóãèõ �èíàíñîâûõ ïîêàçàòåëåé.Îïòèìèçàöèÿ ïîðò�åëÿ èç äâóõ íåçàâèñèìûõ ðèñêîâ íà îñíîâå îæè-äàåìûõ ïîòåðü. �àññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ�îðìóë äëÿ îæèäàåìûõ ïîòåðü â ñëó÷àå ðàçîðåíèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ ïîðò�åëü èçäâóõ íåçàâèñèìûõ àêòèâîâ

S1
t = u1 + c1t− σ1B

H
t ,

S2
t = u2 + c2t− σ2B̃

H
t ,ãäå c1, c2, σ1, σ2 > 0, u1 + u2 = u, � íà÷àëüíûé êàïèòàë, ïîäëåæàùèé îïòèìàëü-íîìó äåëåíèþ íà äâå ÷àñòè, BH

t , B̃H
t � äâà íåçàâèñèìûõ äðîáíûõ áðîóíîâñêèõïðîöåññà ñ îäíèì è òåì æå ïîêàçàòåëåì Õ¼ðñòà H ∈ (0, 1), ìîäåëèðóþùèå óáûòêèâ êàæäîì èç àêòèâîâ. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìûé âðåìåííîé ãîðèçîíò T óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 5 îòíîñèòåëüíî îáåèõ ÷àñòåé êàïèòàëà u1 è u2. Ïåðåéäåìê ñòàíäàðòèçîâàííûì àêòèâàì

σ−1
1 S1

t = u1σ
−1
1 + c1σ

−1
1 t− BH

t ,

σ−1
2 S2

t = u2σ
−1
2 + c2σ

−1
2 t− B̃H

t ,è ïðèìåíèì ê íèì òåîðåìó 5. Ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî
L(ui, T ;Si) ∼ pHσ

2
i c

−2H
i u2H−1

iïðè ui → ∞, i = 1, 2, ãäå ÷åðåç pH îáîçíà÷åíà êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò íîìåðààêòèâà i.Íà îñíîâàíèè ýòèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé è çàäàííîé (ìàëîé) äîïó-ñòèìîé âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ ε ìîæíî îïðåäåëèòü óðîâåíü ðèñêà ( value at risk,
V@R) îáúåäèíåííîãî àêòèâà S1

t +S2
t êàê ìèíèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå uεóðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî u

P( inf
T≥t≥0

(S1
t + S2

t ) < 0) = ε. 145



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉÏîñêîëüêó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ïî ðàñïðåäåëåíèÿì
σ1B

H
t + σ2B̃

H
t

d
=
√
σ2

1 + σ2
2B

H
t ,ïîëó÷àåì äëÿ uε àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå

C ′ (u′)
(1−H)(1−2H)/H

exp

(
−1

2
A′ (u′)

2−2H

)
(1 + o(1)) = ε, (11)ãäå ε → 0, u′ = u/

√
σ2

1 + σ2
2 , è C ′, A′ âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè �îðìóë (4) è (8)ñ c = (c1 + c2)/

√
σ2

1 + σ2
2. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

uε = (ln(−ε)/A′)
1/(2−2H)

+

+

(
2 lnC

′′

A′(2 − 2H)
+

1 − 2H

2H
ln (2 ln(−ε)/A′)

)
(2 ln(−ε)/A′)

(2H−1)/(2−2H)
+

+O (1/ ln(−ε))ïðè ε→ 0, ãäå C ′′ = C ′Φ
(
(u′ε)

−H(T − s0u
′
ε)
)
, u′ε = uε/

√
σ2

1 + σ2
2 , íèæå ìû ïðèâåäåìñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ.Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê ðàçäåëèòü îïòèìàëüíûì îáðàçîì íà÷àëüíûéêàïèòàë uε, îáåñïå÷èâàþùèé âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ε, íà äâå ÷àñòè: uε = u1 + u2,òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå ïîòåðè L(u1, T ;S1) + L(u2, T ;S2) â ñëó÷àåðàçîðåíèÿ îáúåäèíåííîãî àêòèâà S1

t + S2
t . Â íàøåé àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñòàíîâêåñëåäóåò ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèþ

σ2
1c

−2H
1 u2H−1

1 + σ2
2c

−2H
2 u2H−1

2ïðè óñëîâèè u1 + u2 = uε. Åñëè H < 1/2, òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè
u1 = uε

(σ2
1c

−2H
1 )1/(2H−2)

(σ2
1c

−2H
1 )1/(2H−2) + (σ2

2c
−2H
2 )1/(2H−2)

.Â áðîóíîâñêîì ñëó÷àå (H = 1/2) íåò àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé, êàê ðàçäå-ëÿòü íà÷àëüíûå êàïèòàëû â ïîðò�åëå. Â ñëó÷àå H > 1/2 ñëåäóåò âëîæèòüñÿ âîäèí èç àêòèâîâ ñ ìèíèìàëüíûì σ2
i c

−2H
i , i = 1, 2, òî åñòü

u1 = uεIσ2
1c−2H

1 ≤σ2
2c−2H

2
.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãèå âîçìîæíûå ñîîòíîøåíèÿìåæäó T, u1 è u2.�åøåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11). Íàéäåì àñèìïòîòèêó ìèíè-ìàëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Cxn exp(−Axm) = εïðè ε→ ∞, ãäå C,A,m > 0. Ëîãàðè�ìèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
lnC + n ln x−Axm = − ln(−ε).146
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x =

(
A−1 ln(−ε)

)1/m
+ y

(
A−1 ln(−ε)

)(1−m)/mè ïðèìåíÿÿ �îðìóëó Òåéëîðà, èìååì
Axm = ln(−ε) +my +O (1/ ln(−ε))ïðè ε→ 0. Åùå ðàç ðàçëàãàÿ â ðÿä Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

y =
lnC

Am
+
n

m
ln
(
A−1 ln(−ε)

)
+O (1/ ln(−ε)) .Îòñþäà

xε =
(
A−1 ln(−ε)

)1/2
+ (12)

+

(
lnC

Am
+
n

m
ln
(
A−1 ln(−ε)

)) (
A−1 ln(−ε)

)(1−m)/m
+O (1/ ln(−ε)) .3. Ìîäåëü ðàçîðåíèÿ ñ ïðîèíòåãðèðîâàííûì ãàóññîâñêèìïðîöåññîì â êà÷åñòâå ïðîöåññà óáûòêîâÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ

Yt =

∫ t

0

Xs ds− ct,ãäå Xt � ñòàöèîíàðíûé äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûé öåíòðèðîâàííûé ãàóññîâñêèé ïðî-öåññ ñ ï.í. íåïðåðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè, c > 0.Ïóñòü R(t) � äåéñòâèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà
Xt, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: (i) G =

∫ ∞

0

R(s) ds > 0, (ii) H =

∫ ∞

0

sR(s) dsêîíå÷åí, (iii) ∫ δ

0

R(t) − R(0)

t
dt <∞ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.Ïîëîæèì κ(x) = u/c+

√
2Guc−3/2x.Òåîðåìà 6. Â âûøåïðèâåäåííûõ óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîãî x > 0

P(τu < κ(x)|τu <∞) → Φ(x)ïðè u→ ∞.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè
P(τu < κ(x)|τu <∞) =

P(τu < κ(x))

P(τu <∞)
. (13)�àññìîòðèì âåðîÿòíîñòü P(τu < T ), ãäå T � ýòî κ(x) ëèáî ∞. Òîãäà

P(τu < T ) = P

(
sup
[0,T )

1

(1 + ct/u)

∫ t

0

Xsds > u

)
. 147
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1

(1 + ct/u)

∫ t

0

Xsds � àíàëîã âñïîìîãàòåëüíîãî ïðîöåññà èç ïåðâîé÷àñòè ñòàòüè. Ïîñêîëüêó Xs íå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîäåëüíûì, èññëåäîâàíèå âñïîìîãà-òåëüíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ.Ïîëîæèì α =
u− ln u

√
u

c
, β =

u+ ln u
√
u

c
. Òîãäà, åñëè T > β, òî

P(τu < T ) = P(sup
[0,α)

Vt > u) + P(sup
[α,β]

Vt > u) + P(sup
(β,T )

Vt > u)−

−P(sup
[0,α)

Vt > u, sup
[α,β]

Vt > u) − P(sup
[0,α)

Vt > u, sup
(β,T )

Vt > u)−

−P(sup
[α,β]

Vt > u, sup
(β,T )

Vt > u) + P(sup
[0,α)

Vt > u, sup
[α,β]

Vt > u, sup
(β,T )

Vt > u) 6

6 2P(sup
[0,α)

Vt > u) + P(sup
[α,β]

Vt > u) + P(sup
(β,T )

Vt > u).

(14)
Åñëè æå T < β, òî

P(τu < T ) = P(sup
[0,α)

Vt > u) + P( sup
(α,T )

Vt > u)−

−P(sup
[0,α)

Vt > u, sup
(α,T )

Vt > u) 6

6 P(sup
[0,α)

Vt > u) + P( sup
(α,T )

Vt > u).

(15)Êðîìå òîãî,
P(τu < T ) > P(sup

[α,β]

Vt > u). (16)Îöåíèì P(sup[0,α) Yt > u). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì èç òåîðåìû8.1 [15℄:
P(max

t∈S
Vt > u) < C1 max

t∈S
(VarVt) exp



− u2

2 max
t∈S

VarVt



 ,ãäå C1 ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò s1 − s0.Äèñïåðñèÿ ïðîöåññà Vt ðàâíà

VarVt =
2Gt− 2H

(1 + ct/u)2
−

2Gt

∫ ∞

t

R(s)ds− 2

∫ ∞

t

sR(s)ds

(1 + ct/u)2
= S1(t) +R1(t). (17)Ôóíêöèÿ S1(t) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå t = u/c è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

S1(u/c) =
uG− cH

2c
.Îáîçíà÷èì (êàêóþ-íèáóäü) òî÷êó äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà äèñïåðñèåé ïðîöåññà

Vt íà ïðîìåæóòêå δk = [k,min(α, k + 1)) ÷åðåç t∗k, k = 0, . . . , [α]. Òîãäà
exp



− u2

2 sup
δk

VarVt



 = exp

{
− u2

2(S1(t∗k) +R1(t∗k))

}
=

= exp

{
− u2

2(S1(α) + (S1(t∗k) +R1(t∗k) − S1(α)))

}
6 C2 exp

{
− u2

2S1(α)

}
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∗) − S1(α) 6 0, à

R1(t
∗) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé �óíêöèåé ïî u. Ïîñêîëüêó 2S1(α) < S1(u/c) äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ u è

P(sup
[0,α)

Vt > u) 6
∑

k

P(sup
δk

Vt > u) 6 C2α exp

{
− u2

2S1(α)

}
,òî

P(sup
[0,α)

Vt > u) = o

(
exp

{
− u2

2S1(u/c)

})
. (18)Ïåðåéäåì ê îöåíêå P(sup(β,∞) Vt > u). �àññìîòðèì òåïåðü èíòåðâàëû δk = [β +

k, β + (k + 1)), k = 0, 1, . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî
P( sup

(β,∞)

Vt > u) 6
∞∑

k=0

P(sup
δk

Vt > u).Äàëåå, äëÿ t > β

exp

{
− u2

2DVt

}
= exp

{
− u2

2S1(t)
+

u2R1(t)

2S1(t)(S1(t) +R1(t))

}
6 C3 exp

{
− u2

2S1(t)

}äëÿ íåêîòîðîãî C3 > 0 â ñèëó óñëîâèÿ (ii). Êðîìå òîãî,
S1(β + k) 6 S1(β) − Gβcu−1(β + k)2

(1 + c(β + k)/u)2(1 + cβ/u)2
.Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∑

k=0

P(sup
δk

Vt > u) 6

∞∑

k=0

C3 exp

{
− u2

supδk
S1(t)

}
6 C4 exp

{
− u2

2S1(β)

}äëÿ íåêîòîðîãî C4 > 0. Òàê êàê 2S1(β) < S1(u/c) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ u, òî
P( sup

(β,∞)

Vt > u) = o

(
exp

{
− u2

2S1(u/c)

})
. (19)Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòè P(sup[α,β] Vt > u).Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Nu([0, T ]), ðàâíóþ ÷èñëó ïåðåñå÷åíèé óðîâíÿ

u ïðîöåññîì Yt íà îòðåçêå [0, T ]. Â [15, 19℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñíåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè òðàåêòîðèÿìè è ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà S èìååòìåñòî ñîîòíîøåíèå
0 6 ENu(S) − P(max

t∈S
Yt > u) 6

1

2
ENu(S)(Nu(S) − 1). (20)Ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé óðîâíÿ u ïðîöåññîì Yt íà îòðåçêå [0, T ] âû÷èñëÿ-åòñÿ ïî �îðìóëå �àéñà (ñì. [15℄):

ENu([0, T ]) =

∫ T

0

∫ ∞

0

|y|pt(u, y) dydt, (21)149



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉãäå pt(u, y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Yt, Y
′
t . Ââå-äåì îáîçíà÷åíèÿ: a(t) = Var(Vt), b(t) = cov(Vt, V

′
t ), σ(t) =

√
a(t)R(0) − b(t)2. Îáî-çíà÷èì γ = γ(t, u) = c

√
a(t)/σ(t) − b(t)(u+ ct)/(

√
a(t)σ(t)),

g(t) =
1√
2π

∫ ∞

γ

ye−y2/2 dy − γ(1 − Φ(γ)),ãäå Φ(t) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.Ïðèìåíèì (21) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ENu([α, u/c]) è ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé
t = t(τ) = uτ/c+ u/c. Òîãäà ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîé y ïîëó÷èì

ENu([α, u/c]) =
u

c
√

2π

∫ 0

− lnu/
√

u

σ(t(τ))

a(τ)
g(t(τ)) exp

{
−u

2(1 + τ)2

2a(τ)

}
dτ,ãäå a(τ) = a(t(τ)).Çàìåòèì, ÷òî a(τ)/(1 + τ)2 = S1(t(τ)) +R1(t(τ)). Òàêèì îáðàçîì,

u2

2(S1(t(τ)) +R1(t(τ)))
= S3(τ) −

u2R1(t(τ))

2S1(t(τ))(S1(t(τ)) +R1(t(τ)))
, (22)ãäå S3(τ) =

u2

2S1(t(τ))
. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé îá èíòåãðèðóåìîñòè êîâàðèàöèîííîé�óíêöèè R(t) è òîãî, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå S1(t(τ)) = O(u), ïîñëåäíååñëàãàåìîå â (22) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ENu([α, u/c]) =
u

c
√

2π

∫ 0

− lnu/
√

u

σ(t(τ))

a(τ)
g(t(τ)) exp {−S3(τ)} dτ (1 + o(1)). (23)Èìåþò ìåñòî ðàâíîìåðíûå ïî τ ñîîòíîøåíèÿ ïðè u→ ∞

S ′′
3 (τ) = S ′′

3 (0)(1 + o(1)), σ(t(τ))
a(τ)

g(t(τ)) = σ(t(0))
a(0)

g(t(0))(1 + o(1)). (24)Ïîñêîëüêó (S ′′
3 (0))−1/2 = o(ln u/

√
u) ïðè u → ∞, ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä Ëà-ïëàñà [20, òåîðåìà 2.2℄ îöåíêè èíòåãðàëîâ ê (23):

ENu([α, u/c]) =
u

2c
√
S ′′

3 (0)

σ(t(0))

a(t(0))
g(t(0)) exp {−S3(0)} .Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî ïðè τ = 0, u→ ∞ âûïîëíåíî

γ → 0, g(t(0)) → 1/
√

2π,

σ(t(0))/a(0) =

√
R(0)√
2G

u−1/2c1/2(1 + o(1)),

S ′′
3 (0) =

cu

2G
(1 + o(1)).

(25)Òàêèì îáðàçîì,
ENu([α, u/c]) =

√
R(0)

2
√

2π
c−1 exp {−S3(0)} (1 + o(1)). (26)150
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ENu([u/c, β]) =

√
R(0)

2
√

2π
c−1 exp {−S3(0)} (1 + o(1)). (27)Âû÷èñëèì ENu([u/c, κ(x)]). Òàê êàê S3(τ) − S3(0) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîéìîíîòîííîé �óíêöèåé íà îòðåçêå ñ êîíöàìè â òî÷êàõ 0, κ(x)c/u − 1, òî ìîæíîïðîèçâåñòè çàìåíó ïåðåìåííîé y2(τ) = 2(S3(τ)−S3(0)) â èíòåãðàëå (23). Ïîñêîëüêó�óíêöèÿ S3(τ) èìååò ìèíèìóì â òî÷êå τ = 0 è κ(x)c/u− 1 → 0, òî S3(τ)−S3(0) =

S ′′
3 (0)τ 2/2(1 + o(1)) ïðè u→ ∞. Òîãäà

y2(κ(x)c/u− 1) = 2(S3(κ(x)c/u− 1) − S3(0)) =
= S ′′

3 (0)(κ(x)c/u− 1)2(1 + o(1)) = x2(1 + o(1))â ñèëó âûáîðà κ(x).Ïîñêîëüêó
dy

dτ
=

1√
2

√
d2(y2)

dτ 2
(1 + o(1))ïðè τ → 0 è

d2(y2)

dτ 2
= 2S ′′

3 (τ),òî
dy

dτ
=
√
S ′′

3 (0)(1 + o(1)).Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòüþ (24) è ñîîòíîøåíèÿìè(25), ïîëó÷èì
ENu([u/c, κ(x)]) =

√
R(0)√
2π

c−1 exp {−S3(0)}
(

1√
2π

∫ x

0

e−y2/2dy

)
(1 + o(1)).Òàê êàê 1√

2π

∫ 0

−∞
e−x2/2dx = 1/2, òî â ñèëó ðàâåíñòâ

ENu([α, β]) = ENu([α, 0]) + ENu((0, β]),
ENu([α, κ(x)]) = ENu([α, 0]) + ENu((0, κ(x)])èìååì

ENu([α, κ(x)]) =

√
R(0)√
2π

c−1 exp {−S3(0)}Φ(x)(1 + o(1)) (28)è
ENu([α, β]) =

√
R(0)√
2π

c−1 exp {−S3(0)} (1 + o(1)). (29)Ïåðåéäåì ê îöåíêå âòîðîãî �àêòîðèàëüíîãî ìîìåíòà ENu([α, β])(Nu([α, β])−1).Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ENu([α, κ(x)])(Nu([α, κ(x)])−1) 6 ENu([α, β])(Nu([α, β])−1).Ïîëîæèì
Zt =

u−1/2

1 + t

∫ ut/c

0

Xs ds. 151
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P(sup

[α,β)

Vt > u) = P(sup
[α̃,β̃]

Zt >
√
u),ãäå α̃ = αc/u, β̃ = βc/u, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèþ óðîâíÿ u ïðîöåññîì Vt â òî÷êå t0ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèå óðîâíÿ √

u ïðîöåññîì Zt â òî÷êå t0c/u. Ñëåäîâàòåëüíî,
ENu([α, β])(Nu([α, β]) − 1) äëÿ ïðîöåññà Vt ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âòîðûì�àêòîðèàëüíûì ìîìåíòîì ïðîöåññà Zt íà îòðåçêå [α̃, β̃] óðîâíÿ √

u.Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì âòîðîãî �àêòîðèàëüíîãî ìîìåíòà ÷åðåç ñîâìåñò-íóþ ïëîòíîñòü ïðîöåññà Zt è åãî ïðîèçâîäíîé [15℄:
EN√

u([α̃, β̃])(N√
u([α̃, β̃]) − 1) =

=

∫ β̃

α̃

∫ β̃

α̃

∫ ∞

0

∫ ∞

0

y1y2ϕt,s,t,s(
√
u,
√
u, y1, y2)dy1 dy2 ds dt,ãäå ϕt,s,t,s(

√
u,
√
u, y1, y2) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Zt, Zs, Z

′
t, Z

′
s.Îáîçíà÷èì Ω = {(s, t) : x ∈ [α̃, β̃], y ∈ [α̃, β̃]}. Òîãäà

∫ β̃

α̃

∫ β̃

α̃

∫ ∞

0

∫ ∞

0

y1y2ϕt,s,t,s(
√
u,

√
u, y1, y2)dy1 dy2 ds dt 6

6

∫ ∫

Ω∩{t>s}

ds dt

∫ ∞

0

y2ϕt,s,t(y)dy +

∫ ∫

Ω∩{t6s}

ds dt

∫ ∞

0

y2ϕt,s,s(y)dy,çäåñü ϕt,s,t(y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ãàóññîâñêèõ âåëè÷èí Zt, Zs, Z
′
t â òî÷êå

(
√
u,
√
u, y), à ϕt,s,s(y) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåëè÷èí Zt, Zs, Z

′
s â òîé æå òî÷-êå. Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë; îöåíêà âòîðîãî èíòåãðàëà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.Ïåðåõîäÿ ê óñëîâíîé ïëîòíîñòè, ïîëó÷èì

∫ ∫

Ω∩{t>s}

ds dt

∫ ∞

0

y2ϕt,s,t(y)dy =

=

∫ ∫

Ω∩{t>s}

ϕt,s(
√
u,

√
u)ds dt

∫ ∞

0

y2ϕt,s(y)dy ds dt.Òàêèì îáðàçîì,
EN√

u([α̃, β̃])(N√
u([α̃, β̃]) − 1) 6

6 2

∫ ∫

Ω∩{t>s}

ϕt,s(
√
u,

√
u)ds dt

∫ ∞

0

y2ϕt,s(y)dy. (30)Çäåñü ÷åðåç ϕt,s(
√
u,

√
u) îáîçíà÷åíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåëè÷èí Zt, Zs, à ÷åðåç

ϕt,s(y) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z ′
t ïðè óñëîâèè Zt =

√
u, Zs =√

u:
ϕt,s(

√
u,
√
u) =

1

2πσ
exp{− u

2σ2
(VarZs + VarZt − 2 cov(Zs, Zt))},

ϕt,s(y) =
1√

2π∆2
exp{− 1

2∆2
(y −√

um)2},152
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σ2 = VarZtDZs − cov(Zt, Zs)

2,

m =
1

σ2
(VarZs b(t) − cov(Zt, Zs)(b(t) + b(s)) + VarZt b(s)),

b(s) = cov(Z ′
t, Zs),

∆2 = VarZ ′
t −

VarZs b(t)
2 − 2 cov(Zt, Zs)b(s)b(t) + VarZt b(s)

2

σ2
.

(31)Ôóíêöèè g(s) = VarZs, h(s) = cov(Zt, Zs) äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðó-åìû ïî s, à �óíêöèÿ v(s) = cov(Z ′
t, Zs) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà îäèí ðàç ïî

s. Ïðèìåíèì �îðìóëó Òåéëîðà ê ýòèì �óíêöèÿì ïðè s→ t:
v(s) = v(t) + (t− s)v′(t) + o((t− s)),

g(s) = g(t) + (t− s)g′(t) +
(t− s)2

2
g′′(t) + o((t− s)2),

h(s) = h(t) + (t− s)h′(t) +
(t− s)2

2
h′′(t) + o((t− s)2).

(32)Â ñèëó óñëîâèÿ (iii) èíòåãðàëû
∫

s6t

v′(s) − v′(t)

s− t
ds,

∫

s6t

g′′(s) − g′′(t)

(s− t)2
ds,

∫

s6t

h′′(s) − h′′(t)

(s− t)2
dsêîíå÷íû. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì, ÷òî âûðàæåíèÿ

v(s) − v(t) − (t− s)v′(t)

(t− s)2
,
g(s) − g(t) − (t− s)g′(t) − (t− s)2

2
g′′(t)

(t− s)3
,

h(s) − h(t) − (t− s)h′(t) − (t− s)2

2
h′′(t)

(t− s)3

(33)òàêæå èíòåãðèðóåìû ïî s.Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (32) â îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé m,∆, σ2. Ïîëó÷èì
mσ2 = o((t− s)2),
σ2 = (v′(t)h(t) − v(t)2)(s− t)2 + o((s− t)2),
∆2σ2 = o((s− t)2),ãäå s→ t, ïðè÷åì â ñèëó (33) âûðàæåíèÿ m2/σ,∆2/σ èíòåãðèðóåìû ïî s.Äàëåå, ∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy <

∫ ∞

−∞

y2

σ
ϕt,s(y)dy =

∆2

σ
+
um2

∆
.Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èíòåãðèðóåìà ïî s. Áîëåå òîãî, òàê êàê âñå�óíêöèè v(s), g(s), h(s) è èõ ïðîèçâîäíûå çàâèñÿò îò u ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì,òî èíòåãðàë ∫

t>s

∆2

σ
+
um2

∆
ds çàâèñèò îò u òàêæå ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì.Äàëåå, îòìåòèì, ÷òî

VarZs + VarZt − 2 cov(Zs, Zt) = g(s) + g(t) − 2h(s),

g(s) + g(t) − 2h(s)

g(s)g(t) − h2(s)
=

1

g(t)
+

(h(s) − h(t))2

(g(s)g(t) − h2(s))g(t)
. 153
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(h(s) − h(t))2

(g(s)g(t)− h2(s))g(t)
>

v2(t)(s− t)2

4(v′(t)h(t) − v(t)2)(s− t)2
.Îòñþäà

exp

{
−u (h(s) − h(t))2

2(g(s)g(t)− h2(s))g(t)

}
6 exp

{
−u v2(t)

4(v′(t)h(t) − v(t)2)g(t)

}
. (34)Ïðèìåíèì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå (34) ê äâîéíîìó èíòåãðàëó (30):

∫ ∫

Ω∩{t>s}

ϕt,s(
√
u,

√
u)

∫ ∞

0

y2ϕt,s(y)dy ds dt =

=

∫ ∫

Ω∩{t>s}

1

2π
exp{− u

2σ2
(VarZs + VarZt − 2 cov(Zs, Zt))}×

×
∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy dt ds 6

6

∫ ∫

Ω∩{t>s}

1

2π
exp

{
− u

2g(t)
− u

(h(s) − h(t))2

2(g(s)g(t)− h2(s))g(t)

}
×

×
∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy dt ds 6

6 sup
t>s

exp

{
−u (h(s) − h(t))2

2(g(s)g(t)− h2(s))g(t)

}
×

×
∫ ∫

Ω∩{t>s}

1

2π
exp

{
− u

2g(t)

}∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy ds dt .

(35)
Ïðîèíòåãðèðóåì (35) ïî s è îöåíèì îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ïî t ìåòîäîì Ëàïëàñà:

∫ ∫

Ω∩{t>s}

1

2π
exp

{
− u

2g(t)

}∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy dt ds 6

6

∫ β̃

α̃

exp

{
− u

2g(t)

}∫ t

0

∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy ds dt 6

6

∫ β̃

α̃

∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy ds

√
2πu−1/2

√
2g′′(1) exp

{
− u

2g(1)

}
(1 + o(1))).

(36)
Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà u

2g(t)
= S3(t) ïîëó÷àåì, ÷òî g′′(1) =

G

c
(1 + o(1))).Òàê êàê (34) óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, à èíòåãðàë ∫ β̃

α̃

∫ ∞

0

y2

σ
ϕt,s(y)dy dsçàâèñèò îò u ïîëèíîìèàëüíûì îáðàçîì, òî èç (36) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

ENu([α, β])(Nu([α, β])− 1) = o(ENu([α, β])). Â ñèëó íåðàâåíñòâà (20), à òàêæå íåðà-âåíñòâ (14,15,16) è àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê (18,19) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
P(τu <∞) = ENu([α, β]), P(τu < κ(x)) = ENu([α, κ(x)]).Ïîäñòàâëÿÿ â (13) âûðàæåíèÿ (28) è (29) âìåñòî ñîîòâåòñòâåííî P(τu < ∞) è

P(τu < κ(x)), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.154
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Ìàëûøåâ Â.À. Îñòðîâêè ìàòåìàòèêè â äðóãèõ íàóêàõ...ÎÑÒ�ÎÂÊÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ Â Ä�Ó�ÈÕ ÍÀÓÊÀÕ(Î ÍÅÊÎÒÎ�ÛÕ ÏÎÑËÅÄÍÈÕ �ÀÁÎÒÀÕËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÈ ÁÎËÜØÈÕ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ)Â.À. ÌàëûøåâÄàåòñÿ îáçîð íåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ ðàáîò ëàáîðàòîðèè áîëüøèõ ñëó-÷àéíûõ ñèñòåì. 1. ÂâåäåíèåËàáîðàòîðèÿ áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ñèñòåì, ñîçäàííàÿ íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì �àêóëüòåòå â 1992 ãîäó ïðèêàçîì ðåêòîðà, çàíèìàåòñÿ ñîçäàíèåìè ðàçðàáîòêîé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëåíèé êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà âäðóãèõ íàóêàõ. Ñêàæåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ñëîâ î �èëîñî�èè âûáîðà çàäà÷ è òåìäëÿ èññëåäîâàíèÿ.Ìàòåìàòèêà ìîãëà áû ñóùåñòâîâàòü ñàìà ïî ñåáå, ñ óâëå÷åíèåì çàíèìàÿñü ìà-ãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ÷èñåë, êîìáèíàòîðíûìè ãîëîâîëîìêàìè è ïîñòåïåííûìèîáîáùåíèÿìè è óòî÷íåíèÿìè ïðè ïîñòðîåíèè àðõèòåêòóðíûõ øåäåâðîâ ñîáñòâåí-íûõ îáëàñòåé. Òàêàÿ íåçàâèñèìîñòü ìàòåìàòèêè îò æèçíè èìååò, êîíå÷íî, ñâîèïëþñû, íî äîëæíà â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñîçäàâàòü ñîñòîÿíèå òîñêëèâîñòè. Ïîýòîìóåñòåñòâåííû ïîïûòêè ìàòåìàòèêà âòîðãíóòüñÿ â äðóãèå íàóêè. Â çàâèñèìîñòè îòâîçìîæíîñòåé è ïñèõèêè ìàòåìàòèêà ýòè âòîðæåíèÿ ìîãóò áûòü ñîâåðøåííî ðàç-ëè÷íû ïî ñâîèì öåëÿì. Ëèáî îí âåðèò äðóãèì ìàòåìàòèêàì, êîòîðûå óæå ¾çíàþò,÷òî íàäî äåëàòü¿, è áåðåò çàäà÷è èç èõ âïîëíå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòàòåé. Ëèáî îí¾èäåò íà ïîêëîí¿ ê òîìó æå �èçèêó, ¾áåðåò ó íåãî óðàâíåíèå¿ è ïðîáóåò èññëå-äîâàòü åãî ñâîèìè âîçìîæíîñòÿìè. Ëèáî ñîçäàåò êîìüþòåðíûå ïðîãðàììû.Ñîâåðøåííî äðóãîé óðîâåíü ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà ìàòåìàòèê ñàì ñîçäàåò ìîäåëèÿâëåíèé, èçíà÷àëüíî ìàëî ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòèêîé. Çäåñü çà îòñóòñòâèåì ýêñïå-ðèìåíòàëüíûõ çíàíèé è îïûòà ìàòåìàòèêó îñòàåòñÿ óïîâàòü íà àêñèîìû è ëîãèêó.Ïðîáëåìà âñåãäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî àêñèîì êàê òàêîâûõ ïî÷òè íèêîãäà íåò è èõíàäî ïðèäóìûâàòü ñàìîìó, èñõîäÿ èç óæå àêñèîìàòèçèðîâàííûõ îáëàñòåé è èçó÷å-íèÿ ëèòåðàòóðû. Ïðè ýòîì ÷òåíèå ëèòåðàòóðû ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïîëåçíûì,÷åì ðàçãîâîð ñ æèâûì ïðåäñòàâèòåëåì ïðèêëàäíîé íàóêè. Ïîëíàÿ àêñèîìàòèçà-öèÿ äàæå òàêîé ìàòåìàòèçèðîâàííîé íàóêè, êàê �èçèêà, íåâîçìîæíà, è ïðèõîäèò-ñÿ îãðàíè÷èâàòüñÿ îñòðîâêàìè, ãäå âîçìîæíà ÷åòêàÿ ëîãèêà, â ìîðå èíòóèöèè èðàñïëûâ÷àòûõ �îðìóëèðîâîê.Ìû ïðèâåäåì çäåñü òðè ïðèìåðà. Îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðâûå äâå çàäà÷è ïðåä-ñòàâëÿþò �óíäàìåíòàëüíûé èíòåðåñ, à òðåòüÿ, êîòîðàÿ òàêæå èíòåðåñíà, íî ìåíåå�óíäàìåíòàëüíà, äîëæíà ðåøàòüñÿ ïîä êîíêðåòíûé çàêàç â ðàìêàõ áîëüøîãî ïðî-åêòà. 2. Î ñòîõàñòè÷åñêèõ ìèêðîìîäåëÿõ òâåðäîãî òåëàè æèäêîñòèÂ øåñòèäåñÿòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà ïðîèçîøåë �àíòàñòè÷åñêèé âñïëåñê ìà-òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ýòî ïðèâåëî êàêñèîìàòèçàöèè èõ ðàâíîâåñíîé ÷àñòè, îñíîâàííîé íà ïîíÿòèè ãèááñîâñêîãî ñëó-÷àéíîãî ïîëÿ, à òàêæå ê ìàòåìàòè÷åñêèì òåîðåìàì, ñðàâíèìûì ïî ñëîæíîñòè ñ157



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉñàìûìè ãëóáîêèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîñòèæåíèÿìè. Îäíàêî, ÷òî êàñàåòñÿ íåðàâ-íîâåñíîé ÷àñòè, äåëî îáñòîèò çíà÷èòåëüíî õóæå. Áîëåå òîãî, ìíîãèå âàæíåéøèåêóñêè äàæå øêîëüíîãî êóðñà îáùåé �èçèêè îñòàëèñü íåïîíÿòûìè íà ìàòåìàòè÷å-ñêîì (à íåêîòîðûå è íà �èçè÷åñêîì) óðîâíå.Â ìîäåëÿõ ðàçðåæåííîãî ãàçà ìîëåêóëû îñíîâíîå âðåìÿ ïðîâîäÿò íà äîñòàòî÷-íîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, äâèãàÿñü ñâîáîäíî, à èõ âçàèìîäåéñòâèå ñâîäèòñÿê ñòîëêíîâåíèÿì. Õàðàêòåð ñòîëêíîâåíèé ìàëî âëèÿåò íà êà÷åñòâåííóþ êàðòèíóìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, è ÷àñòî ìîëåêóëû ñ÷èòàþòñÿ òâåðäûìè øàðèêàìè.Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ òâåðäîãî òåëà, íàîáîðîò, ìîëåêóëû ñîâåðøàþò ìàëûå êî-ëåáàíèÿ îêîëî ñâîèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, âñå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâóÿ ñ îäíèìèè òåìè æå ñîñåäÿìè. Òàê, â êàæäîì ó÷åáíèêå ïî îáùåé �èçèêå ìîæíî óâèäåòüçàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, îäíàêîâûâîäà çàêîíà �óêà èç ìèêðîìîäåëåé íè â îäíîì ó÷åáíèêå íàéòè íåâîçìîæíî.Òàêîé âûâîä íà îñíîâå ðàâíîâåñíûõ ãèááñîâñêèõ ìåð äàí â [1℄ äëÿ ïðîñòåéøåé îä-íîìåðíîé ìîäåëè, îäíàêî, ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïîêà îòêðûò, à òåì áîëåå íåÿñíî,êàê âûãëÿäèò äèíàìèêà ðàñøèðåíèÿ.Â êà÷åñòâå ìèêðîìîäåëè æèäêîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå óïëîòíåííûé ãàçòâåðäûõ øàðèêîâ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàëî îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì â òåîðåòè-÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå, öåëüþ êîòîðîãî áûëî âûâåñòè èç òàêîé ìèêðî-ìîäåëè óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà è óñïîêîèòüñÿ. ßâíûé ìàòåìàòè÷åñêèé íåóñïåõýòîé ïðîãðàììû òðåáóåò ïðèçíàíèÿ òîãî, ÷òî ñèëüíûå øêîëû èìåþò è ñâîè ìèíó-ñû, ïîäàâëÿÿ ñîçäàíèå äðóãèõ ìîäåëåé ñâîèì àâòîðèòåòîì.Îäíàêî óæå äîâîëüíî äàâíî â ìîíîãðà�èè [4℄, âûøåäøåé âïåðâûå â 1943 ãîäó,áûë ðàçâèò äðóãîé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ æèäêîñòåé, ãäå æèäêîñòü ðàññìàò-ðèâàåòñÿ êàê òâåðäîå òåëî ñ ìåíåå æåñòêîé ñòðóêòóðîé. Ýòà ìîíîãðà�èÿ, áóäó÷è�èçè÷åñêîé, îñíîâàíà òåì íå ìåíåå íà õîðîøåé âåðîÿòíîñòíîé èíòóèöèè è ìîæåòñëóæèòü îñíîâîé ñàìûõ ðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåéââåäåíà â [3℄. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé èëè ñ÷åòíûé ãðà� G, íàïðèìåð ðåøåòêà, ñ ìíîæåñòâîìâåðøèí V = V (G) è ìíîæåñòâîì ðåáåð L = L(G). Êîí�èãóðàöèåé íàçûâàåòñÿ�óíêöèÿ xv, v ∈ V, íà ìíîæåñòâå âåðøèí ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
X, íàçûâàåìîì ïðîñòðàíñòâîì ñïèíîâ èëè âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íà ìíî-æåñòâå êîí�èãóðàöèé XV çàäàåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.Ïåðåõîäû îïðåäåëÿþòñÿ òàê: äëÿ êàæäîãî ðåáðà l ∈ L(G) íåçàâèñèìî îò îñòàëü-íûõ ðåáåð ñ èíòåíñèâíîñòüþ λl = λl(xv, xv′) ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííîå èçìåíåíèåñïèíîâ xv è xv′ , ãäå v, v′ � âåðøèíû ðåáðà l:

(xv(t), xv′(t)) → (xv(t+ dt), xv′(t+ dt)) = F (xv(t), xv′(t))çäåñü F : S = X ×X → S = X×X � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå (áèíàðíàÿ ðåàêöèÿ).×àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû Êàâàñàêè, ãäå ïàðû òî÷åê îáìåíèâàþòñÿñâîèìè ñïèíàìè, òî åñòü F ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé, à òàêæå åùå áîëåå ïîïóëÿðíûéïðîöåññ ñ çàïðåòàìè, ãäå X = {0, 1}. Ââåäåííûé ïðîöåññ îòíîñèòñÿ ê ïðîöåññàì ñëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðûå èãðàþò â íàñòîÿùèé ìîìåíò áîëüøóþ ðîëüâ ïîñòðîåíèè �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðåîáðà-çîâàíèþ ïàð ñêîðîñòåé è, âîçìîæíî, äðóãèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ158



Ìàëûøåâ Â.À. Îñòðîâêè ìàòåìàòèêè â äðóãèõ íàóêàõ...÷àñòèö èëè èõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ. Â ðàáîòå [3℄ äëÿ êîíå÷íûõ X êëàññè�èöè-ðóþòñÿ áåðíóëëèåâñêèå èíâàðèàíòíûå ìåðû äëÿ òàêèõ öåïåé.Ïðîñòðàíñòâî X äàæå äëÿ ìîëåêóë âîäû HOH ìîæåò áûòü äîâîëüíî ñëîæíûì.Ïðîñòåéøàÿ êëàññè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ââîäèò êàê äëèíû ñâÿçåé OH, òàê è óãîë ìåæ-äó íèìè, à êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåò äàæå íåêîòîðûé òåòðàýäð,èñõîäÿ èç ìîëåêóëÿðíûõ îðáèòàëåé. Áîëåå òîãî, êàê èçâåñòíî, ìåæäó áëèçêî ðàñ-ïîëîæåííûìè ìîëåêóëàìè âîäû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ âîäîðîäíûå ñâÿçè, ïðè÷åìîäíà ìîëåêóëà ìîæåò îáðàçîâàòü äî 4 òàêèõ ñâÿçåé. Îíè âî ìíîãîì îáóñëîâëèâàþòîñíîâíûå �èçè÷åñêèå ñâîéñòâà âîäû, â òîì ÷èñëå è ñòðóêòóðó åå ñâÿçåé, êîòîðûåèíòåíñèâíî ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäóþòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [5℄).Â ðàáîòå [2℄ ïðîñòðàíñòâî X ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-þò îòñóòñòâèþ ÷àñòèöû èëè åå íàëè÷èþ ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè ñêîðîñòÿìè. Óæå ñòàêèì áåäíûì ïðîñòðàíñòâîì X óäàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü �àçîâûé ïåðåõîä îò ëàìè-íàðíîãî (ëèíåéíîãî) ïðî�èëÿ ñêîðîñòåé ê òóðáóëåíòíîìó (ïîñòîÿííîìó) â òå÷åíèèÊóýòòà. 3. Ïî÷åìó òå÷åò òîê×òîáû ÷òî-òî äâèãàëîñü, íóæíà äâèæóùàÿ ñèëà. Ìàêðîñêîïè÷åñêè òîê îïðå-äåëÿåòñÿ çàêîíîì Îìà
I =

U

R
,ãäå U � ïîòåíöèàë (èñêîìîé ñèëû). Èìååòñÿ â âèäó áîëüøåå: ìåæäó êîíöàìèîòðåçêà ïðîâîäíèêà äëèíû ∆L ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ðàâíà

∆U =
∆L

L
U,ãäå L � äëèíà âñåãî ïðîâîäíèêà. Èç îäíîðîäíîñòè ïî äëèíå ïðîâîäíèêà

U(x) = −Fx,ãäå F è åñòü èñêîìàÿ ñèëà. Ýòà ñèëà F âî âñåõ �èçè÷åñêèõ òåîðèÿõ (áåç îáúÿñíå-íèé) ïåðåíîñèòñÿ èç ìàêðî- íà ìèêðîøêàëó.Ïåðâîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé ìîäåëüþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà áûëà ìîäåëü Äðóäe1900 ãîäà, èçëàãàåìàÿ âî âñåõ êóðñàõ �èçèêè òâåðäîãî òåëà (ñì., íàïðèìåð, [7℄).Îíà îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè îá ýëåêòðè÷åñêîì òîêå êàê î äâèæåíèè çàðÿæåí-íûõ ÷àñòèö, íàïðèìåð ýëåêòðîíîâ. Â ïðîñòåéøåé òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé �îð-ìóëèðîâêå îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê. Íà ïðÿìîé â ìîìåíò t â òî÷êàõ
xi(t) íàõîäÿòñÿ îäèíàêîâûå ÷àñòèöû, äèíàìèêà êîòîðûõ îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõïðåäïîëîæåíèÿõ: ÷àñòèöû íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, à â ñëó÷àéíûå ìî-ìåíòû âðåìåíè tj,1 < tj,2 < ... < tj,i < ... ÷àñòèöà j îñòàíàâëèâàåòñÿ ïî ïðè÷èíåâçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé. Ïðè ýòîì âñå tj,i − tj,i−1 íåçàâèñèìû è îäèíà-êîâî ðàñïðåäåëåíû. Â èíòåðâàëàõ ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè ÷àñòèöa j ðàçãîíÿåòñÿñîãëàñíî çàêîíó Íüþòîíà

m
d2xj

dt2
= F, 159



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉãäå ñèëà F ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé, òî åñòü íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ xi(t) äðóãèõ÷àñòèö.Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ãîâîðèò, ÷òî ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíîðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âðåìåí äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöàñóùåñòâóåò ïðåäåë
lim
t→∞

xj(t)

t
= v =

Fτ

2m
, τ =< tj,i − tj,i−1 > .Åñëè ÷àñòèöû îäèíàêîâû è ïëîòíîñòü ρ ÷àñòèö ïîñòîÿííà, òî â ñðåäíåì çà åäèíèöóâðåìåíè ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ïðÿìîé áóäåò ïðîõîäèòü vρ = Fτρ

2m
÷àñòèö, ÷òî äàåòçàêîí Îìà U = FL, I = vρ, R = 2mL

τρ
.Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Äðóäå � ýòî ìîäåëü òðåíèÿ (Ýéíøòåéí, Ñòîêñ è äð.),êîòîðàÿ ïðè îïðåäåëåííîì ñêåéëèíãå äàñò çàêîí Íüþòîíà ñ òðåíèåì

m
d2x(t)

dt2
= F −A

dx

dt
.Íàä îáîáùåíèåì òîðìîçÿùåé ñèëû ïîòðóäèëèñü ìàòåìàòèêè (îêîëî 15 ñòàòåé âæóðíàëå ¾Communiations in Math. Physis¿) � îò íåçàâèñèìîñòè ê (àñèìïòîòè÷å-ñêè ñëàáîé) çàâèñèìîñòè îò ïðîøëîãî è áîëåå îáùèì ñëó÷àéíûì ñðåäàì. Îñíîâíàÿæå ïðîáëåìà ñîñòîèò, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî íèêàêîãî óñêîðÿþùåãî âíåøíåãî ïîëÿèëè âíåøíåé ñèëû íåò íà ïàññèâíîé ÷àñòè ïðîâîäíèêà (òî åñòü âíå ãåíåðàòîðà, áà-òàðåè è ò.ä.). Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îíà ñîâñåì îñòàëàñü áåç âíèìàíèÿ. Êîíå÷íî, åñòüè áûëî ïîíèìàíèå, ÷òî ñèëà èäåò îò ñàìèõ çàðÿäîâ, íî âîïðîñ ¾ÊÀÊ?¿ îñòàâàëñÿáåç îòâåòà äàæå íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè. Ýòîìó åñòü ðÿä ïðè÷èí:1) ïðîñòîòà, íàãëÿäíîñòü è äîñòàòî÷íîñòü ìîäåëè Äðóäå äëÿ ïðèêëàäíûõ öå-ëåé. Âû÷èñëèòåëüíî è óäîáíî, è åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ìàêðîñèëó òàêæå è ìèêðî-ñèëîé;2) �èçèêà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â íà÷àëå XX âåêà ñðàçó óøëà â êâàíòîâóþ îá-ëàñòü, ãäå ñêîíöåíòðèðîâàëàñü íà äðóãèõ ïðîáëåìàõ. Çîììåð�åëüä äîáàâèë äðóãîåðàñïðåäåëåíèå ïî ñêîðîñòÿì, Áëîõ äîáàâèë âíåøíèé ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë (îòêðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè), â �åðìè-æèäêîñòÿõ Ëàíäàó âìåñòî ìîäåëè ñâîáîäíûõýëåêòðîíîâ âîçíèêëà ìîäåëü ñâîáîäíûõ èëè ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçè÷à-ñòèö, Àíäåðñîí äîáàâèë ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë.3) îáùàÿ òåíäåíöèÿ �èçèêè íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà ëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðóòåîðèé.Îäíàêî èìååòñÿ äîëãàÿ äèñêóññèÿ â ¾Amerian Journal of Physis¿ íàñ÷åò ýòî-ãî, îòêóäà ïîëåçíî ïðèâåñòè öèòàòó ¾Common students misoneption � driftingeletrons push eah other through a wire just like water moleules push eah otherthrough a pipe (despite harge neutrality inside the metal)¿. Îäíàêî ñòóäåíòû, âîç-ìîæíî, ïðàâû � íåéòðàëüíîñòü, êîíå÷íî, èìååò ìåñòî íà ìàêðîøêàëå, íî íå íàìèêðîøêàëå, à òåì áîëåå íà åùå áîëåå ìåëêîé øêàëå, îïðåäåëÿåìîé íèæå.Ââåäåííàÿ â [6℄ ìîäåëü ìàêñèìàëüíî óïðîùåíà: îíà íå êâàíòîâàÿ, íåò êðè-ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, áåñêîíå÷íî òîíêèé ïðîâîä. Îäíàêî ïîëîæèòåëüíûé �îíçàðÿäîâ äëÿ ìàêðîíåéòðàëüíîñòè, êîòîðîãî íåò â ìîäåëè, ìîæíî ââåñòè áåç ïîòå-ðè ðåçóëüòàòà.160



Ìàëûøåâ Â.À. Îñòðîâêè ìàòåìàòèêè â äðóãèõ íàóêàõ...Â ìîìåíò 0 íà èíòåðâàëå [0, L) åñòü N(L) ÷àñòèö â òî÷êàõ
0 = xN(L)(0) < xN(L)−1(0) < ... < x1(0) < L.Ýíåðãèÿ ýòîé êîí�èãóðàöèè ÷àñòèö

U =
∑

<i,i−1>

V (xi − xi−1).ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïàðàì áëèæàéøèõ ñîñåäåé (÷èñòî òåõíè÷åñêîå ïðåä-ïîëîæåíèå). Ïîòåíöèàë ïðåäïîëàãàåòñÿ îòòàëêèâàþùèì (îêîëî íóëÿ):
V (x) = V (−x) > 0ñ ðîñòîì â íóëå:

f(r) = −dV (r)

dr
∼ c1r

−a, a ≥ 2, r = |x| → 0è óáûâàíèåì â áåñêîíå÷íîñòè: V (x) → 0 ïðè x→ ∞.Äèíàìèêà xi(t) = x
(N)
i (t) äàåòñÿ ñèñòåìîé N çàöåïëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé Íüþ-òîíà ñ äèññèïàöèåé ýíåðãèè
d2xi

dt2
= −∂U

∂xi

−A
dxi

dt
, i = 1, ..., N (1)(ìàññû m = 1). Âíåøíåé ñèëû íåò, íî åñòü ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ Fi = − ∂U

∂xi
èãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà êîíöàõ ïàññèâíîãî ó÷àñòêà. Êàê âîçìîæíî äâèæåíèå áåçâíåøíåé ñèëû? Ïîïðîáóåì ðàñïîëîæèòü ÷àñòèöû òàê, ÷òîáû íà êàæäóþ äåéñòâî-âàëà ñèëà, íàïðàâëåííàÿ âïðàâî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî (è íåîáõîäèìî), ÷òîáû äëÿâñåõ i

xi − xi+1 < xi−1 − xiÒîãäà íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóþò ñèëû: ñ êàæäîé èç ñòîðîí ïîðÿäêà Na, àðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà
G

(N)
i (t) = f(xi(t) − xi+1(t)) − f(xi−1(t) − xi(t)) > 0äîëæíà áûòü ïîðÿäêà 1. Îíà ñîîòâåòñòâóåò óñêîðÿþùåé ñèëå Äðóäå.Íî íàäî ñîáëþñòè åùå ìíîãî òðåáîâàíèé. Îñíîâíûå èç íèõ:1) ïî÷åìó ýòà êàðòèíà ñîõðàíÿåòñÿ âî âðåìåíè?2) ïî÷åìó ïëîòíîñòü, à òàêæå ñêîðîñòè ÷àñòèö ìàêðîñêîïè÷åñêè (òî åñòü ïðè

N → ∞ ) îäíîðîäíû?Â ìîäåëè åñòü ïàðàìåòð N (÷èñëî ÷àñòèö) è 3 øêàëû îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïà-ðàìåòðà:1) ïåðâàÿ øêàëà � ìàêðîøêàëà � ïîðÿäêà 1 � ñêîðîñòè ÷àñòèö;2) âòîðàÿ øêàëà � ìèêðîøêàëà (îáðàòíàÿ ïëîòíîñòü) � ïîðÿäêà 1
N
� ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè

xi+1(t) − xi(t); 161



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉ3) òðåòüÿ øêàëà � òîíêàÿ (ñóáìèêðî) øêàëà � ïîðÿäêà 1
N2 � ðàçíîñòè ìåæäóïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè

δi = xi−1(t) + xi+1(t) − 2xi(t),êîòîðóþ íàäî ïîäáèðàòü òàê, ÷òîáû îáùàÿ ñèëà áûëà ïîðÿäêà 1. Ñèëà, äâèãàþùàÿòîê, âîçíèêàåò èìåííî íà òîíêîé øêàëå.Ïåðåéäåì ê ñòðîãèì �îðìóëèðîâêàì. Äàííàÿ ñèñòåìà N(L) óðàâíåíèé èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íî îíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè ÷àñòèö è îòâûáðàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîñòðîåíî ïðîñòåéøåå ñåìåéñòâî ÿâíûõ ðåøåíèéýòîé ñèñòåìû.�åøåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì (òî åñòü ñòðåìÿùèìñÿ ê ñòàöèîíàð-íîìó äëÿ ëþáîãî −∞ < t < ∞ ïðè N → ∞), åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:1) îíî ïåðèîäè÷íî ñ ïåðèîäîì s = 1
N
, ãäå N = N(L)

L
� ïëîòíîñòü, òî åñòü

xi(s) = xi+1(0), i = 1, ..., N(L) − 1,ïðè ýòîì íîâûå ÷àñòèöû âõîäÿò (âáðàñûâàþòñÿ) â èíòåðâàë â ìîìåíòû, êðàòíûå
s, à êðàéíå ïðàâûå ÷àñòèöû ïîêèäàþò èíòåðâàë â òî÷êå L â ìîìåíòû, êðàòíûå s;2) ÷àñòèöû äâèæóòñÿ òîëüêî íàïðàâî;3) (ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ) åñòü âíåøíèå ñèëû, êîòîðûå äåéñòâóþò íà êðàéíå ëå-âóþ è êðàéíå ïðàâóþ ÷àñòèöû òàê, ÷òî

Fleft(xN(L)(t)) > |f(xN(L)−1(t) − xN(L)(t))|

Fright(x1(t)) < |f(x1(t) − x2(t))|Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ïîòåíöèàëà V è ëþáûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èç ââåäåí-íîãî êëàññà, ñóøåñòâóåò L0 > 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî L < L0 è äëÿ ëþáîé äî-ñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîòíîñòè N ñóùåñòâóåò êâàçèñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Ïðèýòîì ïðè N → ∞ èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà ÌÀÊ�Îñêîïè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè ïîâðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó áåç ÌÈÊ�Îîäíîðîäíîñòè: äåéñòâóþùèå íà êàæäóþ÷àñòèöó i ñèëû
G

(N)
i (t) → const > 0,ñêîðîñòè âñåõ ÷àñòèö

v
(N)
i (t) → const > 0,îäíîðîäíîñòü ïëîòíîñòè ÷àñòèö: äëÿ ëþáîãî t è ëþáîãî ïîäûíòåðâàëà l ⊂ [0, L]

N(l, t)

N
→ |l|

L
,N = N([0, L], t),ãäå N(l, t) � ÷èñëî ÷àñòèö â èíòåðâàëå I â ìîìåíò t.Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà è ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ � ñâåäåíèå ñèñòåìû N óðàâíå-íèé ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé: ëèíåéíîìó ÎÄÓ è íåëèíåéíîìó �óíêöèîíàëüíîìóóðàâíåíèþ.162



Ìàëûøåâ Â.À. Îñòðîâêè ìàòåìàòèêè â äðóãèõ íàóêàõ...Áóäåì èñêàòü ãëàäêóþ âîçðàñòàþùóþ �óíêöèþ x(t) íà èíòåðâàëå âðåìåíè
[0, TL] äëÿ íåêîòîðîãî TL > 0, òàêóþ, ÷òî x(0) = 0, x(TL) = L, è óäîâëåòâîðÿ-ùóþ îäíîâðåìåííî äâóì óðàâíåíèÿì: ëèíåéíîìó ÎÄÓ

d2x

dt2
= G(t) −A

dx

dt
(2)è íåëèíåéíîìó �óíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ

f(x(t) − x(t− s)) − f(x(t+ s) − x(t)) = G(t), t ∈ [0, TL].Òîãäà
xk(t) = x(t+ (k − 1)s), t ∈ (0, s), k = 1, ..., N(L), (3)áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîñåäè îòñòîÿò äðóã îò äðóãà íà ðàâ-íûå âðåìåíà (íî ÍÅ íà ðàâíûå ðàññòîÿíèÿ).Ëèíåéíîå ÎÄÓ íà [0, TL] ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x(0) = 0,
dx

dt
(0) = v0 = A−1w (4)ìîæåò áûòü ðåøåíî ÿâíî, åñëè ñ÷èòàòü ¾ñèëó Äðóäå¿ G(t) çàäàííîé â âèäå

G(t) = w + νt+ g(t)äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû w > 0, èìåþùåé ñìûñë áàçèñíîé ïîñòîÿííîé ñèëû, êî-òîðàÿ äâèæåò ÷àñòèöû âïðàâî (àíàëîã ñèëû Äðóäå). ¾�îëàÿ¿ �óíêöèÿ νt ñ ìàëûìïàðàìåòðîì
ν = ν(N) = sa−2a−1A−a−1wa+2îïðåäåëÿåò ñëàáûé ðîñò ýòîé ñèëû â íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïîðÿäêà O(1).Ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí g(t), íåîáõîäèìûé äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèé, èùåòñÿ ïîä-ñòàíîâêîé â �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå è åãî ðåøåíèåì. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâîñì. â [6℄. 4. Ïðîáêè íà àâòîòðàññàõÏðîáêè áûâàþò íå òîëüêî â ãîðîäàõ, íî è íà àâòîòðàññàõ, çà ÌÊÀÄ. Àíàëèçäâèæåíèÿ àâòîìîáèëåé ïî àâòîòðàññàì áîëåå äîñòóïåí òî÷íîìó ìàòåìàòè÷åñêîìóàíàëèçó, ÷åì ïî ïåðåïëåòåíèÿì ìîñêîâñêèõ óëèö. Åñòü äâà ïîäõîäà ê òàêîìó àíà-ëèçó: ìàêðîïîäõîä ñ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîäîáíûìè óðàâíåíèÿìäëÿ æèäêîñòè (ñì., íàïðèìåð, [10℄), è ìèêðîïîäõîä, ãäå åñòü ìíîãî ýëåìåíòàðíûõåäèíèö � ìàøèí. Ìû ïðåäëîæèì îäíó ìîäåëü ìèêðîïîäõîäà, ïîêàçûâàþùóþ, êà-êèå ïàðàìåòðû èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü.Ïóñòü ñíà÷àëà ïî òðàññå ñ îäíîé ïîëîñîé â îäíîì íàïðàâëåíèè äâèæåòñÿ ìà-øèíà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé x(t) íà ïðÿìîé R. Â òî÷êàõ

... < Yk < Yk+1 < ...ïðÿìîé ñòîÿò ñâåòî�îðû. Íà êàæäîì ñâåòî�îðå k â äåòåðìèíèðîâàííûå ìîìåíòûâðåìåíè τk,n çåëåíûé ñâåò âêëþ÷àåòñÿ, à â σk,n âûêëþ÷àåòñÿ, ïðè÷åì
... < τk,n < σk,n < τk,n+1 < . . . . 163



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉÄâèæåíèå ìàøèíû îïèñûâàåòñÿ òàê. Ïîñòîÿâ ïåðåä ñâåòî�îðîì, ìàøèíà íàáèðà-åò ñêîðîñòü ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó v(t) è äàëåå äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé, ìàêñè-ìàëüíî ðàçðåøåííîé ñêîðîñòüþ Vmax äî ñëåäóþùåãî êðàñíîãî ñâåòà. Çàäà÷à ñîñòî-èò â âû÷èñëåíèè ñðåäíåé ñêîðîñòè àâòîìîáèëÿ íà áîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíèïðè ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ìíîæåñòâå èìåþùèõñÿ ïàðàìåòðîâ. Ïàðàìåòðîâäåéñòâèòåëüíî ìíîãî: äëèòåëüíîñòè êðàñíîãî è çåëåíîãî ñâåòà äëÿ êàæäîãî èçñâåòî�îðîâ è ñäâèãè ïî âðåìåíè äëÿ ðàçíûõ ñâåòî�îðîâ, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñâå-òî�îðàìè, Vmax è çàêîí íàáîðà ñêîðîñòè. Ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îòâåòáóäåò ìàëî çàâèñåòü îò äèñïåðñèé ýòèõ âåëè÷èí, à â îñíîâíîì îò èõ ñðåäíèõ.�àññìîòðèì òåïåðü ïîòîê àâòîìàøèí, ãäå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ìàøèíû òî÷êàìè
... < xi(t) < xi−1(t) < ...íà ïðÿìîé R. Ïðè ýòîì äîáàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:1) ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè òî÷êàìè íå ìîæåò áûòü ìåíåå íåêî-òîðîãî ÷èñëà d, êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ñðåäíåé äëèíîé ìàøèí;2) ó÷èòûâàåòñÿ çàïàçäûâàíèå s íà÷àëà äâèæåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî âîäèòå-ëÿ ïðè íà÷àëå äâèæåíèÿ íà çåëåíûé ñâåò.Ïðè ýòîì ñîäåðæàòåëüíà äàæå çàäà÷à ñ îäíèì ñâåòî�îðîì. Åñëè íà òðàññóïîñòóïàåò ñëåâà ïîòîê ìàøèí ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ < d−1, òî àíàëîãè÷íîçàäà÷àì òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ρcr,âûøå êîòîðîé îáðàçóþùàÿñÿ ïåðåä ñâåòî�îðîì ïðîáêà ðàñòåò. Íî, êàê ìû çíàåìèç îïûòà, ïðîáêè ïîñòåïåííî ðàññàñûâàþòñÿ è ñíîâà âîçíèêàþò. Ýòî ìîæåò áûòüòîëüêî ïî ïðè÷èíå ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè ρ(t) ìàøèí â òå÷åíèå äíÿ. Ýòî åäèí-ñòâåííûé ìàêðîïàðàìåòð â çàäà÷å. Âñå îñòàëüíûå � ìèêðîïàðàìåòðû, òî åñòü íàãîðàçäî ìåíüøåé âðåìåííîé øêàëå. Ñèòóàöèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íà âîçíèêàþùåéïðè âûâîäå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èç ìèêðîäèíàìèêè.Îäíà òàêàÿ çàäà÷à î äèíàìèêå ðîñòà ïðîáêè áûëà ðåøåíà â [11℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Malyshev V.A. One-dimensional mehanial netrworks and rystals // MosowMath. J. 2006. 6, � 2. P. 263�268.[2℄ Ìàëûøåâ Â.À., Ìàíèòà À.Ä. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìèêðîìîäåëü òå÷åíèÿ Êóýòòà// Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ. 2008. 53, � 4. C. 798�809.[3℄ Malyshev V.A., Zamyatin A.A. Exhange proesses with a loal interation:invariant Bernoulli measures // Markov Proesses and Related Fields. 2009. 15,� 1. P. 125�133.[4℄ Ôðåíêåëü ß. Êèíåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ æèäêîñòåé. Ë.: Íàóêà, 1975.[5℄ Moro R., Rabinovith R., Xia Ch, Kresin V. Eletri dipole moments of waterlusters from a beam de�etion measurement // Phys. Rev. Lett. 2006. 97.� 123401.[6℄ Ìàëûøåâ Â.À. Ïî÷åìó òå÷åò òîê: ìíîãî÷àñòè÷íàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü //Òåîð. è ìàòåì. �èç. 2008. 155, � 2. P. 301�311.[7℄ Àøêðî�ò Í., Ìåðìèí Í. Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà. Ò. 1, 2. Ì.: Ìèð, 1979.[8℄ Jakson J. Surfae harges on iruit wires and resistors play three roles // Amer.J. Phys. 1996. 64, � 7. P. 855�870.164



Ìàëûøåâ Â.À. Îñòðîâêè ìàòåìàòèêè â äðóãèõ íàóêàõ...[9℄ Preyer N. Transient behaviour of simple RC iruits // Amer. J. Phys. 2002. 70.P. 1187�1193.[10℄ Prigogine I., Herman R. Kineti Theory of Vehiular Tra�. Elsevier, 1971.[11℄ Çàìÿòèí À.À., Ìàëûøåâ Â.À. Íàêîïëåíèå íà ãðàíèöå äëÿ îäíîìåðíîé ñòî-õàñòè÷åñêîé ñèñòåìû ÷àñòèö // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. 2008. 43,� 4. P. 68�82.
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�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉÎ ÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÀÄÑÎ�ÁÖÈÈÑ.Å. Âîëêîâ, Â. Â. ÙåðáàêîâÂ ýòîé ðàáîòå ìû àíîíñèðóåì è îáñóæäàåì ðåçóëüòàòû îá àñèìï-òîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ìîäåëèðóþùåãî ïðîöåññûàäñîðáöèè â �èçèêå. �àññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ìîæíî òàêæå èíòåðïðå-òèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ îáîáùåííóþ óðíîâóþ ñõåìó Ïîéà.1. Ââåäåíèå�àññìîòðèì öåëî÷èñëåííûé îòðåçîê DN = [1, . . . , N + 1] ñ ïåðèîäè÷åñêèìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî N ≥ 2. �àññìîòðèì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü (Xt ∈ DN , t ≥ 1) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêèõ, ÷òî X1 ðàâíî-ìåðíî ðàñïðåäåëåíà â DN è óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå Xt+1 îòíîñèòåëüíî X(t) =
(X1, . . . , Xt), t ≥ 1, çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé:

P{Xt+1 = i|X(t)} =
βVi(t)

∑N+1
i=1 βVj(t)

, i ∈ DN ,ãäå
Vi(t) =

∑

j∈Ui

ξj(t), i = 1, . . . , N + 1,

ξi(t) =

t∑

s=1

1{Xs=i}, i = 1, 2, . . . , N + 1, (1)è ãäå Ui � ýòî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè i ∈ DN . Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðè-âàåì òðè ñëåäóþùèõ âàðèàíòà îêðåñòíîñòè Ui:
(A1) : Ui = {i}; (A2) : Ui = {i, i+ 1}; (A3) : Ui = {i− 1, i, i+ 1}.Cëó÷àéíûé ïðîöåññ (Xt, t ≥ 0) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ âåðîÿòíîñòíûõ ìî-äåëåé ïðîöåññîâ àäñîðáöèè. Óçëû ðåøåòêè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äèñêðåòíàÿ àï-ïðîêñèìàöèÿ íåïðåðûâíîé ïîâåðõíîñòè íåêîòîðîãî ìàòåðèàëà. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà

Xt èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê òî÷êà ïîâåðõíîñòè, ãäå àäñîðáèðîâàíà t-ÿ ÷àñòèöà. Îäíîèç îñíîâíûõ ñâîéñòâ �èçè÷åñêèõ ìîäåëåé àäñîðáöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî àäñîðáè-ðîâàííûå ÷àñòèöû ìåíÿþò ïîãëîùàþùèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòè. Â òåðìèíàõ âåðî-ÿòíîñòíîé ìîäåëè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëîæåíèÿ ñëå-äóþùåé àäñîðáèðóåìîé ÷àñòèöû çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîí�èãóðàöèè, îá-ðàçîâàííîé ïîëîæåíèÿìè ïðåæäå àäñîðáèðîâàííûõ ÷àñòèö. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãîîïèñàíèÿ ìîäåëåé àäñîðáöèè è îáçîðà ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðû ìû îòñûëàåìê ðàáîòå [1℄ (ñì. òàêæå [2℄). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòðîãèé àíàëèç �èçè÷åñêèõìîäåëåé ïðîöåññîâ àäñîðáöèè ïðèâîäèò ê ïîñòàíîâêå ñîäåðæàòåëüíûõ ìàòåìàòè-÷åñêèõ çàäà÷ [3, 4℄. Êðîìå òîãî, àíàëîãè÷íûå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû â äðóãèõ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð, òàêèõ, êàêãåî�èçèêà è ýêîëîãèÿ) äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðoñòðàíñòâåííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ[5, 6℄.166



Âîëêîâ Ñ. Å., Ùåðáàêîâ Â. Â. Î ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññîâ àäñîðáöèè�àññìîòðèì ïðîöåññ ðîñòà ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξN+1(t)), êîìïîíåíòû êîòîðîãîîïðåäåëåíû óðàâíåíèåì (1). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (ξ(t), t ∈ Z+) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-ñêîé öåïüþ ñî çíà÷åíèÿìè â Z
N+1
+ ñî ñëåäóþùèìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè:

P{ξi(t+ 1) = ξi(t) + 1|ξ(t)} = P{Xt+1 = i|ξ(t)} =
βVi(t)

∑N+1
j=1 βVj(t)

.Â ýòîé çàìåòêå ìû èíòåðåñóåìñÿ òàêèì ñâîéñòâîì ïðîöåññà ðîñòà, êàê ñòàáèëü-íîñòü, êîòîðîå íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Î÷å-âèäíî, ÷òî êàêèå-òî êîìïîíåíòû ïðîöåññà ðîñòà äîëæíû ðàñòè íåîãðàíè÷åííî, êî-ãäà ÷èñëî ðàçìåùàåìûõ ÷àñòèö ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. È ïîä ñòàáèëüíîñòüþïðîöåññà ðîñòà ìû ïîíèìàåì ñèòóàöèþ, êîãäà âñå êîìïîíåíòû ïðîöåññà ðàñòóòïðèìåðíî ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðîöåññ ðîñòà íåñòàáèëåí, åñëè ìû íàáëþäàåìíåðàâíîìåðíûé ðîñò êîìïîíåíò ïðîöåññà. Íèæå ìû �îðìàëèçóåì ïîíÿòèå ñòà-áèëüíîñòè è ïðèâîäèì ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû, êðàòêî îáñóæäàÿ îñíîâíûåèäåè äîêàçàòåëüñòâ è âîçìîæíûå óñèëåíèÿ íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé. Çà äåòàëÿìèäîêàçàòåëüñòâ ìû îòñûëàåì ê ðàáîòå [7℄.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå (A1) íàøà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì âàðèàíò-îì óðíîâîé ñõåìû Ïîéÿ, äëÿ êîòîðîé íåêîòîðûå èíòåðåñóþùèå íàñ ðåçóëüòàòûèçâåñòíû (ñì. íèæå). Òàêæå â ñëó÷àÿõ (A2) è (A3) ìîäåëü ìîæåò áûòü èíòåðïðå-òèðîâàíà êàê óðíîâàÿ ñõåìà Ïîéÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì.2. Îïðåäåëåíèå ñòàáèëüíîñòèÄëÿ òîãî ÷òîáû �îðìàëèçîâàòü èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññàðîñòà, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðîöåññ ðàçíîñòåé ζt = (ζ1(t), . . . , ζN(t)) ∈ Z
N , t ∈

Z+, ãäå
ζi(t) = ξi(t) − ξN+1(t), i = 1, . . . , N.Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ òðåõ óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ (A1), (A2) è (A3) ïðîöåññ (ζt, t ∈

Z+) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ ñî ñëåäóþùèìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿ-ìè:
P{ζi(t+ 1) = ζi(t) + 1|ζ(t)} =

β
∑

j∈Ui
ζj(t)

Z(ζt)è
P{ζi(t+ 1) = ζi(t) − 1, ∀ i ∈ DN |ζ(t)} =

1

Z(ζ(t))
,ãäå

Z(ζ(t)) =

N∑

j=1

β
∑

j∈Ui
ζj(t).Â òåðìèíàõ ïðîöåññà ðàçíîñòåé ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñòà-áèëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïðîöåññ ðîñòà ñòàáèëüíûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèéïðîöåññ ðàçíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé öåïüþ Ìàðêîâà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àåïðîöåññ ðîñòà íåñòàáèëåí. 167



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉ3. Ìîäåëü áåç âçàèìîäåéñòâèÿÒåîðåìà 1. Ïóñòü Ui = {i}, i = 1, . . . , N + 1.1) Åñëè 0 < β < 1, òî ìàðêîâñêàÿ öåïü (ζ(t), t ∈ Z+) ýðãîäè÷íà.2) Åñëè β > 1, òî ìàðêîâñêàÿ öåïü (ζ(t), t ∈ Z+) òðàíçèåíòíà.Åñëè Ui = {i}, òî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ÷àñòíûì ñëó÷àåì õîðîøî èçó÷åííîé óðíîâîé ñõåìû Ïîéÿ ñ N +1 òèïîì øàðîâ [8,9℄. Â óðíîâîé ñõåìå Ïîéÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â óðíå ìîãóò íàõîäèòüñÿ øàðû N+1òèïà, â ìîìåíò âðåìåíè t èç óðíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì èçâëåêàåòñÿ øàð, ïðè÷åìâåðîÿòíîñòü âûíóòü øàð òèïà i ïðîïîðöèîíàëüíà íåêîòîðîé �óíêöèè w(ξi(t)), ãäå
ξi(t) � ýòî ÷èñëî øàðîâ òèïà i â óðíå â ìîìåíò t. Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå
w(x) = βx.Åñëè β > 1, òî ∑∞

k=1w(k)−1 < ∞. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð, [9℄),
P

(
N+1⋃

i=1

Ai

)
= 1,ãäå

Ai =

{
lim
t→∞

ξi(t) = ∞, sup
t
ξj(t) <∞ äëÿ âñåõ j 6= i

}
, i = 1, . . . , N + 1.Òî åñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà âðåìåíè èç óðíû âûíè-ìàþòñÿ øàðû òîëüêî îäíîãî òèïà. Â òåðìèíàõ ïðîöåññà ðîñòà ýòî îçíà÷àåò, ÷òîíà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî (ñëó÷àéíîãî) ìîìåíòà âðåìåíè áóäåò ðàñòè òîëüêî îäíà èçêîìïîíåíò ïðîöåññà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñêîëüêó ζi(t) = ξi(t) − ξN+1(t), òî íàñîáûòèè Ai, i = 1, 2, . . . , N , ζi(t) → ∞, è íà ñîáûòèè AN+1 âñå ζi(t) → −∞. Òàêèìîáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîöåññ ðàçíîñòåé òðàíçèåíòåí, òî åñòü ïðîöåññ ðîñòàíåñòàáèëåí.Åñëè β < 1, òî ñíîâà èñïîëüçóÿ èíòåðïðåòàöèþ ïðîöåññà ðîñòà â òåðìèíàõóðíîâîé ñõåìû Ïîéÿ è çàìå÷àÿ, ÷òî ∑∞

k=1w(k)−1 = ∞, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü èç-âåñòíûé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðåçóëüòàò [9℄, êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 ÷èñëî èçâëå÷åííûõ øàðîâ ëþáîãî òèïà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðà-çîì, â ñëó÷àå β < 1 âñå êîìïîíåíòû ïðîöåññà ðîñòà âîçðàñòàþò áåñêîíå÷íî. Íàøðåçóëüòàò óñèëèâàåò ýòî óòâåðæäåíèå. À èìåííî ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âñå êîìïî-íåíòû ïðîöåññà ðàñòóò ê áåñêîíå÷íîñòè ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì â òîì ñìûñëå, ÷òîðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà ðàçíîñòåé ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (êàêýòî ñëåäóåò èç åãî ýðãîäè÷íîñòè). Ìû äîêàçûâàåì ýðãîäè÷íîñòü ïðîöåññà ðàçíî-ñòåé, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé Ôîñòåðà [10℄.Òåîðåìà 2 (Ôîñòåð). Ñ÷åòíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ηk, k ∈ Z+, ÿâëÿåòñÿ ýðãî-äè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòî-ÿíèé M , ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε > 0 è ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ f(ηk), òàêèå,÷òî

E [f(ηk+1) − f(ηk) | ηk = v] ≤ −ε äëÿ âñåõ v /∈M ;
E [f(ηk+1) | ηk = v] <∞ äëÿ âñåõ v.168



Âîëêîâ Ñ. Å., Ùåðáàêîâ Â. Â. Î ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññîâ àäñîðáöèèÏîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå �óíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæåò áûòü âçÿòà êâàäðàòè÷åñêàÿ�óíêöèÿ
f(x) =

N∑

i=1

x2
i , x = (x1, . . . , xN) ∈ Z

N ,

ε ìîæåò áûòü ëþáûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, à ìíîæåñòâîM ìîæåò áûòü âûáðà-íî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
M :=

{
N∑

i=1

|xi| 6 CN + ε

}
,ãäå C åñòü íåêîòîðàÿ (ÿâíî âû÷èñëÿåìàÿ) êîíñòàíòà. Ïîëîæèì

∆ := E (f(ζ(t+ 1)) − f(ζ(t)) | ζt = x) =

∑N
i=1 (2xi(β

xi − 1) + 1 + βxi)

1 +
∑N

i=1 β
xi

.Òîãäà äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ε > 0

∆ + ε =
ε−∑N

i=1(2xi(1 − βxi) − 1 − (ε+ 1)βxi)

1 +
∑N

i=1 β
xi

.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ: h(x) = 2x(1 − βx) − 1 − (ε + 1)βx. Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå A′ > 0, ÷òî äëÿ x > A′ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
h(x) > x. Òàêæå åñëè x = −a < 0, òî

h(x) = h(−a) =
1

βa
(2a− ε− 1) − 1 − 2a.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ h(−a) ðàñòåò ïðèáëèçèòåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî, ñëåäî-âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå A′′ > 0, ÷òî h(−a) > a, êîãäà a > A′′. Âûáåðåì

−C := min
−A′′<x<A′

(h(x) − |x|) = inf
x∈R

(h(x) − |x|)(çàìåòèì, ÷òî ε+ 2 6 C <∞). Òîãäà
N∑

i=1

(2xi(1 − βxi) − 1 − (ε+ 1)βxi) =

N∑

i=1

h(xi) =

N∑

i=1

|xi| +
N∑

i=1

(h(xi) − |xi|) >

>

N∑

i=1

|xi| − CNè, ñëåäîâàòåëüíî,
∆ + ε 6

CN + ε−∑N
i=1 |xi|

1 +
∑N

i=1 β
xi

6 0,êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé (x1, . . . , xN), ïðèíàäëåæàùèõìíîæåñòâó
M :=

{
N∑

i=1

|xi| 6 CN + ε

}
. 169



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉÒàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ êðèòåðèÿ Ôîñòåðà âûïîëíåíû è ìàðêîâñêàÿ öåïü (ζ(t), t ∈
Z+) ýðãîäè÷íà.Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ôîñòåðà âëå÷åò òàêæå ýêñ-ïîíåíöèàëüíóþ ñõîäèìîñòü ê ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. [10℄).Ìîäåëü ñ β = 1. Åñëè β = 1, òî ýòî ñïåöèàëüíûé è âûðîæäåííûé â î÷åâèäíîìñìûñëå ñëó÷àé, êîãäà íà êàæäîì øàãå ÷àñòèöû ðàçìåùàþòñÿ ïî óçëàì ðåøåòêèðàâíîâåðîÿòíî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññ ðàçíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìñëó÷àåì îäíîðîäíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè ñêà÷êàìè è íóëå-âûì ñíîñîì. Òàêîå áëóæäàíèå âîçâðàòíî (íî íå ýðãîäè÷íî) â ðàçìåðíîñòÿõ 1, 2 èòðàíçèåíòíî â ðàçìåðíîñòÿõ 3 è âûøå.4. Ìîäåëü ñ íåñèììåòðè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåìÒåîðåìà 3. Ïóñòü Ui = {i, i+ 1}, i = 1, . . . , N + 1.1) Åñëè N = 2 è β < 1, òî ìàðêîâñêàÿ öåïü (ζ(t), t ∈ Z+) ýðãîäè÷íà.2) Åñëè β > 1, òî ìàðêîâñêàÿ öåïü (ζ(t), t ∈ Z+) òðàíçèåíòíà.Â ñëó÷àå N = 2 ïðîöåññ ðàçíîñòåé ζ(t) = (ζ1(t), ζ1(t)) ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîéöåïüþ íà Z

2 ñî ñëåäóþùèìè ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè:
P{ζ(t+ 1) = (x+ 1, y)|ζ(t) = (x, y)} =

βx+y

βx+y + βy + βx
,

P{ζ(t+ 1) = (x, y + 1)|ζ(t) = (x, y)} =
βy

βx+y + βy + βx
,

P{ζ(t+ 1) = (x− 1, y − 1)|ζ(t) = (x, y)} =
βx

βx+y + βy + βx
.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå β < 1, N = 2 äëÿ Ìàðêîâñêîé öåïè ζ(t) êðèòåðèéÔîñòåðà âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëåäóþùåé �óíêöèåé Ëÿïóíîâà:

f(x) = β1−x1−x2 + β−3x1+x2 + β3x1−4x2 + βx1+4x2. (2)Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà äåòàëÿõ âû÷èñëåíèé, çàìåòèì, ÷òî ýðãîäè÷íîñòü ïðîöåññàðàçíîñòåé ñòàíîâèòñÿ èíòóèòèâíî ïîíÿòíîé óæå ïîñëå äîñòàòî÷íî ãðóáîãî àíàëèçààñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðîöåññà âäàëè îò íà÷àëà êîîðäè-íàò. È ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíî ïðåäúÿâèòü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ �óíêöèþ Ëÿïóíîâà,íàïðèìåð òàêóþ:
f̃(x) = max

{
x1 + x2

10
,
8x1 − 3x2

25
,
8x1 − 7x2

20
,
−x1 − 3x2

7

}
,îäíàêî ïðîâåðêà êðèòåðèÿ ñâîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå ê î÷åíü áîëüøîìó ïåðåáîðó âà-ðèàíòîâ íà÷àëüíîé òî÷êè â âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ñêà÷êà f̃(ζ(t)). Êîíñòðóêöèÿ æåãëàäêîé �óíêöèè Ëÿïóíîâà (2) ñîâñåì íå î÷åâèäíà. Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òîòðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîé ìàðêîâñêîé öåïè âåäóò ñåáÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëè-çèòåëüíî êàê òðàåêòîðèè ñëåäóþùåãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-íèÿ:

dx2

dx1

=
βx2 − βx1

βx1+x2 − βx1
.170



Âîëêîâ Ñ. Å., Ùåðáàêîâ Â. Â. Î ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññîâ àäñîðáöèèÏðèìåíÿÿ ïîäñòàíîâêó u = β−x1, v = β−x2, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:
dv

du
=
v(u− v)

u(1 − v)
, (3)Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íàì íåèçâåñòíî. Òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ,ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé, âåäóò ñåáÿ êàê ñïèðàëè, ñêðó-÷èâàþùèåñÿ â òî÷êó (1, 1) ñ âîçðàñòàíèåì âðåìåíè (ðèñ. 1). Òðàíçèåíòíîñòü â

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4

�èñ. 1. Òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (3)ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è β > 1, N ≥ 2 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì Ìàðêîâñêóþ öåïü η(t) = (η1(t), . . . , ηN+1(t)), ãäå ηi(t) =
ξi(t) − ξi−1(t), i = 1, . . . , N + 1, ñ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé {x = (x1, . . . , xN+1) :
x1 + · · · + xN+1 = 0}. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðàíçèåíòíîñòü (η(t), t ∈ Z+) âëå÷åòòðàíçèåíòíîñòü ïðîöåññà ðàçíîñòåé (ζ(t), t ∈ Z+). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî ìàðêîâñêàÿ öåïü (ζ(t), t ∈ Z+) âîçâðàòíà, òî ξ1(t) = · · · = ξN+1(t) ïî÷òèíàâåðíîå äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t. Íî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî òîãäà η1(t) = · · · =
ηN+1(t) = 0 ïî÷òè íàâåðíîå äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðàíçèåíò-íîñòè ïðîöåññà η. Òðàíçèåíòíîñòü æå ìàðêîâñêîé öåïè (η(t), t ∈ Z+) äîêàçûâàåòñÿïðèìåíåíèåì ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ [10℄.Òåîðåìà 4 (êðèòåðèé òðàíçèåíòíîñòè). Ñ÷åòíàÿ öåïü Ìàðêîâà ηk, k ∈
Z+, òðàíçèåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêîå ìíîæåñòâîñîñòîÿíèé M ⊂ A è ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ f(ηk), òàêèå, ÷òî

E [f(ηk+1) − f(ηk) | ηk = v] ≤ 0 äëÿ âñåõ v /∈M ;
f(v1) < inf

v∈M
f(v), ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî v1 /∈M.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû âûïîëíÿþòñÿ ñ �óíêöèåé

f(x) =

{
1, åñëè x1 = x2 = · · · = xN+1 = 0;

1
max{|x1|,|x2|,...,|xN+1|} â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.è ìíîæåñòâîì M , êîòîðîå åñòü íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò. 171



�ÀÇÄÅË 2. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ËÀÁÎ�ÀÒÎ�ÈÉ5. Ìîäåëü ñ ñèììåòðè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåìÒåîðåìà 5. Åñëè Ui = {i−1, i, i+1}, i = 1, . . . , N+1, è N ≥ 3, òî ìàðêîâñêàÿöåïü (ζ(t), t ∈ Z+) òðàíçèåíòíà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ 0 < β < 1 èëè β > 1.Â ñëó÷àå 0 < β < 1 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî åñëè ξ1(T ) = ξ2(T ) = · · · = ξN+1(T )â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè T , òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, íå çàâèñÿùåéîò T , ïðîèñõîäèò ñëåäóþùåå ñîáûòèå:
A := { lim

t→∞
ξi(t)/t = 1/M äëÿ ÷åòíûõ i è sup

t>T
ξi(t) = ξi(T ) äëÿ íå÷åòíûõ i},÷òî î÷åâèäíûì îáðàçîì îçíà÷àåò òðàíçèåíòíîñòü ïðîöåññà ðàçíîñòåé ζ . Îïóñêàÿòåõíè÷åñêèå äåòàëè (ñì. [7℄), ýòîò �àêò ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = 0 è ξi(T ) = 0 äëÿ âñåõ i. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷àñòèöû ïî-ãëîùàþòñÿ òîëüêî â ÷åòíûõ óçëàõ ðåøåòêè, ïðîöåññ ðîñòà â ÷åòíûõ óçëàõ âåäåòñåáÿ êàê ïðîöåññ ðîñòà â ìîäåëè áåç âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì. òåîðåìó 1). Ïîýòîìó äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåí t ìû äîëæíû íàáëþäàòü ξi(t) ≈ t/M äëÿ ÷åòíûõ i.Òèïè÷íàÿ íàáëþäàåìàÿ êîí�èãóðàöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.Ñëó÷àé N+1 = 2M+1 àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî ñöåíàðèé ðàçâèòèÿ ñïåðèîäè÷åñêèìè ìàêñèìóìàìè è ìèíèìóìàìè âûñîò íóæíî íåñêîëüêî èçìåíèòü.À èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ñëåäóþùåå ñîáûòèå ïðîèñõîäèò ñïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ:

A :=

{
lim
t→∞

ξ1(t)

t
= lim

t→∞

ξ2(t)

t
=

1

2M
, lim

t→∞

ξi(t)

t
=

1

M
äëÿ ÷åòíûõ i > 4è sup

t>T
ξi(t) = ξi(T ) äëÿ íå÷åòíûõ i > 3

}
,÷òî è âëå÷åò òðàíçèåíòíîñòü ïðîöåññà ζ . Âåðîÿòíîñòíàÿ òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ îöåíîêçàèìñòâîâàíà èç ðàáîòû [11℄.

1 2 3 4�èñ. 2. Òèïè÷íàÿ íàáëþäàåìàÿ êîí�èãóðàöèÿ (N = 3, 0 < β < 1)Â ñëó÷àå β > 1 òðàíçèåíòíîñòü ïðîöåññà ðàçíîñòåé âûòåêàåò èç òðàíçè-åíòíîñòè ñëåäóþùåãî ïðîöåññà ðàçíîñòåé: v(t) = (v1(t), . . . , vN(t)), ãäå vk(t) =
ξk−1(t)+ ξk(t)+ ξk+1(t)− (ξN(t)+ ξN+1(t)+ ξ1(t)), k = 1, . . . , N . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,172



Âîëêîâ Ñ. Å., Ùåðáàêîâ Â. Â. Î ñòàáèëüíîñòè ïðîöåññîâ àäñîðáöèè÷òî ïðîöåññ (v(t), t ∈ Z+) ÿâëÿåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà è åãî òðàíçèåíòíîñòü âëå÷åòòðàíçèåíòíîñòü ïðîöåññà ðàçíîñòåé êîîðäèíàò. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðè-ìåíåíèè óæå óïîìèíàâøåãîñÿ êðèòåðèÿ òðàíçèåíòíîñòè. À èìåííî åñëè N ≥ 4, òîäëÿ ïðîèçâîëüíîãî a > 1 îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî ðåøåòêè Z
N :

Ca =
{
y ∈ Z

N : y1 > a, y2 − yk > a, k = 4, . . . , N
}è ðàññìîòðèì �óíêöèþ

g(y) = β−y1 +
∑

k 6=1,2,3

β−y2+yk .Òîãäà åñëè a > 1, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Ca

E (g(v(t+ 1)) − g(v(t))|v(t) = y) ≤ 0.Åñëè N = 3, òî äëÿ ïðîâåðêè êðèòåðèÿ òðàíçèåíòíîñòè ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî
Da = {y ∈ Z

3 : y2 > a} è �óíêöèþ g(y) = β−y2.Äëÿ ìîäåëè ñ ñèììåòðè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì è β > 1 ñïðàâåäëèâ áîëåå ñèëü-íûé ðåçóëüòàò, à èìåííî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêîå îïèñàíèåâñåõ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ïðîöåññà ðîñòà.Òåîðåìà 6. Åñëè Ui = {i − 1, i, i + 1}, i = 1, . . . , N + 1, N ≥ 3, è β > 1, òîñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñóùåñòâóåò k ∈ {1, . . . , N + 1}, òàêîå, ÷òî limt→∞ ξi(t) = ∞,åñëè è òîëüêî åñëè i ∈ {k − 1, k} è
lim
t→∞

ξk(t)

ξk−1(t)
= βc,ãäå c = lim

t→∞
[ξk+1(t) − ξk−2(t)] ∈ Z.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Evans J.W. Random and ooperative sequential adsorption // Rev. Ìodern Phys.1993. 65, � 4. P. 1281�1329.[2℄ A speial issue of Colloids and Surfaes A. Vol. 165 / Ed. by V. Privman. 2000.[3℄ Penrose M.D., Yukih J. E. Limit theory for random sequential paking anddeposition // Ann. Appl. Probab. 2002. 12, � 1. P. 272�301.[4℄ Shherbakov V. Limit theorems for random point measures generated byooperative sequential adsorption // J. Statist. Phys. 2006. 124, � 6. P. 1425�1441.[5℄ Shherbakov V. On a model of sequential point patterns // Annals ofInstitute of Statistial Mathematis. 2007. DOI:10.1007/s10463-007-0147-z.http://www.springerlink.om/ontent/a4ln86435j2pj4x2/[6℄ Penrose M.D., Shherbakov V. Maximum likelihood estimation for ooperativesequential adsorption. Preprint 4/08 of Bath Institute for Complex Systems. 2008(ñäàíî â ïå÷àòü).[7℄ Shherbakov V., Volkov S. Stability of a growth proess generated by monomer�lling with ooperative e�ets. Ïðåïðèíò. 2008 (ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè). 173
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AbstratsOn the nonstandard problems of the stohasti optimization:redution to the problems with Markov representation andtheir solutionShiryaev A.N., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: albertsh�mi.ras.ruThe paper deals with the stohasti problems where optimization onsistsof the �nding a rational time (¾stopping time¿) to make an optimal ontroldeision.From point of view of the ¾general theory of optimal stopping¿, theproblems formulated in the paper have nonstandard formulation.We showhow these problems an be redued to the standard ones using the idea ofthe markov representation and how these new problems an be solved onbase of the general theory of optimal stopping.Limit theorem for queueing systemsin the heavy tra� situationAfanas'eva L.G., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: afanas�meh.math.msu.suBashtova E.E., Assistent, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: bashtovaelena�rambler.ruThe �rst part of the paper deals with queueing systems with a largenumber of servie hannels and input �ow of high intensity. The onvergeneof the distribution of the number of lients to the Gaussian one is proved.Convergene onditions are given in terms of moments of the input �ow,whih is of a rather general harater. In the seond part a single-serverqueue in the asymptoti of ompression time is onsidered. The di�usionapproximation for the workload proess in the heavy tra� situation isestablished. A regenerative proess is regarded as the input �ow.Some problems for interating partiles �owsAfanas'eva L.G., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: afanas�meh.math.msu.suBulinskaya E.V., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: ebulinsk�meh.math.msu.suAt �rst we investigate the density of the �ow of two types of partilesmoving with di�erent veloities. The upper and lower bounds for this densityare established and an algorithm is proposed for the density alulation witha given preision. In the seond part of the paper the points of partiles delayon a highway (tra� lights) are taken into aount. The optimization of thetra� lights performane is also treated.
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ÀííîòàöèèStohasti models in radiobiologyBulinski A.V., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: bulinski�meh.math.msu.suStarting from the 90-s of the 20-th entury, one atively uses inradiobiology the models based on the onept of independent behaviorof funtional subunits onstituting an organ or a tissue. Along with theonsidering suh models we develop a more general approah employingvarious forms of dependene for families of random variables desribing theimpat on ells and elements of biologial system. Limit theorems for sums ofdependent multiindexed random variables play here an essential role. Someversions of ombining the lassial ¾ritial volume¿ model and the lustermodels involving the geometrial aspets of loation of damaged tissues andorgans is disussed as well.On a several problems of the risk theoryVinogradov O.P., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: ovinogradov�mail.ruThe onnetion between the risk theory, the theory of the branhingproesses and the ballot problem is established. It makes possible totransfer the theorems from one of these domains of the probabilitytheory to another. For example the lassial Cramer-Lundberg theoremstates that the Cramer ondition is su�ient for asymptoti dereaseof the ruin probability. One of the theorems of the branhing proessesallows us to state that this ondition is also neessary. A method ofgetting inequalities for several harateristis is proposed. The notionof inhomogeneous proess is introdued and some expliit formulas arederived. Randomizing parameters in these formulas one may reeiveresults for a rather broad lass of risk proesses.Maximal branhing proessesLebedev A.V., Assoiate Professor,Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: alebedev�meh.math.msu.suIn the paper we summarize the author's results on the maximal branhingproesses theory. We point out some appliations to gated in�nite-serverqueues. We onsider to the stationary distributions of ergodi maximalbranhing proesses and their limit properties.Multivariate statistial models in geometri presentationTyurin Yu.N., Professor, Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: ytjurin�gmail.omMultivariate random variables we write as olumns. Sets (sequenes) ofmultivariate random variables we represent as rows positions of whih areoupied by the olumns. It give us the array. In the spae of arrays weintrodue the inner produt. Results of suh produts are square matrix. Thismultipliation we interpret and use as a salar multipliation. In partiular,176



Abstratswe de�ne with this produt the orthogonality of arrays, linear subspaes inthe spae of arrays et. In the frame of his onept in the spae of arrays withrandom elements we linear models and linear hypotheses, a matrix methodof least squares, the method of testing linear hypotheses et. This new theoryof multivariate statistial analysis goes in parallel with the lassial and well-known theory of linear statistial analysis.About researh of branhing random walkson multidimensional lattiesYarovaya E.B., Assoiate Professor,Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: yarovaya�meh.math.msu.suThe paper disusses two models of ontinuous-time random walk on
Z

d with birth and death of partiles at a single site (i.e., the soure ofbranhing). The main di�erene between the models lies in the behaviorof the proess at the soure. Model I. assumes that the random walk issymmetrial. In Model II. it is entered an additional parameter enablingarti�ial intensi�ation of prevalene of branhing or walk at the soureand, as the result, violating symmetry of the random walk. In Model IIthe di�erential equations for the generating funtions of the numbers ofpartiles both at an arbitrary point of the lattie and on the entire lattiewere established. Su�ient onditions for exponential growth of the proessare established. General methods to study the models in the superritialase are proposed.Limit theorems in ruin models with Gaussian lossesBoulongne P., Assoiate Professor, Universit�e Paris 8, 2, rue de la Libert�e,Saint-Denis, Frane, e-mail: pbp88�free.frKobelkov S.G., Researher, Laboratory of Probability Theory,Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: sergey�dodo.inm.ras.ruPiterbarg V.I., Professor, Laboratory of Probability Theory,Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: piter�meh.math.msu.suAn atuarial-�nanial model with high initial wealth, linear inomesand Gaussian losses are onsidered. Two models of Gaussian losses arestudied, the frational Brownian motion (FBM) and an integral of Gaussianstationary proess. Asymptoti behaviors of ruin probabilities are given.Limit theorems for the time of ruin are proven. In the ase of FBM theasymptoti behavior of expeted losses in ase od ruin is studied.
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ÀííîòàöèèMathematial islands in other sienes(review of some reent resultsin the laboratory of large random systems)Malyshev V.A., Professor, Laboratory of Large Random Systems,Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: malyshev�meh.math.msu.suWe give review of some reent results in the Laboratory of Large RandomSystems On stability of adsorption proessesVolkov S.E., Reader, Department of Mathematis, University of Bristol,United Kingdom,e-mail: S.Volkov�bristol.a.ukShherbakov V.V., Researher, Laboratory of Large Random Systems,Faulty of Mehanis and Mathematis MSU,e-mail: VV.Shherbakov�gmail.omIn this paper we announe and disuss results on asymptoti behaviourof a random growth proess modelling adsorption proesses in physis. Theproess an also be interpreted as a variant of a generalised Polya urn shemewith interation.
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