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:1  Allmént

:11 Begreppet statisk obestimdhet

Ett birverk sigs vara statiskt bestdmt, om samtliga krafter och moment
vid upplag och i godtyckligt vald sting eller godiyckligt valt snitt kan be-
riknas ur enbart jimviktsekvationer. Om [8r en bestimning av dessa kraf-
ter och moment utdver jimviktsekvationer fordras yiteriigare samband,
tex i form av deformationsekvationer, ir birverket stariskt obestdmt med
en grad av statisk obestdmdhet, som dr lika med antalet erforderliga sam-
band utéver j@mviktsekvationerna.
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De bada begreppen detaljfértydligas genom nagra i fig :11a-h visade
typer av plana bédrverk. Det plana fackverket enligt fig :11a utgdr dirvid
en statiskt bestimd konstruktion med 2 fran bérjan obekanta stdngkrafter,
som bestims ur planets 2 projektionsekvationer for materieli punit. For
en hestdmning av de i fig :11b och ¢ visade planfackverkens 3 respektive 4
stAngkrafter fordras utdver punktens 2 jimviktsekvationer yiierligare 1
respektive 2 samband, varfér dessa bdda birverk 4r 1-falt respektive 2-falt
statiskt obestdmda. For den fritt upplagda balken enligt fig :11d bestdms
de tre upplagsreaktionskomposanterna H,, ¥, och ¥}, ur den plana skivans
3 jimvikisekvationer, varpd krafter och moment i godtyckligt valt snitt av
balken kan berdknas ocksd ur enbart jJ@mviktsekvationer. Balken dr dirfor
statiskt bestiimd. Exempel pad [-falt och 2-falt statiskt obestimd balk ger
fig :1ie och f, for vilka en bestimning av 4 respektive 3 ohekanta upplags-
reaktionskomposanter kriver 1 respektive 2 samband utdver den plana
skivans 3 jimviktsekvationer. Fir den fritt upplagda, slutna ramen enligt
fig :11g kan krafter och moment i godtyckligt valt snitt direkt beridknas ur
jimviktsekvationer vid kdnda uvpplagsreaktionskomposanter H,, V, och
V4, samt kiinda snittstorheter N, M, och T, i ett snitt av ramen. For en be-
stdmning av dessa 6 initiellt ocbekanta storheter fordras utéver den plana
skivans 3 jamviktsekvationer yiterligare 3 samband, varfér barverket dr
3-fzlt statiskt obestdmt. For det i fig :11h visade rambiirverket i tvi fack
och tre vaningar slutligen mdjliggdrs en direkt bherdkning av krafter och
moment i godtyckligt valt snitt ur enbart jamviktsekvationer vid kdnda upp-
lagsreaktionskomposanter {9 st) och kiinda snittstorheter N, M och T i ett
snitt av varje sluten ramcell @—® (4:3= 12st). En bestdmning av dessa 9+
12=21 initiellt obekanta storheter kriver utdver den plana skivans 3 jim-
viktsekvationer ytterligare 18 samband, varfér rambirverket enligt fig :11h
ar 18-falt statiskt obestimt.

Vid symmetriskt eller antisymmetriskt utformat och belastat barverk kan
graden av statisk obestdmdhet beridkningstekniskt reduceras, om de statiskt
obestdmda storheterna s& infors, att foreliggande symmetri- eller antisym-
metriegenskaper utnyitjas. Samma berdkningstekniskt underlittande effekt
kan uppnds vid osymuneirisk{ belastat, symmetriskt utformat, statiskt obe-
stimt birverk genom en uppdelning av den osymmetriska lasten i en sym-
metrisk och en antisymmetrisk !astdel. Forfarandet belyses av fig 111, av
vilken framgdr, hur fdr en 3-falt statiskt obestdmd, symmetriskt utformad
nolledsram en osymmetrisk last kan uppdelas i ett symmetriskt lastfall,
karaktdriserat av 2-fait statisk obestdmdhet (normalkraft ¥, och bidjmoment
M, 1 hjiissymmetrisnittet C), och ett antisymmetriskt Jastfall, karaktériserat
av 1-falt statisk obestimdhet (ivirkraft T, i hjdssans antisymmetrisnitt C).

Foér begreppet kinematisk obestimdher hiinvisas till :6.
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Fig :11a-h

Fig :111
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:12 Bruks- och brottstadiemetoders tillimpbarhet

I litteraturen redovisade metoder for berikning av statiskt obestamda fack-
verk, balkar och ramar kan I stort uppdelas i de hada huvudgripperna

A Metoder fér bruksstadiet
B Metoder £6r brottstadiet

Metoderna enligt Auvudgrupp A bygger pd frutsittningar om elastiskt
och homogent material, smd deformationer samt initiellt plana tdrsnitts bi-
Behdllande med som konsekvens giltighet av superpositionslagen. Forutsiti-
ningarna gor metoderna med god precision tillimpbara for bestdimning av
de spidnningar och deformationer, som upptrider vid exempelvis stal- cch
ldttmetallkonstruktioner under ordindrt i prakiiken verkande laster (bruks-
laster). Aven vid konstruktioner av armerad betong, trd och andra likartade
material, som redan vid mattliga spinningar kiart avviker frin det rent
elastiska tillstindet, kan berdkningsmetoderna enligt huvudgrupp A till-
lampas, dock, gerom minskad precision, i huvudsak fir att ge en grov hild
av bruksstadiets spiannings- och deformationstilistind. For betongkonstruk-
tioner tillkommer ddrvid, utdver avvikelsen fran elastiskt material, det for-
héallandet, att dessa i bruksstadiet normalt karakéiiriseras av sprickbildningar
i bdjdragzonen, vitket kan resultera i en vésentligt annoriunda styvhetsfér-
delning dn den mot helt osprucken sektion svarande, och vilken man for
undvikande av alltfér médosamma kalkyler som regel tvingas att rdkna med.

Berikningsmetoderna enligt Auvndgrupp B, normalt kallade grénslastme-
toder (ty Traglastmethode, eng limit design) &r baserade pa idealiseringar av
konstruktionsmaterialens veriliga, dnda upp till brott gdllande, spinnings—
téjnings-diagram och kan anvindas fér en bestimning av den last (grinslast),
som svarar mot en konstrukiions maximala bdrférmdaga, samt av till denna
hérande brotrsikerhet vid i praktiken aktuell belastning. Oftast bestar dir-
vid idealiseringen i att det verkliga o-g-diagrammet approximativi ersdtis
med et idealplastiskt diogram med obegrdnsad tdjharker (jfr 81}, vilket
medfér, att en statiskt obestimd konstruktion vié bestimning av dess
grinslast utan kompletterande tdjningsberikningar kan behandlas som foll-
stéindigt genomplasticerad i samtliga, for uppkomst av er kinematisk kedja
erforderliga saiit. Den praktiska tillaimpbarheten av en sddan férenklad
behandling #r avhingig av aktuellt konstruktionsmaterials verkliga tdj-
ningsegenskaper, Vad géller statiskt obestimda béirverk av mjukt konsfruk-
tionsstdl pekar i litteraturen redovisade undersidkningar entydigt pd att
téjningsférmégan normalt dr tillrdcklig f6r att en renodlad granslastberik-
ning med god precision skall kunna genomféras. Aven #6r barverk av
aluminiumlegeringar dr ordinirt forutsittningarna for en tillimpning av
renodlad grinsiastmetod uppfyllda. Som kriterium harfér anges i gillande
forsdkseorm »Aluminivmkonstroktioner {1966)», att

3:[%] = oy plkp/mam?®] (1,15 0 5/65 s - 1,1 m

med d; = normeniig brottdjning, o o= spinningsvirde med 0,2% kvarstiende
deformation och o= brotthallfasthet f6r materialet.

For birverk av armerad betong har genom férsdk grinslastmetodens till-
lampbarhet verifierats fér s k under- eller normalarmerade konsiruktioner,
varmed forstds sddana, som karaktdriseras av ait slutgiitigt broit inleds
genom strickgrinsens uppniende i armeringen. Vid dverarmerade konstruk-
tioner ddremot, karaktidriserade av att tvirsnittets maximala momentupp-
tagande férmaga uppnas genom krossning av den tryckta betongzonen utan
att flytning i armeringen intrdtt, inkommer modifieringar ddrigenom att
da ramverket definitivt stértar samman, har bdjmomentet I de hardast
anstringda sniften genom kraftig krossning i iryckt betongzon sjunkit
under det virde, som svarar mot maximalt utnyttjad sektion [54]. Vad slut-
ligen galler statiskt obestdmda birverk av wrd, kan for nirvarande tilt faljd
av ringa underlag i form av experimentella resultat endast tillridas §6rsiktig-
het vid den rencdlade granslastmetodens tillimpning,
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Det fértjdnar i detta sammanhang att understrykas, att vare sig en statiskt
obestdmd konstruktion dimensioneras enligt ndgon bruksstadiemetod eller
nagon grinslastmetod, méste sjilviailet parallellt risken for andra brottyper
beaktas. Exempelvis blir framfér allt vid stdl- och littrmetallkonstruktioner
men ocksd vid armerade betong- och trikonstruktioner stabilitetsfenomenen,
kniickning och vippning, inte sillan dimensionerande framfér det rena bij-
tillstandet. For armerade betongkonstruktioner tillkommer hérutéver risken
fér Forankrings- och skjavbrott, varvid ir att observera, att de stora kant-
stukningar, som en grinslastberikning normalt forutsdtter, genom tillhé-
rande minskning av tvirsnitiets inre hivarm starkt kan befrémja dessa brott.
Avgérande vid en dimensionering kan vidare vara olika former av riedbdij-
ningsbegrnsande toreskrifter, Vid en berdkning enligt fullstindig grinslast-
metod, varmed forstas, att sdvil bestimningen av momentfordelningen som
dimensioneringen av det enskilda tviirsniitet sker under férutsitining av
fnllt uthildad plasticering, maste man alltid parallellt genomféra en kontroll
av att inga kvarstdende bruksstadienedbdiningar av generande art uppkom-

mer.

22 Castiglianos sats. Arbetsekvationer

:21 Castiglianos sats. Beriikningsprincip

D4 ett kraftsystem Py, Py ... Py... P paldpggs en konstruktion (se fig :21),
deformeras denna, varvid krafterna P; i egen lingsriktning fér forskjut-
ningar §,, For dessa forskjutningar géller uttrycket

§; = DWaP; 6}
i vilket W= W(Py, Py oo Py Pp) 2
betecknar det inre arbete, som kraftsystemet ger upphov till i konstruktionen

(Castiglianos sats, uppstilld p& 1870-talet).
Ingar i krafsystemet yttre bojmoment A, kan deras vinkelzndring 8; i
egen rotationstikining bestimmas ur det analoga sambandet

0, =owjoM, G

Castiglianos sats, ekv (1) och (3), har sin direkta tillimpning pa rérelse-
berdlningar { elastiska system. Genom att ddrvid utiryck uppstills for frin
borjan kdnda deformationer {(normalt O-rdrelser), kan satsen vidare anvindas
$5r bestémning av Gvertaliga storheter i statiskt obestdmda system. For den
detaljerade tillimpningen hénvisas till :23.

122 Castiglianos sats, Inre arbete W vid sténg-
och balksystem

For att underlitta praktiska kalkyler sammanstélls nedan utiryck for det
inre arbetet W dels vid stingsystem och dels vid ramkonstruktioner, upp-
bygeda av raka eller enkelkrokta ramdelar.

Inre arbetet W vid stdngsystem

NS .

2 EA M

med §=stingkraft, L—stdnglangd, E=elasticitetsmodul och 4 = tvirsnitts-
yta for en sting.

Inre arbetet W frdn normalkraft, bdjmoment ock tirkraft vid raka ram-
delar (fig :22a)
1 Nedx 1 M3 1 [ =T2da
- f + —f g * )
1 E4 20, EI 2, G4

Fig :2i
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med N, M och T=normalkraft, bimoement resp tviirkraft i sniit x, £ och
G = clasticitets- resp skjuvmodul, 4 =tvirsnittsyta, /= troghetsmoment, L=
ramdelarnas sammanlagda lingd samt 2 =en tvirsaittskoefficient, som spe-
ciellt for rektanguldr sektion=6/5, f6r cirkuldr sektion =10/9 samt t5r
I- och U-sektioner =~ AfAy,.

Av de i ekv (2) ingiende termerna ir ordindrt de mot normal- och tvir-
krafternas arbeten svarande med god approximation férsumbara. Undantag
hirifrin utgdr konstruktioner, som karaktdriseras av att de ytire lasterna
i vasentlig grad upptas av normealkrafter (f ex bagkonstruktioner), vid vilka
normalkrafternas arbeten méste beaktas, sami konstruktioner, som inne-
haller korta och hdga ramdelar eller skjuvveka element av ex typen spikad
balk, vid vilka tviitkrafternas arbeten maste inkluderas.

Inre arbetet W frin vridmoment vid raka ramdelar.
Fér raka ramdelar med keasivdlvningsfrist tvirsnitt giller for W uttrycket

1 Mydx @
2J, GK,

med M, —vridmoment i snitt x, G=skjuvmodul och K= vridstyvhetens
tvirsnittsfakior.

Inve arbetet W frin normalkraft, béjmoment och tvdrkraft vid enkelkrokta
ramdelar (fig :22b).

1 1 M2 1 A2 1 ®I?
w==>] —{N-= ) ds+= ds+ | ==d 4
2LEA( R) o) E ZJLGA g ®
med de nytillkomna storheterna s—baglingden, R = tyngdpunkisaxelns

krdkningsradie i snittet s vid obelastad konstruktion och J=med hinsyn
till krékningen modifierat tréghetsmoment, bestimt ur formeln

J*J‘ nd4 5
= L-niR (5}

For ndgra vanligen férekommande sektionsformer finns J utvarderat i
Bla [9). Fér Rfk>10, dir h=sektionsh&jden, kan den enkelkriikia balken
med god approximation behandlas som initiellt rak enligt det av ekv (2)
givna, matematiskt mera ldithanterliga W-sambandet, Fdr den inbdrdes
storleken av de i ekv (4) ingdende deltermerna giiler i 6vrigt detsamma som
f6r motsvarande termer i ekv (2).

Angiven form fér den mot tviirkraften T svarande W-termen géller sivdngt
under forutsdttning av en skédrspinningsférdelning &ver tvirsniftet, som
Sverensstimmer med den for rak ramdel gillande, en approximation, som
for enkelkrdokt konstroktion ger praktiskt férsvinnande avvikelse fér
Rih>3.

23 Tillkimpring av Castiglianos sats for beriikning av
statiskt obestimd kvantitet

Exemplifierad for ett I-falt statiskt obestdmt rambarverk kénnetecknas en
tiflimpning av Castiglianos sats for en bestimning av statiskt obestdmd
kvantitet av féljande metodik.

Som statiskt obestimd kvantitet inférs Idmpligen en sddan snitt- elier
reaktionsstorhet X;, vars térelse i egen rikining §,, dr frin bdrjan kénd i
den verkliga konstruktionen. Normalt efterstrivas darvid eti sddant val av
X, att tilthdrande 6, blir=0.

TFor den prakiiska utvirderingen av X, ir det — med exemplifiering for
denifig :23a visade 2-ledsramen — limpligt att klyva verkligt lastiall med
normalkraft Np, moment My, och tvirkraft T i tva statiskt bestdmda del-
lastfall enligt fig :23¢ och d.

Fig :22b
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Fig :23a-d

Av dessa ger det i fig :23¢ visade med normalkraft &, moment M, och
tviirkraft 7T, renodlat inverkan av den yttre lasten P (X;=90), medan dellast-
fallet enligt fig :23d omfattar endast inverkan av den statiskt obestimda
kvantiteten X;. Betecknas ddrvid av X; =1 orsakad normalkraft Ny, moment
M, och tviirkraft 77, erhalis ur fig :23 genom direkt addition relationernz

Np= Ny+ X, IV, My= My+ X, M, Tp=Ty+ X, Ty (0
Insittes dessa i uttrycket f6r W enligt ekv :22 (2) eller (4) och tillimpas
darpd Castiglianos sats, ekv :21(1)

8,1 — AWJAX, @

erhélls for bestdmning av X, erforderligt samband.
Speciellt fir av rake delar uppbygzd ramkonstruktion ger en sddan be-
handling med Castiglianos sats fér X, det generelia uttrycket

631=f NlNDdx+f MlMudx+J‘ L TiTydx Moz Myo dx +
. G4 I GK,
2 2 2 2
nMd Mid d My d
+X1[ Lde  f Midx, f Tdx | [ Mo x] 3
. EA . EI L G4 . GK,
Ar diirvid i verklig konstruktion 871 = 0 erhills
J‘ NlN(,dx_F_J' MlModx_‘_J* yTlTDdx_j_ Myt Myo dx
. G4 . GK,
(2

Nidx Midx . J‘ nydx N Mo dx
. EA . EI L GA 1 OK,
I ekv (3) och (4) giller £6r de olika deltermernas inbdrdes storlekar vad som
ovan anférts i anslutning till ekv :22 (2),

Genom analog tillimpning kan fér de statiskt obestimda kvantiteterna
X, X,, X; .. i en flerfalt statiskt obestimd konstruktion med raka ramdelar
féljande ekvationssystem harledas

2 2
IEJ NlNudx+‘J‘ M’lModx_i_J' le Todx+ MmM'ugdx__}_ X1[ Nldx+ M1dx+
L L r Ed r EI

EI GA : Gk,
2 2
+f JTix {umdx] H{zU N,_dexﬁ_f MlMgdx+f T, Tydx M_dx] .
. G4 ), Gk, z G4 GE,
M M,
+X3[f N1N3dx+f 1M3dx +J‘ HTlTadx-}-f M vﬁdx] + o (Sa)
. k4 r EI . 04 r GK,
g , d
53"2_]‘ NgN x f MzM dx J‘ %TzTndx+f Mszvodx+X1[ f\‘:_l,mbir_%._x.;-
L i ‘U . EA
N 2
+f Mledx+J' %Tszdx_E_J‘ Mmev-zdx] 2{ N-gdx_}_ Mzdx J‘xﬂzgc';_
. Gd . GK, L E4 0, B ) ea
2
qu,_c] Xa[ N, Ngdx+j' My Mydx | f TgTsdx f Mu!Mmdx] . (5b)
. OK, ;. Ed . Ef GK,
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(Srszf NsNodx_{_J. M:,Mudx_i_.[' 2T3T0dx+J' MuliM‘.‘Jde+
. EA . El LG4 . GK,

Ly f NlNadeJ‘ MlMgdx+J‘ T Tady
i E4 . El L G4

[ Meckhadd]
[ Mot

v

iy U _1\_’.2_N3dx+f M, Msdx+J' T T3dx+J' MUQMde} .
Ml E4 . El . GA : GK

v

2 2 32 2
%[ Nids [ Midr [ Todx, Mv=*df]+... (5
L EA L ET L G4 L GKU

Dxirvid betecknar:
Gp1s Oga, 0,5 den verkliga konstruktionens deformationer i de statiskt obe-
stdmda kvantiteternas X;, X,, X; riktningar,

Ny My, Ty och My normalkraft, bojmoment, tvirkraft respektive vridmo-
ment av ytire last P i den statiskt bestimda jmfldrelsekonsiruktion, som
uppkommer, om samtliga statiskt obestdmda kvantiteter s#tis=0,

Ny, M;, T, och M, motsvarande snittstorheter i den statiskt bestimda
jirnfdrelsekonstruktionen vid last av enbart X;=1,

Ny, My, Ty och M, motsvarande snittstorheter i den statiskt bestimda jim-
forelsekonstruktionen vid last av enbart X,=1,

Ny, M, T; och M., motsvarande snittstorheter i den statiskt bestdmda j&m-
férelsekonstruktionen vid last av enbart X;=1, etc

Sedan de statiskt obestdmda kvantiteterna X;, X:, X; etc 18sts ur upp-
stillt ekvationssystem (5), erhills den verkliga konstruktionens snittstor-
heter Np, Mp, Tp 0ch M, p ur de med ekv (1) analoga sambanden

Np=Ny+ Kz N+ X N+ X Np+ —— —

Mp= M+ XM+ XM+ X M+ — — — )
To=Tyt X, T+ oot Xy Tyt — — —

Myp=Mp+ X3 M+ XM+ X Mg+ — — —

For att underlatta praktiska tillimpningar av ekv (3), (4) cch (5) redo-
visas i fig :23¢ integralen IL R, Ry dx fér nigra olika R;- och Ry-variationer
(Beton-Kalender 1953, 5 271-276). T tillimpning pA de olika deltermerna 1
ekv (3), (4) och (5} kan dirvid R, representeras av t ex Ny, My, T eller M,
och Ry, av Ny, My, T, eller M, For specialfallet R, = R, ger tabellen inte-
gralerna i de till Castiglianos sats hérande uttrycken for det inre arbetet
W — ekv :22 (2) — (4). De i tabellen sammanstillda integralviirdena torut-
sdtter balk eller ramde! med konstant sektion.

Berdkningsexempel
Exempel 1, Berdkna st&ngkrafterna i fackverket enligt fig :23f, om samtliga
stdnger har samma tvirsnittsyta 4 och samma elasticitetsmodul £.

Av symmetriskii kan berdkningen begriinsas till att omfatta endast ena
hilften (012) av fackverket. P4 denna halft verkar i knutpunkten O dels
en vertikalkraft P/2 och dels en obekant horisontalkraft X;, vilken viljs
som konstruktionens statiskt obestimda storhet.

For X;—s bestdmning giller villkoret, att X, — s férskjutning i egen rikt-
ning 8, av symmetriskil miste vara=0. Med tillimpning pd Castiglianos
sais, eky :21 (1), kan villkoret formuleras ——

O —OWHX,=0 (8) Fig 23t

8
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s o
= + X,
ger Sy ger S

Beriikningstekniskt ir det enligt :23 fordelaktigt att dele upp det verkliga
lastfallet med stingkrafter Sp enligt fig :23g i ett delfall med den statiskt
obestimda storheten X, =0, mot vilket delfall svarar stAngkrafter Sp, ochi
ett delfall med som enda last den statiskt obestiimda storheten X3, mot vil-
ket delfall svarar stangkrafter X5, (S, definieras allisd som stingkraften
vid tast av endast X, =1). Foir stingkraften i verklig konstruktion §p ger
en sadan uppdelning uttrycket

Sp=8+X,5 ()
Genom insdtining hirav i ekv :22 (1) erhalls fér fackverkets inre arbete W
sambandet

AN (S X S
W= 22 EA ®

vilkes tillampat pa det ovan uppstilida deformationsvillkeret, ekv (a), for
X, — s bestimning ger ekvationen

S, X, SN S, L Sy Sy L SiL
eawfor, = HERAL D SRS DT 70 ©

varur f6r X, berdknas uttrycket

)
Sa 8 L /2 S, L
X = —_ p——
1 Z EA EA ®
En tabellarisk bergkning av i ekv (8) ingiende summor ger for det aktuella
tillimpningsexemplet féljande.

X Sy Sy L siL
Stang L S, S E'EAI =3 Sp=S,+X 8
1 - 1 - 5Y5Pa  5)3a
- e +=y3P 3 - =— Y
o-t  Sy3a 53 Y <4 Y7 0,373 P
_ - = 2y2Pa 2 2a
-2 ) —yiP o+ d —0,471
0 V2a V 2 o ) 0,471 P
5’62_19_!1 8,42—0—
EA EA

X, = 5,62P[8,42 = 0,667 P
Exempel 2. Beriikna for en I-falt statiskt obestimd balk enligt fig :23h
béjmomentvariationen, om balken har efter sin lingd konstant sektion.
Tvirkraftseffekten pa balkens inre arbete W forutsitts forsumbar.

Med upplagsreaktionen i A som statiskt obestimd storhet X, ger en be-
handling, baserad pi ekv (4) — vilken dr giitig, da | féreliggande fall
Oz1 = 0 — fofjande (fig 223 i):

lP
TX1 ’

e

|

e
e

“‘X'[ﬁ’ﬂ EJ

ger M

Fig :23¢

Fig 1231
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fMOMldx

X —tt M ©
* Midx

. EI
My=10 for 0<x<Lf2 } @
My=—P(x—L|2y for Lj2<x<L
M;=1-x for O0<x<L (e}
L%’% - E—I,}f; (x—L|2)xdx= — 5PL3[48E]
fLMfEix=$f:x2dx:L3/3£1
X,=(5/16) P
Mp=My+X; M, =(5/16) Px for egst,'z} ®
Mp=My+X; M, =4 PL(1 — 11x/8Ly f6r L|2<x<L

:24  Arbetsekvationer. Bersikningsprincip

Principen fér behandlingen av en statiskt obestimd konstruktion med ar-
betsekvationer dr f6ljande. Konstruktionen &verfors till en statiské bestdmd
jamftrelsekonstruktion. Detta kan ske dels genom uppsnittning pa sédant
sdtt att en eller flera snittkrafter inte lingre kan Sverforas, dels genom bort-
tagande av reaktioner. I stiliet infors obekanta snittkrafter respektive reak-
tionskrafter, de s& kallade statiskt obestimda. Genom utnyttjande av
energisamband &r det sedan mojligt att bestdmma storleken pd de statiskt
obestimda si att jamférelsekonstruktionens snitt sluter sig respektive att
deformationen i de obekanta reaktionskrafternas riktning blir lika med den
statiskt obestdmda konstruktionens verkliga deformation, normalt 0.
Antalet statiskt obestdmda &r f6r en given konstruktion entydigt bestimt.
Valet av de obekanta X ... X, for en r-falt statiskt obestimd konstruktion
kan dock giras pd manga olika sitt. Allmint giller att de méaste férorsaka
n av varandra oberoende spinningstillstind. Fig :24b-e visar nagra olika
mojligheter att vdlja de obekanta f6r den 2-falt siatiskt obestimda balken
enligt fig :24a. Observera sdrskilt méjligheten att vilja olika statiskt be-

M, M,
[[E : 1 Y m'rﬂ'ﬂk
1, Tx, Txro Tx1
b
Y !
c =1 7
Fw g% fﬁ”ﬁ[@ﬂﬂﬂ, T 4
£z &
)(1:1 X2=1

[IRANANNANNENANSENE]

4

a
Fig :24a
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Fig 24foch g

staimda jaimforelsekonstruktioner for de olika obekanta (fig :24e). For att
minska berdkningsarbetet dr det limpligt att vdlja jaimfdrelsekonstruktio-
nerna s att inverkan av ett X;=1 stricker sig Sver en s liten del som moj-
ligt av konstruktionen.

For den statiskt bestdimda jimfbrelsekonstruktionen beréknas deforma-
tionerna i de punkter och riktningar som definierats av de obekanta. Vid
obekanta inre snittkrafter forstas dédrmed de bdda snittytornas relativa de-
formation. Vid obekanta reaktionskrafter férstds deformationen relativt
jamforelsekonstruktionens fasta upplag.

Fig :24f och g visar deformationen av jimférelsekonsiruktionen enligt
fig :24c fér var och en av de obekanta= 1. d;; anger ddrvid deformationen
(i detta fall=rTotationen) i av X; definierad punkt och rikining pga A;=1.

Sedan ovannimnda deformationer beriknats for dels var och en av de
obekanta—§, dels for yttre last verkande pi den statiskt bestdmda jimfs-
relsekonstruktionen kan n deformationsvillkor formuleras. Deformationerna
sites till sitt verkliga vérde, i allmfinhet=0, och diirvid erbdlls ett linedirt
ekvationssystem for de » obekanta X, ... X .

Fér deformationsberiikningen utnyttjas energisamband som foljer ur
lagen om energins of8rstérbarhet och superpositionslagens tillimpbarhet.
Studeras en godtyckligt vaid konstruktion, som under uppkomst av inre
spannmgar o, och T, belastats och deformerats enligt de heldragna finjerna
i fig :24h av ett likaledes godiyckligt valt kraftsystem P, (PI].’ Py
Med detta tillstind som uigingspunkt ges konstruktionen pd nigot sitt,
exempelvis genom inférande av ett nytt kraftsystem P eller genom uppvarm-
ning, en tvangsdeformation till det i fig :24h streckmarkerade liget. Det
under denna f&rflyttning koasianta P_-systemet utrittar dirvid ett ytire
arbete W, p, for vilket giller sambandet

v
WP.T:

n
BT ?Pzi 6P.m',P ()
varvid dp,; p betecknar tvangsforskjutningen av kraften Py, i dess egen
riktning.

Samtidigt uppkommer i konstruktionen ett inre arbete wh e, p IrAn de
mot P,-systemet svarande inre spdnningarna o, och 7, di dessa med kon-
stant varde medféljer de tilf tvangsforskjutnmgen hérande inre deforma-
tionerna. Ur lagen om energins oférstérbarhet féljer, att dessa yttre och inre
arbeten skall vara lika, dvs

w -zp Bperp @)

Pz, P

Vilis som Pz-system en enhetslast i den sdkia deformationens riktning kan
ekv (2) skrivas
3

ngx p=1 éPI,P

125 TInre arbetet vid sting- och balksystem

F8r att tillrittaligga behandlingen med arbetsekvationer fér praktiska kal-
kyler sammanstalls nedan uttryck f8r det inre arbetet Wg, p for sting-
system samt fir rambirverk uppbyggda av raka och enkelkrokta ramdelar.

Inre arberet W;:, p vid stangsystem, tvingsdeformerat av kraftsystem P och
genom uppudrmning (jfr 165:3)

pr =S, SpL]EA) + ZS, L, '6h)
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diar S, =stangkraft frin P -systemet, Sp—stdngkraft fran P-systemet,
L=sténglingd, FE=elasticitetsmodul, .4 - stdngsektion, a=Ilingdutvidg-
ningstal och r=temperaturhdining for den enskilda stingen.

Inre arbetet W;I_ p for rambdroerk av raka ramdelar, tvdngsdeformerat av
kraftsystem P och genom uppvdrmning
Vid en temperaturfordelning f6r den enskilda ramdelen enl fig :25a giller

i :J* NINde+f MIMde—'—J ®T, Tpdx
Pz,P | EA : B ), aGd
M, M,pdx
+J. 7-%] Nra(zo+5x)dx+f M_aydx 2
1 Gk L L

diar N, M,, T, M,,=normalkraft, bojmoment, tvirkraft respektive tor-
sionsmoment fran P -systemet, Np, Mp, Ip, M,p dito frdn P-systemet, £,
G =celasticitets- respektive skjuvmodul, A=tvirsnittsarea, J==trighetsmo-
ment, Kvmvridstyvhetens tvirsniftsfaktor, x=lingskoordinat, L —=ramde-
larnas sammanlagda 4ngd och = den i anslutning till ekv :22 (2) beskrivna
tviirsnittskonstanten.

F&r den inbdrdes storleken av de i ekv (2) ingdende deltermerna giller
oftrindrat vad som ovan anférts for deltermerna i den analoga ekv :22 (2).
De i ekv {2) ingdende integralerna finns tabellerade 1 fig :23e f&r ett antal
vantigt férekommande lastfall,

Tnre arbetet W 1i>:. p for rambdroerk av enkelkrokia ramdelar, tvdngsdeforme-
rar av kraftsystem P och genom uppvdrmning

Vid en temperaturfordelning for den enskilda ramdelen enligt fig :25b
giller

A ] M, M, M, Mds
T . - —_—— _—— [ —
Wez.r fLEA(NI R)(NP R )d”L EJ

T, Tpds

+f % +J. N.a(zo-}-ﬁs)ds-%-f M, oy ds ©)
L G4 i A * L

med de 1 forhallande till eky (2) nytillkomna storheterna s=Thiglingden,

R=tyngdpunktsaxelns krdkningsradie i snitt 5 vid obelastad kenstruktion

och J=—enkelkrdkta balkens modifierade troghetsmoment, bestimt genom

ekv 22 (3).

Foér Rjh> 10, ddr s =sektionshdjden, kan ekv (3) med god approximation
ersittas med det matematiskt mera latthanterliga sambandet for rak ramdel
enligt ekv (2). Fér den inbdrdes storleken av de 1 ekv (3) ingdende deiter-
merna giller 1 allt visentligt detsamma som f6r motsvarande deltermer i
ekv 22 (2n

126 Tillimpningar av arbetsekvationer
:261 Deformationsberikning vid statiskt bestimd konstruktion

Vertikaldeformationen i konsolinden fér den statiskt bestdmda konstruk-

tionen enligt fig :261a under lasten P kan bestimmas pd féljande siitt.
Konstruktionen tinks belastad med en enhetslast X;=1 verkande i den

stkta deformationens § riktning (fig :261b). Pafdrs direfter lasten P de-

formeras konsolinder d och lasten X uirattar dérvid ett yttre arbete (fig

:261¢)

ng’Pleﬁzé (1)

Eftersom det yttre arbetet dr lika med det samtidigt uppkommande inre ar-
betet Wé] I enligt ekv :24 {13, (2} och (3) erhills

B=Wh @

12

Lz % e
Foirdelning av uppvérm-
nierg (693 tyngdpunkis-
linjen

Thoal _.ETE:% s

rgpsevyy

Foirdelning av ugpviirmaing
gver sektionen f snitt

Fig :25a

5
i

1
ip ﬁﬂ [tQ*BS

Fiirdelning av upgvirm-
ning lings nevtrallagers-
linfen

Meytrol-
iager T

igths

[N ]

Fordelping av uppviirm-
ning Bver sektionen isnift s

Fig :25b

Fig :261a—<




Kap 161 Statiskt obestdmda fackverk, balkar, ramar

Momenten av X, = 1 respektive P framgér av fig :261d och e. Férsummas
normal- och tvirkraftsarbetena erhalls enligt ekv :25 (2) fér ramen enligt
fig :261a

. M, Mpdx | a P 2
5=W’1PﬂJ\ P =—[ (mx)i luu)—c)dx

Tl I EI Eflje 2 a

2

J‘h Pa
+ , {—a) ( *3) dx] = (Pa®{2EN)[5{24+hla] (D)

Enligt ekv (2} kan alitsi deformationen i en punkt av en last P berdknas
som det inre arbete som spinningarna av en tdnkt last X; =1, verkande i 2
den sdkta deformationens punki och riktning, utedttar ndr de medfGijer i
den av P orsakade deformationen. )

1262 Berikning av statiskt obestimda kvantiteter i flerfalt
statiskt obestimda konstruktioner " a2

Berskningsprincipen illusireras genom tillimpning pd baik i tre fack med Fis 1261d och e
konstanta bdistyvheten EI och belastad med 2 punktlaster (fig :262a).
Balken ar 2-falt statiskt obestimd och som obekanta storheter viljs dels
upplagsreaktionen vid upplag B (X;) dels stddmomentet vid C {X;). Sedan 4 P
stddet B borttagits och momentied inférts vid C erhdlls den statiskt be- A J' B
stamda jimforelsekenstruktionen (fig :262b). Belastas denna med den yté- iz e
re lasten respektive med lastfallen X;=1 och X;=1 erhalls deformationer [a/2 !_0/2[ a !0/2 EFI’Z_!
och momentfordelning enligt fig :262c-e. Forsummas tvirkraftsarbetet kan v
de i fig :262c—e markerade deformationerna i de obekantas rikiningar be- b

riknas ur féijande uttryck 75 pos 2
M, M,
s~ Moy c
10 El X —_fi A__Jzu__i
M, M,
dyg = J. =y 10
. EI | t
M, M,
bu- [ FMiax m AN L
L = 1Pa/s
M, M,
S b | MM
12= 90 fL EI dx d - chy
- _u__r
Mz M, R
Bpp = L E 2 dx TX1'1

/2
Formuleras villkoren att vertikaldeformationen vid B och relativa vinkel- /4 Aﬂm
#ndringen vid C skall vara 0 erhalls

511 X1+512X2 = ﬁaw}
B X+ 05 Xy= — Gy

Som Framgar av ekv (1) dr 8y =8y, Ekvationssystemet (2) dr darfér sym-
metriskt. Ur ekv (2) kan X; och X, beriknas. Den resulterande momentfir-
delningen &ver konstruktionen kan sedan erhallas enligt z B

Mp= My+ Xy M1+ X, M, (3 Fig 262a-¢

Genom analog tillimpning som ovan kan féljande ekvationssystem fér en
n-falt statiskt obestdmd konstruktion hérledas

S X+ X+ din X, = — 0y
B X+ Xy + ... an X, = — 8y

(2) e d, XZ; !

C)]

dn1 X]_‘}"an’.XQ + . 611.1:Xn: —0na
i3
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Har dr

5 f Nfde J- M,-Mfd
L= x - x -+
Yol B4 . E L
éiu*f

L

N; Npdx =T, Tydx
+ +f
L
-'rf NiGC(to-a-,Sx)dx—i-f Maydx
L L

%T, T,
G4

GK

v

vt f M M, dx
L

GK,

EA GA

J MM, dx
L E

*f My, Myodx
L

Daérvid betecknar

d‘:-j deformationen hos den statiskt bestimda jimfdrelsekonstruktionen i
punkt och riktning definierad av X, p ga Xyp=1

6 deformationen hos den statiskt bestimda jimf@relsekonstruktionen i
puekt ock riktning definierad av X, p g a yttre last och uppvirmning

Ny, My, T; och M,; snittkrafter av X, =1.

De statiskt obestdmda X; ... X, erhdlls genom att ekvationssystemet (4) 16~
ses och de resulterande snittkrafterna kan sedan beriknas ur de med ekv
(3) analoga sambanden

n
Np= N, + El X, N;

&)

n
p=Mpu+ T XM,

i=1

M

v

1263 Deformationsberikning vid statiskt obestimd konstruktion

Sedan snittkraftstdrdelningen Ny, Mp, Tp dr kiind kan deformationen i en
godtyckligt vald punkt och riktning berdknas genom studium av en limpligt
vald statiskt bestimd jimférelsekonsiruktion.

Balken enligt fig :263a dr belastad med jimnt utbredd last p4 mittspan-
net. Den didrav orsakade momentférdelningen framgar av fig :263b. De-
formationen i punkt A séks. Denna kan dock #ven beriiknas som deforma-
tionen i punkt A hos den statiskt bestimda jimforelsekonstruktionen enligt
fig :263¢c, som belastats med ett P-system som utgdr den resulterande sta-
tiskt obestimda snittkraftsférdelningen enligt fig :263b.

Deformationen hos en statiskt obestdmd konsiruktion kan alltsd sedan
snittkraftsférdelningen bestdmts enligt :262 berdknas for en limpligt vald
statiskt bestdmd jamfdrelsekonstruktion p4 det sétt som beskrivits under
:261. Som resulterande deformation erhdlls ddrvid forskjutningar och ro-
tationer relativt jimforelsekonstruktionens fasta upplag.

127 Berdkningsexempel

Exempel 1. Deformationsberdkning i statiskt bestimd konstruktion. Berdkna
fér den i fig :27a visade, fritt upplagda cirkelbidgen med efter sin ut-
strackning konstant sektion horisontalrérelsen 6,; i glidlagret.

Vid P -system av en kraft Pr1=1, verkande i den sékta rérelsens riktning
(fig :271b), giller for §, sambandet, jir ekv 25 (3),

8 7,[_1 N—-%) N —ip)d +fM1MPds+
2T B\ T R JNTR T RS T
14

xT) Tpds
f (a)
L

GA

[T

A

e

a

c

N1, Y
. R4

ME’ (ERRNRRDEE REYVS
AT R
Fig :263ac
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I aktuellt fall beriknas ur fig :27a

= (P + 1Y sing Mp=3(1+1]/y3)(/3/2 —sin ¢) PR,
Tp=(P{2(1+1/yNcosg for 60°=p>30°
Np=(2I2){1 - 1[y3)sin gy Mp=4(1-2/y3}(/3/2 +sin @) PR;
Tp= —{P{2}(1 ~1{)Fcos g (6 30°>=¢> -60°

och ur fig :27b6 Fig 27a
Ny=cos g, M;=(cos@p—HR; T;=sing {6r varje ¢ (d)
vilket for de I ekv (a) ingdende integralerna ger

t My _ﬂﬁ’) - _
.[EA(NI R)(Np o Jas= 2MA(z;m 1) PR;

Tpds
GA

= PR[4GA

{e)  Fig:27b

T
j —— *(1/24}54')(6]/3“’*:1 27y/3) PRS; f
L

Insatt i ekv (a) ger detta f6r den sdkta horisontalrérelsen uttrycket
= (PR3{24EN[6Y3 +7—2ny3 —n2)3 - Do+ 66

=0,1105(PR3}/ EF){(1 - 2,92 2+ 2,26 ) (]
i vilket
a=J{ARY: [=xEI]GAR® (2)

Exempel 2. Flerfalt statiskt obestimd ramkonstruktion. Berikna moment-
diagrammet f8r den i fig :27c visade 3-falt statiskt obestimda O-ledsramen,
om samtliga ramdelar har kenstant och lika sektion. Med god approxima-
tion bortses ddrvid frin de for foreliggande konstruktion och lastfall prak-
tiskt betydelselésa inre arbetena av normal- och tvirkrafter.

Som statiskt obestimda kvantiteter inférs 1 den vénstra fasta inspin-
ningen horisontalreaktion X;, vertikalreaktion X, samt inspanningsmoment
X, enligt fig :27d.

Deformationssambanden enligt ekv :262 (4) kan skrivas
8u1 X1+512 X2+613 Xy= *"510
Go X, + 80 Xo F 80 Xy = — sy (2)
531 X1+532 X2+533 Xy = _630
Eftersom endast momentarbete medtas giller darvid

M, M;dx M, M, dx
=]——— och dp=|——
i ET ET
For den valda statiskt bestimda jimforelsekonstruktionen erhalls (fig :27d
och ¢)
My=0; My= —x; My=0; My=1 for 0sx < L/2
My = —(18)axls My = —3{L+Y3x); My =Jp; My=1 f6r 0<, <Ef2
My= —(1/32)g(L+2)3x)% M, = — (Y (2L+Y3L—2xy); (b
M,=(1/4)(L+ 2]/§x3); M, =1 for 0-‘-<.x3<L]/§/2
My= —3al® My = —MIL—2x); My=L: M, =1 5 <, < L2
CETTERTEIIII ¢
e
60 -
|
L, L
s VI
iy
Fig :27c-e

15
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varvid sidana bdjmoment, som framkaliar dragspinningar i rambirverkets
innersida, betecknats positiva, Foér de i ekv (a) ingdende koefficienterna erhalls

M,y M,
= _415_1 dx = 0,8060 L3/ ET

11

M.

81p = Oyy = MIEI *dx= —0,5387 I8 ET
M, M,

81=0,, = f 3dx= —1,2288 LY ET

M, M,
8y = J.—%IJ dx=0,1879 qL4}EI

M M, dx =10,8893 [8/EI © 1 7

A N
oy = Mz‘[" dx= —0,3948 gLt EI ;;_; ™ = %

a & 43
Jpp = 0gs = f%ﬂix: 1,1038 L2/ ET Fi 278
By = IMZ?@ dx =2,3660 L} ET

MM h
8y = fﬂ " %x = —0,4447 g3/ EIf T @
1 2
Insitts dessa védrden i ekvationssystem (a) och loses detta erhills
X; =0,15644L X, = 0,4859¢L. X =0,0425¢L% (d) X, X,
For de resulterande bdjmomenten M, erhills enligt ekv :262 (5) uttsycket r 4 4 e
Mp= My+ X, M+ X Mo+ XM, {€) gerSps Ay
ur vilket genom insittning av ekv {b) och (d) erhills
M p = (0,0425—0,1564x,/LyqL? for0< x, < L2 i
Mp=[—0,0357+0,1075x,/L— 0,1 230{xa/ LY 1qL? f6r 0 < x; < LJ2 [§3) (IO e
Mp=[—0,0132+0,2825x,/L.— 0 375002/ L)% g L2 for 0 < x; < LVB/Z
M p = (—0,0499-+0,1564x,/L) gL? 61 0< x, < L2 =
Det tillhérande momentdiagrammet dterfinas i fig :27f ”%'—-x B
ger Sg= 0,4,

Exempel 3. Statiskt obestiimd, kombinerad stdng- och ramkonstrukéion.
Berikna momentdiagrammet £or balken 0-3 vid den i fig :27 g visade spiinn-
bockskonstruktionen, om normal- och tvérkrafternas inre arbeten i balken .
férsummas, Balken forutsdtts ha efter sin lngd konstant E, 7, och samtliga |
stinger konstant och lika EA.
Konstruktionen 4r 2-falt statiskt obestimd och éverférs till en statiskt { r }
5

-'-fﬂl—

bestimd jimforelsekonstruktion genom att stingerna 0-1 och 2-3 frigirs
fran sina infistningar vid 0 respektive 3. Som statiskt obestimda kvanti-

teter infors stangkrafterna X respektive X, (fig :27h).
Deformationssambanden enligt ekv :262 (4) kan i detta fall skrivas L—*—x ger 5, My
611 Xl""sm Xy= ”"510} (a)
‘521 X+ 622 Ay = *520
dar K 0
S 8. L M, M 0. ]
5., = L) -{-I ! jid.:c +X, RN
i EAd Ef ® % s il Ny
ers,, =
s S, S0l oMM, [ Bt ko
= >—+
o Z Ed B Fig 27h-k
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I den statiskt bestimda jimf&relsekonstrukiionen dr stingkrafterna pga
ytire last 5,=0 (se fig :27i). B6jmomenten av detta lasifall framgér av ekv
(). Stangkrafterna av lastfallen X, =1 respektive X,=1 framgdr av fig :27 ]
och k och bdjmomenten i balken av ekv (d)

My = Jgx(a—3) ©
= x/y2 for 0<x<a; My = (1/y2}(2a—x) [0r a < x< 2a;

M,=01or2a< x<3a

My=0for0<x<a; My=(1Jy2)(x—a) for a < x < 2a;
={1/y2)(Ba—x) for 2a < x< 3a

G)]

De i d-uttrycken enligt ekv (b) ingiende summa- och infegraliermerna
berdknas enligt nedan (¢) och (f)

Sp=8,+ X5
Stang L S, s 8L SIL 5, 8, L +X,5,
0—-1! ay?2 +1 0 a)2 0 0 —1,397 ga
1-2 a«  +1/y2 © La 0 0 - 0,988 ga
2-3 ayZ 0 +1 0 ayz 0 — 1,357 ga
1-5 a —1/yz2 0 ta 0 0 + 0,988 g2
2-4 a +1YyI —y¥2 }a 2a -a 10931 ga
2-5 ay2 -t +1 ay2 ay2 —ayZ +0,040 ga

SEYI+Pa 2AYI+a -(1+V2a

My Myd M, M,d. —
1M 0x 2 Mo x#11V2qa‘/24Eblb

E, 1, E 1,
Midx _ [Midx SI3E, I, i
E1, ) EL

J'Mledx S[12E, I,

Koefficienterna i ekvationssystemet (a} berdknas enligt (b) varefter X3
och X, erhills. De resulterande stiangkrafterna Sp och b&jmomenten Mp
kan direfter bestimmas enligt ekv (g)

Sp= 8y + X, 8y + Xy 5
Mp=M,+X, My + X, M,

®

For de speciella sifferviirdena: a=4 m, 4 =10 cm?,
I, = 40 000 cny?; E; = E berdknas
X, = —1,397qa; X, = —1,357ga

S'p enligt sista kolumnen i(e)

My = (0,512x/a - 0,500x%a%) ga® f61 O < x <a

Mp=(—1,016+1,528x/a -0, ,500x3/a*) ga® f6r a < x < 2a (h)
Mp=(~2,880+2,460x/a—0 ,500x2/a?)y ga® for 2a < x < 3a

Det tillhdrande momentdiagrammet aterfinns i fig 1271

2—722436 Bygg 1 B, Sartryck

Q]

u012ga? OM0ge°

W"“W"'III‘IW

Ullga <Clflga? D5ga’

Fig :271
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Exempel 4. Berdkna bdj- och vridmoment for kopstruktionen enligt fig
:27m. Elementen har konstanta EI och GK,, och konstruktionen #r centriskt
belastad med punktlasten P. Konstruktionen #r 3-falt statiskt obestimd
men med utnyttjande av symmetrin kan den behandlas som 1-falt statisk
obestamd (se fig :27n).

B&j- och vridmoment av yttre last fér den statiskt besiimda jamfsrelse-
konstruktionen framgér av fig :270 och inverkan av X'=1 av fig :27p.

Deformationssambandet som anger aft rotationen i symmetrisnittet r 0
kan skrivas (jfr ekv :262 (4))

My M Myt My ) M M, M1 Mo
dxd = — .
X ( 5 dx + GK, YT dx GK, dx {a)

Die i ekv {a) ingdende integralsambanden berdknas enligt (b)

455 g0« 1257

Er
Mu1 My
WC?EA dx = a/GK, .
M, M,
f—i———"dx = —PIL2[16ET
EI
Mpr Mo
SV 4y — — PulJ4GE,
GK, aL|4CK,
Tnsitts dessa varden i ekv (2) kan X beriknas
12 PaL[4GK,
y _ PLHI6EL+ PaL|4GK, ©
Lj2EI+a[GK,

For speciellt GK,/EI=0,8 och Lja=2 erhalls X=10,1944 PL
Resulterande béjmoment och vridmoment framgir av fig :27q resp r,

:3 FElasticitetsekvationer

131  Berdkningsprincip

Principen fér en behandling av en statiskt obestimd ramkonstruktion med
clasticitetsekvationer dr f#ljande. Under inférande av frin bérjan obekanta
snittmoment skérs konstruktionen upp i ramhérnen tiil enkla raka ram-
delar som deformationsstuderas var for sig, Uttryck tecknas for de olika
ramdelarnas stédvinkeldndringar, varpad fér de obekanta snittmomentens
bestdmning erforderliga samband erhills dels ur jémvikisekvationer, dels ur
de deformationsvillkor, som kan hirledas ur forhallandet, att samtliga i ett
ramhdrn bijstyvi anslutna ramdelar dir maste féhas it i deformation, dvs
fa samma stidvinkelindring @. Férfarandet illustreras nigot mera detai-
jerat av fig :31a for rambdrverk med fixa knuépunkter, varmed forstis,
aft samtliga knutpunkter endast rotationsdeformeras, och av fig :31b for
rambérverk med férskjutbara knutpunkter, dvs knutpunkter som vid defor-
mationen utsitts for sdvil rotations- som translationsrérelse,

A5

ahc ch
Il a2

18

M +0,05536 PL
-0.250 AL

01344 PL
Fig :127q

00556 FL

ﬁ% e

Fig 1271

ety = Bod = Bee

1
} " sonseillkor
My ) (’%_w Deformationsvillkor:

Fig :31a, Ram med
fixa knutpunkter
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Deformationsviltkor:

F6r att en ramberikning med elasticitetsekvationer snabbt skall kunna
genomforas, fordras frdn bdrjan kinnedom om de stédvinkefandringar, som
uppkommer vid tvisidigt fritt upplagd ramdel dels av ett stédmoment M=1
(balickonstanter) och dels av den aktuella yttre lasten (lastkonstanter).
Dessa stddvinkelindringar beskrivs ndrmare i :32.

Berikningsmetoden innebér att inverkarn av normal- och tviirkraftsarbe-
tet liksom effekten av krokningar och excentriciteter hos tyngdpunktslinjen
forsummas. Dessa approximationer dr normalt godtagbara med tillfreds-
stiflande noggrannhet.

:32  Balkkonstanter och Iastkonstanter
A Balkkonstanter o’ orf och S

Med en ramdels ballckonstanter Térstas de stodvinkeldndringar som uppkom-
mer, om ramdelen som tvasidigt fritt upplagd balk Gver det ena eller andra
stodet angrips av ett béjmoment M=1 (fig :32a). Foljande beteckningar
inférs

e = stodvinkelindringeni A vid M=11i A

ap = stodvinkeléndringen 1 B vid M=1iB

0 = stodvinkelindringen i B vid M=11 A

Boa= stédvinkelindringen i A vid M=11iB

Enligt Maxwells sats giller dérvid 50 =8%

Balkkonstanterna kan genomgiende redovisas under formen
al = C, L{3EIy; a) = C, LI3Ely; B = fL, = Copn L{6EL, n
dir T, betecknar troghetsmomentet i ett valt snitt av balken samt C,, Cy

och C,,—dimensionsldsa koefficienter, som entydigt bestims av votutform-
ningen.

1 C-tal for balk med konstant troghetsmoment
Cy=Ch=Cop=1

C Oba~8be; Gb=Ccd; Cnb=0
%h 8cd
Komplatterande jamviktsvillkor:

Fig :31b.

Ram med for-

skjutbara knutpunkter

=1 M=t

Jmaxm Jmax! — 1
K T

A |

(\E:\EJD B U S 32 Jmﬂx’;; ’ A Jmﬂl‘f;x J “?};,

g perca
Iy A B A L B
Jmux

Trnax Rk vat

B
Tmax Triangebvot

M‘ Jmax Jmm( Parabelvot
\ _ S N | ,73; é
c M ALy J J Jﬂ ‘/u

5 A Bha*Ban  oh | L
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2 C-tal fér balk med raka, frianguidra eller paraboliska voter

a Ensidig vot eller todsidiga, symmetriska voter. Fbr vottyper enligt fig :32b
ar C,, C, och C,y, redovisade i diagramform i tabefl 1:44, varvid som pa-
rametrar anvints relativa votlingden /A och férhillapndet [/, ., mellan
minsta och storsta troghetsmoment.

Diagrammen giller oinskridnkt endast for balk av elastiskt, homogent
material och med rektanguisr sektion, men kan med {illfredsstiliande nog-
grannhet anvindas @ven vid extrem sektionsutformning. Exempelvis blir
skillnaden mellan C-talen for rektangulir sektion och I-sektion normalt
<1,5%.

I-virdet fér armerade betongkenstruktioner berdk=nas i allméinhet under
forutsittning av elastiskt, homogent material utan hinsyn tagen tifl sprick-
bildningen i bojdragzonen eller till krypningen, vilket medfér aft man far
endast en grov bild av bruksstadiets momentférdelning. Ofta kan man erhélla
en béttre uppfattning om verkligheten genom en enkel Gverslagsberdkning
baserad pa férvantad uppsprickningsfigur (jfr exempel 2 i :34). Hinsyn tilf
krypningen kan tas genom inférande av en skenbar E-modul (jfr 333: 342).

b Speciella vottyper. Vid komplicerade utformningar av balkar med raka,
sriangulira eller paraboliska voter kan genom tiflimpning av satserna i
162: 412 uppstéllas enkla samband fér C-talen, i vilka som enda storheter
ingar de enligt @ ovan angivna C-talen for de rencdlade votutfrandena. I
fig :32c-e anges nigra sadana samband, vilka 4dr generellt giltiga fér varfe
vartyp.

)
Ch :(/1% iy Cgb“ﬁ%)% Y (Ci]:I"/‘-g“])

£anp e oo Bye3ihr)

fq =Lp= 41 [g (c£+cb°)+§§+c§+cﬁ,+c§b]— f

Cab=p [ttt +chc] -1

Ly 1o 5'_‘]2 1WJ Oy o 13 babigp ij
3 ;mﬂ sz I',—ﬂ > o
Al Al |l D18 b A
: e
L2210 i I AL, T
A G iy G
o Cab Cp =jJ-$ J o
7 Iy TR & LL"J
ANl 4]
Lz hig i T
T oL ¢ £ Caly &
C Cab Ld JH?I
Jz ’
I3 Jumg% ) flzf-l
A S

Tig :32e. C-tal {or balk med dubbel,

Fig 1324, C-tal {6r balk med tvasidiga.
ensidig vot

symmetriska mitt- och sidovoter

3 C-tal for godtyckligt utformad baik

@, ocg och B% dr enligt ovan stédvinkelandringarna pd grund av M=1 vid
det ena eller andra upplaget. Dessa stddvinkeldndringar bestims tex pd
sdtt som anges i 162: 412,

B Lastkonstanter ®¢ ach O]

En ramdels lasthonstanter definieras som de stddvinkeléndringar @g och
@g som ramdelen under férutsittning av tvasidig fri upplidggning erhailer
fran den aktuella yttre lasten (fig :32f) eller annan inverkan {fig :32g och h).

20

Lo =Gl o
Cp =Chec8-1
Cat= Cdb+ Chp -

) Lab 143
7 7,
I‘# - i T 1 2
K A;l_! 27| B

FEs

A

cf £ah e
A7 T
AlAL 8

B
N
T
A o

o

Fig :32c¢. C-tal {or balk med tvi-
sidiga, osyrometriska voter
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Fig :32f
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1 8¢ och O! fir balk med konstant tréghetsmoment
BUBY, = OUEEIL = wy; OUSL, = OI6ENL = w,
W, Tesp wy, ¢Thills ur tabell 1: 38

2 @g och @g for balk med raka, triangulira eller paraboliska voter

a Ensidig vot eller todsidiga, symmetriska voter, For punktlast P och jimnt
resp triangulirt fordelad last g anges @g ach @g i tabell 1:45 med anvindning
av féljande redovisningsteknik

B0, = K, PL; O)85, = K, PL rtesp 0880, — konst- K, L% OY5), =

konst- K gL*
For diagrammens och formlernas giltighet hinvisas till vad som ovan an-
férts 1 avenitt A 2a.

Speciellt for jamnt fordelad last och fvdsidiga, symmetriska voter blit
O3/83, - 0383, - ard

Vid stadforskjutning enligtfig :32h blir @YB9, = 60 El/L2C,y, och OB, =
— 80BN/ LAC,,

Vid temperaturskillnad (t,—¢;) mellan en balks under- och &versida
enligt fig :32g beriknas @7 och O enligt 162: 412.

b Tudsidiga, osymmetriska voter. I fig :321 och | anges fir tvisidiga,
osymmetriska voter de tillhdrande K-taler, i vilka som enda storheter in-

gér de i @ ovan angivea K-talen och de i A 24 ovan angivna C-talen for
de renodlade vottyperna. Sambanden galler generellt fér varje votiyp.

3 @g och @ for godtyckligt utformad balk

6° och ©f beraknas entigt 162: 412
Speciellt vid jémnt fordelad last och tvdsidiga, symmetriska veter blir

@) /B5, = O, = aL¥4
Vertikal stodfarskjutning 8 enligt fig :32h ger ©2=4/L och Of= —dfL

:33 Beriikningsexempel

Exempel 1. Ram med fixa knntponkter

Berikna momentdizgrammet for den i fig :33a visade trefait statiskt obe-

staimda ramkonstruktionen, om samtliga ramdelar har konstant sektion,
Under inférande av snittmoment A, M, och My skirs konstruktionen

upp enligt fig :33b i enkla, tvasidigt fritt upplagda ramdelar, vars stédvinkei-

indringar berfiknas, lampligen med anvéndning av formelsammanstéllningen

i tabell 1:38 (82 =w, Li6EL @2 =w, LI6EI).

1
B rrn B Len % b e
1 1] l\i y L0 OM}*MQ
lI L,")ZEJO - Bpa
b Deformationsvilikar:
0 i} Opg=Ppe=Fnd; Cep=0

ah L)
s

Jy g Jo S
Al ALl B
L

P
i & A
4 - T 7
ALAL P B
Ay Cab &2
? 7,
7 2
AT a2l 5

Fig :32i. E-tal fér balk med tva-
sidiga, osymmetriska voter och

belastad med punktlast

Lok oh, B
Xfm[‘fubf(u*fub"fhﬂ’ﬂ

oA A B B
Kb:ﬁﬁ [can &8+ Cab Ko=)

Fiir speciatfollet symmetrisk uiform—

ning galler: Ky=Kp=1
4
Ko [T LTI} A

I T Tk
e Cah a
Toue] % |l

! i
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i

.

KuA T

g
JIJ%A

%

Al i Cab ©
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Fig :32j. K-tal far balk med tva-
sidiga, osymmetriska voter och
belastad med JAmnt fordelad last

Fig :33aoch b
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For de ohekanta snittmomentens bestimning erforderliga samband erhdlls
ar deformationsvillkoren (se fig :33b). Ur dessa berdknas fér delen BC

By, = 0= M Lj6El,— M, Lj3El,, varav M, — 3M, {a)

For dvriga stodvinkelindringar erbills uttrycken

Oy = gTA2AET,— M, L3EI, O, = M, L/3El,— My LISET, = M,L/4EI, ach
Oq =My — My} Li3-2El,—= (M, — M) L/6 EI,

vilka insatta i deformationsvillkoren @y, = G, resp O,,= &, ger

M, = (2/5) M; (b) 8M,+ 6M, = gL* (©)

Ut ekv (a), (b) och (c) beriiknas
M, = (5/52)gL?; My = (1/26)gL?  M,=(1/52)ql>

Momentdiagrammet visas i fig :33¢, varvid bdimomentet genomgaende
avsatts pd den ramdeissida, i vilken det framkallar dragspinning.

Exempel 2. Ram med férskjotbara knutponkter

Berikna momentdiagrammet for lastfallet enligt fig :33d. Pen osymmetriskt
placerade lasten medfér, att knutpunkterna B, C och D vid ramens defor-
mation kommer att £ en horisontell férskjuining J, vilken maste inkluderas
vid bestimningen av stodvinkeldndringarna & f&r de i B, C ock D anslu-
tande ramdelarna. 1 &vrigt innebidr en direkt momentberdkning {6z ram-
konstruktionen enligi fig :33d pa sitt som framgir av fig :31b inga princi-
piella skillnader i férhillande til! den behandling, som redovisats ovan i
exempel 1 f6r ram med fixa knutpunkier.

1 stidllet for en direkt momentberdkning genomférs nedan momentbestam-
ningen for det i fig :33d visade lastfallet i etapper. 1 ett forsta berdfningssteg
studeras dirvid det momenttillstind, som uppkommer, om férskjutningen
av knutpunkterna B, C och D genom nigot yttre tving férhindras (berdk-
ning under fdrutséttning av fixa knutpunkter). 1 ett andra berdkningssteg
studeras dérefter renodlat effekten av den knutpunktsférskjutning, som
konstruktionen far da detta yttre tving avligsnas, varpd konstruktionens
verkliga moment erhdlls genom Gverlagring, med hénsyn tagen till tecken,
av de bada berdkningsstegens delmement. Férdelen med en sidan, i etapper
uppdelad momentberdkning framfdr en direkt momentbestimning 4r i1 hir
aktuellt fall obetydlig, men blir visentiig i sidana fall dd en och samma
konstruktion miste understkas fir ett flertal dellaster,

A Berdkning under firutséttning av fixa knutpunkter

Den horisontella férskjutningen av knutpunkterna B, C och D kan for-
hindras exempelvis genom att konstruktionen i T kompleiteras med en
fasthéllningsstang (jfr fig :33e). For den p& deita sitt kompletterade ramen
erhalls efter uppskérning 1 enkla ramdelar enligt fig :33f fofjande moment-
berdkning.
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Ballckonstanter o® och B, lastkonstanter G0 samt stodvinkeldndringar ©
AB: A=0,3; n =Tyl = 0.2; C;=0,617;
atf = G, L3 ETy = 0,206 L) E, (fr tabell 1:44); O, = Mlaub
—0,206M, LIEI, ()
BC: A=03; n=0.2; = C,= 0,609; Gy, =0,815;

%0 = = CuL/3EL, = 0.203L/Ely; B = CooL/6EL, = 0,136LIEl, (ir

tabeil I:44)
@g = @g = 0,3925PL{3‘§0 = 00,0534 PL?/ E1, (ifr tabell 1:45})

Oy = O — Myl — M it = 0,0534PLY EI,— 0,203M, L{ ET,— 0,136 M, L{ El, (b)
Oy = @— M, 30— Myal = 0,0534PLY Ey— 0,136, L/ El,~- 0,203M, LI EI,  {c)

CD (jtr ramdel BC): &, = 0,203M, L/ Ely - 0,136 M, L/ ET, {d)
B4, = 0,136M3 L/ EI,—0,203M, L/ EX, (e)
DE (jfr ramdel AB): @y, = 0,206 M, L/ EI, (H
CF (jfr ramdel AB): @ = 0,206(M,— M,) L/ EJ, (&)
Deformationsvillkor
B: @, =@, som tillsammans med ekv (a) och (b) ger
0,409 M, + 0,136 M, = 0,0534PL (h)
C: O, =0 och Oy =6, vilka tillsammans med ekv (), (d) och (g) ger
0,136 M, + 0,4090, — 0,206 M, = 0,0534PL @
0,206 M, - 0,409 M, + 0,136M, = 0 5))
D: @dc :@de, som tillsammans med ekv (e) och (f) ger
0,136M;— 0,409M, = O (9]

Ur ekv {h)—(k) berdknas
M, = 0,0825PL; M, — 0,1445PL; M, = 0,0818PL; M, = 0,0272PL (1)

Det tillhérande momenidiagrammet, i vitket momenten genomgiende
avsaits pa den ramdelssida, som har dragsp#nning, framgar av fig :33g.
De mot denna momentférdelning svarande horisontaireaktionerna i upp-
lagen H,, Hy och Hy, ocksd angivna i fig :33 g, har en hégerriktad resul-
tant H=0,0470P, vilken fér ramens jimvikt fordrar en lika stor, vénster-
riktad fasthallningskraft Z frin den { knutpunkten D applicerade stdngen.

T 5 i o
B Korrektion for knutpunkisférskiutning HpeO0B25 P Hp=00602P fe=00222P

Den verkliga konstruktionen (fig :33d) erhalls ur den under A behandlade  Fig:33g
genom att fasthallningsstdngen i punkten D bortas. Effekten hérav dr

identisk med effekten av en i D verkande, hogerriktad, horisontell knut-
punktslast H=0,0470P (fig :33h), vilken #r lika stor men motriktad fast-
héliningskraften Z.

B Mg 0007 E/{ﬁ. n
~F ] & 7 =)
',Ms ! /ME B QIJC Bﬁh C
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Denna renodlade knutpunkislast Z ger ramen en med avseende pa C
antisymmetrisk deformationsfigur och dirmed ocksa ett antisymmetriskt
momenitillstind. Det antal obekanta snittmoment, som méste inféras vid
ramkonstruktionens uppskérande i enkla ramdelar, begrinsas ddrigenom
till fva, i fig 33k betecknade M; och M. For dessas bestimning giller de-
formationsvillkoren
@ba. = @bc; @cb = @ci ()

D4 emellertid uttrycken for de i ekv (m) ingéende stédvinkelindringarna
& kommer att innehilla den dnnu si idnge obestimda horisontalfrskjut-
ningen ¢ av knutpunkterna B, C och D, blir ekv (in) inte ensamma tilirick-
liga fr problemets 16sning. Aterstaende kompletterande samband kan er-
hallas ur jaimviktskravet f6r verkande horisontalkrafter
H=Z=H,+ Hpt Hyp=2H,+ Hy = 2[LYy(M,+ M) eller

Mo+ Mg=32ZL (n}
Ur fig :33h beridknas Ior stodvinkelindringarna uttrycken
O, =06/L— Mol = 8/L— 0,206 M L/ EI, {0}
o = Myorp — Mo fp = 0,203M L/ ET,— 0,136, L/ El, (D)
Bp=— MBS0+ Mol = — 0,136 M, L] E+0,203M L1 EI, {q)
@Cf:rS/L—2MGo:g =&/ L—0,412M LIEI, {r)

vilka insatta i deformationsvillkoren (m) ger

04090, — 0,136 M, = SEI,/I® och —0,136M;+0,615M,~dEI/L2 (5)
Ur ekv (1) och (s} berdknas stutligsen med beaktande av att enligt beriiknings-
etapp A £=0,0470P

M;=0290ZL = 0,0136PL; My= 021121 = 0,0099PL; § = 0,00421 PL3/EI,

©

varpd den verkliga konstruktionens moment erhlls genom &verlagring av
de under A berdknade, for fixa knuipunkter gillande momenten och av de
ovan bestimda korrektionsmomenten frin knutpunktsférskjutningen
{exempelvis erhillls fér momentet i ramhdrnet B, My = M — M= 0,0825PL
—0,0136 PL=0,0689PL). Det slutgiitiga momentdiagrammet framgdr av
fig :331.

:34  Clapeyrons ekvation fir beriikning av kontinuerlig balk

Genom direkt tilldmpring av elasticitetsekvationer pa en kontinuerlig balk
enligt fig :34a kan {6r de bdjmoment My, My och My, som upptrider Sver
tre pa varandra foljande upplag K, L resp M, fdljande samband hirledas
(fér specialfallet votlds balk uppstillt av Clapeyron 1857
My Bl + Myfed +ad )+ My 82 = — @+ )+ (1L +1/L7) (1
dér «0, 5 och € erhalls enligt :32 {ifr fig :34b). Speciellt £6r votlds balk ger
ekv (1)
My L E P+ 2My (LB T+ L[ E'T) + My LJE'T = —(w, L[ E'T' +

A wn L ETY + 6L L+ L[ L) = 683+ 02 )+ 6p(1 /L +1/L%)  (la)

dédr wy och wy,, erhills ur tabell 1: 38.
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I Fig :34b
o L pom .,
A S S
K 2 i - i g .
P
7| ‘ 21P z l !
| | il ML+ [0
= T ~ I P
o o ! S
Lf ‘ LJ.' |
! Fig :34¢
Ekv (I} och (la) frutsiiter att stddmoment M och stddvinkeldndringar
@0 riknas positiva, d& de har de i fig :34Db visade riktningarna. Den sista
termen i ekv (1) och (la) beaktar inverkan av vertikale stodforskjutningar,
varvid y enligt fig :34 ¢ betecknar vertikal fotskjutning av stidet L, raknad
positiv neddt och refererad till forbindningslinjen mellan de eventuellt
vertikalférskjuina stdden K och M.
Exempel 1. Beriikna momentdiagrammet £6r den i fig :34d visade kontinuer-
tiga balken, om denna har efter hela sin 1ingd konstant styvhet EZ
0s2f0ae, 10 |Pes p=gl
oy f
i .
(LTI [TTTITTIIT 7+ =07 {riéinti lost)
L AT THITE T s 9 (egenviks)
bc de fu h
- e r:
© ®
|, 08¢ l_ L ® L ® L I ® Fig :344d
Facken D-®-®
Fér lastkonsianterna € och ©F beriknas med hjilp av w,- och wy-talen i
tabell 1:38 (Gfr 32 B 1)
@g =(g+r(0,8L)3/24 EI+ P(0,8 LYY 16 Ef = 0,0763¢ L3/ EL;
B8 = (g+r) LY24El+ PLY16El = 0,1333gL/ £]
varpa ekv (1a) for momenten M, och M, Sver stdd @ resp @ ger sambandet
(M1:0)
2M0,8L/EI+ LI ED+ M, LfEI = —6+(0,0763 + 0,1333) g3 ET,
3,6M,+ M, = —1,258¢L? (@)
Analogt erhalls for facken @-@-@ resp facken A-D-®
M+ 4M;+ M, = — 1,050gLE (b
M+ M+ M, = —0,675gL3 ©
Fack ®-® + fast inspénning § ©
For tillimpning av Clapeyrons ekvation ersiitts enligt fig :34e den fasta [ATHT s O?Q

inspinningen i ® med en o#ndligt bdjstyv balkdel ®-®. Ett shdant ar-

rangemang férandrar inte den ursprungliga konstruktionens statiska verk- H““I 77777 i
ningssitt. Ekv (1a) ger T_Lk__gf‘;,
00 = (g+7) L3241 = 0,0708L% EI; O} = 0 i ,i

M, LIEI+ 2M(L/ET+ Ljoc) = —6-0,0708qLY El; M,+2M, = —0,425¢L%d)  Fig :34e
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-0,303

0230 0085, _pingt

-0,165 - :
o ol,ues ) ““E}ﬂlh. X

i S /
o @ | ©
0,684 7 i

B

D'ML-—

i @
0.694Jg Jg

i
-
O,i?i‘l’_‘

227-08L873¢

Lasning av ekv (a), (b), (¢} och (d) ger
My = —0,303gL% M;= —0,165gL% M, = —0,085qL% M= —0,170gL*?

varpd for det stkta momentdiagrammet erhiils det i fig :34f visade uiseen-
det. Som positiva har dédrvid riknats sddana moment, som ger dragspinning
i den kontinuerliga baikens underkant,

Exempel 2. Bestim motsvarande mementdiagram for den kontinuerliga
balken i exempel 1 utférd som T-balk i armerad betong med hinsyn tagen
fill den uppsprickning av betongens bdéidragzon, som karaktiriserar en or-
dingr bruksstadieberikning, For kalkylen forutsiitis verksamma sektioner
enligt fig :34g och h med en schematiserad armering, som i varje snitt med
positivt moment bestar av 8 ¢ 19 i balkunderkant och i varje snitt med nega-
tivt moment av 8¢ 19 i balkdverkant.

130 cm
I ‘ i

Fig :34f

Fir kap 333

Wk 72716 Fir positivt moment =
t {56 |60 verksam sekrmn ] I'*"‘
T
L J=768-107cmt =, B35] .

56 |60

|

g Lan]

(n=15 h

Problemet bestdr approximativt i en berdkning av det momenttillstand,
som upptrider i en kontinuerlig balk med en tréghetsmomentvariation en-
ligt den undre delen av fig :34f. Approximationen ligger diri, att som mo-
mentnollpunkter valts de puniter, som i exempel 1 framriknats under for-
utsdtining av lings hela balken konstant styvhet.

Sedan «°, B° och ©° bestamits enligt :32, berdknas momenten enligt ekv
(13. Harvid erhdlls det i fig :34i redovisade momentdiagrammet. Detta har
momentnoilpunkter, vars ligen nagot avviker fran de, som antogs vid kal-
kylens bdrjan. Avvikelsen &r dock si pass obetydlig, att den inte motiverar
en ytterligare upprepad kalkyl. Av en jimférelse mellan diagrammen i fig
;341 och i framgar, att betongens uppsprickning i béjdragzonen medfér en
inte ovisentlig momentomlagring, vilken speciellt f&r maximimomentet
M, innebér en reduktion med ca 11 %.

.l 0,085
2 A 0,250 1 —0I54g2
UZUUQ:’_ /1 ,k | | —,152 0,081 T g
1D A
I_VI i | ‘ i NP g/
Ay I
i o,z5=n,s¢50z1£| Ll ] \gm
e ; s —~
| oer | Al : wL
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verksam sektion

J=533105tm*-05047,
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Exempel 3. Berikna bdjmomentef M, Sver mellanstﬁd'et @ foren en}igt fig q
:34j utformad och belastad kontinuerlig balk, om vid lastens pifbrande ED:DI[I]IJ 0k g
a) stodet @, b) stidet @ vertikalt férskjuis en distans 4. 2 Bt k!

Ballkonstanter &® och §0 samt lastkonstanter 60

2=0,3; n= I,/ L. = 0,1 for sivil de]l @-@ som del S-@®
Cy= C, = 0,535; Cppy = Coq — 0,870 (jf tabell 1:44)

ol = CyL/3EL, = 0,535 L/3EL, = o)

Bl = CapLi6EIy = O,8T0L/6EL, = (2,

Hg/ﬁgb = 0,910gL3/4 (jir tabell 1:45)

Gg = (0,910gL%/4) (0,870L/6 EI) = 0,7929L324 El,

gi=0
Fall a Vertikal férskjutning 8 av stod @ M(@

Stodférskjutningen ger enligt fig 34k y=4 varpa genom insdtining i ekv

(1) av storheter enligt ovan erhalls Fig 134k
2M,0,535L /3K, = —0,792gL3/24 I+ 25/L
Harur berdknas fér sdkt stédmoment A, vardet : .
[ 2 2 —=
M, 0,0023gL2+ 5,610 ELo/ L {a) T‘@ @ ®J/2
LY==
Fall b Vertikal forskjutning 6 av stéd & Fie 341
ig:
Anzlogt beriknas y= — /2 (ifr fig :34 )
M, = —0,0023¢L2— 2 818 EL,jL* {b)
:4  Primiirmomentmetoden
:41  Beriikningsprincip
Primdrmomentmetoden eller Efsens metod, vilken
framlades forsta gdngen dr 1931 i en doktorsave a
handling av dansken Axel Efsen [15b], 4r en sys- 5 C l lD E l 6 H ]
tematiserad bruksstadiemetod. F ] P
Vid rambidrverk med fixa knutpunkter dr den
principiella berdkningsgéngen fGljande; ifr fig
4l a—c. Aktuellt lastfall (fig :41a) uppdelas i ett & 7 7

antal dellastfall, vardera karaktiriserat av yttre
last p& endast en av konstruktionens balk- eller b f ;
ramdetar (fig :41b och ¢). Fér varje sadant dellast- M My
fali beriknas de inspénningsmoment, primdrmo- 8 } (.’/\LJ’\\) (
ment M’, som, under forutsiittning av elastisk in- ¢ o
spinning 1 anslutande rampartier, uppkommer i

den belastade ramdelens #ndpunkter. Mot dessa .
primdrmoment svarar fér de anslatande rampar- A
tierna angrepp av numeriskt lika stora, motriktade

moment, vilka inom dessa rampartier ger apphov C

till fordelade och Sverférda moment. Sedan for de 8 7 c

olika dellastfallen primirmoment och samtliga
tillhérande férdelade och &Overforda moment be-
stimts, erhdils det verkliga lastfallets momentill-
stind genom en direkt Gverlagring av momenttill- 6 i 7
standen f&r de olika deilastfallen.
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Vid rambirverk med forskjutbara knutpunkter uppdelas limpligen berik-
ningen enligt :33 exempel 2, :47 och :57 i de bada etapperna:

a Momentberikning under férutsdttning av fixa knutpunkter
b Korrektion for renodlad knutpunktsfdrskjutning

Berakningsping
A Fixa knutpankier (utan knutpuskisférskjutning = k)

i Bestiimning av balkkonstanter & och $° samt lastkonstanter & (se :32)

2 Bestdmning av momentdverféringstal (m-tal) (s¢ :43)

3 Bestdmning av {6rdelningstal (u-tal) (se :44)

4 Berdkning av primdrmoment M~ (se :45)

5 Beriikning av fordelade moment M7 och éverférda moment M7 (se :46)

6 Berdkning av resulterande moment i balkindarna M=M= M+

2T+ MY

Sedan de resulterande momenten i en ramdels bada sndar bestimts enligt
ovan, kan dvriga snittkrafter | ramdelen och ramdelens deformationer be-
riknas f6r ramdelen betraktad som enkel tvistddsbalk, belastad av resul-
terande momenten M*¥ och yitre lasten.

B Firskjutbara kautpunkier (med konutpunktsférskjutning=—mk) {fr 33
exempel 2, :47 och :57)

1 Berdkning enligt 1-6 ovan av resulterande moment utan knutpunktsfor-
skjutpning M

2 Berdkning av fasthallningskrafterna Z,, Z,, Z. osv vid momenttillsiin-
det M™ enligt 1 (se :47)

3 Berfikning enligt 1 och 2 av momenten M®=1 ach horisontalkrafterna
Hfﬁl, Hgl=1, H‘31=1 osv vid knutpunktsforskjutningen &, =1 i motsatt rikt-
ning mot Z; (jfr :47) samt berfikning av motsvarande moment och horison-
talkrafter vid knuipunktsférskjutningarna d,=1, §;=1 osv i motsatt rikt-
ning mot 2y resp Z; osv (jfr :47)

4 Berdkning av de verkliga forskjutningarna &, d,, &; osv ur sambanden

Zy = B HE L8, B 5 HE
Zy =6 HO=L 4 0y HO1 4 6, HEs=

(Ifr :47)
5 Berikning av momenten M? vid de verkliga férskjutningarna 8y, &5, d,
osv ur sambandet
M® =8, MO8, MOl G MOy,
(Jir :47)

6 Beriikning av resulterande moment vid knutpunktsférskjutning ™ =
= MY 1 MO (jir :47)

Teckenregler

For att hdlla nere risken f6r teckenfel viljs som genomgaende teckenregel
fér den ovan redovisade berikningen av i balkdndarna angripande moment
(primdrmoment samt férdelade och dverforda moment), att dessa réknas
positiva, di de ir riktade medsols (+). Detta innebér att

1 Tecknet bibehdlls vid momentGverforing (M, =~ i, M,)
2 Tecknet vdxias vid momentfordelning (M, = — thy My)

Vid den slutgiltige redovisningen av en ramkonstruktions momentdia-
gram dvergar man ldmpligen till dirvid konventionellz teckenregler,
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For krafter och férskjutningar vid ramb#rverk med forskjutbara knut-
punkter inférs vidare féljande teckenregler:

3 Fasthdllningskrafterna (Z) rdknas positiva, om de dr riktade dr vdnster (1)
4 Horisontalkrafterna (H) réknas positiva, om de dr riktade 4t higer ()
$ Forskjutningarna (8} rdknas positiva, om knutpunkterna forsijuts dt higer (*)

42 Balkkonstanter och lastkonstanter
Dessa berdknas enligt :32.

43 Momentéverforingstal (mn-tal)

A Allmént

En balks (ramdels) momentdverféringstal beskriver hur ett i den ena batk-
#nden angripande moment &verfors till den motsatta balkiinden. For en ur
en ramkonstruktion godtyckligt utvald balk AB (fig :432a) definieras det till
momentdverforing fran A till B horande momentéverforingstalet my, som det
moment, som uppkommer i &ndpunkten B vid belastning av M=1 i den
som fritt upplagd rdknade ndpunkten A (fig :43b).

=D

o s D

| “/ 5 !

s !

A ] o Cy By

A L L /DV
0n

For momenidverforingstalet my, géller generellr ntirycket
ity = B2y [0 ) (1)
i vilket &) och 2, &r de genom ekv :32(1) definferade balkkonstanterna och
v, betecknar den vinkeldndring, som erhélls i knutpunkten B idr det dar

ansiutande rampartiet, di detta enligt fig :43c belastas med ett moment
M =1, For denna vinkelsndring kan f6iande samband hirledas

1
Vb=1 Z— 2}

i vilket oo, betecknar den stddvinkelindring som for ramdelen C,D,, upp-
kommer i den som fritt upplagd rdknade &ndpunkten C,, dd denna angrips
av ett moment M=1 (se fig :43d).
Generellt giller for o, uttrycket
[} 0
=g, — mﬂ,,ﬁcv dy 3

Otc”

i vilket ocgv och ,Bgvdv betecknar balkkonstanter fér balken C,D,, samt mq,
momentdverforingsialet for balkdnden D,.
Fér bestimning av m, fordras alltsd kinnedom om mq, (#,, #q. 05V).
Vid berikning av m-tal vtgdr man allméint fridn balkéndar med kinda
m-tal eller fr&n snitt med pd férsék valda m-tal som successivt forbattras,
Berakningsprincipen beskrivs utférligare nedan i D.

Fig :43 a—c

29




Avd 16 Byggnadsmekanik

161:4

B o, i specialall (jfr fig :43d)

Dy fritt upplagd: ya, =00 mg,=0; oo, = agv

D, fast inspénd: ya,=0; ma, :ﬁgv dy/a&y; g, = o, — (B3, a7 fwt,

D, inspdnd | grundplaita pé elastiskt underlag: ¥a, = vinkelindringen O for
M=1 enligt tabell 1:61 D; my,, enligt ekv (1)}; o, enligt ekv (3)

D, inspind | vridningsbelastad balk: vq,=vridningsvinkeln ¢ fir M,=1;
g, enligt ekv (1); e, enligt ekv (3)

Cfmb i specialfall (jfr fig :43 b} e

B fritt upplagd: my=0

B fast inspdnd: my=f% lol=C,/2C,. Speciellt fér votlés ramdel AB:
M=%

B elastiskt inspind | endast en anslutande ramdel CD (fig :43¢ och f):

Vo = O = ] — a8y my = Bl Mo+ o)

m-tal vid betongplattor: Se kap 336.

D m-talsberikning vid nigra vanligare konstruktionstyper

Kontinuerlig balk (fig :43e), enkel éppen ram (fig :431): m-tal f6r moment-
dverfdring fran vinster till héiger (medsols) bestims genom en successiv
berdkning fran hdger till vinster {motsols) och vice versa. Exempelvis erhalls
for den kontinuerliga balken enligt fig :43e

m,=0; m,—= ﬁc“d/(ocg+ag); m, = gf/{ocgJ.— {ed~ C‘B‘c’d)];
= o o+ g —m BLl; oy = By jods = BRIl (o) — BT
My = ﬁgd"‘ [953 + (ch - mfﬁgf)]; My = ﬁg.b'l [ch + (ch - mdig gd)}

Kontinuerlig dppen ram (fig :43g): m-talen bestims i huvudsak enligt
samma teknik som vid enkel Gppen ram med beaktande av de speciella
problem, som inkommer i de knutpunkter, i vilka fler 4n tvd ramdelar an-
sfuter. Exempelvis beriknas for momentoverforingstalet #1, vid den i fig
:43 g visade ramen, jfr ekv (1)-(3)

1
= o
My ‘Seg/[ae+]]{a‘}—mn ?n)+1.’(°¢3*mc52a)]
tal @S Fol) g =P fa)

(speciell for votls balk m, =)

dir m,=

Sluten ram {fig :43h): Fér varje sluten ramcell viljs frin bérian pé forstk
tvad momentSverforingstal, t ex my och my samt m, och ng, for ramen enligt
fig :43h, Med dessa som utgingspunkt beriknas enligt ovan ramens dvriga
m-tal, och ur dessa ddrpa férbitirade virden pa de pi férsdk valda moment-
Sverféringstalen. Erhdlls darvid otilliredsstiliande éverensstdmmelse mellan
berdknade och fran borjan ansatta m-virden fir berikningstekniken genom-
[6pa konstruktionen ytterligare ett varv eic. Jfr vidare exempel i :47.

144 Fordelningstal {g-tal)

Férdelningstal i, vilka har aktualitet for konutpunkter med fler én tfvd in-
kommande ramdelar, beskriver — jir fig ;442 — hur ett i en ramdefsiande B
upptréddande rmoment M, (primdrmoment eller dverfort moment) fordelas
pé de deriga i ramdelsénden anslutande ramdelarna C,D,, C,D, ... C,D,, ...
C,,Dy,. For en hdrur godiyckligt utvald ramdel C, D, (se fiz :44a b och c)

30
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Fig 432 och f

o
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Fig :43g
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Fig :43h
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Fig :44a




Kap 161 Statiskt obestimda fackverk, balkar, ramar

defilieras fordelningstalet gy, som det moment, som erhdlls i C,, dd hela

det anslutande rampartiet C; Py, Gy, ... C,D, ... C,D,, i knutpunkten B
belastas med ett moment A, =1 (fig :445).
For fordelningstalet th,,, giller f6ljande samband

e,
Hoe, = 5

1/ e,
T

D

dér or,, erhdlls ur :43,

45 Primdrmoment

Med en ramdels AB primdrmoment M, och M, forstds de inspanningsmo- ¥n
ment, som av en direkt pi balken verkande last erhdlls i 4ndpunkterna A ?
resp B, om dessa ddrvid har en elastisk insp#nning, som bestims av de

verkliga f6rhallandena i konstruktionen. Ay &x
Med moment- och lastriktningar enligt fig :45a giller f6r prim#rmomenten A EP%[ 8

M ock M, de generella uttrycken I i

Fig d4¢

M U (1, ) (O], = my O3B } i e

(1)
M =[my (1 —m, m )] (O B2, — m, OL1B0) Fig 45a
i vilka A2, betecknar genom ekv :32(1) definierad balkkonstant, @ och @ " T T !
de i avsnitt :32 B beskrivna lastkonstanterna samt m, och m;, de i avsnitt :
:43 behandlade momentdverféringstalen, y
For balkar med symmetrisk inspdnning och symmetrisk last (g = my = m, '" ]
03182~ Oy, = 6/8%y) i W
; ; A
M, = —M; = = [m(1+m)] (B (1a) - ] @/
Vid dndfack (inden A fritt upplagd, m, = 0) blir T ?\D 1
ML — m O3, ay 1
% =T, gt
Speciellt £6r batk med konstant sektion gilier ? | ”[ Tq |
0 ' !
OB = e OBy =y v H 0z @ w s

; Jamnt fordelad last
M, = —[my j(1 — m, mp)liw,, —m, W) My = [y (1 — ro, il O, — g w,) (1) Hmnt foreetar Les

diir w, och wy, erhills ur tabell 1: 38.

For balk- eller ramdeiar med konstant sektion erhélls vid jamnt férdelad TU T
last och vid triangulir last konstanter for berdkning av primdrmoment ur T
diagrammen i fig 45b uppgiorda av Bjuggren [15a] (m-talen fdrutsitts
kinda). '

Vid jamnt fordelad last dr f6r en balk a-b med konstant trdghetsmoment 7/
eller med symmetriska voter 005 )

’
M = — ¢, qi?

o |
Y sl
dir ¢, s ur det dvre diagrammets kurvskara, i Ll
M, fas analogt, om m, utbyts mot my, och my, mot m,, ndr c-vérdet upp- L 0 [
LA 0 01 02030{05 © 0f 0203
sdks i diagrammet. T mg
Vid triangulirt fordelad last giiller for balk med konstant tréghetsmoment Triangulart fardelod lest

de nedre diagrammen. Fig :45b

H
04 08
m,

3
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For de till en ren parallelfdrskjutning 4 av en ramdels bida upplag hé- Al :!i R
rande primdrmomenten (fig :45¢), viltka har aktualitet vid momentberdkning
av rambarverk med forskjutbara knutpunkter, bvergir ekv (1) i sambanden

M =~ (BILE ) I (14 ) {1 — i, mmy)] o s ===
M = LB Imy(1 -+ o)/ (L — my )] )

Fig d5¢

:46  Overforda och fordelade moment

I en balkdnde upptridande primdrmoment M’ fordelas och Gverférs till
dvrizga ramdelsindar med hjilp av fordelningstalen p# och momentdver-
féringstaien m. [ balkar och ramar, dér endast tod ramdelar inkommer i varje
knutpunkt (fig :43e och f), fordelas hela primdrmomentet M]; i en ramdels-
snde (B i fiz :43e och 9 till angrinsande dnde (C) i intifliggande ramdel
(CD). Det férdelade momentet MJ= — M, GverfGrs il intilliggande ram-

dels (CD) andra éinde (D). Det hiirvid dverforda momentet MJ blir MJ=
=mg ML
Det dverforda momentet Mg fordelas och &verfiors pad motsvarande sitt

vidare till vriga ramdelsindar.

Om fler dn tvd ramdelar inkommer [ en knutpunkt tordelas primirmomentet
(M&) i en ramdels 4nde (D i fig :43 g) tifl 8vriga i samma knutpunkt anslu-
tande ramdelars andar medelst p-talen (ML= — g M7; M{= — 3. M), De
t5rdelade momenten Gverfdrs pa sitt enligt ovan, varpi dessa Overfbrda
moment i sin tur férdelas och dverférs till Svriga ramdelsindar (jfr :47).

For okad dverskidlighet kan det ofte vara limpligt, att berdkningen av
sverforda och fordelade moment samt resulterande stddmoment genomfors
i iabell, vilket exemplifierande belyses i fig :46 £0r kontinuerlig balk. ;

Last pA M, M, M, My M, M,

AB M, My - —mg My mg My mgmg M,

s

D —m, M, —M

EF m,m, M, m, M, —m,M, - M, lMé M

SM o+ Fig 46

Last pa fack AB ger de i tabellen inramade primirmomenten M; och M};,
last p4 fack CD analogt de inramade primdrmomenten M, och M etc.
Momentbverfring sker med bibehallet tecken och momentfordelning med
teckenvixling (ifr :41). De resulterande stédmomenten, XM, erhills for
varje stBd genom addition — med beaktande av tecken — av primira, for-
delade och &verforda moment. Vid kéinda stédmoment kan sedan tillhé-  sfr 162:52
rande momentdiagram berdknas ur jimviktsekvationer,

32



Kap 161 Statiskt obestimda fackverk, balkar, ramar

147 Beriikningsexempel

Exempel 1. Eontinuerig balk

Berikna for den i fig :47a visade kontinuerliga balken stédreaktionen i H
for olika ligen av punktkraft P pa fack AB. Balken antas ha inom varie
fack konstant sektion med troghetsmoment I, f6r facken AB, CD och GH
samt tréghetsmoment 21, fér fack EF.

1 Balkkonstanter (jfr :32A)
Fack AB: o) = ol = 2L/3El, = 0,667TL{ ELy; ° = 2LI6El,=0,333L/El,

Fack CD: ol = al = Lf3E], = 0,333L/ET; f%, = LI6El, = 0,1667L/ EI,
Fack EF: af = o) = Lj3E 21, — 0,1667L,’EIO; 0 = L{6E21, = 0,0833L/EI,
Fack GH: ocgo_=05g= fxg =0,333L/Ely; 53}1 = ﬁgd =0,1667LJEI,

2 Momentdverforingstal m (ifr :43D)

I det valda exemplet har endast Gverféring av momest fran vanster till héger
aktualitet. De hirti#l hérande m-talen beriiknas frin héger till vénster.

my = 0, d4 upplaget H &r utformat som led.

ritp = Bl ¥ Ve = o = g g = 0,1667
my = Bogf o+ g Yy = oy = g~ mfﬁef = 0,1528L/El);
my = 0,343

gy == B0 ) oy = ot = o — g Y, = 0,276 L1 Ely;
my, = 0,353
m, =0, d& upplaget A 4r utformat som led.

3 Lastkonstanter (jir :32B)
De fér primérmomentens berdkning erforderliga kvoterna @382 och
623 erhills direkt ur tabell 1:38.
a P ivinstra 1/4-punkten av fack AB
G050, = (21/32) PL = 0,656 PL BYFY = (15/32) PL = 0,469PL
b P i mittpunkten av fack AB
= @) = (3/4) PL = 0,750PL
¢ Pihégra 1/4-punkten av fack AB
@09, = 0,469PL; ©2/BL, = 0,656PL

4 Priméirmoment M’ (ifr :45)
Med m-tal och lastkonstanter enligt ovan ger ekv :45(1) foljande primir-

moment A’
¢ Pivinstra 1/4-punkten av fack AB

M, =0,dém,=0 M, = m,O%8%, = 0,353-0,469PL = 0,1656PL

b P imittpunkten av fack AB
M, = 0; M, =0,353-0,750PL = 0,265PL

¢ Pihédgra 1/4-punkten av fack AB
M;= 0; M}; =0,353-0,656PL = 0,232PL

3~'722436 Bygg 1 B, Sériryck
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5 Momentéverfiring och momentfordelning (jfr :46)

Lastfall M, M, M, M, M, M, Mult
a 0,1656 ~0,1656 —0,0568 0,0568  0,00947 ~0,00947  PL
b fo265 | ~0,265  ~-0,0809 00909  0,01515 -0,01515  PL
¢ {0,212 | ~0,232  —0,0796 0,0796 0,01327 -0,01327  PL

6 Stodreaktion i H
Vid kdnt momenttillstdnd beriknas stodreaktionen i H (R,) enligt fig :47b

ur sambandet (”:fg
Rh=(I/L)Mg £ G H %
a Pivinstra 1/4-punkten av fack AB Ry = —0,00947P (1) if?g ?ﬁ’;t‘?g
b P i mittpunkten av fack AB R, = —001515P (}) ‘ !
¢ Pihbgra 1/4-punkten av fack AB Ry = —0,01327P (}) . M
Fig :47h

Exempel 2. Ram i en vaning och eft fack med koutpunktsforskjutning

Beriikna btjmomentdiagrammet f3r ett enligt fig :47¢ utformat och belastat
rambirverk med for varje ramdel konstant sektion, svarande mot troghets-
moment 2f;, I, och 3§, f6r ramdel AB, CD resp EF.

A Berdkning under forutsitining av fixa kniutpunkter (jir :41)
1 Balkkonstanter {jtr :32 A)

Del AB: of —al =(4/7) L{3E-21, = 0,0952L} El; 5 5
0 =(4/ TV LI6E+21,=0,0476L] ET, =g L.
- 2147 L
Del CD: of =) = L/3El, «0,3333L] EL; ARa / 35,
gdsz6E10=0,1667L,’EIO E
TITATT
Del EF: al=a = Lj3E-37,=0,1111L}Ely; S ‘

0 =L[6E-3I,=0,0556L/EI
er =L/ o VL, Fig 47¢
2 Momentéverfaringstal m (ifr :43D)

a m-talen f6r Sverfdring av moment medsols beriiknas i ordning motsols.
nzleﬁgf/(a?+j}f); vy =0 (fast inspiind ramdelsinde};

g = 0,500

g =Poa g+ el Vq=org = — m B3, = 0,0833L L,
1y = 0,400 _

my = B (o) vy =ot, =08 - my BY, =0,2666L [ EL;
my, =90,132

b m-talen £5r GverfOring av moment motsols berdknas analogt i ordning
medsols.
my, = 0, di upplaget A &r utformat som led

M=ol =V Voo =l my=0,389

g =Bl 4y ) y,— oy —al —m B ~0,2685L]Ely;  m,~0,146

3%
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3 Lastkonstanter (jfr :32B)
Ur tabell 1: 38 beriknas
BLjf0, =(90{343) PL=0,262PL; B8, =(120/343) PL=0,350PL

4 Primdirmoment M’ (jfr :45)
Ut ekv :45 (1) erhalls {6r primirmomenten M(’: och M é uttrycken

M; = —[0,389/(1 — 0,389 0,400)] (0,262 — 0,400-0,350} PL = —0,0562PL

M:1 = [0,400/(t — 0,389-0,400)1(0,350— 0,389-0,262) P.L = 0,1175PL

5 Momentoverforing och momentfordelning (jir 146)
Mf= —M,=0,0562PL; M= —M;=—0,1175PL

M‘}= meé:: —0,500-0,1175PL= — 0,0588PL

B Korreltion for knutpunkisforskjuining (jfr :41 samt :33 exempel 2B}

t Fasthdliningskraft Z

Mot det under férutsitining av fixa knutpunkter enligt ovan beriknade mo-
menttillstindet svarar i upplagspunkterna A och F de horisontella upplags-
reaktionskomposanterna H, och Hy, for vilka enligt fig :47d berdknas vir-
dena

H, = M;;I(AI-/ 7y I.=0,0984 P(~)

He= (U L) (M + MO — — 0,1763P(<)

1 er f6r férhindrande av knutpunktsférskjutning erforderlig, pa nivan CD
applicerad fasthallningsstang ger dessa upplagsreaktioner en tillkérande
fasthilipingskraft Z, fér vilken en horisontell projektionsekvation ger
(fig :47d)

Z= —H,— Hy= 0,0779P (=)

For att det under A beriknade rambiirverket med fixa knutpunkter skall
kunna &verfdras till reellt rambérverk enligt fig :47c, méaste fasthallnings-
stangen avhigsnas. Effekten hiiray blir en horisontell fdrskjutning at vinster
av ramnivan CD, svarande mot en last av en &t viinster riktad horisontal-
kraft H=2Z=0,0779PF enligt fig 47e. :

2 Primérmoment M’ fran horisontalforskjntning 6=1 (jft :45)
For till =1 enligt fig :47e hdrande primdrmoment berfiknas ur ekv 45 (2)
virdena

My, = mSiALE T = 0,132-T- EIJ4L-0.0476L = 4,85 E1,/L*

M, = my(+ mOLEL(1 — momg) = 0,146+ 1,500- E1,/L-0,0556L
(1—0,146-0,500) = 4,25 EI,/L?

M = my(l+mSILBL (L~ mgmg) = 0,500+ 1,146~ E1y/L-0,0556L
(1-0,146-0,500) = 11,13 El,/L?

3 Momentiverforing och momentférdelning (jfr :46)

M, M, M, M, M; Mult
Avay Tags| -a8s -194 1,94 0,97  ELjL*
AvM 165 ~1,65  —425  |4.25] — EL) L2
Av M, o — e — — 113]  ERjre
Res Ms.1 650 —6,50 —6,19 6,19 12,0 ELjL®

H,
r f M
Mol pa— Ov e «—
Hb: Ha He:Hf
M
—
HE'

Fig 47e
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4 Korrektlonsmoment frdn knutpunkisforskjutning M

Genom summation av primdrmoment samt 6verférda ochférdelademoment
erhalls de mot horisontalférskjutningen =1 svarande, resulterande bdj-
momenten, redovisade 1 den nedersta raden i tabellen pa féreghende sida.
For de hirtill hdrande horisontella upplagsreaktionerna Hy;_, och Hyy_,

i upplagen A och F berfiknas, jfr fig :47d och e
Hogo1= Mba:l/(4L,f7) =1138E,/L3 (=)
Hyg = (VL) (Mg + My ) = 18,29EL/L? (=)
med den resuiterande horisontalkraften
EHyy = 29,TEL/L?
Den verkliga horisontalfGrskjutningen av rambirverksnivan CD erhalis
ur villkoret
EHy = H=0,0775P
vilket ger
d=12,62-10"3PLY El,
Korrektionsmomenten M? fran den verkliga knutpunktsforskjutningen 8
beriknas ddrpé genom proportionering —MO=3M 51 — till
MZ = 0,0170PL; M = —0,0170PL; M= —0,0162PL;

M?=0,0162PL; M$ = 0,0317PL

5 Shutgiltica moment Mg

De verkliga momenten M™ for rambérverket enligt fig :47¢ med fria knut-
punktsforskiutningsméjligheter erhills genom direkt dverlagring av momen-
ten M™", berdknade i avsnitten A4 och A5 under férutsittning av oférskjut-
bara knutpunkter, och korrektionsmomenten M? fran knutpunktsférskjut-
ning, dvs M™ = M 1+ ps%, En sidan summation ger

M”’”‘x0,0562PL+0,0170PL=0,0732PL= —M’“""
M'"”‘ 0,1175PL —0,0162PL=0,1013PL = fM’"k
Mii”k = - (,0588PL +0,0317PL= - 0,0271PL

Det tillhérande momentdiagrammet redovisas i fig :47f, uppritat enligt
principen, att momenten avsatts p& den ramdelssida, som &r utsatt for
béjdragspinning.

Exempel 3, Ram i en vaning och tvi fack med knutpunktsforskjutning
Berdkna héjmomentdiagrammet for ett enligt fig 147 g utformat och belastat
rambérverk med fixlager i upplagspunkterna A och H och horisontellt mlil-
lager 1 upplagspunkten ¥. Ramdelarna CD och EF ir utformade med pa-
rabelvoter.

g =0020 MN/m
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A Berdkning under férufséttning av fixa knutpunicter {#r 41)
Farutsittningen kan realiseras genom utbyte av rullagret i F mot fixlager.

1 Balkkounstanter (Jiv :32 A)

Del ABR: ag:ag:4/3E-],219=1,111,fEI[,; aob=4."6E'1=ZIg:0,556fElu

Del CD: A=0,50; #=1,21,f10,=0,12; ag=«g=0,476-12,"3£-1,210=I,587,’EI9;
By =0,665-12/6E- 1,21, = 1,108/ El,

Del EF: 4=0,50; n=1,/10f,=0,10; ocg=0,475-10,’3EID:1,5831'EI,,;
8 =0,975-10/3EL, = 325 [Ely; B2, = 0,820 10/6E1, = 1,367/ EI,

Del GH: of =l =§/3E+ 1,20, = 1,667/ Ely; Bl = 6/6E- 1,21, = 0,833/ ET,

2 Momentoverféringstal m (jfr :43D)
a m-talen for Sverforing av moment medscls berdknas i ordning motsols.

m;=m, =0, d& upplagen F och H dr utformade som leder
prg = eyl Yo =1/ e + 1]y =1/{1[af + 1/e))
=0,812] F£l;; my=0,462
= B0 [ (0l + ) Yy = 0l =20 g B, =1,075/El,; m,=0,254
b m-talen £br Gverféring av moment motsols beriknas i ordning medsols,
m, =0, di upplaget A &r utformat som led
m, = B @9 ) Vo =&y =2 = 1,111/ Ely; m,=0,410
=B €l +y ;¥ = 1 (g + 1oy =1[11] (b - m, Blq +1/af] = 0,674 Ely; m, = 0,607
mg =,th,t‘(oc§ FPh Ve=1/0 ey + 1o )= Lf[1 o —m B2, + 1 /al] = 0,660/ Ely; m,=0,358
3 Fordelningstal p { jiv :44)
a Ett moment = 1, som angriper 1 D, férdelas till E och G enligt
fao = o) (U, + 1) =a [, +o) =l [l + a0 =0,513; pig,=1— fig, = 0,487

b Ett moment =1, som angriper i E, férdelas till D och G enligt
B =L ad (1 oy + 1 o) = o, oy + o) =~ oc (o] m By o) =0,596; fog =1~ tiyg = 0,404

¢ Ett moment = I, som angriper i G, fordelas till D och E enligt
Heg=(1 fad [ fog+ 1] o) =, f{og +or,) =l [{e] —mcﬁlc]:d +al) = 0,583; fp, =1 — gy = 0,417

4 Lastkonstanter {jir :32B)
Med koefficientviirden enligt tabell 1:45 beriknas for belastat fack EF (4 =0,50; n=0,10)

B}, = 0,878-0,020- 10%/4=0,439 MNm
G/60 = 1,122.0,020-102/4=0,561 MNm

5 Primdrmoment sami dverforda och férdelade moment
Fér primirmomenten M, och M beraknas (jfr :45)
M, = —m @0}fl = —0,607-0,439 = —0,267 MNm

M{=0
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M, * ger upphov till de éverférda och fiérdelade momenten
M= -t o M, = +0,596-0,267 =(,155 MNm
Mij: - Me = +0,404-0,267 = 0,108 MNm
M2 = m M =0,410-0,159 =0,0652 MNm
M=~ M= —0,0652 MNm
Ovan beriknade primirmoment M’, fordelade moment ¥ ach Gverfirda

moment M? utgér ocksd rambarverkets sluigiliiga moment MY vid fixa
knutpunkter, dvs vid rullagret i upplagspunkten F ersatt med ett fixlager.

B EKorrelktion for knutpunkisforskjutning (jfr :41 samt :33 exempel 2.8)

1 Fasthdllningskraft Z i upplagspunkt F

Mot de ovan under férutsitining av fixa knutpunkier beriknade bdjmomen-
ten svarar i upplagspunkterna A och H de horisontelia reaktionskompo-
santerna

H,=M{]4=—0,0652/4=~0,0163 MN {«)
thMgﬁzo,ms,'s =0,0180 MN (~)

med den tilhdrande fasthiliningskraften Z i det for berikningen under A
forutsatta fixlagret i upplagspunkten F

Z=H,+Hy = —0,0163--0,0180 = 0,0017MN (<)

En 6vergang till reeilt rambérverk enligt fig :47g innebdr ett utbyte av
fsrutsait fixiager i F mot horisontellt rullager. Effekten hirav blir en ho-
risonte?l forskjutning ¢ it hoger av ramnivin CDEF, svarande mot en last
i punkt F av en it higer riktad horisontalkraft = 2=0,0017TMN.

2 Primdrmoment M’ frdn horisontalforskjutning 0=1 (ifr :45)
For till §== 1 m hérande primdrmoment beriiknas ur ekv :45(2) virdena

= —m, | LAS, = —0,234E1,[4-0,556 = —0,1142E], MNm

M = 7mg3/Lﬁgh= —0,358EI,/6-0,833 = —0,0716El; MNm

3 Momentdverféring och momentférdelning { ifr :46)

M, M, M M, M, Muit

AVM, | -01142] 0,142 0,0527 -0,0271 -0,0256 EI,

AVM, 00171 00171 00418 00298 | —0,0716| EL,

Res M;_, —0,1313 0,1313 0,0945  0,0027 —0,0972 EJ,

4 Korrektionsmoment fran knutpunkisforsijutning M°¢

Summation av primdrmoment samt dverférda och férdelade moment ger
de mot 6=1 m svarande, resulterande bojmomenten Mj..;, redovisade i den
nedersta raden i tabellen ovan. For tillhérande horisontella upplagsreak-
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tioner I;!'%:1 och Hh5:1 i upplagen A och H berikaas

=M, [L=—0,1313EL, 4= —0,0328E], MN (<)

a§-1
Hhé=1 = Mgdzny = — 0,0972EID/6 = - 0,0162Ef, MN (=)
med den resulterande horisontalkraften
B Hs-1=—0,0490Ef, MN (<)

Den verkliga horisontalférskjutningen 8 av ramnivin CDEF erhilis ur

villkoret 0,162% 0,267
SEHy, — —H— —0,0017 vilket ger 0088 1

8 = 0,0017/0,0450E1, = 0,0347/El, m 0,105 W
Korrektionsmomenten M¢ fran den verkliga knutpunktsférskjuiningen & 0,132 MN i

berdknas dirpd genom proportionering — M§:§M3:1 — till
M = —0,0046MNm; M2 = 0,0046MNm; M ~ 0,0033MNm;

Fig :47h
M3 = 0,0000MNm; MJ = —0,0034MNm

3 Slutgiltiga moment M™

Direkt verlagring av momenten MYF enligt avsnitt A5 och korrektions-
momenten M° enligt avsnitt B4 ovan ger de verkliga momenten M™ for
reellt rambdarverk med horisontellt rullager i upplagspunkien F, dvs

M= pE L p?

Harar erhélis

MTE = —0,0652 —0,0046 = ~ 0,0698 MNm = — M7
MI¥ =0,1580 +0,0033 = 0,1623 MNm

MPE = — (1,267 + 0= — (,267 MNm

M™E =0,1080 — 0,0034 = 0,1046 MNm ; ]

g
Det tillhérande mementdiagrammet redovisas i fig :47h, uppritat med mo- % H 7 by o

menten avsatta pd den ramdelssida, som dr utsatt £6r bdjdragspinning. 5 wle T
7 M ‘

HSZ0 1501 4

D a0
7 P%

L2, I

Exempel 4. Flerviningsram med knutpunktsidrskjniningar

Berzkna momentdiagrammet f6r den i fig 471 visade, vindbelastade 3-
viningsramen med genomgiende votlésa ramdelar.

(=i m ™

R

3

.
et =25

A Berdkning under forutsétining av fixa knutpunkrer (jir 41)

For att en osymmetrisk last utan uppkomst av knutpunktsférskjutning skall

kunna upptas av den i fig :471 visade ramen fordras, att denna i horison-  Fiz :47i
talernas nivier kompletteras med horisontella fasthallningsstinger eller

vertikala glidlager enligt fig :47j. I dessa upptrdder harvid fasthillnings-

krafter Z,, Z; och Z,, vilka later sig beriknas med hjilp av jamviktsekva-

tioner sedan ramens momenttilistdnd bestdmts. g 1 ]

H e
1 Balkkonstanter &® och 3° (jir :32A) els sl
al=of =of =ol = h[(3E2L) = 0,1667k; Bl :ﬁgr:h/(ﬁEzfo) =0,0833% E %ﬁ"zz
ol —ol wal =00 =0,22020; B =f50 =0,1111k % eln a0
ad=al=ub =af =0,3333k; S, =p% =0,1667k B ‘P Iy
af =l = ol =orh = off =} = 0,6667h; B, =F, =B =03333k Al AR
varvid k= fr,’Efa Fig :47j
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2 m-tal (jir 43D)

Aktuell ramkonstruktion innehiller 2 shutna ramceller och borde dirfor
ritteligen fordra 4 pd forhand valda m-virden, vilka emellertid i forelig-
gande fall genom utnytijande av konstruktionens symunetriegenskaper kan

hegrinsas #ill 2.
Som utgdngsvirden viljs pa forstk m,=m;=0,3. Hiremot svarar i v-
riga ramdelsdndar m-tal, for vilka enligt :43 berdknas

@ via my:

mg =B S+ v =111 oy, + 1]eg); oy =al=0,166Tk;
o, = &0 m B9 =0,1889k; yq=0,0885k; my=0,441=m,

my =0 [y vo=1/(1 o, +1 ey o = oy =0,1667k;
acq:otg—mdﬂgq=0,5197k; Yo=0,1262k; m,=0,319=1m,

b via m;:
my = B 1@+ = ey = ol — my B = 0,2833k; ;= 0,351 = my
my =B el +m); p=a,= ocj“ 7miﬁ’1.’j =0,5497k; m =0,189=my,
¢ via my och my;
my = B8 [ +v); ¥ =1 (1 ey + Ve o =g —my By, = 0,3018%
Ctpy = 0, —p, B = 1868k; y, = 0,1154k; my = 0,426 =m,
iy =010ty Vo= 1/ o, + 1 or); o =0 -y B =
=0,3018k; o, =) —mnﬁgn =0,5247k; ¥, =0,1916k;
m,=0,268 =m
my = B Ry ve=1/( o, + o), o=l —m 2 =0,1868k
%, = 0,5247k; ¥ =0,1378k; m;=0,354 =m,
Ffter en berdkningscykel har foljakiligen i ramdelsindarna E och F £
framkommit i forhallande till startvirdena s = ;= 0,3 forbattrade vir-

den m,=0,268 och my=10,354. Fornyad beriikning med utgingspunkt fran

dessa forbattrade - och my-tal ger praktiskt betydelseldsa korrektioner e it de ¢l
av de tvriga ovan bestimda m-talen, vilka ddrfoér direkt kan accepteras fnd Vs b B

som korrekta.
For de i ovanstiende kalkyl obehandlade m-talen mm, och mr, erhdlis

darpd my,= H, = 0,271, A

3 petal Fig 47k

Enligt :44 beriknas for knutpunkt BCD och OPQ (se fig :47k):

= op =0,1667k; o, =) —m, [0 =0,1924; ay=af —m, ,ng =0,5197k

Bpo={(1]oe ) /(1 foe,+ 1 [org) =0,730( =t ) thyyq =1 — Hy, = 0.270{=p4,); svarar mot M=11 B (resp P}
Hop = (1 ou) [ (1 for, + 1 ey = 0,757( = o) Mgg =1 = Fop = 0,243(=pr,,) svarar mot M =11 C (resp 0)
gy = (o) ({1 Jo, + 1 [oy = 03360 = g2, tgo =1ty = 0,464 = figo); svarar mot M =1 iD (resp Q)
knutpunkt EFG och LMN:

Frop = 0635(=t)s Ho, = 0,365( =z ); svarar mot M=11E (resp M)

Hgp = 0,T37(= )5 Mg = 0,263 (= foy,); svarar mot M =1 i F (resp L)

Hye= 0,618(=prpm); Hep= 0,382(=p,); svarar mot M=1 iG (resp N)
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4 Lastkonstanter ©°

Lastkonstanterna ©? beriknas enligt :32 B! vid balkar med konstant trg-
hetsmoment wr sambandet ©°/8°=w, dar wiw, och wy) erhalles ur tabell

1:38

0218, ~ BB, ~ O, OB = 0Ll = O = (1] g

5 Primdrmoment M’

For dessa beriknas ur ekv :45 (1¢) genom inséittning av m-talen och av

storheterna ©0/50=w

M =0; M;=0,271-(1/4) gk* = 0,0678qh*
M= —[0,319/(1 —0,319-0,268)] [(1 / 4)gh® — 0,268 (1 4)gh?}

= —0,0638gh%

M. =0,0499h% M= —0,0769¢h% M, = 0,0327gh*

6 MomentOverforing och momentfirdeining
Overfdringen och fordelningen av primirmomenten sker, om ramen har
manga knutpunkter, 1Zmpligen i tabellform. 1 tabelien i fig 471 anges
beriknade virden for M”, M’ och MY samt M= M+ 3(M"+ M9). Be-
rikningsgangen Askadligedrs av i fig :47m visade exemrel pd fveritring

och férdelning av prim&rmomentet Mi;.

Av M, Av M, Av M}, Av M Av M, M

B 10.0678 +6.0483 10,0001 —0,0137-0,000L  ~-0,0001
— 0,000 +0,1022q7°
c —-D,0495 —0,0638 +0,0001 40,0181 0,000  --0,0001 —0,0851gh®
D —0,0183 L 0.0155 —0,0002 00044 10,0002 +0,0001 —0.007 1A

E —0.0133 40,0001 —0,0001 100499 -0,0001 -+ 0,0567+0,000% 10,0003
20,0001 +0,0935gh
r 40,0084 10,0001 — 0,037 0,000t —0,0765—0,6001  -+0,0002 —0,0999g7
G 10004900002  +0,0001 00182 10,0001  -+0,0202 —,0005 +0,0064gh°
H 16,0016 -0,0001 —0,00604-0,0002  —0,0002 +0,0327 +0,02824h°
I —,0016 40,0001 1 0,0060—0,0002  -+0,0002 ~ 00327 0,080

I —0,0006+0,0002 0,001 10002100006 40,0006 --0,0116
10,0001 —0,00997°

e 1-6.0006—0,0002  +0,0001 —0,00214+0,0006  —0,0006 +0,0116
—0,0001 +0,0099gh

L +0,0002--0,0008  -+0,0006 —0,000740,0030  —0,0001—0,0033  +0,0041
~0,0006 10,0024

M +0.0010-0,0013  —0,0009 +0004840,0005  40,0002—0,0053  —0,0030
—0,0001 —0,004145

N 00021 —0,0004  -+0,0003 ~0,0078 +0,0002  +0,0086—0,0001 —0,0011
Z0j6001 +0,001 7gh
o 10,0038—0,0004  —0,0032 400015400002  +0,0008—0,0017  —0,0010 10,0001 ght
P 100043 40,0003  —0,0036 ~00011—0,0002  +0,0010+0,0013  -+0,0008 40,0028 gh?
O —0,0081 40,0001 10,0068 —0,0004 Z0,0019+0,0004  -+0,0002 — 0002947

Fig :47 1. Primirmoment, &verférda och férdelade moment samt resulterande moment Mk

Mult.: ghz ) Positint

moment

f

= 0535:0p133= = 0,183:0,0084=
Mt M bt w1 ]| = 0003 = 0,006
=-0730-DO6T8= =-0,266-004%5~
M| =~ 00035 =-00133
00678 M- pra
[T —— = 0,004 = 00zl
=~ 0,270- 00578
=-00183

£

M= o ML st M = = Mot

=-0,0016
(gm0

Mm{= -——bMua= — sy,
--0,p013 =-00004

&M{;-——M{: —n-05V.

=-{,0006 =-0,0002

Fig :47m. verfiring och Iérdel-
ning av prim@rmoment M7, Be-
ridkningen fortsitis, till dess att
M och MO blir si smd, att de
kan f8rsummas

41




Avd 16 Byggnadsmekanik

161:4

Sedan enligt tabellen ifig 471 den fullstindiga effekten av varje primér-
moment M7 berdknats, erhdlls de resulterande, mot ram utan knotpunkts-
férskjutning svarande momenten MUk genom en direkt summation fir
varje ramdelsidnde av primdrmoement och samtliga férdelade och transpor-
terade momeni. Dessa resulterande moment finns sammanstillda i sista
kolumnen i fig :471.

B Korrektion for knutpunkisforskjutning (ifr dven 41 och :33 exempel 2R)

1 Fasthdllningskrafter

vid kint momenstillstind for fixa knutpunkter (M™*) kan de for f6rhind-
rande av knutpunktsférskjuining erforderliga fasthaliningskrafterna Z,, Z,
och Z; berdknas genom uppskirning av ramen i enkla defar och uppstil-
lande av jimviktsekvationer fér dessa. Den detaljerade berdkningsgdngen
hérvid framgar av fig :47n. Som slutresultat erhalls

Zy = 0440gh; Z, = 1,054gh; Z;=1,111gh (a)

2 Allmdn berdkningsgdng

For att ramen med fixa knutpunkter skall éverga till den ursprungliga i
fig :471 visade, mdste de i knutpunkterna JK, LMN och OPQ inférda verti-
kala glidlagren avligsnas. Detta medfér enligt fig :470 [6r horisontalerna
1J, GN och DQ forskjutningar d,, 65 och &,, svarande mot belastning av
horisontalkrafterna H;, H, och H,, vilka ar lika stora som Z;, Z,; resp Z;
men motrikiade dessa. Bffekten av dessa knutpunktsférskjutningar behand-
las i fljande etapper.

a Beriikning av de bdjmoment %=1 och horisontella knutpunkishelast-
ningar H%=1, som svarar mot en elementarforskjutning & =1 enligt fig
:47p av enbart horisontalen IJ.

b Berskning av de béjmoment M%=1 och hovisontella knutpunkisbelast-
ningar H%=1, som svarar mot elementarférskjutningar 8, =1 enligt fig 474
av horisontalerna 1J och GN.

¢ Beriikning av de bojmoment M%= och horisontella knuipunktsbelast-
ningar A%, som svarar mot efementarforskjutningar d,= 1 enligt fig :47r
av samtliga horisontaler 1J, GN och DQ.

d Berikning av de verkliga forskjutningarna d;, 8, och &, ur jaAmvikesvill-
koren

ey e 7y Hit Hi = 4044008

Ah i
g i Hyx
% 00282gh° ‘hen coosags? Fhe0iigh  H=0Xagh
00933gh% 0D0Z4gh* Hi=0572gh  H,=00t2gh
H;L"E HLLWL* $=0572¢, 1=0,012g
o S = PO X RY/RN VSRR P
¢ otk MaBL g A
g 0,0335¢h 0004igh* AR A
003BIgh? | 00001gA® H=0502gh  Ho=0D0hgh
Hc("qc Hob‘go. P v
e, =% a——Z3= Ayt Aoty Hy = vl Migh
¢ Ao o o
g angt T2 gongsgh2Gat Ho=0802gh  Hy=0003gh
%fi'- A a Ha=0398gh  Ho=0003gh
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8=+

Fig 4701

Z, =8, H=1 4 5, HP=1 45, HE=1

Zy=0, HI =1+ 8, HE=1 4§, HP™! , )]
Z,= 8, H=1 4 8, HO = + 5, B~

varvid foliande teckenregler tillimpats:

Fasthallningskrafterna Z (fig :47j och n) dr positiva, om de dr riktade at

viinster ()
H och & (fig 147 o-1) 4r positiva, om de ar riktade it hger (1)

¢ Berikning av de till de verkliga knutpunktsfrskjutningarna enligt fig
47 0 hirande bijmomenten MY ur uttrycket

M3 =8, MH=1 48, M%=1 + G MB? (©

3 Numerisk utvdrdering

a Irmverkan av elementarforskjutningar 6,=1, 83=1 och d;=1. Fér ;=1
uppkonumer i F, H, K och L primérmoment A", f6r vilka enligt ekv :45(2)
beriknas

M= — (6EL,|FD[0,354(1 + 0,189)/(1 ~ 0,354.0,189)]
—~ —2,707EL [i* = M]

M, = — 1,646EL [i®= My

Effekten av dessa i form av férdelade och Sverférda moment bestdms pa
anzlogt sitt som under A. For foreliggande lastfall kan dirvid en viss for-
enkling uppnds genom utayttjande av antisymmetriegenskaperna. Resul-
terande knutpunktsférskininingsmoment M%=1 redovisas 1 tabell :47, vil-
ken ocksd innchélier de pa analogt sitt bestimda, mot da=1 och dy=1
svarande knutpunktsfrskiutningsmomenten M%= resp M%=1,

De tillhérande horisontella knutpunkisbelastningarna H9=2 H?%=1 och
H%=1 beriiknas wr jamvikisekvationer enligt den i fig 472 demonstrerade
tekniken. Slutresultatet anges nederst 1 tabellen.

b Berdkning av 8y, 8, och 8;

Genom insittning i ekv (b) av attrycken fr Zy, Z,, Z, HOL, H%=1 och
HP=1 enligt ekv (a) resp tabell :47 erhélls fér bestimning av ramens verkliga
knutpunktsforskjutningar d;, d, och J; f6ijande ekvationssystem

10,628, — 5,218, + 0,87d; = 0,440¢h% EI,;

— 15,848, + 21,620, — 6,598, = 1,054gh%/ EI,

6,008, — 22,160, + 12,678, = 1,111gk EI,

varur beriiknas 8, =0,173gh% Ely; 8,= 0,378¢h4/ EX,; 8;=0,666qh% ET, (d)
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Tabell :47
Moment och Moment (M o= 1) och horisontalkraft (Hd_ ]} av  Muitiplikator
horisontalkraft

8,=1 d,=1 dy=1
Mp —0,435 2,870 —3,472 ElL R
Me 0,652 —4£.304 2,214 »
Ma -0,217 1,434 1,258 »
Me 1,958 —3,904 0,648 »
M —3,047 2,084 —0,347 »
Mg 1,089 1,820 —0,301 »
My —2,263 0,520 —0,087 »
Mi 2,263 —0,520 0,087 »
Mj 2,263 —0,520 0,087 »
M —2,263 0,520 —0,087 »
M —3,047 2,084 —0,347 »
Mm 1,958 --3,504 0,648 »
Me 1,089 1,820 —0,301 »
Mo 0,652 —4,304 2,214 »
Mp —0,435 2,870 —3,472 »
My —0,217 1,434 1,258 »
H, 10,62 —~521 0,87 ELL/B®
H, —15,84 21,62 —6,59 »
H, 6,09 —-22,16 12,67 »

¢ Mot den verkliga knutpunktsfirskijutningen svarande moment M9

For dessa ger eky (¢) i kombination med M?%=1 enligt tabellen ovan och &y,
4, och &, enligt ekv (d) virdena

Mg ={—0,173:-0,435+0,378-2,870— 0,666 3,472  gh® = — 1,303gh2 = Mg;

— MO PRV I W .
MY = M3 = —0,040g%% M{= M= 1,343gh%;

ME=MJ = —0,707gh? Mf = MP = 0,031gh* MS= M2 = 0,676qh%

& _ g0 _ - A pgd— 3
MJ — M3 — —0252gh% M) = M? = 0,252qh

d Slutgiltiga moment M™%

De verkliga momenten M™ f&r den i fig :47i visade ramen med fria knut-
punkisforskjutningsméjligheter blic M™% =M™ 1 M%, dir M™ ir de i fig
47 1 angivna momenten vid fixa knutpunkter.

MPE=—1,201gh%  MT*=—0,135gh% MP* = —1,336gh%

MPE = —0,613gh%  MPE = —0,069gh% MPE = 0,6824%%

7 [!231(;/:’ A 022A°
MR = - 0,224gh%  MPF=0,224gh%  MPF = 0,242qk% -
F—— 0,578gh°
MPRE = —0,242h% M =0,033gh% M7 = —0,711gk% s M S i
e8] »
mk — 2- mit . 2. mk — — 2 1340g5°
M = 0,678gh% M = — 0,040q1%  M? 1,300q42, e TTEE ™

MIE = 1,340gh?

r T
ol f
s
&
¥

#

Ramens momentdiagram visas i fig :47s, uppritat enligt principen, att
momenten genomgdende avsatts pd den ramdelssida, som &r uisatt fér béj-
dragspinning.

Fig 47s
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:5 Cross’ metod

:51 Alméin berikningsging

Cross’ metod, vilken férsta gingen framlades i litteraturen 4r 1932 av den
amerikanske professorn Hardy Cross, ir en systematiserad bruksstadiemetod,
karaktiriserad av att momenttillstindet bestims genom ett successivt ap-
proximationsférfarande.

Vid rambiirverk med fixa kmupunkter ir den principiella gngen av en
momentherikning enligt Cross’ metod f&ljande (jfr fig :51).

Till en borjan antas rambirverkets samtliga icke-ledade knutpunkier
genom ndgot yitre tvang vara fastldsta mot rotation, dvs inte kunna vinkel-
indras. Genom fastlisningen blir balkarna i rambérverket ensidigt eller
tvasidigt fast inspinda. Av den yiire belastningen uppkommer birvid in-
spanningsmement i balkiindarna, vilka kallas ingdngs- eller startmoment
MS,

For att rambirverket skall Gvergd i den verkliga ramkonstruktionen en-
ligt fig :51, méste de antagna fastlisningarna mot rotation av knutpunkterna
16sgéras. Detta sker successivt i ett antal berdkningsomgangar, varvid vatje
omgang omfattar berdkning av effekten av es knutpunkts 15sgérande fran
fastlasningen. Fér att darvid berdkningsforfarandets konvergens skall bli
s34 snabb som mdjligt, viiljs for 16sgbrande I varje berikningsomgang den
knutpunkt, som har stérst sammanlagt moment frin i knutpunkien inkom-~
mande ramdelar.

1 rambiéirverket enligt fig :51 har knutpunkten EF G stérst sammanlagi start-
moment XM°= Mz, varfor i denna inftrd fastlésning forst avidgsnas. Hir-
vid maste f6r att knutpunkten skall befinna sig i jimvikt ett kompensations-
moment Mg‘fg = —XM'=—M 2 infdras i knutpunkten. Detta kompensations-
moment ger den lésgjorda knutpunkten en rotation, varvid firdelade mo-
ment ME, M respektive Mg uppkommer i de anslutande ramdelsindarna.

Dessa fordelade moment ger i sin tur upphov tili transporterade mo-
ment ME, Mi=0 resp M iramdelarnas motsatta 4ndpunkter C, H och L

Dirmed dr den fullstindiga effekten av knutpunktens EFG lésgtrande
beaktad. I vinkelindrat lige lases si knutpunkten EFG &ter fast for ytter-
ligare rotation, varpd fastlasningen avldgsnas i knutpunkt BCD, som mu
fordrar stérsta kompensationsmomeniet M]’chdz —TME+ MY = —(ME+
+ M+ Mé). Detta moment fordelas och transporteras enligt ovan, varpa
knutpunkt BCD ater fastlases och knutpunkt EFG 16sgors fran sin fast-
Jasning. 84 upprepas det successiva berdkningstdrfarandet tifl dess att
kompensationsmomenten blir s4 smé, att de med god approximation kan
forsummas. De stutgiltiza momenten M ¥ erhalls dirpd genom summation
for varje ramdelsinde av startmoment M° och samtliga fordelade moment
M och transporterade moment M, dvs M*F = S(M*+ M M.

Vid rambdrverk med forskjutbara knutpunkter kan momentberikningen i
princip enfigt :33 exempel 2 B, :41, 147 och :57 ofta med fordel uppdelas i
de bada etapperna

a Momentberakning under forutsiittning av fixa knatpunkter
b Korrektion f5r renodiad knuntpunktsforskjutning

Berikningsging

A Fixa knutpunkter (utan knutpunktsférskjutning = uk, jfr :57)

1 Bestimning av transporttal r (se :52)
2 Bestimning av styvhetstal § (se :53)
3 Bestimaing av férdelningstal 5 (se: 53)
4 Bestimning av startmoment M° (se :54)
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5 Successiv utjimning av momenten med bérjan vid knutpunkt med stérsta
kompensationsmoment M (se ovan samt 55, :56 och :57)
a Berdkning av kompensationsmomeat M* (se ovan och :55)
b Berdkning av férdelade moment M’ (se :56)
¢ Berdkning av transporterade moment M ¢ (se :56)
6 Berikning av resulterande moment M™ =M+ M+ A5

Sedan de resniterande momenten i en ramdels bada dndar beriknats
enligt ovan, kan Svriga smittkrafier i ramdelen och ramdelens deformation
beriiknas fér ramdelen betraktad som enkel tvdstodshatk, belastad av de
resulterande momenten M™ och den yitre lasten.

B Férskjutbara knutpunkrer (med knutpunkisférskjutaing = mk)
Berdkningen genomfdys i princip pd samuma sitt som vid primdrmoment-
metoden (se :41).

I vissa fall, speciellt vid rambérverk, som skall momentberiknas endast
for ett enstaka belastningsfall, kan ibland en behandling enligt en av Hul-
tin modifierad metod {24), karaktiriserad av en paraflell successiv utjidm-
ring for knuipunktsrotation och kautpunktsfarsijurning, snabbare leda till
madlet dn en renodlad Cross-berdkning.

Teckenregler
I avsikt att hdlla nere risken for teckenfel viljs som genomgiende tecken-
regel vid gjilva momentutjimningsprocessen, att moment, som verkar i
medsols riktning i en balkédnde, riknas som positiva (4 ).

Detta innebér, att

1 Tecknet bibehdlls vid momenttransport (My—=ry, M)
2 Teckner vixlas vid momentfordelning (M,= — s, My)

Vid den slutgiltiga redovisningen av en ramkonstruktions momentdia-
gram vergar man Impligen till darvid kenventionella teckenregler.

Betriiffande teckenregler for fasthallningskrafter, horisontalkrafter och
fBrskjutningar vid rambérverk med forskjutbara knutpunkter se :41.

:52 ‘Transporttal

En ramdels AB transportial r, definieras som det moment, som uppkom-
mer i ramdelsénder B, om ramdelsinden A som fritt upplagd belastas med
ett mement M, =1.

Fri uppliiggning i B (fig :52a):

=0 O]
M-t
Fast inspinning i B (fig :52b): e - =0
Generellt: 7, :ﬁgb,fccg =Cyu!2C, (2a) A B
Fh=3
dir @ och ﬁgb samt C, och C,, erhifis ur :32 A, (?%E—:}__g;)r
b
Votls balk: »,=1/2 (2b) A 8

Fig:52aoch b

For vottyper enligt fig :32b redovisas ry i diagramform i tabel! 1:47 med
som ingdngsparametrar relativa votlingden 4 och forhallandet n=1o/Ly .
mellan minsta och stérsta troghetsmoment.
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‘53 Styvhetstal och f6rdelningstal

En ramdels AB styvhetstal §, definieras som det moment, som miste appli-
ceras i ramdelsinden A for attl denna ge ramdelen en vigkeldndring @ =],

Fri uppldggning 1 B {fig :53 a):
Generellt: S, =1]/a?=3ELJ/C, L (la)
Votlbs balk: S, =3EI/L (ib)

Fast inspdnning 1 B (big :53 b):
Generellt: 5.7 =1/02(1 - (802 / (@0 afy = 3EL [ C, L(1 — €2, {4C, C,)) (2a)

dr e, ap och ﬁ samt C,, , och C,, erhalls ur :32 A,
Votlos balk: S;’ =4EIL {2 b)

For vottyper enligt fig :32b redovisas S; och S; I diagramform i tabell 1: 46
med som ingdngsparametrar relativa votlingden 2 och férhillandet
n= I/l mellan minsta och stérsta triighetsmoment.

En i en knutpunkt enligt fig ;53¢ inkommande ramdels AB fardelningstal
s, definieras som det moment, som uppkommer i ramdelsinden A, da hela
knutpunkten belastas med ett mement M= 1. Fordelningstalet s, bestdms
enbart av de ansiutande ramdelarnas styvhetstal enligt sambandet

5, = S, /28 €3)

i vilket summationen skall omfatia knutpunktens samtliga ramdelar.

Det fortjinar att understrykas den viisentliga skillnad, som finns mellan
primdrmomenimetodens och Cross-metodens fordelningstal i respektive s,
och som ligger diri, att, medan primidrmomentmetodens fordeiningstal beskri-
ver, hur ett i en ramdel verkande moment férdelas pi de doriga i knutpunk-
ten anslutande ramdelarna, sa anger Cross-metodens férdelningstal i stillet
térdelningen av ett knutpnnkten angripande moment pd kautpunktens
samtliga ramdelar. Hirtill kommer ytterligare en skillnad dirigenom att
primdrmomentmetodens fi-virden dr {6r den verkliga konstruktionen gil-
lande fdrdelningstal, under det att Cross-metodens s-virden hinfér sig tiil
en modifierad konstruktion, uppkommen ur den verkliga genom att samt-
liga icke-ladade —- fran knutpunkten riknat — yitre ramdelsgndar fastlasts
mot rotation.

154 Startmoment

Startmomenten dr identiska rped inspanningsmomenten vid ensidigt och
tvasidigt fast inspdnda balkar.

Generellt giller vid godtyckligt vald last och trighetsmomentvariation £61
ensidigt fast inspind balk (fig :54a):

M =0 fad; (1
£6r tvdsidigt Fast inspand balk (fig ;54 b):

Ms — (@0 (xﬂ @E) 60 h)l'[ao x? — (-ng)zl'

M= (@) o2 — 09 B [ [oed el ~ (5,)7) @

varvid ocg, ocg och 'ng samt @g och @g betecknar de i :32 beskrivna balk-

resp lastkonstanterna. Med speciell tillimpbarhet pd balkar med rake,
trianguldra eller paraboliska vorer anges for ndgra vanliga lastfallifig!:54c——h

Sl
C,ﬁ‘:uj—_f:.l:—‘z—'%;
A B
511 _ 2
(Al %S“
s 71‘——_'7 5
A G=t B
Fig :53a och

Fig :33¢

A B
uy P o Mg
¢ ’
A B
Fig:54 ochb
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P Mb s Kol g Ms KL \ M:
b“'“ CATETELET s_fvlay .2 i
.:) M‘ PL & “‘) Mb_ 8C, gl‘. .‘? 5 ) Mo 3dE7,
A i B A L i Y , b & o
f g h .
Mus) I M§ Mj P 4 Mbs . S!D
2 G ) + 5
A ._M = ,LK—A E- ; A 1B P ;
s Hhag, e s 0T e ox FA g 24 Ca_ % Z.’qL,
My= ﬂfuz'u i T 4Cqu_’ = ;u.uc—bh.g_i; lf:bc—ﬂbﬁu.g_‘f‘? M= T ! B3ET, o Tab 1 BER
2 3 4CoCh_ 4 Mqu . 4 Cuh[ o ﬂ 7= i My g—[‘*fucu |] G

ur ekv (I} och (2) vidareutvecklade M -samband, baserade pa de i :32 samt
itabellerna 1:44 och [:45 redovisade C- och K-talen. En kompletterande
direkt redovisning av M°® for votforsedd balk ges fér jamnt f3rdelad och
trianguldrt férdetad last i tabell 1:48 med som ingdngsparametrar relativa
votidngden A och férhallandet n=1,/I, _ mellan minsta och stirsta trig-

hetsmoment.
For M° vid votlds balle hinvisas till tabellerna 1:39 och 1:40.

:55 Kompensationsmoment

Med en knutpunkts kompensationsmoment A% forstis det moment, som
mdste tillféras knutpunkten for att den, di antagen fastlisning mot rotation
18sgbrs, skal! komma i jamvikt. Jr fig :57d.

:56 Firdelade och transporterade moment

Kompensationsmomentet M¥ i en knutpunkt férdelas till anslutande balkar
med hjilp av fordelningstalen s. Speciellt for knutpunkten DEF i fig :57a
ger detta 1 balkiindarna D, E respektive F de férdelade momenten:

% Fo o AE
Mf =g My ML =5, Mie tesp Mp=s; Mi

De fordelade momenten dverfrs till motsatt balkinde, varvid iransport-
talen anger f§rhallandet mellan transporierat och fordelat moment. I ovan-
nimnda fall (fig :57a) blir de till balkdndarna C, G respektive T franspor-
ferade momentan:

- f (7 f f i
Mz—rch, Mg—rgMe tesp M’j —rjMf.

:57 Berikningsexempel
Berikna momentdiagrammet f&r det i fig :57a visade lastfallet.

A Beritkning under forutsiittning av fixa kautpunkter

For att vid aktaellt lastfall entigt fig :57a en ramdeformation utan nigon
sidoftrskjetning av knutpunkterna BC, DEF och GH skall uppkomma,
fordras, att ramen kompletteras med ndgon sidostagande anordning,
exempelvis enligt fig :57b med ett vertikalt glidlager i knutpunkten GH.

;_3__lﬂ= Q100 MN

(T[] 00% M/
DE 4]

]
TREILIAE AL
Bre i)

[=3]
e
N

3§
§
[

Fig :54c-h

Fig:57aoch b
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1 detia upptridande horisontalkraft, fasthdliningskraft Z, kan beriknas di-
rekt ur jimviktsekvationer, sedan det till fixa knutpunkter hérande mo-
menttillstindet bestdmts.

1 Transporttal r (se :52)

For de votltsa rambenen gailer

ra=ri=1r;= 1/2

och for de med parabelvoter forsedda horisontalerna

Cog= Cap= Cog = Cya = 0,642; €, = Gy = G = €y = 0,450 {se tabeli 1:44),

O

Fo=1y=r,=r,— 0,642{2-0,450 = 0,713 (jfr ocksé tabell 1:47)
e d -] 4

2 Styvhetstal S (se :53)

Sy = Sp = 4EIyj4 = Ely; §; = 4EL/6 = 0,667El, [ckv :53 (2b)]
S,=8=5,= Sg = 13,55EF,{12 = 1,129EI, [ekv :33 (2a) med C-tal enligt
ovan eler tabell 1:46]

3 Fordelningstal s [ekv :53 (3)]
Knutpunkt BC och GH:

DS = Sp+ 8, = 2,129EL; 5y = Sp/T8 = 0,470 = 5y;
$o=1—5,=0,530 =5,

Knutpunkt DEF:

I8 =8+ 8.+ 8, = 2,925 El; 53 = Sg/ TS = 0,386 =5,;

g=1—853—85,= 0,228

4 Ingdngs- eller startmoment M° (se :54)
Av g-lasten enbart enligt fig :54g med K,=K3=1 (s¢ tabell 1:45) och C-tal
enligt ovan:

M3 =~ M= —0,416gL3] 4 — - 0,416+0,03+12¢/4 = 0,449 MNm
(jfr ocksd tabell 1:48)

Av P.asten enbart enligt fig :54f med K, =0,303, K;=0,244 (se ta-
bell 1:45) och C-tal enligt ovan
M:=—0,187PL= —0,187.0,100-12= — 0,224 MNm

Mg = 0,041 PL=0,041:0,100-12 =0,04% MNm
Totalt av g+ P ME = —0,673MNm; M3 =0,498MNm

8573 +0,498
1+0357 +0,235 \
150,207 wt—————— 0,29} | 20201 —m—— -0,207,
:ﬂmo - 0078140078 e #0110 |
10843 ———— -00601-0080 ————= 0,063,
#0023 - 30006 110016 e 0023
(0009 e —0012 120012 —————»~ 00031
|+005 e +B00% | TB005 - +0005]

10002 e 0003 |- 0003 = -300z]
}10&21 +0485-0,288 0801,
0438 ‘
_ ic DiE B
Y e - [o.386 10,368 = TS o
SREgE)T reom P g3 g
EEEEES Fia) s8gsis i85 F|=
il ¥ D-C;Jdlg.lio. i =iel+l +dls
~ [AXRELNY Bl ! l
=
\ | |
- - Tr
oz Positivt moment | i 2 9‘5’";
5"33'3{3‘ ~y 11y sgg)2
ey e e lE
EEsgl2 :
Sort:MNm 3335y Fie :57¢
e Ldorky =
AT T T

4—722436 Byge 1 B, Sdrtryck 49
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5 Successiv momentutidmning
Den successiva utjimningen av de under forutséitining ay mot rotation fast-
lasta knutpunkter BC, DEF och GH gillande startmomenten M?F finns
genomford i den i fig :57 ¢ redovisade berikningstablan. I denna har £6r den
successiva utjimningens underldttande fran bérjan inférts de olika ram-
delarnas transporttal r samt for de inre knutpunkterna férdelningstalen s
for i dessa inkommande ramdelar,

Fore utjimningens bdrjan verkar i ramen som enda moment de bada
startmomenten i C och D M= —0,673 MNm resp M= +0,458 MNm,

Diet numeriskt storsta startmomentet upptrider foljakthgen i knutpunkten
BC. Ur konvergenssynpunkt 4r det darfér lampligt a¢t starta det successiva
|sgbrandet av de fran borjan antagna fastldsningarna mot rotation just i
denna punkt. I fig :57d anges berdkningsgingen vid de tre férsta berik-
ningsetappeina (ifr :51).

ETAPP { {Knutpunkt BC): ETAPP Z {Knutpunkt DEF): ETAPP 3 (Knutpunkt BL):
M- M-
= M ..,-:,M;’,
=-0281 =-0207 ;
M':f—ngg’Ex - Mdl':rdM:: 028 5 M{ . - Mé=
={530-0673 =0,7i3-0357 =:0097 =+0,048
=+0,357 =+0,255
Mampind T B e RE v B M SR MM
=+0673 =-{0,498 +0,255)= -MJ- =-Q207 § =+G207
. | --5,753 -
Moyt metier M ozt M- wile
=0470-0673 =05-G316 =+0110 #+0,078
=+0,318 =+0,158 J, Mff_ . Me
=8¢ Md.f- =—QDBG
, - N

Sedan kompensationsmomentet M* i en knutpunkt férdelats och trans-
porterats, ir knutpunkien i jimvikt och fastldses i detta tillstand, Jimvikts-
tillstindet markeras med enkelt streck (t ex - 0,291} under de i knutpunkten
férdelade momenten. -

Niar kompensationsmomenten blivi{ s3 smd, att deras inverkan kan for-
summas, avbryts berikningen.

Slutmomenten M™% erhills som summan ay samtliga M®, 3 och M!i

varje balkinde och markeras med dubbla streck (t ex +0,485)

B Korrektion for knutpunkisférskiutning (jfr :33 exempel 2 B ock :47)
Sedan ramens momenttillstand vid fixa kautpunkter (M%) bestémts enligt
A, erhills fasthillningskraften Z (fig :57b) genom jimviktsekvationer enligt
fig :57e for det i enkla delar uppskurna rambé#rverket.

Avidgsnas det i keufpunkten GH inférda vertikala glidlagret, kommer
knutpunktsnivin BC-DEF-GH att horisontalférskiutas at hdger en distans
d, svarande mot eni GH angripande, it hoger riktad horisontatkraft H =
=7Z—=10,1558 MW (jfr fig :57f).

Det héremot svarande momenttillstindet beriknas nedan i etapper.

Z=H=HH, =01558MN
s

T Hp b H
I i) Fail
iqfs‘s af Y 0217 q;,wzzj
m
bm os1 |
029t o081
' 0,109 J‘_ YE
U‘-—-

Heob- 4(0.1-38 +0,219)=01643MN; Hi=H; 5{02]%0‘\09) 00543 MN;

Hyok =} (01224 0061)=0,0456 MN

Fig :57e Fig :571
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Fig :57d. De tre [6rsta berik-
ningsetapperna vid utjimning av
mornenten i ramen enl fig :57¢
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I Inverkan av elementarférsigutning =1 ~tdel s -
e . . B
Under forutsiitning av mot rotation fastlasta koutpunkter BC, DEF och |fE 1 E‘ H
GH ger en elementarforskjutning (fig :57g) i rambenens dndpunkter start- WZ '
moment M?, fér vitka enligt tabefl 1:40 berdknas A | ] £
=1 §= b=1 f=1
M T =g T e T = MY T = - 6L (L= ~ 6Ely[4%= —0,3T5EL, Pig :57¢
d=1 d=1
My = M? = — §El,j62= —0,167El,
Overghng fran den i fig :57g visade deformationsfiguren till verklig de-
formationsfiger enligt fig :57F kan ske genom ett successivt frigbrande av
de antagna Fastidsningarna mot rotation, helt I Sverensstimmelse med den
i A redovisade tekniken fér ram med fixa knutpunkter. Den hiiremot sva-
rande successiva momentutizmningen visas i fig :57h och till ddrvid erhillna
slutgiltiza moment M1 hdrande horisontella applagsreakiioner i fig :571.
Av denna senare framgir, att f6r en elementarférskjutning d=1 enligt fig
:57f fordras i knuipunkter GH angrepp av en hogerriktad horisontalkraft
H¥=1=0,293E,.
(OIS = 40,142 +0,147 +51991
-0037 - ~UUi§5I—DUf|5 e — 00371
|87 00T 00 = 3017
70006 —e———— —0003 0009 ———= —10,008!
(0003 ————= 000770007 ~e—wmm— +0083)
#0181 —0.002-0,002 ToIBN
! 0 IE050,100
TS HO i
?:T-‘]’%E‘ig éSSD r=0713 L‘T,_".:ﬂ “;.'d-l L'E?_’ *ﬁfﬂ‘&?%fﬁb
= NIEES AT e | {uiete% T
Am 4
£ 921ER} G 027767, |
i s Gy by
oz i D A
S 2;% ;—i = Positivt moment ALt lomesEs, H HEL RSB ET,
______ T AL LopsEd,
Mult. £2, Fig 574
Fig :57h

2 Berdkning av verklig Tmutpunktsforskiutning &

& erhalls ur jamvikesvillkoret Z=aF%=1
Insdttning av aktuella viirden gesr:

0,1558 = §- 0,293 E1,; = 0,532/ Ef,

3 Mot verklig knutpunkisforskjutning & svarande moment M3 i MNm
Direkt proportionering ger

MO =0
varur beriiknas
3 §=1 .. _ — A g — =M%= _ A0 = A9
MO = OME= = — 0,147 = MG MY= — 0,096 = — MJ = — M= My

M3 = M8 =0,053; MI= —0,106; M= —0,098

4 Siutliga moment M™% i MNm

K =z I 5 _ - - . = — .
MO == pfUE 4 30 =0,219 - 0,147 = 0,072; MT*=0,342= — MT¥;
ME 0,538, MTE = — 0,215, M= —0,323;
MIE = 0,026 = — MV, MPF = 0,086, M"™ = —0,207.
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_OABS, s 0538
DJA{BWM oz 0347
5236 ?‘0,217
g 0,081 MNm
figt) a4

Mament vid fixa knut-
punkter

0108
Det tillhdrande momentdiagrammet redovisas th i fig :57j, 1 vilken som
jimfdrelse ocksd anges det mot fixa knutpunkter svarande momentdiagram-
met. Diagrammen har ritats enligt tekaiken, att momenten genomgiende
avsatts pd den ramdelssida, som &r utsatt fér béjdragspinaing.

6 Maifrismetoder och systematiserad analys
61  Allmiént

Formuleringen av de grundliggande statiska sambanden i matrisform gjor-
des tidigt. DPen fick dock inte nadgon praktisk anvindning och blev darfér
inte helt genomarbetad forrin datorerna i stirre utstridckning bérjade an-
viindas som berdkningshjdlpmedel. Liksom alla datoranpassade berdknings-
metoder kidnnetecknas dessa matrismetoder av en ldngt driven formalism.
Detta har bl a medfort storre méjlighet att dverblicka berikningarna dven
fér mycket stora system. Den dkade anvindningen av dessa mstoder har
dven inneburit att studiet av numeriska berikningsmetoder har fatt okad
betydelse inom byggnadsstatiken.

I det f6ljande skall matrismetoderna f6r deformations- och kraftmeto-
derna bekandlas. De ingangsmatriser som dirvid erfordras kan uppstiilas
manuellt och sedan kan matrisoperationerna aiftras med hjilp av dator.
I dag finns dock datorprogram, som bygger pd nigon av dessa metoder
och som gbr det mdéjligt att genomfdra berdkningen med visentligt mindre
manueilt arbete. Exempel pé sidana berikningssystem fir FRAM, STRESS,
STRIP, STRUDL m fl. Vid anviindandet av dessa program dr dock en god
kirnedom om den anvinda berikningsmetoden en foruisitining fdr en
riktig bedomning av berikningsmodeiler och resultatet.

:62 Deformationsmetod

1621 Jimviktsekvationer

Jimvikisekvationer kan formuleras dels som interna samband Sver de en-
skilda elementen mellan snittkrafter och yitre laster, dels som jimviktssam-
band i systemets knutpunkter mellan de ansiutande elementens randsnitt-
krafter och i knuipunkterna inkommande ytire laster.

Sambanden &ver de enskilda efementen kan anvindas f&r en redukiion
av totala antalet randsnittkrafter sd att endast oberoende sidana forekom-
mer i de fortsatta berikningarna. Foér dessa snittkrafter skall vekhetsvirden
(se nedan) bestdmmas. Detta sker ofta med hjdlp av tabellverk. Med hdnsyn
hirtill 4r det Kimpligt att vilja normalkraft och moment som oberoende
randsnittkrafter enl fig :621 a—d. De eliminerade tviirkrafterna kan uttryckas
med hjilp av dessa snittkrafter.

Antalet jimviktsekvationer som kan formulerasien knutpunkt 4r lika med
antalet frihetsgrader i punkien och detta &r bl a beroende av konstruktions-
typen (se tabell :621). Firekomsten av styva reaktioner eller styva (tex
normalkraftstyva) element innebir en reduktion av antalet frihetsgrader.
Finns en led mellan en knutpunkt och ett anslutande element innebir detta
en moisvarande Okning av antalet frihetsgrader.

Styva reaktioner ien knutpunkt medfér siledes att nigra ekvationer inte
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G085 MNm
Momedit vid Hirskjutbara
knutpunkier

N _ M
) 4—*5@
My
MV MG MV
L =
M,
M, N Mex #Mby
d -e«--(-—i N{b-—/\:ﬁ-
Mu‘,t Mbﬂ v

Fig :621a-d. Exempel pi obero-~
ende randsnittkrafter fér olika
elementtyper a stav, b balk i
plant rambiirverk, ¢ balk i balk-
rost, & balk i tredimensionellt
rambirverk. Bage och krikt balk
kan betraktas som specialfall av
b, ¢ eller
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Tabell :621. Sammanstillning av antalet frihetsgrader f6r olika konstruk-
tionstyper.

Konstruktionstyp Waximalt antal frihetsgrader i knutpunkt
Plant fackverk 2 translationer

Plan ram 2 translationer + | rotation

Balkrost 1 translation + 2 rotationer

3-dim fackverk 3 translationer

3-dim ram 3 translationer + 3 rotationer

formuleras i de styva riktningarna. Ett normalkraftsstyvt element innebér
bortfall av en ekvation i vilken normalkraften skulle ingatt samtidigt som
denna elimireras fran de obekanta oberoende snittkrafterna. Bildar de
normalkraftsstyva elementen mer komplexa system kan valet av vilka
ekvationer som kan formuleras innebiira vissa svirigheter. Specietlt géller
att om de normalkraftsstyva elementen bildar en statiskt obestdimd fack-
verkskonstruktion sd kan berdkningen inte genomfiiras. Trots aff styva
element i allminhet innebdr en minskning av ekvationssystemeis storlek
och ddrmed berikningsvolymen boér de dérfor anvindas med forsiktighet.

Forekomsten av en led innebiir en extra ekvation, som sitter aktuella
snittkrafter till 0.

I matrisform kan jimvikisekvationerna skrivas

A-P=Bg [¢)]

A-matrisen (j-n)y #dr jimvikisckvationernas keefficientmairis. Amntalet
rader (j} dr lika med konstruktionens totala antal frihetsgrader och antalet
kolumaer (#) &r lika med antalet obekanta randsnittkrafter.

P-matrisen (n+l) innehéller de obekanta randsnittkrafterna, Antalet ko-
lumner (/) &r [ika med antalet lastfail.

Som hogerled i ekvationssystemet férekommer yttre Iaster, som uttrycks
som knutpunktslaster i de av jimviktsekvationerna definierade rikiningarna.
Laster fran anslutande element dverfors till ekvivalenta kautpunktsiaster
genom att elementen first betraktas som fast insp&nda i koutpunkterna.
De darvid p& knutpunkten angripande inspdnningsmomenten och fasthall-
ningskrafterna utgdr den aktuella knutpunktslasten (se fig :621e-g samt
jamfér med startmomenten vid berikning enligt Cross” metod, :54).

Bg-matrisen {(j+f) innehfiller mot respektive jimvikisekvation svarande
knutpunktslast.

Ar antalet jimviktsekvationer (f)> antalet obekanta snittkrafter (m) dr
konstruktionen labil. Ar j=#n dr den statiskt bestdmd sivida den inte ar
lokalt 1abil. I deita fall kan snittkraftsférdeiningen divekt bestinumas genom
lésning av ekv (1). Ar /< nir konstruktionen statiskt obestédmd och antaiet
statiskt obestimda #r n—j. De jamviktsekvationer som inte medtagits i A-
matrisen kan anvindas till att bestimma styva reaktionskrafter och andra
styva snittkrafter sedan de obekanta randsnittkrafterna berdknats.

1622 Lokala elementdeformationer

Elementens lokala elastiska deformationer kan beriiknas ur vekhetsviirdena
och randsnittkrafterna. I matrisform kan detta skrivas

A =V-P )]
Hiir anger

A, -matrisen (n-1) de mot de obekanta randsnittkrafterna svarande elas-
tiska deformationerna for de olika lastfallen,

Fig 621e—p. e Knutpunkt med
aasiutande belastade element,
F Pi elementen angripande in-
spéinningsmoment och fasthill-
ningskrafier vid fasthilinag kaut-
punkter. g P4 knutpunkien an-
gripande morment och krafter
som ger med yttre lasten ekviva-
lenta kautpunktslaster
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V-matrisen {nn), vekhets- eller flexibilitetsmatrisen, dr uppbyged av dia-
gonalt ordnade undermatriser, en fér varje element, Undermatriserna anger
de lokala deformationerna i de obekanta randlasternas riktningar tili §6ljd
av var och en av dessa=1,

Ett vekhetselement V;; anger den lokala deformationen i snittkraften is
riktningpga randsmttkraften j=1. Som en f&lid av Maxwells sats &r V,;=
= V};. Vekhetsmatriserna {6r nigra vanliga elementtyper visas 1 fig :622a-¢.

Virdena i vekhetsmatrisen fér ett godtyckiigt valf plant balkelement kan
herdknas enligt eky {2) (GAmfér 125}

, N, N, MM, *f *T, T,
¥, E4 . Bl 5 G4

N, M, och T, dr snittkrafterna fér P;=1 och Ny M;och T fér Py=1.

Tags inte hansyn till normal- eller tvdrkraftarbete, bortfaller moisvarande

termer ur ekv (2).

dx 2}

:623 Kontinuitetsvillkor

Kontinuitetsvilikoret formulerar sambandet mellan de Iokala elementde-
formationerna och de angrinsande knutpunkternas deformationer. Detta
innebdr att summan av elastiska och icke elastiska (orsakade av t ex tem-
peratur och krympning) elementdeformationer dr lika med (skillnaden mel-
lan) de angrinsande knutpunkternas deformationer transformerade i ele-
mentens riktaingar, I matrisform kan detta skrivas

-V:P+T-U=4, (1
Hiir #ir

V-matrisen (-0} en matris, som innehiller de ohekanta knuipunkts-
deformationerna, till antal och riktning definierade genom i A-matrisen

tecknade jamvikissamband. {j) dr antalet frihetsgrader och {/) &r antalet

lastfall
T-matrisen (n-j) en transformationsmatris, som Overfdr de obekanta

knutpunktsdeformationerna u till lokala elementdeformationer. Antalet
rader {n) 4r lika med antalet oberoende randlaster och antalet kolemmer
() 4r lika med antalet frihetsgrader,

Ay-matrisen (r-1) en matris som innehdller icke elastiska elementde-
formationer sdsom temperaturdeformationer, krymp- och krypdeformatio-
ner etc.

For linedr teori giller att T-matrisen dr identisk med den fransformerade
A-matrisen,

T =A% V)]
Insitts ekv (2) i ekv (1) erhills
—v-P+AT-U=A, &)}

Enligt férutsdttningarna har eventuella styva randlaster redan eliminerats,
varfiir V-matrisen kan inverteras. Ur ekv (3) kan dirfdr erhallas

P=8 (AT-U~AY) “
dir 8§ = V1 {5)

S-matrisen {n*un), styvhetsmatrisen, ir den inverterade V-matrisen och ir
liksom denna uppbyged av diagonalt ordnade undermatriser. Dessa beskri-

ver de randsniitkrafter som mdste appliceras fér att en lokal enhetsdefor-
mation skall erhédllas.

Vid berikning enligt deformationsmetod dr det i allminhet limpligt att
direke stilla upp S-matrisen och inte gi vigen Gver V-matrisen. Styvhets-
malriserna for nagra olika elementtyper framgar av fig :623a—.
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Fig :622a-¢. Vekhetsmatriser {6r
nigra vaaliga elementtyper.
a Stavelement, b balkelement
med rak tyngdpunktsaxel och
med [Srsumbar inverkan av tvir-
krafisarbete {a° och §° balkkon-
stanter enligt :32 A), ¢ baltkross-
element vid hdnsyn tagen till an-
dast inverkar av béjning och
Saint-Venant-torsion

Y 8 G dy
ws]  mfs
a M2 S
N Sy
b
Toa 8 4y
Ml % 3
J‘% Sﬁh Sh
M, 3,
Sy—1] f &
S, EOCEf[GCQOCO (B3
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Fig :623a—c. Styvhetsmatriser for
a stavelement, 5 bzlkelement,
¢ balkrostelement (a” och g° enl
32A)
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:624 Bestamning av resulterande deformationer och snittkrafter
Insitts ekv 623 (4) 1 ekv :621 (1) erhilis

(A'S'AT)-U=Bq+A-8-4, W
Knutpunktsdeformationer U erhélls genom lisande av (1) och snittkrafts-
tordelningen P erhalls ddrefter genom insattning i ekv :623 (4). De resul-
terande snijtkrafterna P, erhidlls slutligen som

P =P+Q, @
Qg-matrisen (n-[) innehiller de snittkrafter som erhills som inspinnings-
moment och fasthdliningskrafter omelementen antas helt inspéinda i &ndarna.

:625 Berikningsging

1 Givet: Systemets geometri och styvheter samt lastfall.

2 Numrera de obekanta randsnittkrafterna.

3 Still upp jimvikisekvationernas koefficientmatris, A-matrisen {se :621).
4 Stilt upp styvhetsmatrisen, S-matrisen (se :623).

5 Beriksna inspidnningsmoment och fasthiilningskrafter for vttre last samt
iangdandringar och vinkeldndringar f5r de fritt upplagda elementen vid
temperaturfast. Still upp Q- Bg- och Aj-matriserna (se :624, :621 och
1623).

6 Berikna knutpunkisdeformationerna U samt snittkrafterna P; eni ekv
624 (1), (2) och :623 (4).

1626 Berdkningsexempel

Exempel 1

Berdkna momentférdelningen £6r ramkonstruktionen enf fig :626a. De in-
giende elementen har konstanta trighetsmoment. Hinsyn tas endast till
momentarbetet.

De oberoende snittkrafterna numreras enl fig :626b. Eftersom elementen
4r normalkraftsstyva medtas dérvid inte normalkrafterna.

Konstruktionen har tre frihetsgrader, ndmligen rotationerna i knut-
punkterna® och @ samt horisontaltranslationen, som #r lika f6r @ och ®.
A-matrisen har alltsd 3 rader och 4 kolumner (fig :626c) och S-matrisen ir
av ordningen 4 ginger 4 (fig :626d).

Momentfordelningen vid fasthallna knutpunkter framgér av fig :626e
och Q- och Bg-matriserna av fig :626f resp g.

Fig :626a cch b

Snitt- | Vinketéndring
Krutpunkt | - Snittkrafter kaft o g, o & s
S M, M P Al )
@~ 1}7 .}T & ZTHI% ()
@ 1A ” 1 261,
@ N j M 2L LtL
Fig :626c. A-matris Fig :626d. S-matris Fig :626e

Snitt-|Last
kraft |fall
1 Knutpunkt|Lostd
och ekv- [foll
e riktning [ 1
Mz Q @—l- o
Pl Pald
Ma g @ 3 R
Waid Lk
MA 5 ® ‘) 8

Fig :626f och g. Q- resp Bq-matris
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jKnutg;vunkt Last-
och def- | fall
riktning 1
|
'[2/{2 5/[ o @ — | +3/
z
2L - _PL
Eaib & 2~ =[5 @ Dy-e “zBEL,
2 4 % ©) 5 7
Fig :6261, Exvationssystem ASATH = Be Fig :6261. U-mairis

Genomidrs beridkningarna for A=/ och EI,= EI, erhiils ekvations-
systemet enligt fig :626h, fr ekv :624(1) med A, =0. Ur detta kan defor-
mationsmatrisen U bestdmmas {fig :6261) varefter PI:S-AT-U+ Q, kan
berdknas (fig :626j), fr ekv :623(4) och :624(2) med A, =0. Pen resulte-
rande momentfdrdelningen framgir av fig :626 k.

LExempe. 2
Berikna momentférdeiningen fdr ramkonstruktionen enligt fig :626 1 {or
filjande asifall:

i Vindlast g

2-4 Bjilklagslaster p for respektive bjilklag

5  Linedr temperaturgradient med differensen Af mellan 6k och uk for
nedre bjilklaget. Tjockieken=4d.

Jir for lastfall 1 i :47 exempel 4.

Vid berdkningarna tas inte hiinsyn till normal- elier tviirkraftsarbete.

Eftersom samtliga element dr normalkraftsstyva, utgdrs de obekanta
snittkrafterna endast av momenten i elementdndarna, numrerade enligt
fig :626 m. Betrdffande teckenregler for vertikala och horisontella element
se fig 626 n. Jimvikisekvationerna formuleras 1 den ordning som framgér
av fig :6260. Jimviktsekvationernas koefficientmatris A-matrisen {ordning
11-18) framgdr ay fig 626 p. S-matrisen {18-18) framgir av fig 16267
Lastmatriscrna Bu{21-5), Ay (18-5) och Q(18-5) framgar av fig 1626a, s
resp t. .

Sedan berdkningarna genomférts dver matrisekvationerna :624 (1), (2)
och :623 (4) fér A=5,00 m erhills de resulterande deformations- och snitt-
kraftsmatriserna U resp P, enligt fig :626 u resp v.

g 17 18
H @ 14 16
= ® 1341 »415
= 3+ 10
= - +
§ ® Z* > S PR V-t
= |
1% 3
v g A S
L m n

Fig =626 I-o
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Fig :626;. Pi-matris
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Jam- Snittkrafter Knat- Lastfail nr
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Fig 1626 p. A-matris (11-18) Fig :626 q. Bg-matris (11-5)
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Krtpunkt Lastfall Snitt- Lastfall
och def- krafter 1 2 3 4 5
rikining 1 2 3 4 3 M, 000 000 000 000 500
1) s Tz 8 S My | 3000 413 121 -048 0494
2| -7 -z 5,1 =20 2,06 | sce o a0 o 0
3D | s s 10! 40 w3 M| 2268 a3 049 -0494
6 -8 ek -1 b i My 3339 -755 -0;20 008 0915
f— | S84 oo oo 80 8eo M | -3350  -765  -020 0,08 0,916
5 ) | s e L L My | -338 352 142 -0587  -G422
s ) | -0 Rl 638 173 12t M, 15,36 -08% -4,6% 186 6102
6— | 6316 oo o0 co .00 M| -1p0 a8 -id2 057 0422
7| as 40 178 903 0 Mo | 197 08 L5 186 0102
8D | o7 WO mE 803 948 Mo | 05 -020 -746 -03s 002
8 > | 7597 0.0 oe 9.0 o0 M, | 41836 -0320 -746  -035 0024
Multipti- | L A s 4 adi
kator £y £7, £y £y h My | =172 -0F4 281 2,21 0,008
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Fig :626 u. U-matris (11-5)
Mg 0.84 0,64 -2,81 -z21  -0077
M| so.  -opa 0,35 651  +0010
Mgz 558 008 -835  -653  -0810
Me i -6,04 008 -0,35 653 -0,010
G

163  Kraftmetod
:631 Matriser och matrisekvationer

Kraftmetoden i matrisform utgdr en systematisering av de berdkningsme-
toder for arbetsekvationer, som beskrivits 1 :2. De dir visade integralsam-
banden kan genom Eimpligt val av ntgdngsmatriserna ersittas med matris-
multiplikationer, Siledes kan ekv :262 (4) ersiittas med matrisekvationen
CT-v-D+CT-A+CY-v-C-X=0 &)
Hir beskriver en kolumn hos

C-matrisen (n-s) suittkrafterna i den uppsnittade statiskt bestimda jam-
forelsekonstruktionen p ga en statiskt obestimd A;=1. Antalet rader (m)
#r totala antalet oberoende randsnittkrafter inklusive reaktionskrafterna,
Amntalet kolumner (s) 4r antalet statiskt obestdmda,
Vidare giller:

V-matrisen (n*n) dr vekhets-(flexibilitets-ymatrisen enligt :622.

D-matrisen (n-I} beskriver snittkrafterna hos den statiskt bestiimda
jamforelsekonstruktionen orsakade av yitre last, med en kolumn fér varje
lastfaH.

A-matrisen (n-1) anger lastkonstanterna (67, 6), d% eic se :32B) for de
olika lastfallen.

Det bor observeras, att mtegraltermen j'L(MlM.,,’EI}dx ete i ekv (1)1
:262 motsvaras av 2 termer i matrisekvationen (1). CT+ VD innebr en in-
tegration under fGrutsdttning av lineiri varierande momentvariation Gver
elementen. Den ickelinetira variationen Sver belastade element infors genom
termen CT-A genom ait lastkonstanterna frekommer i A-matrisen.

Ur ekv (i} kan de statiskt obestdmda, X I6sas. Systemmatrisen
ct.v.Cir symmeirisk, vilket dr en foljd av Maxwells sats

X=~T v (" v-D+CTA) )

58
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Sedan de statiskt obestimda berdknats, erhélls de resulterande snittkraf-
terna P enligt sambandst

P=C-X+D 3)

P-matrisen (n+ ) innehdiler resulterande snittkrafter for de olika lastfallen.
Deformationerna beriiknas dédrefter ur ekvationen
Z=F-V-P+F-A )]
F-matrisen (n*d) innehdller snittkrafter i den uppsnittade, statiskt be-
stimda jimférelsekonstruktionen, orsakade av enhetskrafter respekiive en-

hetsmoment i den Snskade deformationens punkt och riktning. Antalet
kolumner (d) &r lika med antalet deformationer som beriiknas.

Z-matrisen (d*1) innehiller de resulterande deformationerna i de av F-
matrisen definierade riktningarna och f8r de olika lastfailen.

:632 Berikningsging

1 Givet: Konstruktionens geometri och de enskilda elementens vekheter
samt lastfall

2 Numrera de obekanta randsnittkrafterna

3 Bestim antalet statiskt obestamda. Vilj dessa och dirmed den statiskt
bestimda jamfdrelsekonstruktionen

4 StiHl upp C- och V-matriserna

5 Bestim kraftfdrdelningen i den statiskt bestdmda jamfdrelsekonstruktio-
nen

6 Still upp D- och A-matriserna

7 Berskna de statiskt obekanta X och de resuiterande snittkrafterna P med
hjdlp av ekv :631 (2) och (3)

8 Still upp F-matrisen om deformationer skali bestiimmas

9 Berikna deformationsmatrisen Z eniigt ekv :631 (4).

1633 Berikningsexempel

Spannbockskonstruktion enligt fig :633a, som &ven behandlats i :27, berdk-
nas hir £6r jamnt utbredd last (lastfall 1), ¥ingskrympning av balken ¢ (last-
fali?) och lineir temperaturgradient med temperaturdifferensen At mel-
lan baikens dver- och undersida. Lingdutvidgningskoefficienten 4r o

Snittkrafterna nmmreras enligt fig :633b och de statiskt obestimda X
och X, viljs som redovisats pi fig :27h eller fig :27j och k.

Snittkraftsfordelningen i den statiskt bestamda jimfdrelsekonstruktionen
pea X, =1 och X;=1 beskrivs i C-matrisen (fig :633¢) och inverkan av
yttre last i D-matrisen (fig :633d). A-matrisen (fig :633 ¢) innehaller lastkon-
stanter §° och &. Slatligen beskrivs elementens elastiska egenskaper i V-
matrisen (fig :6331).

Berikningarna genomfdrs f8r a=4 m, 4A=10 cm?, f,=40000 cmd,
E=2,1-105MN/m?, F,=3,5- 10*MN/m?, g=0,0 MN/m, &= 101075, At=
10°C och w=1,0-10"% enligt matrisekvationer :631 (2) och (3). Den resul-
terande snittkraftsférdelningen erhails darvid i P-matrisen (fig :633 g).

OTH T e
Mz
o a M Ay My N My
Ay £ ] Elp j_i,q-_ Ny Mo |, Mg
P5 3, S
LMy o My Mg
e W s
a b

Fig :633a ach b
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Fig :633d. D-matris (18-3)
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164 Andra ordningens teori

1641 Allmént

Under :62 och :63 behandlas deformations- och kraftmetoderna endigt s k
lineéir teori. Dirvid féruisdtts smd deformationer, idealelastiskt material
och giltighet av superpositionslagen. Ar ndgot av dessa villkor inte uppfylit
maste dven termer av hégre ordning medtas i jamvikts- och kontinuitets-
samband. Detta leder i ailmanhet till att berikningarna méste utforas efter
nagot iterativt forfarande.

Linkonstruktioner #r ett exempel pd konstruktioner dér direkt proportio-
nalitet inte galler mellan deformationer och laster, Andra exempel 4r
slanka tryckta konstruktioner, birverk med krikt o-z-kurva liksom bjda
och dragna betongkonstruktioner, vilkas tvdrsnittsviirden varierar med las-
ten.

Savil deformations- som kraftmetoden kan generaliseras till sk 2:dra
ordningens teoti. Den férstnimnda metoden dr dirvid i allménhet att £5-
redra, varfir endast denna kommer att behandlas hir.

1642 Jimviktsekvationer

D4 konstruktionen deformeras dndrar sig de enskilda elementens absoluta
riktningar vilket innebis att A-matrisens termer i ekv :621 (1) blir en funk-
tion av knutpunktsdeformationerna (#). Jamviktsekvationerna kan da
skrivas under formen

A(u):P =By (1)

Utvecklas ekv (1) enligt Taylors formel erhills
Alu)y AP+ D{(p,))- AU = Bq—A{w,) P, = AB, @

AU och AP dr hir tillskottsvirdena fér knutpunktsdeformationer och snitt-
krafter. Vidare 4r

4
D(py) AU = 5 (A(%)- AP),- AU 3

D-matrisen (j-j} beskriver dirvid fordndringen i knutpunktsjgmvikten,
da konstruktionen under kiinda snittkrafter p, patvingas enhetsdeformationer
i var och en av de riktningar, som definierats av jimviktsekvationerna.
Matriselementet dy, anger siledes kraften (momentet} i av ekv k definierad
riktning p g a patvingad enhetsdeformation i den riktning, som definierats
av ekv 1. D-matrisen #r kvadratisk och symmetrisk,

ABg-matrisen (j- 1} beskriver de tillskottslaster som erhalls i knutpunkterna
som skillnaden mellan yttre laster och de deformerade elementens reaktioner
pa knutpunkien. T ABg-matrisen ingar dven eventuella korrektioner avdefasta
inspanningsmomenten hos det deformerade och initialbelastade elementet.

:643 Kontinuitetssamband

Enligt linedr teori formuleras kontinuitetssambanden av ekv 623 (1). Tas
hinsyn till de enskilda elementens deformation och till knutpunktsrérel-
serna kan ekvationen skrivas uznder den allminna formesn

V(i) P+Tw) - U=4, (1)

Ekv (1) innebar ait V-matrisens vekhetsviirden 62, 6] och dy (fig :6432) ar

fx

en funktion av snittkrafterna M, My, och N och vidare att transforma-

Se 157:4

L.
£1=konst

Tig :643a
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tionsmatrisens T termer varierar med knutpunktsdeformationen U. Utveck-
las ekv (1) enligi Taylors formel erhills

_ d
~V(p)- AP + o (TG) AU = Ay Vipy) Py = T(w)- Uy @

Hir ar
v &
(r) = &;IV(p)h

Matrisen V(p,) ger tillskotisdeformationerna i Iastliget M,,, My och N,
p4 grund av AM, =1, AM,=1 och AN=1. Matrisens utseende for den fritt
upplagda balken med konstant ET enligt fig :643a framgér av fig 643
och de ingdende iermernas storlek av ekv (3) och (4). Matrisprodukten
V(p) AP ger siledes som resultat de elastiska tillskottsdeformationerna
p g a AP. Produkten V{p,)-P, ger diremot de totala deformationerna fram
till lastlige Py (fig :643c).

1 de fall normalkraftens variation med deformationen kan férsummas
(dvs AN~0) kan y-termerna enligt fig :643b och c siitas till 0 och ¥(p,)=

=Vipp

o, = oy =WL/3EI (3a)
Ban=PLIGEI (b
Yare = —oLLY2(EIP1M, —ALL3{2( FTP] My, (3¢)
Yo = —ALL 2 EL?] M, — o[ L¥2( EI| M, (3d)
d=L/EA (3e)
med

1 = (3kLy(AjkL—1ftan KL} (4a)
@ = (6/kL)(1/sin kL—1/kL) {41)
o = [Y(L)? [— 2/ LY+ 1/kL tan KL+ 1/sin® kL] (4c)
A= [1/(LY" [2/(k )¢~ 1/kL sin kL — i/tan kKL sin kL] (ad)
kL =LY P{EI e}

- och g-funktionerna, de s k Berryfunktionerna, finns redovisade i dia-
gramform i kap 157: 422. De antar ofindligt stora virden di kL=-m dvs da
P nar det enskilda elementets kndcklast, For den hir beskrivna iterativa
beriikningsmetoden kan man i det allménna fallet inte tiilita att denna
last uppnds. Om risk h#rfor forefinns maste elementen uppdelas i smirre
element genom att extra knutpunkter inférs.Vid berdkningar med hjilp av
datorer dr det t o m limpligt att vélja elementen s sma aft vekhetsvirdenas
variation kan férsummas. Deita kan med tilliredsstillande noggrannhet ske
om kL -<m/6 varvid med god approximation ¢=y=1 och g =4=0. Hirige-
nom vinns dven den fordelen att ocksd element med varierande tréghets-
moment kan behandlas utan svérighet.

Sambandet mellan transformationsmatrisen T(#} och jimviktsekvatio-
nernas koefficientmatris A(x) kan i det generaliserade fallet skrivas

i
5T Ul = A (&)

Forsummas I ekv (5) termer av higre ordning 4n 2:dra grads termer i n
erhills

T(u) = 0,5[AT0)+ AT, 8)

62

AMy AMy AN
46, | % B ban
Aoy i s fan
Ad, Yoo Yo 0

Fig 1643b

M, M, N
& | % An
& (B oy
d iz be/z d

Fip :643¢
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1644 Bestimning av tillskott i deformationer och snittkrafter

Sazmmanstills ekv :643 (2) med utnyttjande av ekv :643 (3), (6) med ckv
:642 (2) erhdlls

—~V(p)} AP+ AT()- AU=AA, (1a)
Alw): AP+D(py) AU = ABq (11}
Hiir &r

A=A, +V(p) P —0,5- [AT0) + AT ()] U, @

Ur ekv (1a) kan AP bestimmas uttryckt i AU

AP =S(p) [AT(n) AU - AA) )
och efter insitining i ekv (1b) erhalls

[AGn)-B(p) A%+ D(p)] AU = ABa+ Al S(p) A, @

Ekv (4) representerar ett Hnedrt ekvationssystém i Asn. Eftersom D(p,) 4r
en symmetrisk matris dr dven ekvationssystemet symmetriskt. Ur ekv (4}
kan AU beriknas och genom insdtining i ekv (3} erhilis AP. Totala de-
formationer och snitikrafter kan direfter bestimmas enligt

U, =T, + AU (5a) Py =P,+AP £5b)

Iterationerna avbryts nir tillskotten 4r férsumbart smd. I normala fall 4r
2 till 3 steg tillzdckligt f6r att resttermerna skall bli mindre &n 1 %.

1645 Berikningsging

1 Givet: Systemets geometri och styvhetsvirden samt aktuellt Jastfall

Da tillimpningen av :644 varierar nigot f5r dragna och tryckta konstruk-
tioner beskrivs den nedan separat f6r vardera av dessa konstruktionstyper.

A Forspinda eller forbelastade linkonstruktioner

Dessa konstruktioner &r uppbyggda av enbart normalkraftsupptagande
tinelement varfér bdjtermerna bortfaller ur vekhetsmatrisen. Detta inne-
biir att V(p;) = V(p,) = V{(0). Férspanningen (P,} innebér att berikningarna
inte startar frin U= 0 och P=0 utan frdn U=0 och P=P,.

Stall upp matriserna A(0), V{0), D(p,) och Bq.

Berdkna U; =AU och Py =P, + AP enligt ekv :644 (4) och (3).

Stiill upp matriserna A(m), D(pp), AD; och ABq.

Berikna AU och AP enligt eky :644 (3), () och (5).

Upprepa 4 och 5 tills tillrickHg noggrannhet erhalls.

o Lh B

Tryckta konstruktioner

Multiplicera lasten med sikerheten s

Berikna knutpunktsdeformationen U; och snittkraftstérdelningen P,
entigt linedir teori {se :62).

4 Stall upp matriserna A(w), V(p,), D(p,) och ABg,. Ar elementindelningen
sddan att det enskilda elementets knicksikerhet (=m/kL)>6 dr V(p)
V(0). Pelningen maste under alla férhallanden viljas si att mfkL> 1.
Berdkna AA,, enligt ekv :644 (2), AU och AP enligt ekv :644 (4) och (3)
samt U, och P, enligt ekv :644 (5).

Upprepa 4 och 3 tills dess erforderlig noggrannhet erhalls,

Dividera resulterande snittkrafier med s. S4 erhillna snittkrafter kan dér-
efter jimfdras med tillatna viirden for L/i=0, dir / = tvéirsnittets troghets-
radie.

W g

wn

=1 "

Jir 157: 44
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1646 Berikningsexempel

Exempel T. Ramkonstruktion

Berdkna enligt andra ordningens teori momentfdrdelning och horisontell

koutpunktsforskjutning f6r ramen epligt fig :646a, Samtliga efement har

de konstanta tvirsnittsvirdena F7= 2,50 MNm?, E4A=400 MN, L=10 m.
Snittkrafterna numreras enligt fig :646b. Momentdiagram och deforma-

tiozer enligt linedr teori framgar av fig :646¢ och d. Horisontaldeformatio-

nen uH=0,04764 m.

Q=01 MN @
& 0,0025 QL
Loe, Eule %
@ )
L
@ &
L 00075 QL
o bt b c d
Fig :646a-d
A(z)-matrisen f6r det deformerade systemet framgar av fig :646e. For
element 1-2 och 3-4 4r kL=2,00. Normalkrafterna i rambenen ir prak-
tiskt taget konstanta = - Q(AN~0). d-termerna enligt. fig :643b och c
kan dirfor sdtas tii 0, varav f&ljer att V(p) =V(p,), se :643.
Knutpunkt Snittkrafter
och kraft-
riktning | M My My M Mg N My My M
3 L
2=V T -l
Ui/ L) -/ 1
2 Ve WYL
2 ‘) 1 -1
_ u
3 17 e T
- L -
3 1‘ A %_ %_z Z/_z i
. 1 - Fig :646¢. AQu)-mateis (6-9)
Snittkrafter
MMy Ny M, My Ng M, My M
14354 1800
357 BET
o [ e
2 {6£7 3E7
L
53 EA
L. L_
& T §ET
L _L_
& §E7 37
é e
& £A
o 14354 1804,
? 3F7 6E7
P ABOL135L
(l 6ET 3EF
L
59 EA Fig 6464 V(p)-matris (9-9)
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Knutpunkt och def-rikining

ez t20)3+3 37

-1/
& /,_ 217

-Lf,

o |1 T
z /"- P Knutpurkt] 2 2 2 3 3 3

L och def-
53 ar 1 riktning | " T ‘) o ? ‘)
g Vo Y e

1 1 a
% /] /N 2 4 tof
b i1 1 )
& BV a..a
7 t 2Lt 3 —» =g
1/ -tm
g, Y, 3 s 4 -
i

9 2L 1 3 A)

Fig :646¢- T(n)-matris (5-6) Fig :646h. D(p1)-matris (6-6)

Enligt ekv :643 (4a), (4b) erhalls = 1,435 och ¢ = 1,80. Med dessa vir-
den insatta erhalls V{p,}-matrisen enligt fig :6461.

Enligt ekv :643 (6) kan T{#)-matrisen beriknas ur Aw) och A(Q)-matri-
serna. T(x;)-matrisen framgar av fig :646g. AA-matrisen kan nu beréknas
enligt sambandet

ALy =V(p)- Py T Uy {a)

P,-matrisen dr ddrvid resultatmatrisen enligt linedr teorl.

D(p,)-matrisen som beskriver knutpunktsjiimvikiens variation med en-
hetsdeformationer framgar av fig :646h.

ABg-matrisen slutligen kan beriknas ur [6ljande matrisekvation (b} eller
stillas upp direkt.

ABq = Bg—Alu) Py (b)

Mairisen framgar av fig 16461,
AU och AP kan nu beriknas enligt ekv :644 {4) och (3) varefter U, och
P, bersknas enligt ekv :644 (5). De ide olika iterationsstegen beriknade
ug-virdena framgar av fig :646j. Redan efter 2 berdkningssteg har ca
98 9, av slutlig deformation erhallits.

Resulterande moment framgir av fig :646k.

Exempet 2. Linkonstruktion

Linkonstruktionen enligt fig :646 1 har under initiallasten 2-0,75 MN in-
tagit den i fig :6461 visade formen. Beriikna tillskottsdeformationen och lin-
krafterna av tillskottslasten 0,50 MN. Linkrafterna Py av initiailasten fram-
gér av fig :646m.

Denna konstruktion kan inte berdknas enligt [inedr teori d& den bildar
ett labilt fackverk. Berikningarna startar emellertid frin utgingsliget
P =P, och U=0 och ekvationssystemet :644 (1) far for 1:a iterationssteget
formen

~V-AP+AT()-AU=0
@

A{0)- AP+ D(Py) AU = By

5—722436 1 Bysgg, Sértryck

Knutpunkil
och {ast-
rikining
e
2 —| 2%
Ky
z t |enaeF
2
Ly
5 | af
Hy
3 % loomay
)

Fig :646i. ABg-matris (6-1)

Herisontal defarmation, m
4; 0,09484  0,09668

009522 009689

004764

Antal iterationssieg

+ + 3 t =
Fig 1645
,00881
-00108 M m
Fig :646k
o 5 4
AR A

T

lors dom
EA-10MN §050 MN
Fig 16461
"9\9 N
100

‘LU,'?'E MM *0,75 MN
Fig :646m
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V-matrisen och A{0)}-matrisen framgér av fig :646n och o.

For bestimning av D(Pg)-matrisens termer tinks knutpunkterna tvings-
forflyttas en Hiten enbetsstricka i de rikiningar som definieras av jamvikts-
ekvaticnerna. Forflyttningen tinks ske med oftrindrade normalkrafter Py
och termerna anger féréndringen i knutpunkitsjimvikten.

Fér bestimning av termerna pd matrisens 1:a rad tdnks alltsd knutpunkt
1 férskjuter Au=1 it hdger (fig :646p). For element 0-1 innebiér detta en
vinkeitindring de. Detta orsakar en fordndring i horisentella jamvikten med
Py sin aeder och | vertikal riktning av Py cos xde (fig :646q). Eftersom det
andra elementet frin knutpunkten inte riktningsiGrindras erhalls alltsa fér

1:a raden i D{Pg)l-matrisen
dyy = (Po/L) sin 2o dyg = (PorfL)sin o cos o

D{P,)-matrisen framgir av fig :646r.
Ur ekvationssystem {a) kan nu AP och AU bestdimmas. U, och P, kan

beriknas eniigt ekvationen

I =
U, =0+AU } )
P, =P, +AP

Med utgéngspunkt frin den nya geometrin uppstills nya matriser A{s)
och D(p,). Sedan AA,; och ABq beriknats enligt ekv :644 (2) och :642 (2)

sine
L
do
- PEH F et
@ A “ TP dot cos o
B Pydashe
Fig :646p Fig :446q

kan AU och AP pa nytt bestimmas ur ekv :644 {4) och (3) osv. Berikningarna
fortsitter tils tillfredsstillande konvergens erhallits. Vertikaldeformationerna
i punkterna @ och @ fér de successive iterationsstegen framgir av fig :646s
och resulterande normalkrafter av fig (6461,

165 Stabilitet

Ekv :644 (4) beskriver ett linefirt ekvationssystem. Detta dr i allméinhet 19s-
bart men Skas lastnivin p; genem multiplikation med en skaldr faktor A
kan vissa lastnivder nas fér vilka ingen I&sning kan erhélias genom att den
till ekvationssystemet hérande determinanten blir 0. Separeras de p,-be-
roende termerna frin de dvriga i viinsterledet cch maltipliceras p, med ska-
liren 4 kan ekvationssystemet skrivas

{ AL S0V AT(m) + AFA(my) - AS(p) AT(uy) + D{p] }AU = HL (n
dir AS{py) = S{z)— SO
HL =ekvationssystemets hogerled.

De lastliigen (A, A5 ...) for vilka ekv (1) saknar 15sning sigs vara system-
matrisens egenvirden, Av speciellt intresse dr dirvid det ligsta egenviardet
4, som representerar konstruktionens knicksikerhet. Tillhdrande deforma-
tionsvektor AU ger knidckkurvans form. (Betr egenvirdesberikning se
124: 353)

For konstruktioner med smé deformaticner och for vilka normaikraf-
ternas variation med deformationen kan férsummas kan 1 och AU direkt
bestiimmas ur ekv (1). | annat fall bestims py, #, och A, fér successivi dkande
lastnivéer. Den kritiska lasten erhails dd nir A= 1.

99

Snittkrafter
AN, ANy BN
L
4 |2
L_
2 £A
L
L53 £A

Fig :646n. V-matris

rikining

Knutpunkt|snittkrafier
qch ekve

AN, A, AN,

| I

1

?
2 -
1

2

08 -1

Fig :6460. A(0)-matris
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Fig 1646r. D{Pg)-matris
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¥7  Jamfirelse mellan olika metoder for bruksstadiet

De i :2-:6 beskrivna berikningsmetoderna utgdr olika sitt att bestimma
krafiférdelning och deformationer fér statiskt obestdmda konstruktioner
med hansyn till jamviktsvilkor och kontinuitetssamband, Forutsitts sma
deformationer, bibehiilen tvdrsnittsform och idealelastiskt material leder
dessa samband till ett linedrt ekvationssystem. Deita kan I8sas med sivil
direkta som iterativa metoder vilket framegdr av de beskrivna metoderna.
Ar nidgon av ovan nimnda forutsittningar inte uppfylld erhalls samband av
hégre ordning och berdkningarna maste utfdras med hinsyn hértill (se 64).

De ovan nimada jimviktsvilkoren och kontinuitetssambanden kan Gver-
foras till ekvationssystem med obekanta snittstorheter eller med obekanta
deformationsstorheter {=knutpunktsrotationer och fdrskjutningar). Be-
roende pi dessa obekanta sigs en berdkning enligt kraft- respektive de-
formationsmetod foreligga. Arbetsekvationer och Castiglianos sats (se :2 och
:63) 4r kraftmetoder. Berikning med hjilp av elasticitetsekvationer (se :3)
och primdrmomenimetoden (se :4} 8r vid tillimpuoing pi system med ofér-
skjutbara knuipunkter rena kraftmetoder medan de vid tillimpning pa sys-
tem med f6rskjutbara knutpunkter far karaktariseras som en kombination
av kraft- och deformationsmetod. Den successiva momentutiimningsmetoden
eller Cross’ metod {se :5) torde nérmast kunna betraktas som en deforma-
tionsmetod.

Vad giller anvindningen av dessa metoder kan allmint sidgas att kraft-
metoder bor efterstrivas for konstruktioner med litet antal statiskt obestdm-
da jamfért med antal frihetsgrader f6r knuipunktsdeformationer. Hoggradigt
statiskt obestimda konstruktioner med relativt f3 frihetsgrader (tex pal-
grupper) bér berdknas med hjilp av deformationsmetod.

Stérre konstruktioner berdknas numera med fordel med hjilp av datorer
med hénsyn till den stora arbetsinsats som kriivs fOr manuvella berik-
ningar. Detta giller sdrskilt system med méanga knutpunkisférskjutnings-
méjligheter.

Vad giller valet av berfkningsmetod vid manuellt uiférda berikningar
kan f6ljande rekommendationer ges:

Arbetsekpationer och Castiglianos sats dr 13mpliga for laggradigt statiskt
obestdmda konstruktioner. Hinsyn kan latt tas tifl ledade forbindningar,
dragstag etc.

En berdkning med elasticitetsekvationer blir vid enkla konstraktioner med
ett litet antal knutpunkter synnerligen dverskadlig och snabbt genomférbar.

Vid storre system med i huvudsak fixa knatpunkter dr en ramberikning
med primédrmomentmetoden eller enligt Cross” metod att foredra, Allmént gil-
ler ddsvid att vid ramverk, som skafl beridknas fér flera lastfzall, som regel
primarmomentmetoden fir den snabbaste, under det att vid konstruktioner,
som enbari behdver undersSkas fdr ett litet antal lastfall, Cross® metod dr
Hverligsen.

Vad slutligen giller de systematiserade matrismetoderna erhills s&vil
den minsta berdkningsvolymen sem den hégsta noggrannheten om valet av
de obekanta gdrs s& att ekvationssystemets bandbredd biir s& liten som
mdjligt. Med hinsyn till kapaciteten och snabbheten hos dagens datorer
far detta dock praktisk betydelse forst vid konstruktioner med flera hundra
knutpunkter,

8  Grinslastmetod
181  Allmiint

De i :2-:6 behandlade bruksstadiemetoderna kan oinskrdnkt tillimpas en-
dast under forutsiitning av att upptridande spdnningar o ligger under pro-
portionalitetsgrinsen ¢p. Som en f6ljd hdrav kan metoderna utnyttjas for
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d b e . . . .
Ideclplestiskt material Fig :8{ a—e. Férenkla-
\dealelastopiastiské moterial I p)

e o-z-diagram

& i v
A B
s ¥
7= Ffe fir e= & g=£E farezg) 7 I =
7= fir e =& g=07+ Eofe-6)) firg = 0
ORI —
0 & B 0 g g L
Samma flyrgrins vid fryck ach drog-
ning och abegriinsad fjharhet
c d P
3 b IS 1
: i
?
— 0 Tsa
W mae 1% €
| i
R I Obegrénsad fdibarhet samt flufordns
£ U:E_—L £ sid fryck =5 och vid dragring=Gg

en bestdmning av det spannings- och deformationstillstind, som wnpptrider
vid i praktiken ordindrt forekommande lastintensiteter, s k bruksiaster.
Nigot svar pa fragan om hur stor brostsdkerheten &r f6r en konstruktion,
som under antagande av elastiskt material dimensionerats for en viss till-
laten spanning Gy, Xan diremot inte erhillas genom en berfkning enligt
briksstadiemetoder.

Fér en bestiimning hiirav fordras en berékning av den last, granslast, som :
svarar mot konstruktionens fullstdindiga utnyitjande under beakfande av
aktuelit konstruktionsmaterials, inda upp till brott gillande, verkliga c—¢-
diagram. En string berdkning hérav blir som regel mycket mddosam att
genomféra beroende pa att de ordindra konstruktionsmaterialens o—e-dia-
gram dr av matematiskt starkt kompiicerad natur, vilket for praktiska be-
rékningar tvingar tifl inférande av fdrenklade o—e-diagram.

Néagra sidana redovisas i fig :81a—e.

Bestimningen nedan av balkars och ramars grinslaster bygger i §verens-
stimmelse med praxis i den hallfasthetstekniska litteraturen pd forutsitt-
ning om idealplastiskt material (fig :81¢), vilket uppkommer ur det i fig
:81a visade idealelastoplastiska, om detta kompletteras med antagande om
ofindlig tdjbarhet. For den praktiska tillimpbarheten hirav vid olika kon-
struktionsmaterial h#nvisas till vad som anférts 1 :1.

I den fdljande framstillningen, vilken begriinsas till att omfatta massiva
konstruktioner med sddana laster och utformningar, att inverkan av nor-
mal- och tvirkrafter (se :85 B och C) med god approximation dr forsumbar,
redovisas grinslasterna genomgdende som grinslastmoment.

:82 Grianslast for statiskt bestfimd balk 7

Tllustrerat pa det i fig :82a visade lastfallet har en srarisks bestamd balk, LT T
som via idealelastopiastiskt tillstind Svergar i idealplastiskt, f6éljande sta-
tiska verkningssits, Fir smé lastvirden ¢ rdder i varje snitt av balken elas- :
tiska forhdilanden med linedrt o-diagram enligt detalj o, fig :82b. Den dvre
grinsen fér detta tillstind markeras av det g-virde, fér vilket o-spinningen
i mittsektionens dver- och underkant (balkens mest anstringda punkter)
just uppnér materialets strickgréns . Olas g-lasten Gver detta virde, bor- i
jar flytzoner att utbreda sig fran mittsektionens &ver- och underkanter, vil-

ket medfér en omstillning av g-diagrammet till den i detalj 5, fig :82b,  Fig :82a
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Atergivna typen. Med ytierlipare kad lasi ndrmar sig mittsektionens o-
diagram allt mer det i detalj y, fig :62b, visade, vilketsvarar mot fullstindigt
genomplasticerad sektion (jir fig :81e), samtidigt som flytzonerna gar mot
den i fig :82a markerade utstrickningen. Sedan mittsektionen fullsténdigt
plasticerats, kommer den att for fortsatt deformation verka som en led —
en s k flytled har uppkommit. Hirvid deformeras balken flytleden utan att
lasten och dirmed momentet i flytleden Skas. Den frén borjan statiskt be-
ctimda balken Svergdr i en statiskt underbestiimd konstruktion, som sak-
nar férmaga till ytterligare Iastupptagning. I och med den starkast anstringda
sektionens (mittsektionens) genomplasticering dr darfor den fritt upplagda
balkens grénsiast uppnidd.

:83 Griinslast for statiskt obestamd balk

Anviinds den i fig :82a visade balken i stillet som tvisidigt fast inspind,
statiskt obestimd konstruktion (fig :83), blir dess statiska verkningssétt
féljande. Under elastiska férhalianden, dvs s& linge i varje punkt av kon-
struktionen o <0, rider en momentibrdeining enligt detalj g i fig :83.
Konstruktionens mest anstringda partier utgdr didrvid insp&nningssnitten.
Frin dessa utbreder sig, sedan lasten g kats dver det virde, som ger 6=0,
i inspanningssnittens mest ansiringda punkter, flytzoner, vilka, sedan in-
spanmingssnitten fullstindigt plasticerats, fir en utstrickning enlist detalj
o ifig :83.

For lastékning hirutbver tjinstgdr inspdnningssniften som icke-moment-
upptagande flytleder, vilket medfér, att konstrukiionen i6r denna lastdk-
nings upptagande kommer att verka som en statiske bestdimd, todsidigi Jritt
upplagd balk:. Lasten kan fér denna Okas, till dess att en flytled utbiidats i
mest anstringt snitt, fackmiti. Balken blir d& statiskt underbestdmd och
saknar férmaga tll ytterligare lastupptagning. Hérvid dr grdnsiasten upp-
nadd. Granslasttillstandet fér den tvasidigt fast inspinda balken karaktiri-
seras alltsd av fullstindigt genomplasticerade sektioner i fackmitt samt i
inspanningssnitten, vilket vid konstant tvirsnitt dr identiskt med numeriskt
lika stora moment A/ i samtliga dessa tre snitt. [ kombination med jimvikis-
villkoret att summan av eft stddmoment och momentet i fackmitt skall vara
=(1/8)gL? ger detta M ={(1/16)gL* med ett tillhdrande momentdiagram
enligt detalj y i fig :83.

:84  Synpunkter pé dimensioneringen

Vid en ordinir hallfasthetsberikning enligt bruksstadiemetod Kontrolleras
att mot dimensionerande (normalt i bestimmelser fdreskrivna) laster sva-
rande spdnningar inte @verskrider for aktuelli konstruktionsmaterial till-
laten spdnning oy, bestimd i frhallande till materialets strickerins o
eller brottarins oy av sikerhetsfaktorn n, enligt sambanden

(13

Storleken av sdkerhetsfaktorn a, viljs dirvid i forhallande till forvantad
exakthet i material, arbetsutfdrande ete, men gdrs ddremot ordindrt inte
beroende av sidana faktorer som sektionsform, spinningsférdelning &ver
konstruktionens tvirsnitt eller 1 konstruktionens ldngsled, konstruktions-
typ (statiskt bestdmd eller statiskt obestimd) m m.

n, =GOy €SP i, =0gl0un

]I

Fig :82b

& g
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4 Mot grinslosten svaran-
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For forhillandet Q,/Q.y mellan es av idealplastiskt material utformad
konstruktions gzinslast ¢, och det av oy bestdimda tillitna lastvirdet
Q. n medfér en ordinir bruksstadieberdkning féljande.

Vid lasten n, Oy, har flytspanningen o just borjat upptrida i en konstruk-
tions mest anstringda sektion. Vid statiskt bestdmd konstruktionsutform-
ning kan lasten ytterligare &kas, till dess att flytspénningen vid grinslasten
O, utbrett sig ver hela sektionen. Storleken av demna Skning beror av sek-
tionsformen och uppgar vid rektangulir sektion il 50 9%, vid cirkulir sek-
tion till 70% och vid parailetlflinsig f-sektion till 10 a 20%, svarande mot
en brotisikerhet Quf Qi =1,50n, Qi Qun=1,70m, resp Oy/Qun=1,1 2
1.2n,. Vid statiskt obestdmd konstruktionsutformning tillkommer harut-
Over vid Svergdng fran bruks- tili brottstadium en gynnsam momentom-
lagringseffekt, vilken speciellt for tvasidigt fast inspand balk enligt :83 med-
£6r en ytterligare 8kning av brottsikerheten med (16/12—1)-100=133 % till
for rektangulér sektion Qyf Q= 1,33+1,50n, =2n,, for cirkuldr sekfion O/
Qe = 1,33-1,70m,= 2,265, och f6r paraliellflinsig I-sekiion O/ Qyy=1,33
(1,1 a 1,2)n,—1,46 & 1,60n, En ordindr bruksstadiedimensionering for en
enligt ekv (1) fixerad, tilliten spdnning Oy, resulterar foliakiligen | konstruk-
tioner, som vid ett och samma materigl fdr brottsikerhetar, som starkt varierar
med sektionsform ock konstruktionstyp. Detta forhéllande undviks om man
vid en pi grinslastmetod baserad héllfasthetsberikning utgdr frin en kon-
stant sdkerhets- eller lastfaktor m, och tillser att » x aktuell last blir <
konstruktionens grénslast Q.. Normmdssig belasiningsfaktor n, fér grins-
lastdimensionering anges i StBK-Ki »Griinslasthandbok» fér stilbidrverk
och i »Aluminfumkonstrukiioner 1966» I6r birverk i aluminiumlegeringar.

Det ovan anférda giller endast under forutsétining av idealplastiskt ma-
terial. Vid konstruktioner med liten deformerbarhet kar i vissa fall bgjbrott
intrida vid visentligt ldgre laster #n de, som erhdlls ur en renodlad berfik-
ning enligt grinslastmetod. Visentligt ir givetvis vidare, att risken for
andra brottyper — skjuvbrott, stabilitetsbrott {tex kniickning, vippning,
lokal buckling) etc — samt att risken fér uppkomst av generande nedbdj-
ningar kontrolleras. Jfr vidare de under :1 limnade synpunkterna.

For de speciella problem, som uppkommer vid en grédnslastmetodbersk-
ning fér upprepade, varierande lasrer hiinvisas till :89.

:85 Enkelsymmetriska tvirsnitts grinslastmoment vid ideal-

plastiskt materiall
A Enbart moment
Vid momentangrepp av ett balkivirsnitt av idealplastiskt material med fika
flyegrdns o, fér tryck- och draglast stiller neutralaxeln in sig p& en sadan

nivé, att tryckt sektionsdel A, blir—dragen sektionsdel 4,=4% A (jir fig
:85a). For griinslastmomentet ger en momentekvation sambandet

M, =4o,A4p, 8]
ivilket g, betecknar avstindet mellan de tryckta och dragna sektionsdelarnas
tyngdpunkter G, respektive G,. Omskriven till en redovisningsteknik, som

verensstimmer med den vid elastiska férhallanden ordindirt tillimpade (Na-
viers ekvation) far ekv (1) formen

M=o, W, @
dir W = %AQS 6)]

dr sektionens s k plastiska béimotstdnd {motstdindsmoment), sammanstillt i
tabell :85 £5r nigra vanligen férekormande sektionsutformningar.
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i61:8

Tabel! :85. Plastiskt bdjmotstind W,

B, [i_ l/(_i)m _ﬁ]h
o B-b B-b  2B-b
4‘

¢ — 2r\?®

S Wo=3dii1-—{1 -~
hoLg

o

R For t<d: W =1d*
it Vid bajning kring axel x —x
e __r‘_x A W, =bty(h— 1) + 10,0k — 208
N
el Vid béjning kring axel ¥ —y
B ;
L@Hﬁ‘ W, = b b2, + 3 (h— 2) £

B Inverkan av normalkraft vV

Generellt medfér en normalkraft N, som verkar i den mot rencdlat angrepp
av grinslastmomentet M, gvarande neutralaxeln, en minskning av tviirsnit-
tets momentupptagande fSrméga till ett viirde My, For detta reducerade
grénslastmorment Mg, giller enligt fig :85b for fallet idealplastiskt material

med lika strackgréns ¢, for tryck och dragning sambandet

M,y = M= Ni @
i vilket £ betecknar avstindet fran den ovan ni#mnda neutralaxeln tili

| i
i - T N2 G

; Gy } Moy b M, ‘
fLJ—\%W‘ e e G e Y
AN T ==

ren bujmngﬁ."H{ E;:__-,E": ] |

a ~~g) """i,;y 7 Fig :85b

tyngdpunkten Gy av den i detalj «, fig 185D, sektionerade ytan Ay= Nf2o,.
For rektangulir sektion kan ur ekv (4) hirledas sambandet

M= M1 - (NN (5}

diir M, = griinslastmomentet vid N=0, N=aktueill normalkraft och N =

gy d= arinslastnormalkraften vid M=0.
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Mgy enligt ekv {5) kan approximativt tillampas vid Sverslagsberdkningar
ocksd for andra sektionsutformningar 4n den rektanguldra {jfr fig :85¢).
Vid balkar och l-vaningsramar med ordindr utformning &r som regel
N{N;<0,I och normalkraftens inverkan pa den enligt grinslastmetod berik-
nade moementférdelningen med god approximation férsumbar. Vid fler-
viningsramar diremot blir normalkraftsinverkan inte sillan av betydelse,
vad giller de nedre viningarnas momentupptagande férmaga, och vid bagar,
i synnerhet di vid fordelade belastningar, blir som regel normalkraftsin-
verkan av direkt utslagsgivande karaktdr vid en bestdmning av iviirsnitiens
grinslastmoment. Vid bagkonstruktioner tillkemmer hirutdver inte sillan
en icke forsumbar effekt pa grinsiasten av momentomlagringar fran utbdj-

ningarna — jfr bl a [49].

C Tnverkan av tvirkraft 7

Ndrvaror av en tvirkraft 7 nedsitter generellt ett tvirsnitts momentupp-
tagande formdga. Vid ramkonstruktioner dr denna reduktion av grinslast-
momentet s3 gott som undantagslost utan praktisk betydelse. Vid konti-
nuerliga balkar kan reduktionen i mycket extrema fall uppga till 10 4 15%,
vad géller stédmoment, men som regel dr effekien av tviirkraften pd griins-
lastmomentet med god approximation fdrsumbar ocksd f6r kontinuzerliga
baikar.

I tveksamma fall dr en Overslagsberikning av det med hiinsyn til} tvar-
kraftseffekten reducerade grinslastmomentet M, tillradlig. For rektangu-
ldr sektion av idealplastiskt material med lika strickgréns o, fér tryck och
dragning kan denna dverslagsberiikning med tillfredsstiflande noggrann-
het genomfdras ur sambandet (se Horne [43], [48])

MopiMy = 1 —044(T T2, dir T, = ko, 4 0}

med giltighet £6r T/7,<0,79. For [-sektioner giller med god precision inom
hela omradet 0<¥/T;<1 det av Heyman, J och Dutton, W L i Welding
and Metal Fabrication 1954 uppstiillda uttrycket

Mg /M, = 1= (A= AD(A+ AN = V1= (YT, die Ty = (1)) 3) 0,4, (7)

i vilket A=totala tvirsnittsytan, 4;=livytan och 4,=sammanlagda ytan
f6r bada flinsarna.

186 Grinslastreoment for statiskt obestimd balk i et fack

A Tvasidigt fast inspind balk

I avsnitt :83 har i anslutning till det i fig :83 angivna lastfallet visats, att en
tvisidigt fast inspédnd balks grinslast &r uppnidd i och med att flytleder ut-
bildats 1 balkens tre mest anstringda snitt.

Exempel 1. Bestim den mot granslasten svarande momentférdelningen vid
den i fig :86a visade, tvdsidigt fast inspinda balken med efter sin lingd
konstant sektion.

Problemet bestdr i att finna det momentdiagram, som uppfyller jimvikis-
villkoren och som i balkens tre mest anstriingda snitt har numeriskt lika
stora bOjmoment M, JFamviktsvilikoren kan uttryckas genom den till-
hérande statiskt bestimda, tvasidigt fritt upplagda balkens momentdiagram
ABC, vilket har sitt maximivirde DC=A(1~1) PL i P:s angreppssnitt. Det
resterande villkoret numeriskt lika stora moment M i de tre mest anstringda
snitten blir uppfylit, om i momentdiagrammet ABC en horisontell moment-
nellinje EF inliggs genom CD:s mittpunkt enligt fig :86a. Balkens tre mest
anstridngda snitt &r foljaktligen de bAda inspinningssnitten samt P:s angrepps-
snitt, vilka samtiiga, d4 balken dr maximalt utnyttjad, har ett grinslast-
mement M=3A1 -2 PL
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Exempel 2. Berikna for den i fig :86b, detalj « visade, tvisidigt fast inspénda
balken momentfdrdelningen enligt granslastmetod. Balken fOrutsitts ha
rektangaldr sektion med konstant bredd & och med héjd A, som i balkens
1/ -punkter diskontinuerligt f6rdndras enligt figuren fran kg til} 24,.

Av tabellen i :85 &ver det plastiska motstAndsmomentet W {dljer, att
orn grinslastmomentet T8 balksektionen med den minsta hijden A, beteck-
nas med M,, si biir det mot balksektionen med den stérsta hdjden 24,
svarande grinslastmomentet=4Af,.

Problemet bestar i ait i den tilthSrande fritt upplagda balkens moment-
diagram ABC inligga en momentnollinje EF, som ger maximalt utnytijande
av de tre mest anstriingda snittens momentupptagande forméga. Antas dessa
snitt vara de bada inspinningssnitten samt mittsnittet, erhalls for moment-
nollinjen det i fig :86b, detalj 2 inritade l4get, karaktiriserat av mittmoment
M, och inspinningsmoment 4M,. En nédvindig forutsdtining fér demna
I6snings riktighet dr, att den inte i nigot spitt inom omrédet for sektions-
hojden A, ger ett moment> M, Av figuren framgar, ait denna forutsittning
dr uppfylld, vartor antagen flytfigur med flytleder i inspdnningssuitten och
i fackmitt ir den ritta. Det tiflhérande grinslastmomentet M, erhills direkt
ur figuren till M= (1/40)gL%.

Om votlingden minskas fran L4 tili L/6 {detalj § i fig :86b) blir med
momentnollinje EF enligt detalj o béjmomentet i de snitt, dir sektionshdj-
den diskontinuerligt férindras, stdrre in grinslastmomentet M, Hérav
f5ljer, atten flytfigur baserad pd flytleder i fackmitt och i inspdnningssnitten
ar felaktig vid votlangden 1/6. En fdrnyad 18sning med antagna flytleder i
fackmitt samt i de bada snitten for den sprangvisa hiijdfdrindringen resul-
terar i ett momentdiagram enligt detalj £, vilket direkt inses vara riktigt.
Ur detta beriknas f6r det mot votlangden L/6 svarande grénslastimomentet

IM = 1q(ZL), dvs M =(1/36)gL"

B Ensidigt fast inspand balk

En balk som ar fast inspind vid den ena #ndeg, fritt upplagd vid den andra,
dr en 1-falt statiskt chestdmd konstruktion. Sedan den genom belastning P z
getts en flytled, kommer den fér lastdkning hdruttver att verka som en .
statiskt bestdmd balk. Okas lasten, till dess att yiterigare en flytled upptrd- e
der, erhdlls for fortsatt lastdkning en statiskt underbestimd konstruktion,

vilken saknar férmaga till yiterligare lastupptagning. 1 maximalt utnyttjat
tillstand karaktiriseras alltsd en ensidigt fast inspind halk av tva flytleder.

Exempel 1. Berdkna for den i fig :86¢ visade balken med konstant sektion
momentdiagrammet enligt grinslasimetod.

Dei uppstilida problemet bestir i att i den tillhérande fritt vppiagda
halkens momentdiagram ABCD genom B ligga en momentnollinje BE,
som i balkens tvdl mest anstrangda snitt ger numeriskt lika stora béjmoment
M,. Lisningen finns genomfdrd i fig :86¢, av vilken framgdr, att balkens
bada mest anstringda snitt utgdrs av inspinningssnittet samt av den higra
P-lastens angreppssnitt.

Ur likformiga trianglar berdknas f6r grinslastmomentet M

M,JL— (}PL— ML, dvs M, =1PL

Exempel 2. Beriikna det mot grinslasten svarande momentdiagrammet f6r
den i fig :86d visade balken med konstant sektion.

Problemet inpehdller jimfort med det ovan i exempel I behandlade en
extra svarighet darigenom att det exakta liget av fiytieden i faltet inte ar
frin bérjan bekant. Denna svarighet kan alltid 1dsas genem en successiv
prévning med olika lutningar fér moment-nollinjen BD. Den nimnda flyt-
ledens lige kan ocksd bestimmas anralytiskt eiler genom en direkt geonier- Fig :86d
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riske konstrufetion p& det sitt, som visats i figuren genom beteckningarna
(1), (2) och (3) f6r de olika konstruktionsetapperna [49].

I kompletierande syfte genomfdrs ocksa en analytisk ldsning av proble-
met, varvid som obekant storhet inférs upplagsreaktionen ¥ i balkens glid-
lager. F&r inspinningsmomentets absolutviirde erhalls

| M| =3ql?— VL

For filtmomentet i snitt x gitler uttrycket (v rdknat frAn upplaget B)
Me=Vx— Fax®

vilket antar maximivirde for

dM /de=¥V—gx =10, dvs for x = ¥{g

For maximivirdet av filtmoment M, erhills hidrigenom

Mypay = M= V?/2q

Villkoret, att | Mg} = My == M, ger nu sambandet

3qL2— VL= V32q

varor for upplagsreaktionen ¥ berfiknas virdet

y=(/Z- Dk

och for granslaststadiets dimensionerande béjmoment virdet

My = —M,= V2i2g=(3/2—y2)ql?
Exempel 3. Berikna det mot grinslasten svarande momentdiagrammet f&r
den i fig :86¢ visade, ensidigt fast inspinda balken med rektanguldr sektion,
som med konstant bredd b har en sektionshdjd /%, som enligt fig :86e dis-
kontinuerligt férandras fran A, till 25,.

Vid fullt uthildad plasticering giller fér balkiviirsnittet med sektionshdj-

den %, grinslastbjmomentet — tabeli :85 Poett fr den

apg2 tillhérende fritt
M= %bhoo's upplagda botken
och for balktvirsnittet med sektionshijden 24, grinslastbéimomentet Fig :86e

M, =1b(2g0, = bh 20, = 4M,

1 grinslaststadiet upptrider flytleder i inspinningssnittet A samt i ett
filtsnitt B, vars lige kan geometriskt Xonstrueras enligt fig :36e pé analogt
sitt som det 1 exempel 2 redovisade. I snittet A upptréder dérvid i grins-
laststadiet béjmomentet | M, | =4Mf, och i snittet B bsjmomentet M = M.
En nddvindig férutsitining fér genomférd 18snings giltighet &r, att det i
sprangsnittet C upptridande b&jmomentet < grinslastmomentet M. Vid i
tillimpningen valt iige fér spréngsnittet ir denna férutsittaing uppfylld.
Om genomford konstruktion av grinsiaststadiets bdjmomentdiagram i snit-
tet C givit ett bojmoment > M, hade detta varit ett kriterium pa att vald
flytfigur inte varit korrekt. En annan flytfigur, innehallande flytled i snittet
C, hade d4 fatt undersikas.

:87 Griinslastmoment for kontinuerlig balk

Fir en kontinuerlig balk med konstant sektion, piverkad av genomgiende
a4t samma hall rikitade, varandra linedrt beroende lasrer kan granslastmomentet
M, bestimmas pa foljande sitt [49],

Fér varje delfack AB, BC, CD ... beriiknas enligt fig :87a de granslast-
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moment My, Mo Mg ---» S0m svarar mot fullstindig plasticering av
respektive delfack, varpi den kontinuerliga balkens grinslastmoment M,
erhills som det stdrste av delfackens griinslastmosment, Speciellt fér det i
fig :87a angivna lastfallet ger detta M = M, och en flytfigur, som vid
den kontinuerliga balkens maximala utnyttjande har flytleder endast Gver
stddet B samt i faltet av fack AB. Vid av varandra linedist beroende laster be-
stdms foljaktligen den kontinuerliga konstruktionens totala barférmaga helt
av barférmigan for det starkast anstringda delfacket.

Vid av varandra linedrt beroende laster, som i den kontinuerliga balkens
delfack ar omudxlande uppdt- och nedditriktade, fordras £6r en berdkning av
dimensionerande granslastmoment generelli en undersfkning av ett stdrre
antal flytalternativ 4 vid lastfall av den typ, som visas i fig :87a.

Farhallandena illustreras av det i fig :87b angivna lastfallet. Av figuren
framgar, att vid radande P,/Py,-forhiilande en grinslastberikning, baserad
pa maximalt utnyttjat fack AB med flytleder dver stddet B samt i P;:s an-
greppssnitt, resulterar i ett moment> M, 1 Pyis angreppssnitt (flytalternativ
«). Denna flytfigur ir dirfor inte méjlig. Analogt ger en berZkning enligt
fiytalternativ § ett moment > M I P;:s angreppssnitt, varfor ocksa detta flyt-
alternativ 4r omdjligt. Vid det ritta fiytalternativet, redovisat i figurens
detalj v, uppirider en flytfigur med flytleder i P;:s och Py:s angreppssniit
utan plasticering §ver mellanstédet B.

Vid en kontinuerlig balk i 3 fack med last enligt fig :87¢ blir, beroende
pi de inbdrdes férhillandena mellan P, P; och Py, ndgot av de i figuren an-
givna 6 fiytalternativen aktuellt. Vid kontinuerlig balk i 4 fack blir vid om-
vixlande nedat- och uppitriktade laster antalet aktuella flytfigurer att un-
derstka 10, vid balk i 5 fack 15 eic och allmint vid balk i » fack dn(n+ 1).

:88 Ramkonstruktioners griinslastmoment

A Direkt berikningsmetod

Vid okomplicerade ramkonstruktioner under enkla laster kan dimensio-
nerande grinslastmoment som regel 14tt bestimmas genom en direkt berék-
ning for olika flytalternativ. Férfarandet illustreras pa det i fig :88a vi-
sade fallet, dvs en O-ledsram med efter hela sin utstrickning konstant tvir-
snitt, belastad med av varandra lineédrt beroende punktlaster F och A.

Foljande flytalternativ &r geometriskt mdjliga:

1 Det i fig :88b angivna, svarande mot maximalt uinyttjad ramdel BD,
med flytleder i B, C och D. Fér detta flytalternativ erhalls direkt ur det i
figuren redovisade momentdiagrammet
M,=1Pa @

2 Det i fig :88¢ angivna, svarande mot maximalt utnyttjade ramben och
karaktdriserat av flytleder i A, B, D och E. Harfér beriiknas ur rambenens
momentdiagram

M,=1Ha 0]

A] B I &
S
[ M l
7 1o
i
| Y
4 l ia
—
s s
Fig :87%
3 1 I
7 2
}
Fig :87¢ i
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3 Detifig :88d redovisade med flytlederi A, C, D och E, vid vilket grins-
lasten upptas genom kombinerat utnyttjande av ramben och ramhorisontal.
Det mot detta fiytalternativ svarande momentdiagrammet finng angetf i
Tig :%8e, ur vilken beriknas

genom momentekvation fir delen DE: X = 2M /o
genom momentekvation f6r delen CD: Y =2M_/a
genom moementekvation kring A for hela ramen:

— M+ Ha+Pa—Y-2a— M, =0
varav
M, =(l/6)(P+Ha ©

Vid givet forhallande P/H erhails ur ekv (a)-(c) tre virden pa grinslast-
moementet M, Det stérsta av dessa virden dimensionerar och bestimmer
typen av flytfigur.

De till de tre flytalternativen hdrande ekv (a), {b) och (c) kan i diagram-
form sammanfattas enligt fig :88f. Ekvationernas tre riita linjer ger dirvid
en dimensionerande begrinsning abcd. Skdrningspunkten mellan denna
begransning och en mot ett givet forhéllande H/P svarande rit linje genom
origo ger aktuellt granslastvirde cch akiuellt flytalternativ. Det framgdr
tex ur diagrammet, att f6r H= 1P giller fiytalternativ 1, fér H=P flyt-
alternativ 3 och fér H =3P flytalternativ 2.

B Berikning genom kembination av elementarmekanismer

a Allmdnt

¥id ramkonstruktioner av mera komplicerad uppbyganad kan det ofta
vara svart att fran borjan klaré dverblicka de olika geometriskt méjliga flyt-
alternativen. T sddana fall kan en grinsltastmomentberikning med fordel
genomfdras exempelvis enligt den nedan illustrerade metodiken, vid vilken
dimensionerande flytfigur framriknas genom en systematisk kombination
av s k elementarmekanismer=av varandra oberoende flytfigurer, gencm vilka
begrénsade ramavsnitt genom plasticering blir maximait utnyttjade.

b Begreppet elementarmekanism

For en enkel, dppen ram av exempelvis den typ, som behandlats under A,
kan #d huvudtyper av elementarmekanismer upptriida, nimiligen dels
balkmekanismer, karaktiriserade av att en enstaka balk (i fig :88g balken
BCD;) fullstidndigt plasticeras, och dels en renodlad Anutpunkisforskjutnings-
mefkanism enligt fig :88h. Dessa bdda elementarmekanismer kan direkt éver-

lagras till den i fig :381 visade kombinerade mekanismen, Fdr en enkel,
oppen ram med utformning och last enligt fig 88 existerar sex av varandra
cberoende elementarmekanismer, ndmligen fyra balkmekanismer enligt
fig :88k (samtliga redovisade i en figur) och tvd knutpunktsférskjutnings-
mekanismer enligt fig :881 och m.! Genom direkt Sverlagring av tva eller
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-

flera av dessa elementarmekanismer kan olika typer av kombinerade meka-
nismer erhéallas. Som exempel hirpd visas i fig :88n en flytmekanism, er-
halles som summan av de bida balkmekanismerna fér CDE och EFG
(fig :88%) samt knutpunktsférskjutningsmekanismen enligt fig :881, och i
fig 880 den flytmekanism, som uppkommer genom direki Gverlagring av
de bAda knutpunktsférskjutningsmekanismerna enligt fig :881 och m.

Vid kontinuerliga ramar och flervdningsramar tillkommer utdver de bada
ovani nimnda typerna av elementarmekanismer ytterligare en typ, nimligen
3 k knutpunictsrotationsmekanismer, Kdnnetecknade av flytleder, som mdj-
liggdr en renodlad rotation av knutpunkter med fler &n tvd anslutande
ramdelar (jfr fig :88¢). Sddana elementarmekanismer har -— bortsett fran
fallet, att de aktuella knutpunkterna dverkas av yitre koncentrerade bdjmo-
ment — isig sjilv ingen reell mening, men blir av betydelse, d4 de kembineras
med andra typer av elementarmekanismer, vilket nirmare illustreras av
beridkningsexemplen nedan. Tillimpat pd en 2-vdningsram med utformning
och last enligt fig :88p, erhalls sex av varandra oberoende elementarmeka-
nismer -— tva balkmekanismer (fig :88¢), tva knutpunkisférskjutningsmeka-
nismet (fig :88r och §) samt tvad knutpunktsrotationsmekanismer (fig :880.

Generellt galler £or det tifl ett givet ramlasifall hérande antalet elementar-
mekanismer, att detta 4r lika med skillnaden mellan det antal snitt, i vilka
hiéjmomentets storlek méste beriknas, for att momentdiagrammet skall bli
entydigt bestiimt, och antalet statiskt obestimda kvantiteter for ramen. Spe-
ciellt f8r ramen entigt fig :88g blir momentdiagrammet entydigt fixerat,
sedan momentets storlek beriknais i snitten A, B, C, D och E, dvs i 5 snitt
— melian dessa snitt har ndmligen momentet en frén bérjan kind, linedr
variation. D& vidare ramen 3r 3-falt statiskt obestiimd, Idljer, ait antalet
elementarmekanismer blir 5—3=2. For detifig :88] visade lasifallet blir

P s
G I 12
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y::
¢ g i
H ' |B E
o ez 7 7
F
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analogt momentdiagrammet entydigt bestimt vid beriknade momentviir-
den i B, C, B, E, F, G och H, dvsi7 snitt, vitkket kombinerat med for-
héllandet, att ramen &r 1-falt statiskt obestimd, ger 7—1=46 elementar-
mekanismer. En 6vergdng fér pigon eller ndgra ramdelar fran punktbelast-
ning P till j@mnt fordelad last g meditr £for dessa ramdelar en parabolisk
momentvariation i stillet for linedr, men forindrar inte det fér entydigt
hestimt momentdiagram erforderliga antalet sni¢t med kdnda momentvir-
den och dédrfér inte heller antalet elementarmekanismer.

¢ Allmin berdkningsgdng
Allmént kan en grinslastmomentberfkning enligt metoden med kombina-
tion av elementarmekanismer genomfiras i féljande etapper:

1 Bestimning enligt ovan av det fdr lasifaliet karaktiristiska antalet
elementarmekanismer.

2 Berdkning av de olika ¢lementarmekanismernas griinstastmoment.

3 Overlagring av tva eller flera elementarmekanismer till kombmerade
mekanismer samt bestimning av dessas grinslasimoment.

Dimensionerande och bestimmande fér den i verkligheten upptridande
flytfiguren blir dirvid den elementarmekanism eller den kombinerade meka-
nism, som ger det stdrsia grinslastmomentet.

For den detaljerade berdkningsmetodiken hinvisas till efterféliande till-
[ampningsexempel.

d Exempel

Exempel 1. Beridkna for det i fig :88u visade lastfallet dimensionerande
moment enligt grinslastmetod, om de olika ramdelarnas inbérdes dimen-
sioner dr sddana, att de svarar mot grinstastmoment M for pelarna, (3/2)M,
for horisontalen DF samt 2M for horisontalen BD.

Antalet elementarmelanismer

Momentdiagrammet blir entydigt bestdm¢ vid kdnda momentvirden i A, B,
C, D (tre sniit), E, F G och H, dvs i 10 snitt, DA vidare ramkonstruktionen
ar 6-falt statiskt obestamd, féljer att lastfallets antal elementarmekanismer
blir 10—6=4. Dessa utgdrs av 2 balkmekanismer enligt fig :88v, 1 knui-
punktsférskjutningsmekanism enligt fig :88x samt 1 knutpunktsrotations-
mekanism enligt fig :88y.

LElementarmekanismernas grénslastmoment M,
Dessa kan berdknas direkt ur jimviktsekvationer pa det siitt, som ovan visats
i exemplet under A. I kompletterande syfte anvinds i detta sammanhang
for berkningen av M i stillet en Ainematisk metod, baserad pa forhillandet,
att en ramkonstruktion, di dess gréinslast uppnas, &vergir till en sk kine-
matisk kedja, som utan lastdkning kan deformeras genom enbart vinkel-
dndringar i flytlederna. I dessa utrdttar didrvid grinslasimomenten ett inre
arbete W, som ir lika med det ytire arbete 1, som den yttre lasten ger
upphov till, dd den medfékjer i den kinematiska kedjans deformation.

For den till defen BCD hirande, i fig :88 v visade balkmekanismes ger en
sidan kinematisk berdkning

W=M O +2M O +2M & +2M 6 =W, =P34
—— —_— L —
iB ic iD
TM O = (3 Pal; M, = (3/28) Pa=0,1071Pa (@
och for den till delen DEF horande balkmekanismen
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W= MO+GIDMO+GINM O+ MO =W, =Paf)l

et

iD iE iF
5,5M, 0 = (1/2) Pa®; M, = (1/11) Pa=0,0909Pa (b)
For koutpunktsfdrskjutningsmekanismen enligi fig :88x beriknas analogt
W= 6M @ =W, =(1/2) Pa®; M,=(1/12)Pa=0,0833Pa ©

Granslastmoment M, for kombinerade mekanismer

Av elementarmekanismerna ger enligt ovan den till delen BCD horande
balkmekanismen det stdrsta M -virdet. Det &r ddrfér naturligt att vilja
denna mekanism som bas vid konstruktion av sidana kombinerade meka-
nismer, som kan tinkas ha hégre M-virden &n det av ekv (a) givna.

En o&verlagring av balkmekanismen fér BCD och knutpurktsférsikjut-
ningsmekanismen enligt fig :88x ger den i fig :88z angivna kombinerade
mekanismen, I denna utrdttar P-krafterna ett yttre arbete W, som erhalls
som summan av de bada elementarmekanismernas ytire arbeten, dvs (ifr
ekv (a} och {c))

Wy = (3/4) Pa® + (1/2) Pal = {(5/4) Pal® {d) Fig :88z, Kombinerad mekanism

En direkt addition av de bada elemeniarmekanismernas inre arbeten ger
ett W, som dr stbrre dn den kombinerade mekanismens, beroende pd att
elementarmekanismernas flytleder i ramh&drne: B inte dterfinns i den kom-
binerade mekanismen. Hérigenom reduceras det inre arbetet med beloppet
MO+ MO=2M0, varpi for det resulterande W; berdknas (ifr ekv {a)

och (€

W,=TMO+6MO-2MO =110 &
Ty — W; ger s for den kombinerade mekanismen enligt fig :38z
11M, 0 = (5/4) Pa®; M, = (5/44)Pa=0,1136Pa )

dvs ett stérre M -virde #n for nigon av de fvriga, hittills undersdkia me-
kanismerna.

En &verlagring av den rena knutpunktsrotationsmekanismen enligt fig
:88y pa mekanismen enligt fig :88z resuiterar i den i fig :88aa visade, kom- ab
binerade mekanismen. Denna éverlagring ger ingen férindring av det ytire
arbetet W, frdn ekv (d). Diremot f¢réndras det av ekv (e) angivna inre ar-
betet 7, dirigenom, att (jfr fig :88z och aa) i knutpunkten D {61 ramdelarna
BCD och DEF tillkommer beloppen 2M; Oresp (3/2) Ms@, medan samtidigt
for vertikalen DH bortgar beloppet M, 6. Totalt ger detta en Skning i W,
av 2,5M5@ och, da tillhorande W, enligt ovan dr ofdrindrat, en minskning
av det av ekv (f) bestimda M -virdet. Flytmekanismen enligt fig :88aa dr
f5ljaktligen inte dimensionerande. PA anatogt satt inses, att den i fig :88ab
visade mekanismen, uppkommen genom kombination av mekanismen enligt
fig :88z och en motursriktad knutpenktsrotationsmekanism, inte kan vara
dimensionerande.

Direkt inses vidare, att en addition av knutpunktsrotationsmekanismen
till ramdelens BCD balkmekanism ger ofdrdndrat W, Skat W och dirfér 7 z
ett M, som 4r mindre &n den renodlade balkmekanismens. Inte heller den Fig :88aa—ac. Kombinerade ma-
s4 kombinerade mekanismen iir siledes dimensionerande, kanismer

En &verlagring av samtliga fyra elementarmekanismer resulterar i enm
kombinerad mekanism enligt fig :88 ac, fér vilken kinematiskt berdkaas

W= M,0+40M O+ 4M O+ 3M 01 2M O+ M O+ M O=16M,0

W, = (1j2) Pa® + P(3/8)al + P(1/2)a® = (7/4) Pald
W= W, M;={7/64) Pa=10,1094Pa (2
dvs ett mindre M, in {6r mekanismen enligt fig :88z.

79



Avd 16 Byggnadsmekanik

161:8

Fig :R8ad Fig :88ae

Darmed har samtliga tinkbara, pa balkmekanismen fér BCD baserade,
farliga flytmekanismer undersékts, varvid den i fig :882 visade mekanismen
funnits vara den dimensionerande. Som kontroll kan utnyttjas forhéllandet,
att i den riktiga [lytmekanismen inte fir finnas nfigot snitt, i vilket den
momentupptagande féirmagan (fér vertikalerna M, for delen BCD 2M och
fér delen DEF {(3/2)M ) Sverskrids. At s3 inte blir fallet for flytmekanismen
enligt fig :88z, kan litt konstateras genom konstruktion av det tillhérande
momentdiagrammet (ifr fig :88ad). Daremot ger en konstruktion av mot-
svarande momentdiagram for den i fig :88ac visade flytmekanismen (ifr
fig :88a¢) i mellanpelarens Gvre dndpunkt ett moment=143M,, dvs ett
stérre moment 4a vad pelaren vid fullstindig plasticering kan uppta, vilket
ir ett kriterium pé att flytmekanismen enligt fig :88ac &r felaktig.

Resnltar: Lastfallets granslastmoment M,=0,1136Pa, bestdmi av den i
fig :88z visade, kombinerade flytmekanismen,

Exempel 2. Beriikna fér en enligt fig :88af utformad och belastad tvivanings-
ram dimensionerande granslastvarde fér P. Rambiirverket har for varje
ramde! konstant sekiion, svarande mot ett griinslastbéjmoment M, for
ramdelarna BC, CD och DF, ett grinslastbdjmoment 2M; f6r ramdelarna
AB och EF samt ett grinslastbdjmoment 3M, {6r ramdelen BE.

Antalet elementarmekanismer

Fér att ramiastfallets bojmomentdiagram skall vara entydigt fixerat, ford-
ras, att bjmomentets storlek berdknas i snitten A, G, B (ire sniit), H, C,
1, D, K, E {tre snitt), L, M, och F, dvs i sammaslagt 16 snitt. Rambirverket
iy sexfalt statiskt obestimt. Antalet geometriskt méjliga elementarmekanis-
mer biir ddrfér 16— 6=10.

Elementarmekanismerna utgdrs av 6 balkmekanismer (fig :88ag), tvd
knutpunktsforskiutningsmekanismer (fig :88ah och ai) samt iva knutpunkts-
rotationsmekanismer (fig :88aj och ak). Mot de olika balkmekanismerna
och knutpunktsforskjutningsmekanismerna svarar entydiga griinslastviirden,
medan knutpunkisrotationsmekanismerna har betydelse endast som i
kombinerade mekanismer ingiende delar.

Elementarmekanismernas grdnslastmoment Mg

Som framgar av fig :88ag har ramlastfallet sex av varandra oberoende balk-
mekanismer. For dessas grinslastvarden ger en berikning enligt kinematisk
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metod f6ljande samband med © = vinkeldndringen for varje enskilt, av iva
pa varandra f64jande flytleder begriinsat avsnitt i en ramdels kinematiska

kedia.
Ramdel AB, EF: WY = 0,8P-6,250 = W' =4-2M,0

5PE = 8MG; M, =0,0625P (a)
Ramdel BC, DE: WY =08P-50 = Wi = 4M, O

4PO =4M.O; M, = F {b)
Ramdel CD: WY =125P 108 = W = 4M, 0

12,5P0 = 40,0 M, =3,125P ©
Ramdel BE: WY =4,5P-100 = W= 4-3M 8

45P0 = 12M . O; M,=3,75P (@

Analogt ger en berdkning enligt kinematisk metod for grinslastvirdet for
de i fig :88ah och ai visade knutpurktsfirskjutningsmekanismerna sambanden,
med @ =rambenens vinkelindring for den vre resp undre ramvéningen.

Forskjutningsmekanism ah: W¥ = 2-0,8P 56 = W = 4M 0

8PE = 4M B; M,=2P (&}
Forskjutningsmekanism ai: WY =2-08P- 12,50 +2-0,8P-6,250 = Wi=

~4:2M,0

30PO = 8M,8; M,=3,75P )

Kombinerade mekanismers griinslastmoment M

Av ovan for elementarmekanismerna beriknade grinslastsamband ger de
till balkmekanism f&r ramdelen BE och knutpunkisforskjutningsmekanism
ai horande l#gsta grinsiastvirdet P. I avsikt att finna en kombinerad me-
kanism, som ger énmu ligre grinstastvirde, ar det darfor naturligt ati i
f6rsta hand undersdka en kombinerad mekanism, som just 4r sammansatt
av balkmelanismen for ramdelen BE och forskjutningsmekanismen ai (fig
:88al). Vid en genom en sidan overlagring erhillen flytfigur blir emellertid
de bada elementarmekanismerna inte deformationsmissigt kopplade till
varandra — vinkelindringarna &, och €, ir oberoende av varandra. En enty-
dig, kombinerad mekanism uppkommer ddremot, om utdver de bada ndmnda
elementarmekanismerna inkluderas knutpunkisrotationsmekanismen aj (fig
:88am). For denna kombinerade mekanism ger en berdkning enligt kine-
matisk meted for det yttre arbetet WY uttrycket

WY =2-08P625+208P 12,56+ 4,5P- 106 = 10PO + 20PE + 45P6C =
=75PG

och f&r det inre arbetet W7 utirycket

Wi 3:2M,04+ MO +3-3M,0 = 16M,0

varpa ur villkoret W¥= Wt erhélls granslastsambandet

75P0 = 16M,0; M, =4,69P ®
Den kombinerade mekanismen enligt fig :88am ger afltsa ett ligre griins-
lastvdrde P #in nigon av elementarmekanismerna.

Uttrycken fér den kombinerade mekanismens yttre och inre arbeten ¥
och W' kan berfiknas nigot mera direkt genom [@ljande resonemang (jfr

exempel 1).

6--722436 Bygg 1 B, Sartryck
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Vid en Overlagring av de tre elementarmekanismerna till en kombinerad
mekanism fordndras inte de till elementarmekanismerna hérande yttre ar-
betena WY, En direkt summation av dessa yttre arbeten ger dérfér den kom-
binerade mekanismens yttre arbete W¥, dvs — jfr ekv (d} och (D)

W¥ = 45PB 4+ 30PE = 75P0

En jimférelse mellan den kombinerade mekanismens flytleder (fig :88am)
4 ena sidan cch flytlederna for balkmekanismen f6r ramdelen BE (fig :88ag)
och for knutpunkisforskjutningsmekanismen ai 4 andra sidan visar, att i
den kombinerade mekanismen &terfinns de bada elementarmekanismernas
flytleder, vad géller de till punkterna A, E, F och L hérande, T ramh&rnet B

dterfinns fér den kombinerade mekanismen inte de bada elementarmekanis- . -

mernas flytleder. T gengdld innehéller den kombinerade mekanismen for
ramhdrnet B en i ramdelen BC upptridande flytied, vilken saknas for de
bida elementarmekanismerna, Av det anforda framgar, att den kombine-
rade mekanismens inre arbete B kan beridknas genom addition av de bida
elementarmekanismernas, om samtidigt en korrektion infors for skiljaktig-
heterna i ramhérnet B, dvs om befoppen 30,8 och 2M,® subtraheras och
beloppet M, adderas. Den kombinerade mekamsmens inre arbete W far
hirigenom vardet — jfr ekv {d) och (f}

W= 12M,0+8M,0-3M 020 O 1+ MO =16M,0

En bverlagring av knmtpunkisrotationsmekanismen ak pd den i fig :88am
visade kombinerade mekanismen ger en iy kombinerad mekanism med ut-
formning enligt fig :88an. Fér det yttre arbetet WY giiller f6r de bada kom-
binerade mekanismerna samma uttryck — ekv (g) — dvs

WY =75P6

Fér det inre arbetet #¢ giiller ocksd for de bada kombinerade mekanis-
merna samma virde, vad avser de till flytlederna kring punkterna A, B, F
och L hérande delbeloppen. Frin ramhérnet E tillkommer f&r den kombi-
nerade mekanismen enligt fig :28am bidraget 30,0 +2M 0 =5M,© och
f6r den kombinerade mekanismen enligt fig 8831‘1 bldragez 3M 26+
+ MO =T7M_,6 till det inre arbetet W%, Fér den i ig :88an visade kombl—
nerdde mekanzsmen erhéils darfor for det inve arbetet Wiuttrycket — jfr
eky (g)

W= 16M,0+TM0-5M,60 = 18M,6
varpd villkoret W= WY ger grinsiastsambandet
75P0 = 18M,0; M_=417P {h)

Det mot flytfiguren enligt fig :88an svarande grinsiastvirdet P dr alltsa
stérre 4n grinslastvirdet for den kombinerade mekanismen enligt fig :88am
och darfor inte dimensionerande fér rambérverket.

Overlagras pa den kombinerade mekanismen enligt fig :88am forskjut-
ningsmelanismen ah samt balkmekanismen for ramdelen CD, uppkommer den
i fig :88a0 visade, kombinerade mekanismen. Denna karaktiriseras av ett
yttre arbete W¥, som erhills genom en direkt summation av de till balk-
mekanismen fér CD, férskjutningsmekanismen ah samt mekanismen enligt
fig :88am hoérande yttre arbetena, dvs — jfr ekv (¢}, (¢) respektive (g)

WY = 12,5P0+ PO+ 75P0 = 95,5P0
For det samtidigt i fiytlederna uppkomna inre arbetet ¢ berdknas ur fig
:88a0 uttrycket
=5M,0 13 2M, G +3-3M-0 =200 6
varpd ur villkoret W¥= W erhalls granslastsambandet
95,5P0 = 20M,0; M, =4,78P )

Av samtliga elementarmekanismer och ovan behandlade, kombinerade
mekanismer ger {Gljaktligen den kombinerade mekanismen enligt fig :88ao0
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det higsta granslastmomentet M, eller ligsta grinslastvirdet P. En addition
til! denna senare mekanism av knutpunkisrotationsmekanismen ak foriind-
rar inte det yttre och inre arbetets storlek och darigenom inte heller griins-
lastvirdet P.

Avslutningsvis undersdks genom konsiruktion av bijmomentdiagrammet
om ovan funnen dimensionerande fiytmekanism enligt fig :88a0 ocksi &r
rambelastningsfallets korrekta flytmekanism. Som kriterinm hérfor géller,
att det inte i nigot snitt av rambérverket fir upptrida nagot bdjmoment,
som &r stérre dn den tilthérande ramdelens grinslastbdjmoment — M fér
ramdelarna BC, CD och DE, 2M, for ramdelarna AB och EF sami 3M,
for ramdelen BE.

Béjimomentdiagramme! for dimensionerande flytmekanism
Av de ovan studerade flytmekanismerna ger den i fig :88a0 angivna det
ligsta virdet for grinslasten P. I det till denna flytmekanism horande boj-
momentdiagrammet (fig :88ap) kan direkt inritas bdjmomentvirdena for
mekanismens flytleder. Dirigenom bestéims direkt den linedra bdjmoment-
variationen mellan flytlederna I och D samt L och E. En &verlagring pé den
mot inspinningsbdjmomenten svarande linedra momentvariatioren f&r ram-
delarna DE ock EF av bdjmomentvariationen f8r transversalkrafterna 0,8°
bestimmer dessa ramdelars béjmomentdiagram. Speciellt erhilis i ramde-
larnas miitsnitt béjmomentet 0,4 P- 5= 2P foér ramdelen DE och btéjmomentet
0,4P+6,25==2 5P f6r ramdelen EF.

For bestimning av b&jmomentvariationen fér ramdelen AB berdknas
férst horisontalreaktionen H, i upplaget A. Ur en horisontell projektions-
ekvation for hela rambirverkess yttre krafter erhills sambandet

H,+H~4-08P=0; H,+Hg=32P

och ur en momentekvation med avseende pd upplaget E for ramdelens EF
ytire krafter sambandet

SJH12,5—-08P-625-2:9,55P =0

Sambanden ger for horisontalregktionerna K, och Hf i upplagspunkterna
A och F virdena

H,=193P; H,=121P

Med inspinningsmoment och horisontalreaktion kinda i upplagssnittet A

blir béjmomentdiagrammet for ramdelen AB bestimt. I ramdelens mitt«
snitt erhéalls momentviirdet

2M,— H, 6,25 =9,55P—1,27P+6,25 = 1,62P (D)

och i ramdelens inspdnningssnitt B momentvirdet

M~ H,-12,5-+0,8P 6,25 = 9,55P1,27P+ 12,5+ 5P = ~1,31P (D)

Ur férhéallandet, att bdjmomentet=0 i snittet mitt emeilan flytlederna 1

och D, berdknas fér ramdelens CP vertikalreaktion F; i andpunkten D ut-
trycket

M—Va'5=0; Vg= 4,78P{5=0,955P
Med ¥ och inspénningsmomentet i D kiinda blir ocksd béimomentdiagram-

met for ramdelen CD bestdmt. I ramdelens inspinningssnitt C erhalls béj-
momentvirdet

M,— Vg 20+1,25P10=4,78P—-0,955P- 20+ 12,5P= —1,82P (»7)

Anafogt beriknas £6r ramdelens BE vertikalreaktion ¥, i dndpunkten E
utérycket

3M,— ¥y+5=0; ¥,=14,33P/5=2,87P
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och for bdjmomentet i ramdelens inspanningssnitt B vardet
IM,— V- 20+4,5P 10 = 14,33P—2,87P-20+45P = 2,01 P (x)

Eér ramdelen BC ger den genomfdrda berikningen momentvirdet 1,82P 1
insp4nningssnittet C samt momentvirdet 1,31.°-- 2,01P=332P i inspin-
ningssnittet B — jfr fig :88aq. Di#rmed kan ocksi bdjmomenidiagrammet f6r
ramdelen BC konstrueras.

Av det nu i sin helhet bestimda bimementdiagrammet for rambirverket
framgér, att det inte innehaller ndgot snitt, i vilket béjmomentet &r storre
an tilladrande ramdels grinslastbdjmoment. Den f8r bijmomentdiagrammet
gillande Flytmekanfsmen enligt fig :88a0 &r ddrfor korrekt och den for ram-

barverket dimensionerande.

C Andra beriikningsmetoder

Av Svriga i litteraturen redovisade, systematiserade metoder £or bestimning
av ramkonstruktioners grinslaster fortjdnar specicllt att nimnas den av
Horne angivie plastiska successiva momentutjémningsmetoden, vid vilken
korrekt flytfigur besiims genom ett relaxationsforfarande. For metodens
detaljer hinvisas i detta sammanhang till publicerade arbeten pa omridet
(se tex [43], [44], [48] ach [S1D), i vilka ocksi beskrivs andra grinslast-

metoder fér ramkonstruktioner.

1890 TInverkan av upprepad varierande Iast

Vid de ovan genomfdrda ramberikningarna enligt granslastmetod har ge-
nomgiende férutsatis, att de verkande lasterna &r av varandrz linedirt be-
roende — samtliga multipler av ex ett lastvirde P, g etc. Under denna fér-
atsitining kan vid valda dimensioner berfiknas den brottsdkerhet

n=PJP;, n=gyqetc (1
som tillkér den som engdngsiast upptridande farligaste kombinationen av
dimensionerande laster uttryckta i P, g ete. I ekv (I} betecknar dérvid P
och g, de P- och g-virden, som bestdms av grinslastmomentet Af, vid di-
mensionerande flytfigur. Omvént kan man vid kénd farligaste lastkombina-
tion och fireskriven brotisikerhet n i stillet berikna for konstruktionen
erforderliga dimensioner. De vid byggnadskonstruktioner aktuelia lasterna
41 normalt inte sammankopplade pa detta sitt till som engingstaster upp-
sridande kombinationer., Det ordindra lastférloppet beskrivs i stillet av en
konstant, av egenvikten bestdmd inverkan, kombinerad med mer eller mindre
kontinuerligt varierande inverkningar frin nyttig last, snéilast, vindlast ete.
Vid en dimensionering ér dirvid — bortsett frAn extrema undantagsfall —
dessa varierande inverkningar kiinda endast genom vissa Gvre och uadre
gransvirden, givna { ex genom gillande bestdimmelser, men ddremot okinda,
vad géller det deteljerade variationsfdrloppet. For inverkningar av denna
typ infirs nedan i éverensstimmelse med litteraturen p4 omradet beteck-
ningen upprepad, varierande lasr.

Vid en upprepad varicrande last kan ett flytbrott bli aktuellt vid ett dvre
lastvarde P, g som #4r Jigre iin den mot en engdngslast svarande grinslasten
P,, g, Foljande ¢vd huvudtyper av flytbrott kan didrvid uppkomma:

1 Vaxelfiptbrott (alternating plasticity collapse).
2 Tillvgxtflytbrott (incremental coliapse).

Ett vaxelflptbrott #r till sin typ eit utmattningsbrott och orsakas av att
den upprepade varierande lasten i nigot eller ndgra snitt av en konstruk-
tion ger flytning omvixlande genom tryck och dragning. Det slutgiltiga
brottet kommer dizvid som regel efter ett relativt litet antal lastviixiingar —
av storleksordningen 100 4 1 000.

Ett zilivdxifiythrott karaktirviseras av att konstruktionen i ndgot eller
nagra snitt vid varje cykel av den upprepade varierande lasten fir en icke-

84

F332P

kN
Fig :88aqg

‘)2,01.0




Kap 161 Statiskt obestiimda fackverk, balkar, ramar

161:8

avtagande, 4t bestimt hall riktad tillvéxt i kvarstaende, plastiska vinkel-
andringar. Bro#t intrdffar genom att summan av dessa vinkeldndringstill-
skott blir si stor, att materialets deformationsfdrmaga Gverskrids.

En beriikning av de mot vixelflytbrott och tillvaxtiiytbrott svarande last~
virdena férutsitter kinnedom om momenttillstandet vid elastiska fgrhal-
landen och blir som en f8lid hdrav normalt tidsddande i jimforelse med en
ordindr grinslastberskning enligt de linjer, som angetis ovan i :86-:88.
Fir det detaljerade genomitrandet av sidana berdkningar for vixelilyt-
brott och tillviixtflytbrott hanvisas i detta sammanhang till litteraturen pé
omradet. {Se t ex [43] och [51].)

For en vidare belysning av den skildrade problemstallningen ges nedan
en pd i [43] genomférda kaikyler baserad, beskrivande analys av verknings-
sdttet vid det i fig :88a visade lasifallet.

Fran den i :88 A genomforda behandlingen &r det bekant, att den mot en
engdngslast svarande grinslasten P, for specialfallet H=P har virdet
P —3Mja (@)

Utsitts konstruktionen i stillet fér en apprepad last, uppbyggd av f6ljande
lastcykler

P=+P>0-+0 -+0—>-+Posv (b
H= +P+0~-—P->0—>+Posv

ger en beriikning, att for
P=P!>276M/a (c}

kommer inspdnningssnittet E att bli utsatt f&r omvixlande positivt och
negativt flytmoment, + M, resp — M, vilket efter ett bestami antal upp-
repade laster f6r till vdxelflyzbrotz i konstruktionen.

Angrips konstruktionen i stdllet av en upprepad last med féijande last-

cykler
P=+P+0-0->0~>+P osv @
H=+P->0>+P+0~>+Posv

kan, beroende pa storleken av P, ndgot av féljande ajternativ intriffa:

1 P<2,74M fa. Efter den fbrsta lasteykein med flytning i nigot eller
négra av snitten A, D och E uppfdr sig ramen f6c upprepade iastcykler helt

elastiskt.

2 2,74M ja< P<2,86Ma. Under varje lasteykel uppkommer en kvar-
staende tillviixt i plastisk vinkelindring i snitten D och E, da fasten P= + P
och H= + P paférs, och i snittet A, di enbart lasten H=+ P pafors. Stor-
leken av dessa vinkelindringstillskoti avtar med antalet lastcykler och de
totala kvarstiende vinkelindringarna konvergerar mot bestdmda grans-

virden,

3 P> 2,86M3/a=P§”. De kvarstiende plastiska vinkeldndringstillskotten

blir fér varje lasteykel lika stora, vilket medfSr totala kvarstiende vinkel-
#ndringar, som med Okat antal lasteykler obegréinsat tillviixer och far tili

titlvéixtfIytbrott.

parhallandena illusireras yiterligare av diagrammet i fig :89, vilket for
olika P-virden ger den totalt kvarstiende horisontalférskjutningen & av
BCD som funktion av arntalet upprepade lastcykler n.

Ay det ovan anférda framgér, att, om den i fig :88a visade ramen dimen-
sioneras med en bestimd brotisikerhet » f6r en engdngsiast P jamte H, dir
H =P, fir den for en upprepad varierande last av typ enligt ekv (b} en broti-
sikerhet mot vdxelflytbrott r¥=2,76/3n=0,920n, och for en upprepad
varierande last av typ enligt ekv {d) en motsvarande brotisikerhet mot
tilledxtflytbrort nt?=(2,86/3)n=0,953n. Vid foreskrivet maximalvirde for

08
[ 06
B g4l _’_/jﬂ'fifu
§ L] P:?FBEMSJ’E:&“’
W P27 M fa
i} L P |
17 |
e}
Fig :39
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lasten blir féljaktligen brottsikerheten nigot mindre, om lasten édr av typen
upprepad varierande dn om den inkommer som en engingslast. Av detta
fir inte dras den slutsatsen, att en beriikning enligt ordindr grinslastmetod
{:86—:88) vid byggnadskonstruktioner, fér vilka normalt lasten dr av typen
upprepad varierande, generellt ger dimensioner pi osdkra sidan. Som en
gynnsam faktor for en berikning enligt ordinir grénstastmetod i jimforelse
med en mera komplicerad berdkning fér vixel- och tillvixtflytbrott tillkommer
nimligen ordinirt férkéllandet, att sannolikheten fér att en fdreskriven maxi-
milast skall upptrada eit stort antal gdnger som upprepad varierande, 4r min-
dre én sannolikhefen for ait den skall upptrida som en engangslast, vilket
motiverar ligre brottsikerheter vid brottyperna vixel- och tillvaxtflythrott.,
Problemet har nérmare analyserats i av Horne m fi publicerade arbeten,
ur vilka allméint kan dras slutsatsen, ett — bortsett fran typiska fall av ut-
mattningslaster — resulterar en ordinidr grinslastberikning enligt :86—:88
vid normalt utformade byggnadskonstruktioner i sidana dimensionsfér-
hallanden, att sannolikheten fér konstrukiionens sammanstériande genom
vixelflytbrott eller tillvixtflytbrott blir mindre 3n sannolikheten for kollaps
genom det till en engéngslast hérande flythrottet,
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taseLL ;3848

Enkel tvastidshalk

Ensidigt fast inspéiind balk med
konstant troghetsmoment

Dubbelsidigt fast inspiind balk med
konstant trighetsmoment

Inspdnd konsolbalk

Inspiind konsolbalk med stegvis
varierande froghetsmoment, nedbdj-

ningar

Overkragande tvistodsbalk med
konstant troghetsmoment, nedbdj-
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Balkkonstanter

Lastkonstanter
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Transporttal

Startmoment
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1: 41
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1: 45
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Tabell 1:38

Allméinna beteckningar:

A och a samt B och b =viinster respektive hdger ¥ =nedbdjning
upplag eller dnde M, y, osv betecknar moment respektive nedhéij-
! = teoretisk spdnnvidd ning i puake 1
k= st?dkreaéctlon M®-1, 191 o3y betecknar moment respektive ned-
T =tyarkraft bjning pé strickan 0~ 1
M =moment e . .

@ @l o ' w,, Wy, hinfir sig till vinster respektive hoger upp-

ETTT dir &° ¢ stédvinkelindringen lag

(fr 161:32B)

TFahell 1: 38, Enkel tvastodshalk (y och w vid konstant 1)

1 2 _lp
P _ Px Pix 4x? b3
-2  TOi=p 0-1 o EF o1 _ ﬁ,ﬁ) A
Ra=3 # A M= ? 15151( 3/ 0 L S
i 1o, ., Pi-x Pis
Ba=y T T fe MTTETHT me g
1P/ Pi for x=0,57
Wo =Wy = 87 Mmax:Mmitt = Z
2
Pb u B? Pbx
RA:T Txo I_RA wa:Pb(E_i_z) M;:] 157’
Pa _ a? . Pall—x)
Ry=P0 sy wb—Pa(lle) a2
Pa(3l? — 4a%) Pab
ymlht = 48FET (a<b) MmaX:Ml :T
61 P!bx( b2 xz) \q _ Plall-x} (Zx a2 xﬂ) Pab?
Porlem —— ] — e — —_——— - n= s
6ET [EN 6EI ! T 3El

Betrdffande R, T och M jfr 162:413A. Betriffande y jfr 162: 414 och tabell 1:49A.

3 g
2rp 1-p _ 2FB 2Pb PP
A= T = TP My ==~a =3 5 o
D ol 1 25 3
2Pa Pb 3 2Pg d
== = A Al I A
B~ Wa =, [2a(l+b) 2&'] M, ; (b 2)

d

Pa 3 d | ‘
Rmax:P(wa) wb=ﬁ-[2b(1+a)—5d3] M;“Z:RAx—P(x—aJ.-E) X M

Vid givet lastlige intrdffar M. under den av krafterna som stir nirmast spinnviddens mitt.

Ar kraftparer rorligt skall det for erhillande av farligaste lastlige uppstillas s& att en av krafterna star
symmetriskt med resultanten i férhallande till spannviddens mitt, Se [62:415 C,

Vid specialfaflet a =5 blir

3PI d®
Wo =Wy = - I_EE
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Tabell 1;38

4 : [ . . ; . JUHE AT
o glx  gx® qix X2 X
R =72 T:q(ffx) M= -1 y=—ﬁ([72_+—
4 2 ® 2 T2 2 24ET rop lll'.:mn..._, -
R, = = gy o x=0,51 Sal? H M b
- =w, = — - for x= =
BT 5 WaTWp T 7y max T g 2 Ymex = 3g4F7 qllllll"
for x=0,5/
x/! 00,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
MM, 0036 064 034 096 1,00 096 084 064 036 0
y/'ymax 0 0,314 0,594 0,813 0,952 1,00 0,952 0,813 0,594 0,314 0
5 g
qa(2]~a) _ _ gx* ga* a\? M g
A= T eRaex M =Ryx - w=o|l-3 S
2
qa® ; ga*(l ~a) ga? ( az) i
R, =1 -2 _ R M, = i— .. SN T
377 Tz B Y AT Ul E“I_x T T
M fér af2 fis grafiskt genom att de bida avstanden e gors lika i
ga® al: a) !
M. =—[1-= =afi - )<
max = (1 2!) fér x a(l 2l <
afl 0.2 0,4 0.6 0,8
xf! 0,18 0,32 0,42 0,48
ﬁd!'nm'x/q!f2 0,0162 0,0512 0,0882 0,1152
6 gac
M=M, =ZC
2
qc 2
RA:E Ty =R, —glx—a)
P gex g{x—a)?
# 2 2
gc qc
RBZE waswb=§,(3lﬁ—ce)
gc c
Minar =Mty = S\ + 1
7
RA=E?’-I T3 =Ry—aglx—a) M1=§C'!ﬂl M3=£fn—b
_qem _ nt c? g genx  glx—a)®
RBfm}m wa»qcn(l—ﬁ—zi—a) M, i
m?: gen
wb=qcm(1 __ﬁ'_iﬁ) Mmax=ﬁ{2a!+cn)
v cH
6r x=o + n
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Tabell ]:38
8
_a _#_ e _#x “’f) _ ‘!13"( e i")
Ba=s Te=g 7y 2= e\ m) 7 se0mr\” JERRIRNT
7 4
Ry = %1 o= oo 4P Mpg=0064gE  yy,. = 0,00652 %
for x=0,5771 for x=10,5197
8 gl® S5gi*
Wy = 50 gt Mynirs = 18 Ymitt = Teapr
9
gb® g{x —a)® qab?
T Ti~2_R - M, = 22
Ra 6! : ~Ra 25 1 sl
_ _é_) L 3 qpT 1-2_ _ gx-apf
33—2(1 T Wa = zop (1072 369 M?=R, x =
w, = 222 (208 - 151 + 36%) 2, b
b~ Goit Mmax:RA tl*i‘g 5}
. b
for x—a+bV3!
10
2 M, =R
qc(b—i—%) qc(a+,§') 17 Ra @ .
_ I S 4 e glx —d
Ra 21 s 2 MR Ry x =
s glx — a)® My=Rgh
13-, - O
w, = g“g—[z[zobz(M + 26} + 10a3(3b + ¢) + 3356 + 20a - 7¢) + 80abc]

Wy = %[10&2(?@ + 20) + 202%(3h + &) + c2(405 + 25a + 8¢) + 100abc]

11

nef o meact - 9(G-5)

RB:? 1479‘-—141‘}==53i;12 Mm’i:%? for x=0,51

12 a c a

RN - I M|

0 2 3

RB=q—; forasx<a+c fora<x<ate , mm\ .T 11
Al
Hinti
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Tabell 1:38
13 a c a
RA 2 Tx 2a MI 5 1 p 1 iy
0 1 k]
] T
oqa 2 _ ga® hallin o
RB:E T2 =0y M! 2=Mmax:? il_ ™
M
g AEIHNE
wa=wb=E{2lfa) Hi! ’i 4}1
HIHI
1 T porabel
g 19 x X I TEE ]
RA=-2‘ TIEE(I—SJ'_2+4[_H Mx——i- 1—— }; 174 nIm'
By =3 wa=wy = 5 & My = 5501 1 x=051  Q=7d
15 a c a
qa gla— xpP qa® [ a— x)4
a= Tu 1. Mo—l _ —_
Ry 3 z Er z 12 1 T
2
Ry=%  T=0 M= Moy =
PN ko i ga®  qga®
BT O T
16
R _ o1 80 - gab?
A q2/ z 12/ 17 9y
b b o gb®  glx—a)® _ glx — ay* )
Ra 3-( _Z}) : Q:E_ TS M, F=Ryx == 1252 T LT, T
PR Lt 3 3 I} : b
T ba
= -bl — = Jhal
Mopax RA[H+4 V4!] fér x a—!—bVM
gb* bz) gb? b bz)
=— —_—— = — — -+ —
: 60 (5 2 "= o L1087
17

{ ! 2
Rp= 3 Qda,+42) Ry = 6 (29, +4q.) ¥a= o (8q, + 7ay)

x% I
TI=RA_Q1X_(42"Q1)5. wb:.6_0(7q1+8q2)

Beroende pa forhallandet g,/g, fas

x2 x3
=R x— o — (g — )
My=Rpx=ay —@=adg M, for x mellan 0,57 och 0,577/
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18
atc gc ga®
RA=q—2- Tl:Z— Ml—RAa**?
atce gx? gx3
—got o-1_p _ I -1 g oy — 22
Rp=q 2 i AT o, M AT T
-3 4 o q a?
T 224(§+a-x) M —RAx—E(xz—ax-i-?)
Hi+c c2
W, =W, = 1(372 (5 - ﬁ) M, —M,_.,. :?‘i[saz+3c(c+4a}]
19
M M M wo=M  w,=2M
RA7_1 RB= ——! T’z:_l MI=M* 2
Mix x? M M2 -
=1 -= = fr x=0,577 = L4
F () B SR o~ 222, [T
M
T
xf1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 LI
y/ymax 0,258 0,500 0,710 0,875 0,976 1,0 0,930 0,750 9,445
20
M M.> M, M
Mp—~ M, My — My x }‘ v '\q
RA:—I— T:—!_. M::MA-’_(MB—MA)[_ : 7
My~ M, T &r positiv om W, =2M, + Mg T
Rop= - ——— T
B I Mg> M, Wy = 2Mp + M, M+ mnuun
X &y
T M

H x Xt
¥y= *GEI [MAXI(I - ﬁ) + Mfo(l - !?)]
Beroende pa forhallandet M, [ My varierar Hget for yy .. mellan
0,5/ och 0,577/ (Mp > M)

21
M _ X 52
Ra=—7 Mpi=—M7 wa=M(31;—1)
M _ Ml —x) at
| X
r--¥ YAV 0_1:_%(“&3_!)2) e =
! ¢ 6EIN BT R i
2 | I
M=+ mf yH:M""l(l_ﬂ_E) M{
B l 6EI B
2 Temperaturdifferens mellon
3EIcAr AR ix x® AR boikens dver-ach undersifch
T T T (?_F) Ymax ™ gy —— =
T=0 Ar=1,—14 & = ldngduividgningskoefficient for x=0,57 Dy
M=0
= GET GEI Stidnedsiunkning
R=0 M=0 ¥a = Gp—dy) wy= = g~ 3y d {r—'—"ﬂ}%
Tr=0 e




Tabell 1:39
Tahbell 1: 39. Ensidigt fast inspind balk med konstant troghetsmoment
Generellt giller My = — % dar wy, erhdils ur tabell 1: 38
1 Ve |,
5P 3P 7P A B
_ -1 — = - =
Ra= 15 =k My =Mmm 16 CETTY 0 1 2
11P . 5P! PIs Al o
B™ 44 1=~ Ry 175y Ymax ™ [57E] -
16 32 107EI ¥
on_ PP ( _ s_xz) P ( ~ 11x1) £6r x = 0,447 _ el
32EI 3 32EI 3
’ Pp2 b Pb? i
(21 a 3
R,=--(3-"° To-1=R My="—[2+°
A 2;2( J) A Vo= om ( 1)
Pa a? Pa ot
_— —_ =2 = —— —_— -
Y (3 ;2) Ti= Ry Mp= 75 ( za)
Ph2x] a ay x?
01 — bl ) ST
’ 1221 [3[ ( .f) 32}
M (-5 - (%) (-]
bt DN H1—=i—f3-=|{1-%
Y 12E7 B e 7

_ Pa% 4_{_;)
YT e 7

. - P
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Tabell 1:39

Mg = - My, —00298g/ for x=0,4471
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Tabell

1:40

Tabell 1: 40. Dubbelsidigt fast inspiind balk med konstant tréghetsmoment

i
Generellt galler M, = — 3 (2w, — wy) respektive Mg =

w, och wy, erhalls ur tabeit 1:38
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Tabell 1:40
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Tabell 1:41

Tabell 1: 41. Inspind konsolbalk (» och ¢ giller vid konstant I}
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Tabell 1: 42-43

Tabell 1: 42. Inspiind konsolbalk med stegvis varierande troghetsmoment, nedbbjningar

Betrdffande R, T och M, se tabell 1:41
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Tabell 1: 43. Overkragande tvastidsbalk med konstant tréghetsmoment, nedbdjningar
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Tabell 1:44

Tabell 1:44. Balkkonstanter® (jfr

161:32 A2)
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Tabell 1:44
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Tabell 1:44-45
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Tabelil 1: 45. Lastkonstanfer* (jir 161: 32 B2) Kompletterat av professor
O Petrersson

@2 och @) dr stédvinkelandringarna vid upplag A respektive B for den

fritt upplagda balken AB, paverkad av aktuell yitre last.
I stillet for en direkt redovisning av ©2 och®f anges nedan i diagram-

g2 1P
& e ¥ ¥ qum?
form storheterna o~ och 7z, skrivna under formen dimensionsids koeffi- s -
ab 'B ab A 8
cient K, respektive K multiplicerad med faktor som enbart beror av last .
{g, P) och balklingd (L). Betriffande 31)’ se tabell 1:44. L t

A 933? ?fag 8
Jimnt fordelad last

Symmetriska voter

Vid symmetriska, godtyckligt utformade voter 4r enligt 161:32 B2a
0

O % e
0 g g Vilket innebdr att K, = K, = K= 1
ab ab
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Tabell 1:45
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Tabell 1:45
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