LUND UNIVERSITY

Reglerteknik Olinjara system -- Forelasningar 1966

Astrém, Karl Johan

1966

Link to publication

Citation for published version (APA):
Astrom, K. J. (1966). Reglerteknik Olinjara system -- Féreldsningar 1966. [Publisher information missing].

Total number of authors:
1

General rights

Unless other specific re-use rights are stated the following general rights apply:

Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors
and/or other copyright owners and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the
legal requirements associated with these rights.

» Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study
or research.

* You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain

* You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal

Read more about Creative commons licenses: https://creativecommons.org/licenses/

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove
access to the work immediately and investigate your claim.

LUND UNIVERSITY

PO Box 117
221 00 Lund
+46 46-222 00 00


https://portal.research.lu.se/sv/publications/d268e2dd-a777-45b3-8bdb-e20303298b30

- \ ‘. - - “vf;f'w ,// -
\@?/ ,,u,,y;q,;',/:/’s . u,»://(,,},:f//é‘,ffca?« .
. 0 'ﬁ/’;.m/, ,,’,

i wm-;;:x
7 >,“4<c;;:;y‘ 7 ,7 - //
S .M,\: 4 et
e o
= 1,’:'.: ‘/,“.; - 4 '::a,:, o
-

: . i |
Mfﬁ‘/f"w d;.,:.w
Sy

oo

/‘« L S el
/5 - : “‘. cad i j«wf f‘// f/w =
e o : i i w/' S /ﬁ,%;:.‘-n?w@,: ﬁ;ﬁw%“%‘
7 -
G

e o e
{ . %«ww&«u% i
-

o % P - Gl
i L o o if;’i;:;éﬂm« i
o G s . : oy i '/c: a e

o o - S hhiesde ity e

e s o
7 o a0 ﬂ»%“'é‘ﬁﬁﬂ' s
o . M - ‘J,,,,ﬁwﬂ.'m

- o

: ~z;‘-:'-: i G o i //;\V;:, S
- - e R i

o 5 e ; o

o - 7 o i :’m -

. S | ,,jfﬁ\év’””’
’,: s : ,-‘».‘m,m o

- 7
f,»,w’ ..::'S;’-i'
.

”,,‘ o ,,w/, i
””’»’ P?“"”/"fi‘f o ““’Mfw/ “.‘.“'
/@%\dﬁi“ . "’"”"‘””"“”"”ﬁ
”"i.,n..ﬂ:: o :-,-m' w,«

> . o i ""m : -
'/z/-kmn, e : 4’/‘«:»/ sy "~ w;wxw 7

S e = P Lo _..u S e
- e P -4;"“ ,,Mmfzw ’Z;z, o
L m’/,.-:/wa‘"-«j

S ""‘ S 45/’5 /' ~
A o o o o
7 .
mmw%%,, -

. S Salan ,1:;:\ % 3 /f
. . e o o
i % 7 Z e
- “ = o Z\Qx:mwzm ,/f,\ w ,W/

avmﬁw‘" G e
- . /'” /ymé/'/f&//»m
o Sanae e
e 7
i i S b
7 2 i o < ; o e ,m:ﬂ,;;f' S
S A W 7 e ,:;:':.;o, G Aiesen S
.,/” = «"{:: e i / Sy T o % ;w//"%,wﬂ@'-xffa&mow%ﬁ“’”’”m
i . % e ”::”ff:ff:ﬂx¢ o
7 G S e see s ‘fﬂgﬁﬁ:ﬂ.;w
i i e o m,fﬁ(l“:f‘%
o =
.

», e S
S j" / :,Zﬂf”"_* L "’i"v e e M s e
2 Gl e 7 ""fw’ : l’w 'n = %‘»‘
G ) i T
T = Dol aad :v,ww« S
P é/’ o

s
/"“""'4-'
S /»“\.' 4[

\\“

:‘“e,‘,m,.{f:;;:v, o S e
: e \“" e e nasin
L o o o h
s - m S S
s W@,” oo

iy «,.,..,&/ﬂ

iw‘//;.» ,.v,‘xa.x

»,w;:& SRR 7
e o Se s
o HE A J;ff”»“/ "L,;\ el /w i i
o Ty oo o - -
s S o i /4:";' %VW‘,% i
it G i el
i N «@m%w

- - ;‘:;‘;—;:6;:3‘ gl L x «.~,ﬂ e
: - Caa o mw/” iR
o A @w@w "" %Xw
Mﬂ»/ e
i

% e

AR i R v ,(m*‘/ 5
. 'w"w‘(i e e ”)/,xfrm
o ;; - o /«(1;;& w/ o f’/:ﬁ"«m %cf,;@ o
S da e s e e i s <5ﬂ i Gt ¢WW»4,"'
s é;”mﬁsm o «,//»WW“ -
G Sivan e ﬁ i %/m—; ”ﬁ/"»
i L ..,,M,%‘ e Sty ot i
S ”’”‘“W/ "”dzv:"ff”&"“"‘” “{Z;”””“‘}“A :

e m%}( o ,W;\,,;,;x o ;’4. o (,W( o e
. - mmf;- M%N

- w m’c?iéé‘w

-
R : «‘/ i
o »wﬂ,w P
5 i e S i
- . e e

A /’""’73(":-4-

S
Z :’i;,f:c:«
e = o ’-":{Z‘ '-f“:‘

P P \.w:.,,. . ’m’//w -
- e . -

e _ CeEnne i . /h,g e

o w‘-’f\ff i/ ,,rv.ﬁafda(‘.,mﬂm,éf

e

o o
o e

. . -
e : o - e e P
o S . o ﬂ%;/,:{fzﬁ - ,Wg;my
i v At ;yxw s Gy

e B &y e e e S
. o mf/rﬁv"”»:ww/»“f -
e 2 i o 7 w L o i e e
o z L e

i “'”””" f’”/”“"/f”“f"ﬁ”@""“f"’w‘f’“‘@“"“‘wm,,u:"f” -
o s
o - e e
e

,,f‘f“n

e
SR
o “ﬁ;fng;x

s

i aanan
o GOl -

o I
o L
A

o - V,:-:w‘:' s /7.,4,, o o
= o i e e . e - e -
- ,,,,,~.:-;,,~,n o e e : S & S '*&;{y»f’ﬁ?’gﬁ@gﬁ;m e
- .- - . / - »,Mé%i;w w««m«‘”/’“”f
= i =~ /4‘;“‘* At o e e o -7:%4‘$3W”

L - o o
: 5 'Me i e %%«::4//
/'mc:;agcm,m,

-

= = i ’"’2’ o B o o
& 4— - % e e cf % w
Syﬁ’if«,/z”:/”
ey

/’f?' ot : i =
o s SO \cff;"‘ﬁ"’

o

< 4 M‘mv’%vﬂ

S o e .

S = ‘\--*:~;:- o s o 4 m«@f"”xfﬁm

et e e ey N o

3 v.<::,,:,,~{,,;, i = i s S SR ',.g,?,; i Wmf/f\f&mx&:ﬁ
- e

e
/% ».f«:j i A/e;;;’{,v

.

Ay B z %
7 e e
zh%,«u.% ‘\’Zﬂ

e :
Gadee g S 5 i e
e

Hhe
i
—

/// " 7 b o
i Coe o 43;«@ b mioa G
2 e S e %N#ﬂ,
e :"Nw“é/m.: o
e e e S
S ;;,’éf@j‘”fv s //:;w& S %‘f
o -
o ‘v,v-%zzMMm~ ”"’"""'
,H/w:?/,wf_, e b/"/“kﬁ’f&‘}f“f~ -
/,,»,,n/uvw%%:?% me%\\;:% :;.,s Nm'_n w;m,,.,...ﬂ\-,,%,
/éi’ww e
i
e U M;N

&{k 3

~~ el
% 7 el : v
S o : : coanl i o
< : '%"'vf.y % ﬂ:z«r,nfxaf&/wmﬂa:m "””"" N"’("'
/"” e JW@/;W P _,(""";x

o
7 , T R
':u:// o G
e %?;-&’;3.‘"‘" -.
ains o - o o s -
o e : i Lﬁ-:wmz{*" Bl — R
S o = o
S - %fifx,w
T -
S me s L e
“‘”‘m«f:&lﬁ” "%3,5, \/”4"'/4
e - = ]
g x ffiv‘f/"'»z dr ”fﬂ“‘”' . ﬂ/ e “7”%"' o
.éu,/{ﬂt:', i i 4\ ./94%4/,‘( B ,,rf,j R
. .. S S s . e M«,ﬂ, s
e o B 7 i o o *W’:f?
hr s e ," T 7 e Mfaz,;"s u/
: m, Ve o e @A»w, i
"“”-"*";" Seosn ik '1”‘”’3‘« ,'/(.n,w/'“-fg
. wmmxyu di
/,w i x%»c:?«,,.;:w
e ’/’ “"i‘_/,( v~<~“«‘"¢z;mw :w/n
M"W 2 /w/"w(wégﬁ:mﬁﬁv
Mgwwmgyv -
/“v Vi ﬁ“"ﬁz’f)}wﬁe 5
wws/zw & «.

o 4
/u/ e T
&wwé

0»@«4”., e

i M ‘4'_«\,/}
e L \”(}"3..

G K ,,f,-:/,«»fm- e .=,,

o /‘ﬁ . /fv“*”"« - »,:wouo,,w

e ..Cz-‘« e /‘&? u ek ,,N,,,.ﬁ/:\aoﬁﬁ“"‘vl./:,: r"f.:ff}.’/v/
: i _v G o

i J/ Sl A “,,;uw.,,

A ﬁ(f.’.e'ge‘ﬂ-,f(,' s ",,_/Kwﬂ» /:’./"ﬁ/«,/' .,,,,x
o o e
SR r, S -%\3‘ ~;f-,=-‘w'7'r L wu&-:,:;-;/

h i i ;,~ L fr.»;’/‘ “v, L

% cln e el /,, o ﬁ(ﬁ ?y,g

‘ o T

/‘/

1"1 ; 4’4(




OLINJARA SYSTEM

Foreldsningar i Reglerteknik
fortsdttningskurs, LTH 1968

K~J Astrim

Reviderat 1970

K Ektund S Lindahl
Reviderat 1979

P Folander




Kap I

Kap IT

Kap IIT

Kap IV

i

HALLSFUORTECKNING

INLEDNING

RESUME AV NAGRA RESULTAT FRAN TEORIN FUR
ORDINARA DIFFERENTIALEKVATIONER

FASPLANANALYS
1. Inledning
2. Klassificering av singulariteter til1l

linjdra d.e.

Analys av styckvis linjdra system

4. Lyapunov - Poincarés sats

5. Klassificering av singulariteter till
olinjdra d.e.

5 Iscklinmetoden

7. Ndgot om periodiska 18sningar

8. Ovningsexempel '

9 Fiervalsfrdgor

STABILITETSTEORI

1. Inledning

2. Lyapunovs satser om stabilitet hos l&sningar
till tidsinvarianta diffenentialekvationer
Lyapunovs satser om instabilitet

L. Konstruktion av Lyapunovfunktioner f&r lin-
jéra‘ekvdtioner

5. Konstruktion av Lyapunovfunktioner fér olin-
jéra ekvationer ‘

6. Atomreaktorns stabilitet pd grund av negativ
temperaturkoefficient

7. Stabilitetsomrddets storlek

8. Anvdndning av Lyapunovteori f&r syDtes av
reglersystem

9. ©Samband mellan Lyapunovteori och optimerings-
teori

10. Stabilitetskriterier i frekvensplanet

11. dvningsexempel '

12. Flervalsfrigor




Kap V -

Kap VI -

REGISTER

METODEN MED BESKRIVANDE FUNKTIONEN

1.

4.

Inledning

Fourierserier

Definiticn av beskrivande funktion
Olinj&riteten behandlad som variabel
f8rstdrkning i
Stabilitetsundersfkning med hid&lp av
beskrivande funktion

Kompensering med hjdlp av beskrivande
funktion

Tilldmpningsomrdden, noggrannhet och
korrektion

Ovningsexempel

Tlervalsfragor

Appendix: Beskrivande funktion fdr nagra

olinjdriteter

REFERENSER

e

e e




i:l

Xap I - INLEDNING

De flesta fysilkaliska system &r olinjfra. Den teori, som existerar
for olinjédra dynamiska system, dr emellertid relativt ofullstindig.
Man linjédriserar dirfér ekvaticnerna sd att linjdr teori kan anvin-
das. Detta gér ofta bra om olinjdrditeterna i systemet ej dominerar:
Minga reglersystem har dimensioneratfned linjér teori och visat sig
fungera mycket bra i en olinjfr verklighet. I vissa fali d& syste-~
met dr starkt olinjdrt ger linjdr teori inte ens en approximativ
uppfattrning om systemets egenskaper. Vi kan cbservera fenomen, som
e} kan forklaras med linjér teori, t.ex. en triodoscillators stabila
svéngning. I andra fall inféres olinjdriteten avsiktligt, t.ex. reli-
serven. Olinjériteten &r motiverad av att systemet di blir billigare
och ibland dven bdttre. Vi skall forst med ett enkelt exempel de-
monstrera otillrdckligheten av den linjdra approximationen.

Otillrdckligheten av deh linjsira approximaticnen.

Betrakta ett hydraulservo, som driver en matningsslid pd en styrd
verktygsmaskin. Antag att slaglingden 4 1000 mm, att den maximala
matningshastigheten dr 10 mn/sek, och det stérata tilldtna felet dp
0,1 mm. Det féijer frén_den allmidnna kursen att vid ett kommando
av konstant inhastighet erhdlles i étationért tillstand ett fel

positionsfel = e - hastighet
dér e, &r hastighetskoefficienten. Systemspecifikaticnerna ger di
e, = 0,01

Om vi forsumar alla tidskonstanter har det &ppna systemets dver-
féringsfunktion dd féljande utseende:

_ 100
GO(S) alen
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I figur 1 visas reglersystemets principiella utseende. y betecknar

slidens position och e positionsfelet.

Sugfo

tn |-

Fig. 1 - Prineipiellt blockschema fr matningsslid.

Verktygsslidens utstyrningshastighet &r sdledes 100 gdnger positions-~
felet. Antag nu att sliden stér 500 mm fel dd systemet pakopplas.
Inligt det forda resonemanget skulle utstyrningshastigheten dd bli

50 000 mm * sek= 50 m ° sek™Y. En sddan utstyrningshastighet &r
orimlig, di den krdver alltfdr stora krafter. Om hydraulservots kraft
4r begrénsad finner vi sdledes att systemet e] Kan fungera enligt den
linjfra teorin vid stora virden pd felsignalen.

F&r att ytterligare illustrera egenskaper hos olinjdra system stude-
rar vi négra exempel. Vi begrénsar oss £111 ﬁégra'av de mer visent-
liga fenomen, som kan observeras. I anslutning till exemplen disku-~
terar vi ocksd mer allminna synpunkter pd resultaten. I de fdrsta
tre avsnitten studerar vi hur lSsningarna till den olinjdra diffe-
rentialekvationen beror av insignalens storlek (amplitud), ldsningar-
nas stabilitet och en speciell typ av 18sningar. Avslutningsvis be-
handlas 3 tvd avsnitt dels ett speciellt fenamen, som kan observeras
vid uppmitning av frekvenskurvor fér olinidra system och dels hur ett
olinjdrt element introducerar nya frekvenser i utsignalen.

i
i
¥
i
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Utsignalens bercende av insignalens amplitud.

For att understka t.ex. stegsvarets bercende av insignalens amp-

litud studerar vi ett system, som beskrivs av den clinjéra diffe-
rentialekvationen:

X+ %+ 0,1x° = ult)

Ekvationen kan tolkas som r&relseekvationen f&r en massa, som pd-

verkas av viskOs dédmplkraft och en fjdderkraft, som &r proportionell

mot kuben pd avvikelsen frén jdmvilctsliget. u{t) &r en yttre kraft,

som verkar pd massan. I figur 2 visas stegsvaren f&pr olika virden

pd insigpalens amplitud. Vi ser, att stegsvaret &r monotont vixande
x4 :

& —

T
H &

1 i
5 10 15 t sek
Fig, 2 - Lisningar till x + % + 0,1%° = ult) a8 (a) u(t) = 10,
(b) u(t) = 1, () ut) = 0,1 v t 3 0.
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for sma signalamplitucder. Ukas signalamplituden blir svaret
alltmer oscillativt. Detta illustrerar en viktig egenskap hos
olinjdra system, d.v.s. att superpositionsprincipen inte gil-
ler., Tilldmpbarheten av superpositionsprincipen dr en av de
mest visentliga egenskaperna hos linjdra system. For olinjdra
system ir s3ledes i allminhet inte summan av tva eller flera
i18sningar en l&sning. Kinnedem om t.ex. det olinjfra systemets
svar pd ett enhetassteg medger inte kvantitativ prediktion av
systemets svar pa stérre eller mindre steg.

Stabilitet.

Vi sag i féregdende avenitt hur utsignalens form var bercende
av insignalens amplitud. I detta avsnitt skall vi visa en myc-
ket drastisk férfindring av utsignalen, dd insignalens amplitud
vixer. For tillrdckligt stora amplituder blirllésningen_till

systemekvationen instabil.

Vi skall studera systemet i figur 3. En motor driver en ventil

med olinjdr kavalteristik fix) = x2, d.v.s. utsignalen frdn ven-

tilen dr kvadraten pa insignalen till ventilen.

~ motor ventil process

0.4 y
7] [4ff; {s+1)2
-k

Fig. 3 ~ Blockdiagram f&r ett reglersystem med en olinjdr ven-
tilkarakteristik.

Den reglerade processen kan beskrivas med ett linjdrt system av
2:a4 ordningen vars 8verfSringsfunktion &r:

e |
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Ayl
2.5

N ] 1 i $ [l i }
5 [4] 15 20 25 30 t

ylt)
3

{c)

] i 3 1 “}.
15 20 25 30 £

Fig. 4 ~ Stegsvar for systemet i figur 3, da (a) u(t) = 0,2,
{(b) u{t) = 1,72, {ed ult) = 1,74 foir t 2 0.
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I figur U4 visas systemets stegsvar f8r ndgra olika insignalampli-
tuder. Fér smd insignalamplituder dr stegsvaret prelativi kraftigt
dampat. Ukas ampliituden blir svaret allt mindre ddmpat. For

ult) = 1,74 far vi ett instabilt stegsvar.

Olinjira system har sdledes den egenskapen att l®sningens stabili-
tet beror av insignalens amplitud och form. Vi kan ddrf8r endast

tala om stabilitet av en enskild 1&sning. Stabilitet dr sdledes en
egenskap hos varje enskild 18sning ©1i11 den olinjdra differential-
ekvationen och inte en systemegenskap. Detta stdr i skarp kontrast
+i1l ferhdilandena f8r linjdra system, ddr vi fann, att stabilitet

var en systemegenskap.

Periodiska l8sningar.

Med en periodisk 1&sning menar vi en sjdlvevdngning av konstant
frekvens och amplitud. Férekomsten av siddana svingningar dr mycket
vanlig i olinjdra system. Speciellt dr existensen av stabila perio-
diska l&sningar unik f6r olinjdra system. Betrakta t.ex. servosys-
temet 1 figun 5. Systemet bestdr av forstirkare, motor och en lugg-
vixel med glapp. Systemets utsignal & vinkelldget pd axeln efter

kupgvaxeln.

forstéirkare motor kuggviixel

T e e Ty

s 5 ! > %/ Y

()
\ s{1+5s) s

Fig. 5 - Blockdiagram for servosystem med glapp.

s iy e PN ot ok st
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stabil p@f%@disk losning

\XW\W\K\[,
VAVAVAVAVAVAR

Fig. 6 - Stabil pericdisk 1dsning for servosystemet i fig. 5.

I figur 6 visas uvisignalen v olika initialvirden pd utsignalen.
Vi cheserversy ait utsignalen, cavsett initialvdrdet, svinger in
till den periodiska 18sningen. I bada fallen far vi sdledes en

kvarstdende gvdngning av samna frekvens och amplitud.

I manga fall &y naturligtvis forekomsten av stabila periodiska
losmngar i reglersystem helt cacceptabal. T andra fall &r syste-
met baseret pa existensen av detta fenomen, t.ex. stabila oscilla-

tTorer.
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Fér att illusirera hoppresonans antay vi, &bl vi vill bestdmna

en frekvensiurva, Bode-disgrammet, fOr systeret 1 figur 7. Detta

avsniti, om wi antar att fOr-

%ﬁ’

Fig, 7 - Blockdiagram fr s ~posystem med mittande frstdrkare.

atdvrkaren mittar och kuggvixeln dr wtan glapp. LAt insignalen
vara en sinug, d.v.s. ul(tl = a sin wt. oo olika frekvenser w

och amplituder a bestdmner vi beloppet av kvoten mellan 1n- och

utsignal. I figur B visas

diagrem. For higa odh laga frekvensep

o |
Uil

Fig. 8 - Frekvenslanwor e servosystemet 1 fig. 7:

A. linjdra systemet;
B, olinjdra systemet med ult) = 0,1 « sin wiy

C. olinjdra systemet med ult) = L » sin wt.




larvorna A och B, Ampllitudiawwvan A gdller f8r det linjdra syste-
i g ¥

nny

met, d.v.5. vi antar ait £t

vpdvicaren e wditar. B och C giller
fér det olinjdra systemet med a = 0,1 vesp. a = 1,0, V1 ser att
lkurva B har digkontimuiteter 8w = 0,77 och » = 0,82. Hoppet

e

ger rum vid en frekvens, som b ay experdnentets f&rhistoria

och den rikining frdn villken vi nalkas hoporeglonen. Amplitudkur-

van For det oling et Hr sdledes en tvatydig funktion 1

ett visst Frelkve treras Faskursan komner ocksd den-

na att uppvisa diskontinuitetsr.

Eftersom kupvorna B och O ef sammanialier, Ffimmer vi, att den er-

hdlina amplitudiurvan f85r det o ive syatemet berop av insigna-

lens amplitud. Aven det £ e inom vilket funkitionen de

tvdtydig vaprierar. Det _ erar att olinjdrva systen
och komponenter &% hex en (%zm:ycil.ig Sverfiringsfunidion. Allmdnt £61-
jer detta av att superpositionsprincipen inte giller. Av samna or-
sak f&ljer att det samband mellan tidplan och frekvensplan, som

o

gdller fr linjdra system, rote gdller

8y olinddra system.

Nya Frekvenser.

o w

Det gdller F&r linjdva tidsinverianta system att utsignalen endast

innehdller de 1 insignalen ingdends frekvenserna. Om t.ex. det lin-

jdra systemet pé'tvimza.s en simsfommad insipnal av frekvensen oy
kommer i staticondvrt tillstind uitsignalen endast att imnehdlla frek-
vensen w_. Datta de i slimdnhet inte sant fOr olinddra system. Den

olinjdra komponenten 1 kan generara svangningar med frek-

ipler av grundfrekvensen (harmoniska

venser, san dels do

svdngningar} och dels brak v av grundfrekvensen (subharmoniska

gviangningar),

Signalen Till forstirkarven 3y en sinus Al {t) = a sin vwt. F&r amp-

lituder a g 1 & Jd4 uisig ‘u’c“tj proportio-
nell mot insignalen. D& a » 1 blir emellertid utsignalen "klippt™.

Fourierserieutvackla Lrtszi.gnalen % (t).




oo

Xu_t('t) = kE b2k+l sin {2k+1)uw
=0
ddr
T N i e
e 2 el Y
a a

I{ 1 .
b z 2 1~ =5 sin[(2k+1) -
2k+1 n e k(k+1) [ a2

R SR |:(2k+1)131]]

a(2k+l)
=0
och
B = 51n'1F%
a

Termerna b, sin 3 wt, bg sin 5 wt, ...

representerar sdledes

nya frekvenser, introducerade av det olinjdra elementet.

Vad som hittills presenterats har varit en upprdkning av fenomen

och egenskaper hos olinjéra system. Avsikten har varit att ge en

introducerande dverblick av de svdrigheter, man mtter vid studiet
av olinjéra system. Sammanfattningsvis kan vi s8ga, att vi funnit
f8ljande dominerande egenskaper hos olinjdra system:

- Superpositionsprincipen gdller ej;

- Stabilitet #r en egenskap hos varje enskild l&sning och ej en

systemegenskap.

Vi har tidigare nimnt att det f&r analys och syntes av olinjdra
system ej finns ndgon helt sammanhdngande teori tillgdnglig. F81-
jande metoder anvinds emellertid med framging:
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Linjdrisering

Fasplanmetoden

Lyapunov teori

Metoden med beskrivande funktion

i

Simulering

Den f¥rsta metoden &terfbr problemet pd analys och syntes av
linj4ra system. I minga problem #r dock den linj#ra approxima-
tionen helt otillr#cklig. Fasplanmetoden &r begrdnsad till sys-
tem av hgst 2:a ordningen. Metoden 4r emellertid relativt l4tt
att anvidnda och ger en mycket god uppfattning om utseendet av
18sningarna till det olinj4ra systemet. Denna metod behandlas i
kap. III. I kap IV behandlas Lyapunov teori och andra stabilitets-
kriterier. Med Lyapurovs metod finns potentiella m&jligheter att
behandla stabilitet hos godtyckliga olinj#ra system. I praktiken
4r dock metoden begriinsad av svarigheten att finna en s.k. Lya-
punov-funktion. Metoden med beskrivande funktion &r en approxi-
mativ metod. Metoden kan till¥mpas pa system, som kan separeras

i ett olinjirt och linjdrt delsystem. Metoden presenteras i kap. V.

Den sist n3mnda metoden, simulering, behandlas inte explicit i
detta kompendium. Det studerade systemet simuleras pd en analogi-
masikin eller dator. Vi kan nu studera stabilitet och inverkan av
t.ex. parametervariationer. F8r varje given parameteruppsdttning
och givet initialvirde berdknas l&sningen till den olinjdra dif-
ferentialekvationen. Vi kan emellertid endast ber#kna ett rela-
tivt litet antal l8sningar av t.ex. ekonomiska och tidsmissiga
skil. Vi har dirfr ingen garanti f&r att andra l8sningar inte
har &verraskande egenskaper t.ex. &r instabila. Detta dr en vd-
sentlig nackdel hos metoden. Med framgéng har emellertid simule-
ring anvints f&r att analysera stora system, som ej kan angripas
med analytiska metoder. Som exempel kan nimnas stabilitetsunder-
stkningar av stora kraftsystem. Antalet linj4ra differentialekva-
tioner var i detta fall ~100 st och antalet olinjdriteter 20.




Kap II - RESUME AV NAGRA RESULTAT FRAN TEORIN FUR
DIFFERENTTALEKVATIONER

Vid forsck till matematisk beskrivning av mdnga olinjdra system
leds man till ordindra differentialekvationer av féliande typ

dx
dt

= flx,u) (1)

y = glx,uw (2)

dér u ar insignalen, y utsignalen och x tillstédndsvariabeln.
Se kompendiet i allmdnna kursen. Det dr 1 ytterligt fa fall
som systemekvationerna kan lésas explicit. Vid sdvdl analys
som syntes nddgas man ddrfor alltid att tillgripa analogi-
eller datamaskiner ( eller 1 nédfall grafiska metoder ).

Den analys scm kan genomforas ger i bdsta fall endast
l&sningarnas kvalitative struktur. D& automatiska rédkne-
hjdlpmedel anvidndes &r det ytterligt vdsentligt att man kan
avgora att ekvationerna verkligen har en lésning samt att
denna 1osning dr entydig. Om sd ej dr fallet kommer de
numeriska algoritmerna endast att leverera nonsens.. Vi vill
ddrfor birja med att ge en existens och entydighetssats fér
en ordindr differentialekvation.

Vi skall da betrakta en ekvation av typen (1) ddr man for

insignalen u har substituerat en tidsfunktion. Vi skall
sdledes betrakta ekvationen

o k) (3)
at

IT:1
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Observera att variabeln t kan elimineras genom att
inféra en extra tillstdndsvariabel

xn+1 = 1

associerad med ekvationen

d xn+l

dt

= 1

och det dr sdledes tillrdckligt att studera ekvationen

. f(x) , x(0) = a (4)
dt

Det gdller nu

Sats 1

Lat R beteckna mingden

R = {z;||la~-al]zs C !

Antag att funkticnen f(x) dr sadan att
| £60 - £ || € ¢y [l x-y ||

for alla %, y € R . D3 har ekvation (4) en entydig losning
i intervallet 0 ¢ t g Cl / C, dar ‘

C, = max i} £(2) ]
R

SN ——

xLipschitz villkoret.
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For bevis av denna sats hdnvisas till Bellman: "Stability
Theory of Differential Equations”. McGraw Hill 1953.

Det finns dven skarpare existens och entydighetssatser. Dessa
kriver dock en mer avancerad integraticnsteori. For sddana
resultat hinvisas till nigot standardverk om differential-
ekvationer t.ex. Coddington - Levinson: "Theory of Differential
Equations". McGraw Hill 1955, '

Vi ger ett exempel pi en ekvation som ej har en' entydig lbsning.
Exempel 1

Betrakta en l:a ordningens differentialekvation given av

ax o

dt

Vi finner att ldsningen ges av
x(t) = (% (t - €))7

I figur 1 visas ndgra tdnkbara ldsningar.

¥ /P

~
i -~
t

c=0 Cel Co2

Fig. 1. Lodsningar till differentialekvationen x = | x

Losningen dr inte entydig ty Vx uppfyller inte Lipschitz
villkoret omkring origo. Vad hdnder om man férséker lésa

ekvationen numeriskt?
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Observera dven att sats 1 endast ger existensen av losningarna
for 0 t<(y / C, - I tilldampningarna dr man ofta
intresserad av att lésningarna existerar och &r entydiga

for 0 g f <=,

Vi ger ytterligare ett exempel som belyser att detta miste
sdrskilt undersékas.

Exempel 2 - Andlig "explosionstid" (finite escapetime)
Betrakta differentialekvationen

_@E = ,Xz 3 x(0) = XO
at

d&r ldsningen fés genom

g-%:d‘té.__];é-_l. :'tg,._];:t_;_:
2 ® X ¥ X

x o) o o
Vi far sdledes

X
C

1l - % t
Q

x(t) =

T fig. 2 visas ndgra 1l8sningar fdr olika initialvdrden. F&r po-
sitiva initialvirden gdr varije 18sning mot = p& &ndlig tid. Det

dr inte mdjligt att uividga ldsningsomradet.

x P

14 16 t sek

Fig. 2. Lésningar till differentialekvationen x = 2

|




I det foljande skall vi forutsdtta att man i varie enskilt
fall har verifierat existens och entydighet for ldsningarna.
Vi erinrar om ndgra nomenklaturfrdgor. tkvatiornien (3) sdges
vara autonom om £(x,t) ej innehdller variabeln t explicit.
For en autonom ekvation gdller att sddana punkter X dir

£(x*) = 0 kallas singuldra punkter. De singulira purkterna

motsvarar sdledes stationdra ldsningar

x(t) = konstant = x*

IT:5
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1, INLEDNING

I detta kapitel presenteras en metod fdr analys av olinjdra
system som kallas fasplananalys. Metoden férutsdtter att analys-
problemet kan formuleras som ett initialvdrdesproblem f&r en

olinjdr differentialekvation

42 - fex) | (1.1)

dt

Problemet bestdr sdledes i att angiva karaktdren hos lésningar
till ekvation (1l.1) f&r olika initialvédrden. Observera att vi
ej &r intresserade av en enda 13sning utan att vi vill veta
karaktdren hos alla ldsningar. Det &r sdledes ej mﬁjligﬁ att
losa préblemet enbart genom numerisk utvidrdering av ett antal
losningar. Ty om vi ej har ndgon insyn i problemets natur mds-
te alltfor ménga fall undersodkas. Vi skall diremot wvisa hurp
man genom en kombinaticn av analys och numerisk utvédrdering

kan besvara problemet pa ett tillfredsstdllande sdtt.

Fasplananalysen dr begrdnsad till autonoma -system, dvs funktion
f i (1.1) fér ej bero explicit av tiden t., Fasplananalys &r
dessutom visentligen begrdnsad till andra ordningens system.
Trots dessa inskrdnkningar &r metocden mycket vdsentlig ty da
den kan tilldmpas ger den mycket god férstdelse for mianga av

de fenomen som upptridder hos olinjdra system.

I det specialfall da tillstdndsrummet dr tvAdimensicnellt an-
véndes ofta ordet fasplan i stdllet f6r tillstandsrum. Med en

trajektoria eller 18sning till differentialekvationen (1.1}

avses en kurva i produktfumme% Rx T didr T dr tidsaxeln. Med

en fasplankurva ellér bana avses projektionen p&d R av en tra-

jektoria i R x T. Med fasportridttet avses fasrummet med ett

antal banor inritade. Fasplananalys bestdr 1 att rita upp fas-

portrittet for ekvationen (1.1). FEgenskaper hos lé&sningar till

(1.1) med olika initialvillkor kan sedan direkt utldsas ur fas-
planet. Om man sedan vet hur colika val av fysikaliska paramet-

rar paverkar funktionen f &dr det ocksd méjligt att kvalitativt
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bedéma hur systemets egenskaper paverkas av dessa parametrar.
Vi kan sdledes s&ga att fasplananalysen bestdr av tva steg:
uppritning av fasportrdttet och tolkning av detsamma. Genom
en kombination av analytiska, numeriska eller analoga metoder
kan fasportrdttet i mdnga fall erhallas med mattlig anstring-

ning.

Vid uppritning av fasportrittet bestdmmes férst de singuldra
punkterna eller J&mviktspunkterna, dvs de punkter x ddrp

£(xY) = 0. Direfter bestimmes bancrna i sma omgivningar till
de singulira punkterna. Fasplankurvornas egenskaper 1 ndr-
heten av de singuldra punkterna bestdmmes vidsentligen av den

linjira approximationen +i1l ekvation (1.1), dvs av ekvation

d -
;; (x - xo) = fx(xo)(x - xo) {(1.2)
dér
[~ 1
axl sz
fx(xo) = | {(1.3)
af2 sz
¥y 3%,

D& ekvation (1.2) dr linjdr kan dess egenskaper studeras analy-
tiskt. I vissa fall &ar de%?%edan m8jligt att direkt skissera

#£4r analysen kompletteras med analega

L
eller numeriska rdkningar/av ndgra speciella trajektorier. Se- -

fasportrdttet. Eventuellt

dan .de singul&ra punkterna bestdmts &dr det ofta 145tt att inse
vilka trajektorier som &r av intresse och det numeriska arbetet
far hirigenom rimlig omfattning.

T detta kapitel ges en detaljerad framstidlining av fasplianana-
lysen. I avsnitt 2 behandlas den linjdra differentialekvationen

T
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411 419
.g_x. - ){'
dt a?l @55

Ax

som har en singularitet i origo. Vi underséker faskurvornas
kvalitativa utseende och kan hdrigenom klassificera de olika
typer av singulariteter som kan férekomma. Singulariteterna
ar Qésentligen av fyra olika typer: nod, fokus, sadelpunkt

eller center.

Minga reglersystem kan approximeras med ekvaticoner som &r
styckvis linjdra. Aven om en s&dan approximation ej alltid
dterger alla detalijer korrekt, si erhiller man pd detta sitt
ofta systemets vidsentliga egenskaper. I avsnitt 3 visas hur
den karakterisering av singuldra punkter, som genomfdrdes i
avsnitt 2, kan tilldmpas fér att behandla det fall 43 furk-
tionen f£(x) i ekvation (1.1) &r styckvis linjdr. Analysen &r
komplett f8r system av andra ordningen och resultaten dr en
effektiv metod att analysera olinjidra reglersystem av andra

ordningen.

En.viktig sats av Lyapunov och Poincaré presenteras i avsnitt 4.
Satsen innebdr att om den linj&ra approximationen (1.2) till
ckvation (1.1) i en omgivning till punkten x = % &r asymp-
totisk stabil, sd dr j8mviktslosningen x = x= till den olin-

jdra ekvationen (1.1) asymptotisk stabil.

Direfter visas i avsnitt 5 att banornas karaktir i nirheten av
en singuldr punkt vdsentligen bestdmmes av den linjdra approxi-
mationen. De undantagsfall ndr detta icke gdller behandlas &dven

kortfattat. I avgnitt 6 behandlas isoklinmetoden med vars hidlp

banornas utseende ladngt fran de singuldra punkterna kan bestim-

mas. Ndgra enkla kriterier f6r periodiska 1&sningar ges i av-
snitt 7. Kapitlet avslutas sedan med ndgra exempel, diskussion

av begrdnsningar och mbjliga generaliseringar.
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2. KLASSIFICERING AV SINGULARITETER TILL LINJARA D.E.

Vi skall i detta avsnitt underséka singulariteter till linidra
differentialekvationer av andra ordningen med konstanta koeffi-
cienter, Linj3ra differentialekvationer med konstanta koeffi-
cienter &r vdlbekanta fran den allminna kursen och resultatet
blir en annan formulering av redan kénda fakta. Omformuleringen
visar sig dock mycket ldmplig for fortsatta generaliseringar.

i

Betrakta foljande ekvation

. 11 212
== = x = Ax (2.1)
dt ' a
%21 22
Uppenbarligen d&r ¥, = %, =0 en singularitet till ekvationen.

Vi skall anta att det 4r den enda singulariteten, dvs att

Ay " dgy ~ 31yt dyy U

Karaktdren av 1ldsningarna till ekvation (2.1) bestidmmes av
matrisen A:s egenvdrden, Egenvirdena Ay och A, erhdlles som

16sningar till den karakteristiska ekvationen

det AT - A] = 2% - Map +ay) +a

1 59 a - a a = 0

11 722 1z
(2.2)

8r att understka faskurvornas utseende skall vi sdrskilja

fliande fall:

1. Skilda reella egenvirden Al, AQ

a) Al < A2 < 0 nod
b) G < AQ < ll nod
c) A, < 0 < A sadelpunkt
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2. Reella sammanfallande egenvidrden
al rangen (A -~ XI) = 0
b)  rangen (A - 2I) = 1

¢ * iw , o £ 0

n

3. Komplexa egenvdrden A

4 Rent imagindra egenvdrden
Vi skall nu diskutera vad scom hinder i dessa olika fall,

Fall 1 - Matrisen A har skilda reella egenvirden

D& A har skilda egenvdrden finns en reguljér matris T sddan att

A 0
TAT T = lr 1 (2.3)

Jimfér AK kap. II. Infér z = Tx och ekvationen (2.1) kan skri-

vas
S
1
dz . z ‘ (2.4%)
at 0 A,

Denna ekvation har 1&sningen

. Alt
Zl(t) = Zl(O) e

Azt

11

zz(t) 22(0) e

Ekvationen f&r banorna kan saledes skrivas
AL/l A - —A /Az

z, = C oz, T %, C= 20 [_zzmj 1 (2.5)

Vi fdr nu gdra ytterligare uppdelningar i olika fall.
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Fall la - Ay < X, < 0 (stabil tvd tangent nod)

Kvoten Al/Az ir positiv och stérre &n 1. Det f&ljer d& av fas-
plankurvornas ekvation (2.5) att faskurvorna dr parabelliknande.

Det gidller att

z . (o /r) - 1
lim == = lim c -z, 172 = 0

2,70 72 2,70

Om 22(0) f 0 s& nérmar sig faskurvan s&ledes origo lings Zn=

axeln. Ddremot om zzgﬂ = 0 f51jer att fasplankurvan gives av

1

ekvationen Zl(t) = e Zl(O), dvs faskurvan dr i detta special-

la fall identisk med zl—axeln.

pa bade A, och Ay Er negativa gdller vidare att z, och z, > 0

d3 t + w. Faskurvorna dr sdledes orienterade mot origo. D&
t + —-= gdllepr vidare
z,(t) z,(0) (A, - A0t
lim = lim 2 e ? 1 =0
zl(t) > «

OQzl(O}

T o

dvs om Zl(O) } 0 s& kommer faskurvorna att vara parallella med
z,-axeln f8r tillrdckligt stora negativa vdrden pa t. Faskur-
vornas utseende framgdr av Fig. 2.1. Singulariteten kallas

nod eller stabil tva tangentnod, om vi sdrskilt vill betona

att kurvorna For viéxande t ndrmar sig origo ldngs tvad skilda
piktningar. Observera att dessa riktningar Sverensstdmmer med
den transformerade matrisens TAT-l egenvektorer

col (1,0) respektive col (0,1) ®

x fotnot

1

col (1,0) dr en beteckning foér kolonnvektorn
0
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Fig, 2.1 - Fasportrdtt fér stabil (tvad tangent) nod
FLB. .2 p

Fér att erhdlla fasportrdttet i det ursprungliga koordinat-

systemet, transformerar vi 1dsningen tillbaka till x koordi-

naterna

x(t) = 170 2ty = 2 (0) T e+ z 0 1 e’

a 1

Vi finner dd att faskurvorna for vdxande t ndrmar sig origo

ldngs tva skilda riktningar

—

1 i 0
e, = 771 om z,(=0) = 0 pesp. e, = T ' fom z,(0) 0
1 9 2 P 1 ?

Vi observerar vidare att e och e, dr hogeregenvektorer till A,

Vektorerna ey och e, har definierats s& att

-1
T = {:el, e2]

men enligt ekvation (2.3) gdller

_ A 0
TAT_l = 1
A
L 2.

dvs

A 0
ar™t = ol 1

0 A
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eller

A [jel, e?_] = [:Alel, A2e2]
dvs

A e, = Aiei i=1, 2

Den egenvektor som svarar mot det i1l beloppet stdrsta egen-

viardet, dvs €45 kallas snabba egenvektorn och den andra egen-

velktorn e, kallas léngsamma egenvektorn. Vi observerar att ba-
nor som ej sammanfaller med egenvektorerna &r paraliella med

den snabba egenvektorn pd stort avstdnd fran origoe och paral-
lella med den ldngsamma egenvektorn ndra origo. Fasportrdttet

i de ursprungliga koordinaterna framgdr av Fig. 2.2.

X9

-““ENEEA\\ // langsamma egenvektorn T_ll.gl

___ snabba egenvektorn T'][:éJ

o

Fig. 2.2 - TFasportrdtt for stabil (tva tangent) nod
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Fall 1b - 0 < A, < & (instabil tva tangent nod)

I detta fall &r kvoten Klflz liksom i fall la positiv och st8rre

dn 1. Banorna har saledes samma parabelliknande utseende som i
fall la. Da b&de Ay och i, &r positiva, sa kommer dock en punkt
pa faskurvan att avlidgsna sig frdn origo med vixahde t. Singu-

lariteten kallas en instabil nod eller en instabil tv&d tangent

nod. Fasplanet framgdr av Fig. 2.3.

22

Fig, 2.3 - “Fasportrétt for instabil tva tangent nod

Fail lc - x, < 0 < & (sadelpunkt)

Da egenvdrdena har olika tecken &dr kvoten Al/AQ negativ. Det
foljer d4a av banornas ekvation (2.5) att dessa &r hyperbellik-
1> zz—axlar som asymptoter. Da Al &r negativ och

A2 positiv kommer l&sningar som bdriar pa z,-axeln att ndrma

nande med =z

sig origo med vdxande t, och l&sningar som bdrjar pa zz—axeln
kommer att avidgsne sig fran origo. Egenvektorn col(l,0) till

1 kallas ddrfor stabila egen-

den transformerade matrisen TAT
vektorn och col(0,1) instabila egenvektorn. Fasportrittet fram-

gdr av Fig. 2.4 och singulariteten kallas sadelpunkt.
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\

22
ingtabila egenvéktO?n
AN stabila egenvektorn
- < z o
i
,/k

Fig. 2.4 - Fasportrdtt for sadelpunkt

Fasportrdttets utseende 1 de ursprungliga koordinaterna fram-

gdr av Fig. 2.5

instabila epenvektorn

1’///i:’ stablla egenvektorn

Fig. 2.5 - Fasportrdtt foér sadelpunkt
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Fall 2 - A, = A, = A

D4 matrisen A har sammanfallande r&tter far vi undersdka tva

delfall beroende pa& om matrisen A - Al har rangen 0 eller ran-
gen 1.
Fall 2a -~ stjdrnnod

Da A - Al har rangen 0 gdller

A 0
A =
C A

Vi finner da efter transformation
At '

L

Xl(t) XI(G) e

At

xz(t} XQ(D) e

Fasportrdttets utseende framgdr av Fig. 2.6. Singulariteten

kallas nod alternativt stjdrnnod eller mangtangent nod om vi

vill.understryka skillnaden med noderna i fall 1,

*2

Fig. 2.6 - TFasportrdtt for stabil stjdrnnod

11
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Fall ?2b - (entangent nod)

Om matrisen A - AL har rangen 1l finns en transformation T

sddan att

De transformerade ekvationerna lyder da

dz

1
_— = Az +
a+ 1 P
dz

2 _ AZQ
dt

och har 1&sningen

At At

1

zl(t) Zl(O) e + 0t ZQ(G) ¢ e

At

sz' 2,(0) e

Om » < 0 gdller alltid

zz(t)

lim
Zl(t)

e

dve samtliga lésningar nérmar sig origo léngs zlnaxeln. Singu-~
lariteten kallas nod eller entangent nod dd 18sningarna alltid
ndrmar sig origo langs zl—axeln. Fasportrdttet framgar av

Fig., 2.7.




R
-
1
[~
.
Fig, 2.7 - Fasportrdtt for stabil entangent nod
Fall 3 - A, komplexa (fokus)

1 72

D& A har reella koefficienter Sr rdtterna alltid komplexkon-

jugerade. Det finns da en transformation T sadan att

g + iw 0
TATT T =
0 g - 1w

De transformeradse ekvationerna lyder da

dz
— = (o ¢ diw) z,
at
dzz

= {g - iw) Z,
dt

Infbr nu




= +
vy zZy 17,
v2 = 1 z1 + zé
och vi finner att systemet kan beskrivas pd
form
Mo w |
g‘_\i: 3 v
dt - o
Infér nu poldra kcordinater
r cos ¢ = vy
r sin ¢ = vy,
Derivation av dessa uttryck ger
dv
dar cos ¢ - 1 de sin ¢ = =
dt dt dt
dv
dr sin ¢ + 1 da¢ cos ¢ = 2
dt dt dt
Elimination ger
dr _ dvl dvz
dt dt dt
U B
at L oat 2 ar
dvs
dr  _
- = gr
at
ds . _,

ITT: 14

féliande standard-
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Dessa ekvationer har l8sningarna

eOt r{G)

1

r{t)

$(t) -wt + ¢(0)

I det transformerade koordinatsystemet Vi Yy dr-ldsningarna
sdledes spiraler som gdr mot origeo for vidxande t om ¢ < 0 och
som gér frén ecrigo dd o > 0. Singulariteten kallas ett fokus

eller en spiral, Fasplanet framgar av Fig. 2.8.

Ya V2

S (7
)~ )

ZN\

¢ b
Fig. 2.8 - Faspoertrdatt for stabilt (a) och instabilt (b) fokus
Fall 4 - (centrum)

Analogt med fall 3 kan systemekvationen nu skrivas

-
av | 0 w
— = v

dt - 0

I poldra koordinater giller sdledes

r(t) = konst

Faskurvorna dr saledes koncentriska cirklar i det transformerade
koordinatsystemet eller sneda ellipser i det ursprungliga koor-

dinatsystemet. Se Fig. 2.9. Singulariteten kallas ett center.
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W
N
~\\

b
(9//

Fig. 2.9 ~ Fasportridtt £0r ett center

)
%

sammanfattning

Fér det linidra systemet (2.1) med det A § 0 finner vi sdledes

f81jande huvudtyper av singulariteter:

1. Singulariteten dr en nod om A har reella egenvdrden med

samma tecken

2. Singulariteten &r en sadelpunkt om A har reella egenvdr-

den med olika tecken

3. Singulariteten &r ett fokus om A har komplexa singulari-

+teter med icke fdrsvinnande realdel

4. Singulariteten &dr ett center om A har rent imagindra egen-

vdrden

Tnom grupperna nod och fokus kan vi dessutom géra en uppdelning
i stabila resp. instabila singulariteter beroende pa om rdtter-
nas realdel &r negativa resp. positiva. Nederna kan vidare de-

las upp i tre typer: entangentnod, tvdtangentnod och stjérnned.

Tér att utfdra karakteriseringen studerar vi sdledes matrisen

A:s karakteristiska ekvation vilken kan skrivas

2 _ 3 tp A+ det A =0




dar
tr A= oagy *oa,, (spdret)
det A = (determinanten)

311% 7 F12%91

Den hdr ekvationen har lésningen

I
A= L tpoa e V[i (tr A)2 - det A
n

En analys av de olika fallen visar nu att resultaten kan sam-

manfattas med Fig. 2.10.

det A
entangent nod eller
stabilt instabilt e
stidrnnod
fokus fokus

det A = (tr A)2/ b

stabil

tvatanrent nod

ingtabil 1vatangent nod

centrum

tr A

gsadelpunkt
Fig. 2.10 - Karakterisering av singulariteterna for ekva-

ticnen x = Ax
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Vi skall slutligen diskutera vad som intrdffar om det A = 0,
Matrisen A har dd ett egenvidrde 0. Genom ldmpligt val av koor-

dinater i tillstdndsrummet kan systemekvationerna skrivas

dx 0 0 }

at 0 x_i

X

Denna ekvation har 18sningen
xl(t) = konstant = xi(ﬂ)

At

x2(t) Xz(U) e

Varje punkt pad axeln x 0 dr saledes en singuldr punkt. Fas-

2
portrdttet framgar av Fig. 2.11.

Y V¥ YV V¥ 4\ N A
> >
N A N A Y VY Y VY
Fig. 2.11 - TFasportridtt d& det A = C, dvs da origo e] &r en

isolerad singularitet
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5. ANALYS AV STYCKVIS LINJARA SYSTEM

Om funktionen f(x) dr styckvis linjdr kan fasplanet uppdelas i
omrdden sadana att f(x) dr linjdr i varje omrdde. Varje omrdde
kan vidare tilldelas en singuldr punkt. Observera att den sin-
puldra punkt, som p& detta sdtt tillerdnas ett omrdde ej nodd-

vindigtvis behdver tillhéra omrddet. Den singuldra punkten si-

ges d& vara en virtuell singularitet. Sedan den singuldra punkt,

som tilldelats ett visst omrdde har karakteriserats s& kan fas-
kurvorna 1 hela omradet skisseras. Det kompletta fasplanet kan
sedan bestdmmas ur villkoret att faskurvorna dr Kontinuerliga

vid 8vergang fran ett omrdde till ett annat. Det dr sdledes re-
lativt 1lidtt att bestdmma fasportrittet for ett styckvis linjdrt
system. Approximation med styckvis linjdra system dr ett av de
mest effektiva hjdlpmedlen vid kvalitativa undersdékningar av o-

linijdra systemn.

Servosystem med olinjdriteter hidrrdrande frdn olinjdra ventil-
karakteristika, glapp, midttning etc. utgdr typexempel pa till-
liampningar. I det foljande skall vi ge ndgra exempel pa till-
liampningar. I 6vrigt hdnvisar vi till de talrika exemplen 1

exempelsamnlingen.

Exempel 3.1 (Reglersystem med olinjdr ddmpning)

Betrakta det reglersystem vars blockschema visas i Fig. 3.1.

X2 X1

0 >
>

-f(XQ)

>

Fig., 3.1 - Blockschema f8r reglersystem med olinjdr ddmpning
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Det &r bekant fran allminna kursen att systemet ej ar asymp-
+otiskt stabilt f8r f = 8. Det dr ocksd bekant att systemet
kan stabiliseras t.ex. om vi vdljer £(x) = ax med o > 0. Det

f&ljer av figuren att

Sterkopplingen via f representerar sdledes en hastighetssignal.
Vi skall nu visa att systemet kan stabiliseras med en olinjdr
hastighetsdterkoppling f(x) = o |x|, vilket fysikaliskt betyder

att endast hastighetens storiek dterfires,

Ur blockschemat erhdlles foljande ekvationer for systemet

_ = - 2%, - f(X2)

Vidare gdller

Systemekvationerna dr sdledes styckvis linjéra. For att analysera

systemet sdrskiljer vi tva fall.

W
o

Fall I X

a

D& x, dr icke negativ gdller

dx
dt L—Z -3
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dvs tr A = -3, det A = 2, Vi finner sdledes att oripo &r en
stabil nod. Den karakteristiska ekvationen lyder

A2 4 3n 0 =0

och har 1l8sningarna
hyo= - 1.0 (langsamma egenvdrdet)

Ay = = 2.0 (snabba egeﬁvérdet)

Hoger egenvektorerna erhdlles urp

G 1 3 eq f-ell
3 = A ;
{ ] i
r i i i
i =2 -3 Poe ioe,
L. IS L7
Fér A = -1 erhalles den "langsamma egenvektorn"
1
a =
-1
snabba egenvektorn motsvarande * = -2 erhdlles ur
0 1 e SR
= -2 E
-2 -3 e, &, J
Sdledes

| —




IlE

Fasplankurvorna framgdr av [ig. 3.2.

X2
\\ snabba egenvektorn
/”// ‘
- langsammna egenveitorn
; - S
| \ \ N ) X1
{ \ \ \\.\/}
| \ \| N
\ \ \ NN
\ \ AN
\ \ v
\ N
\ \ \ \ N
\ \ \
\ \
Fig. 3.2 - Fasplankurvor f{&r den ekvation som gdller i om-
rddet Xy > 0. Kurvorna har streckats for X, < 0.
Fall I1 Xy € 1]
Da ®, < 0 gdller
dx oo 1
- = . X
dat 2 2 |

tr A = 2, det A = 2, sdledes instabilt fokus.

Den karakteristiska ekvationen lyder
A2 - 2% + 2 =0
Egenvidrdena 4dr saledes

A= 1ot 4

122

]
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I Fig. 3.3 visas fasportrdttet f8r den del av ekvaticnen som

gédller da X, < 0.

/]

Fig. 3.3 - Fasportrdtt fér den ekvation som gidller d& X, < 0,

Banorna har streckats for X2 > 0,

Sammansdttes de olika dell&sningarna erhdlles ett fasportritt

f6r det olinjdra systemet enligt Fig. 3.4.
x2

Fig. 3.4% - Pasportratt fér systemet 1 Fig. 1
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Ur fasportrdttet i Filg. 3.4 kan vi utldsa systemets kvalitativa
egenskaper vid stegstérningar. Vi observerar att nolldsningen
4p stabil trots att den ekvation som beskriver systemet i omra-
det %. < 0 &1 instabil. Vi finner &ven ur fasportrédttet i Fig.

2
3.4 att stegsvaret har hdgst en &versldng.

Fxempel 3.2 (Styckvis linjdrt system som &r instabilt trots att

egenvirdena alltid &r negativa)

Ett linjdrt system med konstanta koefficienter ar asymptotiskt
stabilt om den karakteristiska ekvationens samtliga rdtter lig-
ger i vanstra halvplanet. Man skulle dd kanske kunna fdrmoda att
styckvis linjdra system skulle vara stabila om det i varie del-
omrade gdller att alla rdtter till den karakteristiska ekva-
tionen har negativ realdel. Vi skall med hjdlp av ett exempel
vica att denna férmodan ej dr riktig. Betrakta ett system som

beskrivs av ekvationerna

i -1 a
T dz . | X X & Ry
at 0
1 0
11 & . x % c R,
at -2 -1
i

dir R. och R. dr omrdden i planet som ligger mellan de riata

1 2
linjerna x, = xlfa och X, = o-ax). Se Fig. 3.6.
X2
i =1
Tan
11
X
Il
I
Fig., 3.6 - FPiguren visar 1 vilka omrdden i fasplanet som sys-

temet beskrivs av ekvation T resp. II
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I varje delomrdde beskrives systemet sdledes av linjdra ekva-
.tioner, sd beskaffade att den karakteristiska ekvationen har
rétterna Al,2 = -1 i alla delomrdden. Vi skall nu visa att sys-
temet trots detta kan vara instabilt.

I omradet I gdller

}ﬁ = -x., + ax
L 1 1 z

Origo 4r saledes en entangent nod fér ekvationen

D
x,(t) = e xz(ﬂ)
-t Pt -8 -t -t
x,(t) = e x, (0 + a /e x,{s) ds = x.(0%e + at x,(0)e
1 1 . J2nt 1 2
e ®x,(0)

2

Studera speciellt en ldsning som bdrjar pd den rdta linjen

X, = —aX dvs
Xl(O) = -C
x2(0) =  ac

Vi far fbr denna 1dsning

{(-c + at ac) e_-t

Xl(t)

ac e ¥

1l

xz(t)

Se Fig. 3.7.
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__’._______ilf s - x1

Fig., 3.7

Yi undersbker speciellt ndr ldsningen lédmnar omrddet I. Detta

sker 1 punkten B i Fig. 3.7 d&r x, = xl/a, dvs x, = ax, eller

cf{-1 + aQT) P a2 c e T

dir T 4r den tidpunkt d& banan ldmnar omrddet I. Vi finner sda-

ledes
T=~l—2 (a2 + 1) =1+a?
I=1

Koordinaterna fér punkten B dr vidare

B _ 2 ~T
prd = ace

B -T
X = ac e
Betrakta nu lésningen i omrade II dé&r det gdiler

X = —Xl

Origo &r en entangent nod dven for dessa ekvationer
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et xl(O)

Xl(t)
.t
;

et x,(0) ~ a -t -8

e xl(s) ds

It
1

xz{t)
O

-+ t

e x2(0) - at XE(D) e’

Studera speciellt en l&sning som vid t = 0 startar i punkten B,

Dvs
Xl(O) = a‘c e
%,(0) = ac e %
2
Vi finner da
%, (t) = a’c e ¥ « &7t
1
x2(t) = (ac e T - at a’c e_T) et = (1 - azt) ac e T ~t
Se Fig. 3.8, ‘
B
i3
\
N
A S
\\\
c
Fig. 3.8
Vi understker speciellit ndr ldsningen passerar linjen X, = -ax;

och ldmnar omrddet II i punkten C, d&r det gédller
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(1 - azt} ac eTT -t -a3c e~ T -t
dvs da
t =1+ aFQ = T

Punkten C har koordinaterna

c _ 2 -2T
p.d = a ¢ e

3 ~-2T
-a c e

b
tr

Av symmetrin f8ljer nu banans férlopp i omrddena IIT och IV,

Yi finner speciellt att om

2 =27 7 -2
e )

a = a” exp (-2 - 2a > 1

83 kommer punkteh C att ligga pd stdrre avstdnd fran origo &n
punkten A och nolldsningen blir da instabil. Ovanstdende villkor

kan skrivas

2

a~ > exp (2 + za_Q

)

och kan alltid uppfyllas genom att vdlja a tillrdckligt stort

t.ex, a = 3.5.

Observera att 18sningen tillbringar samma tid i alla omrdden
I, IT, ITI, IV samt att denna tid dr cobercende av initialvill-
koret. Ekvationen kan da dven tolkas som en linjédr ekvation

med periodiskt varierande koefficienter.

I Fig. 3.9 visas fasportrdttet for systemet. FOr att undvika

den diskontinuerliga férindringen 1 ekvationens koefficienter
vid passage mellan omrddena kan man ldgga in zoner enligt Fig.
3.9 och d&#r jdmna ut funktionen utan att dndra problemets och

18sningens karaktdr.
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Fig. 3.9

Om vi i exemplet byter t mot -t far vi ett styckvis linjdrt
system ddr den karakteristiska ekvationen har r&tterna Ai o = t1
3

i varje delomrdde men som trots detta dr stabilt,
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L. LYAPUNOV - POINCARES SATS

Vi har nu klassificerat singulariteterna till linjdra diffe-
rentialekvationer av andra ordningen och vi har vidare anvdnt
klasegificeringen till att bestdmma fasportrdtt £or styckvis

linj&4ra system. Vi skall nu dtergd till att studera olinjédra

ekvaticner

92 = f(z) (4.1)

dat

L3t z* vara en singuldr punkt till denna ekvation, dvs £(z% = 0.
I8sningen z(t) = +° 4dr sdledes en jdmviktslosning. Som en for-

beredelse till att rita fasportrittet till ekvation (4.1) skall
vi nu undersdtka jémviktslbsningens stabilitet. PFér att gdra detta
inféres en ny variabel

x =z - z°

Om funktionen f dr en ging kontinuerligt deriverbar gdller

dx o oax 4 g(x) (4.2)
at
dédr — -
Bfl Bfl
A 3Z
A = fz(zo) = 1 2
sz sz _ o
A = Z
_,azl azzm

och resttermen g(x) dr ol(l]x|]), dvs

lim ngL&lLL - 0

TP

Efter variabelbytet &r jimviktslOsningen s8ledes x(t) = G.
Vi skall nu visa att jdmviktslésningens stabilitet visentli-

gen kan avgdras genom att studera den linj4ra approximationen
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S“_X = Aw (q‘.a)
dt
Sats (Lyapunov - Poincaré)

Betrakta ekvation (4.3). Onm N

a) Varje 18sning till den linjdra approximationen (4.3) kon-

vergerar mot noll d& t =+ =
b) Funktionen g(x) &r kontinuerlig for x = 0

ey gGall/ =l ~ 0 a& [ix[| >0

s& konvergerar varje 1dsning ti11 (4.2) som startar tillrdck-
ligt nira origo mot noll d& t > «. Vi kan &dven lita g bero av

t om b) och ¢) gdller likformigt i t.
Kommentar

Lyapunov - Poincarés sats séger sdledes att om hdgerledet 1
ekvation (4.2) uppfyller regularitetsvillkoren och om jé&mvikts-
18sningen 4r en asymptotiskt stabil lésning till den linjéra
approximationen (4.3}, sd dr jédmviktsldsningen dven en asymp-
totiskt stabil 18sning till den olinjéra ekvationen. Denna sats
ir mycket viktig, i sidlva verket dr det grunden f&r den lin-
i4ra teorin som presenterades i den allmédnna kursen. Praktiska
problem leder som regel till olinjdra ekvationer. Eér‘att analy-
sera dessa system linjariseras ekvationerna. P4 basis av de lin-
jira approximationerna bestdmmes sedan en regulator, sd beskaf-
fad att den linjidra approximationen med denna regulator far den
dnskade stabila Jj4mviktsldsningen. Det f8ljer sedan av Lyapunov -
Poincaréds sats att jdmviktslOsningen &r en asymptotisk stabil
16sning dven for det olinjdra systemet. Om Lyapunov - Poincarés
sats ej var sann sd skulle den linjdra teorin sdledes ej ha sa

stort tilldmpningsfdlt. Vi skall nu bevisa satsen.
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Bevis:

Det f&ljer av antagande c} att hégerledet £i11l ekvation (4.2)
p Lipschitz kontinuerligt i origo. Om x(0) = c vdljes till-
rickligt liten giller da enligt existenssatsen f6r differen-
tialekvationen (sats IT.1) att lésningen x(t,0,c) existerar

i ett intervall 0 € t < T. Vi skall nu férst visa att 1ds-
ningen x(t,0,c) existerar for alla T och att den dr likformigt

begrénsad.
Tkvationen (4.2) omformas férst till f8ljande integralékvation

T
x(t) = Ao s SAE=5) g(x(s)) ds (4.u)
(8]

Vi skall nu visa att varije 1lésning till denna integralekvation

4r likformigt bepgréinsad om ¢ vdljes tillr&ckligt liten, dvs att

il < 2ay [Hell 1lagll = 112 (4.5)

Vi visar detta som ett motsigelsebevis. Antag att lésningen

ei 4dr begrdnsad. Ldt t, vara den f8rsta tidpunkt i intervallet

(0,T) da 18sningen lémnar sféren |[x|| < 2a, | lcl], dvs
Hx(e )] = 2a; [lell (4.6)
Da gdller
At t)
2a llel] « [le 211+ el + £ 1A Jlsxen]]
Q
+
At 2
< lie 201 1lel] + max [lgxe]] £ [1E3]) as

Q
=

Men enligt forutsdttning a) gdller att varje 1l8sning till ekva-

tionen

ax
dt

= Ax

1372

N

et
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konvergerar mot noll. D& A &dr en konstant matris innebdr detta
att A:s alla egenvidrden har negativ realdel. DA &r emellertid

integralen

)

J llexp As|| ds
o)

begrdnsad, sig < K. Vidare gdller enligt antagandet som gjordes

i bérjan av motsdgelsebeviset att

Flx(s)]] ¢ 2a; [ell 0 ss s t,
Vi finner da
max | |g(xe))|]| s max ey

s x| [<2a, ] fel |

Genom att vidlja ¢ tillridckligt litet féljer da av forutsidtt-

ning ¢) att

max ||g(x(sN|| ¢ max all|x[| = oeq t 22y f|c||

s =] ls2a,]lel]

i

ddr e, kan géras goedtyckligt liten. Vi finner sdledes

1
Atz
2a, |lell « {le “I1 - [lel] + 2Kajeq |{el] =
= a; |lel] (1 + 2Kep)
Men dd e, kan gdras godtyckligt liten genom att.vélja Hlel |

1
liten, sd har vi sd&ledes en motsdgelse till antagandet att det

finns ett t, sadant att (#.6) géllér. Vi finner sdledes att
isningen 4r begrinsad. Vi observerar vidare att beviset gdl-
ler dven om funktionen g beror av t under férutsdttningen att

b) och ¢) gdller likformigt 1 t.

For att visa att ldsningen konvergerar mot noll da t —+ <

gor vi variabelbytet




_ -t
Z = Xe

didr A dr ett tal sadant att
Re Ai fAY < x < O

Vi finner d& att z satisfierar f&ljande ekvation

At At

22 - (a - Al)z + e glze” ")

yi finner genom tillidmpning av det tidigare resonemanget att
llz¢t)]|] s konstant

dvs

| |x¢t) ]| ¢ konstant - e"~ » 0 dd t + = och satsen dr bevisad.

. ]
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5. KLASSIFICERING AV SINGULARITETER TILL OLINJARA D.E.

Vi skall nu studera den olinjdra ekvationen

X - ) (5.1)

dt

Vi férutsdtter att koordinatsystemet translaterats sa att

x = 0 4r en singuldr punkt, dvs att £(0) = 0. Man skulle in-
tuitivt kunna vinta sig att 18sningarna till ekvation (5.1)

fér smd vdrden pd x liknar lésningarna till den linjéra ap-

proximationen, dvs

dt
déar
afl Bfl
bl X
- - 1 2
A = fX(O) =
af af
..._Z. _.__2_ v = 0
5 axl alem

Fér att underséka detta skrives ekvation (5.1} som

o ax o+ gl - (0L)

dt

T avenitt 2 klassificerades singulariteterna till den linjdra
ekvationen (L). Den klassifilcering som gjordes var helt bunden
till egenskaperna hos matrisen A. Vi skall nu ta fasta pa de
egenskaper hos lésningarna till det linjdra systemet vi fann

i avsnitt 2 och gbra en klassificering, som endast beror pa
18sningarnas egenskaper. Det visar sig bekvidmt att infdra

poldra koordinater

® r cos &

1

X r sin ¢

2

35
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Vi infdr nu foljande definitioner.

Origo dr en attraktionspunkt (attractor) fér t » + = eller

+ > - » on det finns en omgivning till origo U sadan att
varje l&sning med x(0) ¢ U existerar for [0, + =) eller

(-m,o] och r(t) + 0 did t + + = eller t + - =,

Origo dr en nod om r(t) =+ 0 och ¢(t) » ¢ = konstant da
+ > + ® eller t » - =. Om det finns en l&sning motsvarande
varje reellt c kallas origo-en stjdrnnod. Om det finns 1&s-

ningar endast f6r k olika vérden pd c kallas origo en X tan-

gent nod.

En attraktionspunkt, nod och fokus sdges vara stabil om ut-
sagon ovan gdller da t + + «, instabil om utsagon giller da

t o> - @,

Vidare gidller att:

Crigo 4r ett centrum om det finns dtminstone upprdkneligt

madnga slutna banor i U som omsluter origo.

Det Zr inte 14tt att definiera en sadelpunkt. Lidrobbckerna i
differentialekvationer har ocksd ndgra olika alternativ.

Fljande &r en méilig definition:

Origo 4r en sadelpunkt om det finns dtminstone tva banor
genom origo dér den ena avldgsnar sig och den andra ndrmar

sig da t » + = eller t » - =.

Cenom att tilldmpa dessa definitioner pa det linj&ra syste-
met (L) finner vi att definitionerna &verensstdmmer med de
tidigare definitionerna som infordes i avsnitt 2. Detalijer-
na lamnas som dvning. Vi skall nu visa att karaktéren pa
singulariteterna for den olinjdra ekvationen (OL) vésentli-
gen kan avgbras genom att studera den linjdra approximationen

(L). Dessa resultat visades forst av Poincaré.
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Sats 5.1

om gt = o (]1x]]), g{x) &r kontinuerlig i origo och
origo &r en attraktionspunkt f£oér (L), s34 dr origo dven en

attraktionspunkt for (OL).

Bevis:

Resultatet fdljer omedelbart ur Lyapunov - Poincarés sats.
Sats 5.2

Om origo dr ett fokus for (L) och e |l = o (]ixll), s&

dr origo Hdven ett fokus for (OL).

Bevisg:

Beviset genomfdres for ett stabilt fokus. Vi kan alltid vdlia

koordinatsystemet i fasplanet sa att

Infér poldra koordinater (r,¢). Det f8ljer da av sats 5.1 att

r(t) » 0 d& t » =. Vidare erh&lles f6ljande ekvation fér ¢

2 .ds . KoKy — Xo¥o = - @ rg + o(rz)
at 172 271

r

DA r» - 0 och d§ t » « gdller sdledes

éi = - u + o(l)
dt
dvs
6(t) = - wt + o(t)

och ¢(t) - + » d& t » =. Enligt definitionen &r da origo ett
fokus till (OL).




ITT:38

Vi skall hir ge ndgra ytterligare resultat utan bevis. For
bevis och kommentaper hanvisas till ndgon bok i differential-

ekvationsteori, t.ex.

Coddington, Levinson: "Theory of Ordinary Diffevential Egua-
tions™", McGraw-Hill 1955 sid 375-387

Cesari: "Asymptotic Behaviour and Stability Problems in Ordi-

nary Differential Equations™, Springer 1963 sid 156-163.
Foljande gdller
Sats 5.3

Om origo &r en entangent nod Tesp.en tva tangent nod till (L)
och |]g(x)]] = o (||x]])s sd dr origo en entangent nod resp.

tva tangent nod till (OL).

Sats 5.3 gdller ej utan ytterligare inskrdnkningar for stidrn-

noder, vilket framgdr av foljande exempel.

Exempel 5.1

Betrakta ekvaticonen

—+ - -Xq - Xz/iog T
dt
dxz
—— = =X, F xl/log T
dt

q 2 2 !
r = ®y + %5

Origo dr uppenbarligen en stidrnnod till den linjdra approxi-
mationen. Den olinjdra ekvationen gdr att integrera analytiskt.

Vi finner

dr 2 7 2

T = = -X - x = - P
dt 1




ITT:39

dvs

r = pr{d) et

Vidare

Pz de = WK, — KoK, T r2 = Pz
dt 12 274 log v c - T

dvs

¢ = log |t - cf

Vi finner si3ledes att origo Hr ett fokus till den olinjdra

ekvationen.

Sats H.4

Om origo %r en stjdrnnod till (L) och om ||g(x)|] g v(r) =
o(r) och [ r? v(p) dp < + =, d& dr origo en stidrnnod till
o).  °F

Sats 5.5

Om origo #r ett center for (L) och |lgGa) || = o ({{x]]), da

4r origo antingen ett center eller ett fokus for (OL).

Fér sadelpunkt gdller vidare

Sats 5.6

Om origo 4r en sadelpunkt for (L) och funktionen g har par-
tiella derivator av forsta ordningen i en omgivning till ori-

go, s& ir origo en sadelpunkt till (OL).

Olinjdra system kan dven ha singulariteter som e3j har nagon

motsvarighet f6r linjdra system. Ett exempel visas i Fig. 5.1.
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Fig. 5.1 - rasportrdtt for ekvationen
dx
—-:E = Xlz - X22
ét
dx
2
— 5 = =2x.x
172
dt
Sammanfattning
Om vi antar att funktionen g(x) &r deriverbar och att |lgtx) |l <
+ . A C e . .
||XH1 ¢ , finner vi saledes att om den linjdra approximationen

har fokus, nod eller sadelpunkt 5& har den olinjéra ekvationen |
motsvarande typ av singularitet. Om den 1linijdra approximationen
diremot har ett centrum sa har den olinjdra ekvationen antingen

ett centrum eller ett fokus.

Yi kan nu ange en metod fér att rita fasportrdtt fér olinjéra

system.

1.7 Bestam de singuldra punkterna ® = x"

2. RBestim for varje singuldr punkt A-matrisen i den linjéra
approximationen

3. Unders®k om den olinjdra ekvationens singulariteter kan

warakteriseras genom den linjdra approximationen. Om s&
4y fallet berdkna tr A och det A och bestdm den linjédra
appreximationens singulariteter. I kritiska fall integre-

ras den olinjdra ekvationen numeriskt
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b, Skissa banorna i nirheten av singuldra punkter

5. Berikna om sd erfordras vissa banor numeriskt.

Vi skall nu ge ett exempel som illustrerar hur man ritar fas-
portrdtt och hur man anvidnder fasportrdtt for analys av olin-

jdra reglersystem.

Exempel 5.2 (Infasning av synkronmaskiner)

Som en tilldmpning pd fasplananalys skall vi nu studera en syn-
kponmaskin, som dr kopplad till ett elektriskt nat. Vi skall
f8rst rita upp fasportridttet och sedan visa hur man kan utnytt-

ja detta f&r att dra slutsatser om systemets egenskapeb.

Vi skall sdledes betrakta en synkronmaskin som drives av en

+urbin och som dr inkopplad p& ett ndt. Se Fig. 5.2,

Energi

inmatas

Drivmotor

Synkrongencratop

Fig, 5.2 =~ Foérenklad bild av-synkronmaskin
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Répelseekvationen fdr en synkronmaskin kan skrivas

2
g &3 = M-
dt '
dér 8 &r rotorns vridningsvinkel, J dess trdghetsmoment, M

det dprivande momentet och Me det elektviska momentet.

Det elektriska momentet beror dels av generétorns vinkelhas-
tighet w = de/dt och dels av fasliget mellan ndtets spdnning
och generatorns elektromotoriska kraft. Om vi antager att

generatorns genererade effekt ar liten i férhdllande till to-
tala effekten i nitet gdller att ndtfrekvensen mn.ér oberoen-
de av generatorns vinkelhastighet. Man talar da om ett starkt
ndt. I detta fall giller

M = Co - X sin {(w_t - 8)
a n

dir C och K &r konstanter. Synkronmaskinen kan sdledes beskrivas

med ekvationen

2 | - |
J g_% - M- c 2+ Ksin (ot - ) o (5.2)
dt O at -

Fér att analysera denna ekvation inféres tillstadndsvaridblerna

Xl = § - wnt
de
X, = o—— - 0
R

Ekvation (5,2) kan sa skrivas

dx1 o

at 2

dx2 )

—_—z M/J - C mﬂ/J - (c/a) X, = (K/J) sin X (5.3)
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Vi undersdker forst de singuldra punkterna. Dessa bestdms av
Xy = 0

gin Xy =M - C mn)/ K

Vi far s&ledes

x| = arc sin (M - C wn)/"K _ (5.4)
eller
X, = 7 - arc sin (M - C mn) /K (5.5)

Fér att minska skrivarbetet inféres nu parametrarna

a = C/d

B = K/J

Y = arc sin (M - C mn) /K

Vi skall nu unders8ka de singuldra punkternas karaktdr. Vi far

d& sdrskilja tvd fall beroende pd om rétterna dr givna av ekva-

tion (5.4) eller (5.5).
Fall 1 Singulira punkter bestémda av (5.4)

I detta fall &r de singuldra punkterna givna av

I

X9 vy o+ 2w

Xy = a
Linjarisering av systemekvationerna (5.3) kring dessa punkter

ger

4. (x - x) (x - x)
at

u

-8 cos ¥ -
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Den linjdra approximationen har f&éljande karakteristiska ekva-
tion
2
AT+ ax + 8 ceg v = 0
Fér att avgbra singulariteternas karaktdr studerar vi karak-

teristiska ekvationens rdtter. Vi finner

S . %
A= - of2 % v;z/u - g COS ¥y

Det gdller sdledes

a = 0 U centrum
2 .
0 < a <4 cos y =—=:» stabilt fokus
Z .
o = 4B cos vy > stabil entangent nod

u2> YR cos vy —>  gtabil tv& tangent nod

Enligt satserna i avsnitt 5 (se t.ex. sammanfattniﬁgen) sd har
den olinjira ekvationen dd samma singulariteter utom m&jligen
i Ffallet centrum. Fbr att undersdka detta fall ndrmare sdtter
vi a = 0 i ekvation (5.3). Denna ekvation kan da integreras

direkt. Vi finner genom att multiplicera den andra ekvationen

med dxl/dt

. @ ¢ e °

x2x2 = X1X2 = axl - Bx1 S1ln Xl
dvs
a { 4 x22 - axy - B cos xl) = 0
dt 2 ‘
eller
) .
= +
X, ZaXE + 28 cos X, kenstant (5.6)

dir a = M/J., Men ekvation (5.8) bestdr av en skara slutna kur-
vor i ndrheten av singulariteten. Singulariteten &r ddrfdr ett

centrum dven till den olinjadra ekvationen.
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Fall 2 Singuldra punkter givna av ekvation (5.5)

Yi skall nu undersdtka de singuldra punkterna
pid =1 - vy + 2vr
Xy = G

Linjarisering av systemekvationerna kring dessa punkter ger

0 1
é— (% - X\)) = _ {(x - Xv>
dt g cos vy - o

Den linjdra approximationen har f&ljande karakteristiska ekva-
tion '

AZ + gx - B cos y = O

Om g cos v » 0 4pr singulariteten sdledes en sadelpunkt. Det
f5lier vidare av sats 5.6 att dven den olinjdra ekvationen har
en sadelpunkt. Vi finner sdledes att ekvationen (5.3) har sa-
delpunkter d& X, = 0 och %y = 7 - v * 2vrm. Vidare har ekvationen
singulariteter 1 punkterna ¥, = ¢, Ry =y + 2yn. Dessa singula-
riteter kan vara centra, fokl eller noder beroende pd para-
metrarnas numeriska virden. Vi skall nu rita upp fasportrattet
och vdljer di ett specialfall o = ¢ = 0. Singulariteterna &r

da centra resp. sadelpunkter. Vi kan nu omedelbart mdrka ut de
singuldra punkterna och rita banorna i deras ndrhet. For att
komplettera fasportrdttet mdste vi berdkna nidgra banor., V&lj

dd t.ex. att bestimma ekvationen for de banor som gir genom
sadelpunkterna. D& o = 0 ges dessa av ekvation (5.6), dvs

Xy = Qalxl + 28 cos xq ¥ A

Bestdm nu talet A s& att banan gdr genom X =1 o=y och x, = 0.

Vi finner da
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2
Xy = 2a(xl -« * y) *+ 28(cos x, ¥ cos Y)'

Fasportrittet f&r o« = 0 framgdr av Fig. 5.3.

Fig. 5.3 - TFasportrittet f&r den ekvation som beskriver en
synkronmaskin kopplad till ett starkt ndt. Para-
metern har vdrdena v = 1/ 2, a = 1, B =‘}2

Ur fasportrdttet kan vi nu utldsa systemets egenskaper. Vi
finner att om systemet fir en mattlig stérning sd erhalles en
periodisk 1&sning med begrdnsad amplitud. Cm dédremot stdrningen
blir sd stor att l&sningen kommer utanfdr en bana genom en

sadelpunkt, sd kommer 1&sningen att divergera mot odndligheten

med stora virden pa t.

B
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2
X, = Qa(xl - 7+ y) t+ 2glcos x, + cos 7)‘

Fasportrittet fér o = 0 framgdr av Fig. 5.3.

Fig. 5.3 - TFasportrittet fdr den ekvation som beskriver en
synkronmaskin kopplad till ett starkt ndt. Para-
metern har virdena y = 1/ Vii a =1, 8 :\/2

Ur fasportrdttet kan vi nu utldsa systemets egenskaper. Vi
finner att om systemet fdr en mattlig stérning sd erhdlles en
periodisk 1&sning med begrdnsad amplitud. Om ddremot stdrningen
blir s& stor att ldsningen kommer utanfér en bana genom en
sadelpunkt, sd kommer 1l8sningen att divergera mot odndligheten

med stora virden pé t.
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Exempel 5.3 Analys av fasldsning (phase lock)

Vid mottagning av sinusformade signaler kan ett hégt signal-
brusférhdllande erhdllas genom att utnyttja det faktum att
signalens form &r k&nd. Principen f8r en mottagare av detta

slag visas 1 Fig. 5.4.

inkom mande ]
signal fas - -
ilt
detektor eF
oscillator
m. variabel
frekvens
Fig. 5.4 - Schematisk bild av krets for fasldsning

I fasdetektorn jéﬁféres fasliget av den inkommande signalen med
fasen frin den styrbara oscillatorn. Fasdetektorns utsignal dr
en funktion av fasdifferensen mellan de tvd signalerna. Signa-
len fra&n fasdetektorn filtreras. Den filtrerade signalen far se-
dan styra den variabla oscillatorns frekvens pd ett sadant sdatt
att fasskillnaden mellan insignalen och oscillatorsignalen av-
+tar. Nir kretsen 4r "18st" 4r spdnningen frdan oscillatorn sddan
att dess frekvens exakt dverensstimmer med den inkommande sig-
nalens medelfrekvens. Fér varje period hos insignalen gdr os-

cillatorn exakt en period.

LAt den mottagna signalen vara

vV, T &
1 1

och cseillatorsignalen

sin {wt + 81)

v, = a5 sin (ot + 82)
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Utsignalen fradn fasdetektorn dr dé

)

sin (6, - 8

1 2

Om vi vidare antar att filtret &r av forsta ordningen samt
att oseillatorn kan beskrivas som en integrator, far vi éett

blockschema fér systemet enligt Fig. 5.5,

fas
e 1x 3 Xy=
i " 2 Ky 1262
]
frekvens
-1
Fig. 5.5 - Blockschema for faslasningskretsen. Insignalen 8,

representerar den inkommande signalens fasldge,
B, utsignalens faslége. Block 1 representerar
fasdetektorn, block 2 och 3 filtret resp. oscillatorn

vi fidr ur blockschemat féljande ekvationer om K, = Ky = K

dx

dt

adx . 1 i

-—2-: —T_l xé'+ KT 1 sin (81 - xl)
dt ’

De singuldra punkterna &r givna av
Xy % 0 X = 0

sin (o, - x,) = 0 x = g, +noT

1 1
Vi skall nu undersbka de singuldra punkternas karaktdr. System-
ekvationerna linjariseras kring de singuldra punkterna. Koordi-
naterna 7. £3r beteckna avvikelsen fran resp. singuldra punkt.

Vi fdr sdrskilja tva fall.




Faill 1 n jadmnt
dz
..——.J-;.:Kzz
dt .
[
dz 4]
— s r itk -0t g, A =
dat -X/T
L
Den karakteristiska ekvationen lyder
22w ar s k2t 20, T 0 A Ay <

Singularitefen dr sdledes ett stabilt fokus
eller en stabil nod om 0 < K < 1/(2\/T). Om

lariteten ettt centrum.

Fail 2 n udda

Den karakteristiska ekvationen lyder

32w art _okZel 2o

"singulariteten &r sdledes en sadelpunkt.

I11:

K

-1/T

]

om K>1/(2V{ T)

A/T = 0 &r singu-

T
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a) Fasportrdtt i nérheten av singuléra punkter

L2

Cut Cut

Fig. 5.7 - Fasportrdtt for fasldsningskretsen da ¢

K > /(2T

i
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6, ISOKLINMETODEN

Isoklinmetoden innebdr att vi bestdmmer ett antal orter fir
keonstant lutning hos banorna i fasplanet. Dessa orter kallas
isokliner. Metoden ger en mdjlighet att bestdmma banornas ut-
seende dven langt fran de singuldra punkterna hos den olinjdra

differentialekvaticnen utan att l&sa denna. Iscklinmetoden dr

begrdnsad till h&gst andra ordningens tidsinvarianta differven-

tialekvationer pd& formen

a’y a
S+ (L, y) =0 (6.1)
at at '

Ekvation (6.1) tdcker emellertid ett stort antal system av prak-
tiskt intresse.
Infér tilistdndsvariablerna
X, TV
x, = (6.2)
dt

vilket ger systemekvationerna

1l

- h(xl, x2) (6.3)

Lutningen hos banorna 1 fasplanet ges av

dx hix,,x,)
2 _ _ 17727 (6.L4)
dxl x2

Fkvationen f&r isoklinen f&r lutningen K fi&s ur (6.4%) med

dxz/dx1 = ¥ dvs

hix,,x,)
Kz o 12 (6.5)

%o




Vi obgserverar att om Xy 7 0 s& &r lutningen K = =, Banorna skir
sdledes alltid xl—axeln under rit vinkel. Detta beror emeller-
tid pd det s&tt tillstandsvariablerna inférts. Antag t.ex. att

systemekvationen i stdllet lyder

X, = fl(xl’XQ) ’
Xy = fz(xl,xz)
Banorna skdr di& kurvan f1(x1,x2) = 0 med lutningen o,

Studera férst fallet med linjdra systemekvationer

s
/

Ty afrpy=o (6.6)
at at

dir a,b &r konstanter., Tillstandsvariablerna vdljs enligt (6.2).

Ekvationerna f&r isoklinerna lyder da

ddr K 4r lutningen associerad med en speciell isoklin. Fér
arndra ordningens linjdra differentialelvationer 4r sdledes
iscklinerna rdta linjer. I figur 6.1 visas isokliner och fas-

portritt f&r ett didmpat linj&rt andra ordningens system.

K=0

Fig. 6.1. Isckliner och fasportrdtt fér ekv (£.8) med a=b=1
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Beroende pd den enkla formen pad iscklinekvationen fépr linidra
system ldmpar sig sdledes isoklinmetoden mycket vdl fér att

bestdmma fasportridttet f8r styckevis linjdra system.

Olinjdra differentialekvationer ger vanligen ett relativt kom-
plicerat uttryck f8r iscklinerna. Vi illustrerar detta med ett

exempel.

Exempel 6.1

Betrakta ekvationen

Q_.‘?Z-+y-91+y:o (6.7)
dt dt

vilken &r colinj&r med en variabel dimpning, som kan anta bade
positiva och negativa vdrden bercende pd tecknet av y. Infor

tillstdndsvariabler enligt (6.2) vilket ger systemekvaticnerna
dxl
dat

dx2

—= 2 - X.X, - X

at 1 (6.8)

Vi finner att origo 4r en singuldr punkt. Den linjédra approxi-

mationen &Er

0 1
E}'...E = ) X (S.Q)
at -1 0
som har egenvdrden Aq = i, Ay = -i. Origo &r sdledes ett center

f6r den linjdra approximationen (6.9). Eftersom g(x) i detta
fall uppfyller fdrutsdttningen 1 sats 5.5 sa dr origec antingen
ett center eller ett fokus f&r den olinjidra differentialekva-
tionen (6.8). Dimpningen i ekvation (6.7) kan anta bdde posi-
tiva och negativa vdrden varfér det &r svart att direkt avgdra

om vi har ett center eller fokus i origo.




Enligt ekvation (6.5) ges iscklinerna av

pd

%, = - —3% (6.10)

F&8r att bestdmma fasportrittet mdste ett antal isokliner berdk-
nas och varje isoklin bestdms genom att vi berdknar ett antal

punkter pa denna.

Isokliner och fasportritt for systemet (6.8) visas 1 figur 6.2.

AX2 K=-3

,_isokliner

Fig. 6.2. Isckliner och fasportrdtt f&r systemet (5.8)
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Det dr ofta svart att avgira om en bana dr sluten eller svagt
konvergerar alternativt divergerar utan att noggrannt berikna
ett mycket stort antal iscokliner., T detta speciella fall ric-
ker det att observera att isokliner for lutning med motsatt
tecken dr symmetriska med avseende pa x,-akeln. Origo &r sé-
ledes ett center £8vr den olinjéra differentialekvationen. Av
figur (6.2) framgdr ocksd att om initialvdrdet widljes 1 3:e
eller 4:e kvadranten i fasplanet coch &r tillrécklizt stort

sd &r ldsningen instabil.

Sammanfattningsvis kan sigas att isoklinmetoden dr ett vérde-
fullt hjdlpmedel d& vi vill bestEmma hela fasportrittet dvs
dven banornas utseende ldngt frdn singulariteterna. Metodens
vdsentliga nackdel &r att arbetet att berdkna iscoklinerna kan

bli omfattande.

55
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7. NAGOT OM PERIODISKA LOSNINGAR

I detta avsnitt skall vi studera ettt fencomen som dr unikt fér

olinjdra system, nidmligen forekomsten av stabila pericdiska
16sningar (limit cycles). Periocdiska l&sningar dr £6r regler-
teknikern intressanta ur tva synpunkter, Dels &r man ibland
intresserad av att konstruera system som har periodiska 18s-
ningar, t.ex, oscillatorer, dels kan vissa system uppvisa icke
tnskvdrda periodiska 16sningar (sjdlvsvingningar), som man vill
undvika. Vi skall senare i kap V dterkomma till andra metoder

att studera pericdiska ldsningar.

Linjdra system kan ha periodiska losningar t.ex.

dax % (7.1)

-
dt %—l 0
Dessa 18sningar dr emellertid ej asymptotiskt stabila ty efterp
en dndring i initialtillstandet &ndras svidngningens amplitud

och den aterkommer sedan ed till det ostdrda tillstandet. Exi-
stensen av stabila periodiska l8sningar dr praktiskt mycket be-
tydelsefull. Utan dessa skulle oscillatorer t.ex. 1 signalgene-

ratorer ej existera.
Vi bdrjar med att studera ett speciellt fall,

Exempel 7.1

For att generera mycket noggranna sinusfunktioner pd analogi-

maskin kan man koppla upp foljande ekvationer

ax
;
— = X, + Xl(l - xlz - x22)
at
dx
7 2 2
— = -xy + X2(1 - Xy = X, ) (7.2)

dt
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Det finns &ven noggranna kommersiella sinusgeneratorer som
dr konstruerade som en speciell analogimaskin f&r 1&sning av
ovanstéende ekvationer. Vi skall nu undersdka egenskaperna

hos ekvationen (7.2). Ekvationen har en singuldr punkt

I denna punkt gdller

J— —_—

1 ll
A = | o tr A = 2 , det A =2
-1 1.

l

Origo &dr sdledes ett instabilt fokus till den linjdra approxi-
mationen. Jamfér Fig. 2.10. Enligt sats 5.2 &r origo dven ett

fokus till den olinjédra ekvationen.

F5r att studera idsningarna ndrmare infdres poldra koordinater

X r QoS ¢

1

Xp 5T sin ¢

Vi finner sé&

11§£:Xl____:!;+x2_-—-g.:p2 {]_...rz)
at at at

2ds L, T % o
ar I oate 2 gt

I detta fall kan vi 18sa ekvationerna analytiskt och vi fir

(L) —ee
1 + ke 4t

e{*t)

t -t
o

Tkvationerna har sdledes en periodisk 18sning

r(t)

11
[}

()

n
ot
k
ot

157
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dvs
Xl(t) = Ccos (to - 1)
xz(t) = 3in (tO - 1)

D& t+ =+ = kommer varije losning att konvergera mot denna stabila
periodiska l8sning. Fasportrittet fér ekvationen framgdr av

Fig. 7.1,

1

1 —
i e X

,{7 N\ }z

//ﬁ <
o) A
NP

Fig, 7.1 - Fasportritt foér ekvationen i exempel 6.1

Problemet att avgdra om en ekvation har periocdiska 1&sningar
4p 1 allminhet mycket svart. Vi skall i kap V aterkomma med
ndgra kraftfulla approximativa metoder. I speciella fall finnsz
en hel del resultat 2 ldrobdcker om differentialekvationer.
Vissa villkor kan visas elementdrt t.ex., f&ijande resultat av

Bendixson.

Sats 7.1 (Bendixsons sats)

Om uttrycket

Bil sz

s =

Bxl 3}{2




dr positivt eller negativt 1 ett enkelt sammanhdngande del-

omrade D i fasplanet, s& har ekvationen

f.}_.{.}.:f(x ®

at’ 1Y71 72

ffﬁ:f(x %) ' (7.3)
at Z 1° 2 *

inga periodiska 1lésningar i D.

Bevig:

Antag att

h

8f2

BXE

3

[

:

> { Xqy9 X, & D
d

%
-]

Vi skall dd visa att det ej finns periodiska l&sningar i D.
Antag motsatsen, dvs att det finns en pericdisk lszning o&

i D. Det gdller allmint att

af af :
_‘}g(f dx, - F,dx)) = [f (=2 + —2 ) dx dx, > 0 (7.8

1772 1
axl ax2

Men dac¥ &r en 1lssning till (7.3) gdller &ven

= ¥ _ds
fldx2 *QGKl

dvs wviansterledet 1 (7.4} dr noll eoch vi har fitt en motsicelse

och satsen #r bevisad,

Exempel 7.2 Instabilitet hos hydraulservo vid ldga matnings-

hastigheter, Stick-slip motion

I nedanstéende Fig. 7.2 visas en schematisk bild av ettt servo-

system f&r en numeriskt styrd verktygsmaskin.
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on mafSignal Diff. .. Hydraul Vertyg
Halremsa l omv an‘jl—é bildare Forst. [ motor ) slid
Pos
mdtare
Fig. 7.2 - Schematisk bild av numeriskt styrd verktygsmaskin

Den information som finns stansad pd hdlremsan ldsas och cmvand-
las av signalomvandlaren till en referenssignal f&r hydraulser-
vot, Det kan férutsdttas att differensbildaren, forstidrkaren

och hydraulmotorn ger en kraft pd maskinsliden, som &r propor-
ticnell mot skillnaden mellan referenssignalen u och maskin-

slidens lige x.

Fér att f§ god precision pd styrningen Hr maskinsliden hart
3tsatt med gejdrar vilket emellertid medfdr att avsevdrda frik-
tionskrafter padverkar maskinsliden. Det ha

sig att man vid ldga mitningshastigheter kan fa
se hos maskinen. Vi skall nu férklara varfér en sddan ryckig
rérelse kan uppkomma och visa hur den kan elimineras genom mo-

difiering av servosystemet,
Rérelseekvationen fir verktygssliden lyder
m =+ F+ k{x - u) = 0 (7.5)

ddr m 8r slidens massa, F friktionskraften och k{x - u) kraf-
ten frdn hydraulkolven. Vi antar att frikticnskraften F dr torr-
friktion. Friktionskraften vid vila antages ligga mellan grinser-
na uéﬁD < F < Jﬂ D, Vid rdrelse antas friktionskraftens stor-

lek vara D och dess riktning motriktad rdrelsen. Vi infér d2

. 4{ D x > 0
F =z F(x) = 75 .
K:D ¥ < 0 (7.8)




III:62

Observera att funktionen F e] dr definierad fér argumentet noll.

Da P antagits representera torrfriktion vet vi emellertid att

for
ax
dt
gdller att
d2X Y S\
m =5 = 0 om -AD < k{x - u) <ALD
dt

Vi skall i det fdljande skriva F som en funktion F av argumen-
tet dx/dt, men vi mdste da speciellt undersdka vad som h&nder

dé& argumentet dr noll.

Vi skall nu understka hur systemet upptrdder dd referenssig-
nalen &r en linjdrt vixande funktion u = vt, dvs vad som hin-

der da vevrktygsmaskinen kodres med konstant matning. Infdr felet
e = u - X

och en normerad tidsvariabel

Verktygsslidens rérelseekvation kan dd skrivas
2

d‘§+1F(m-‘3‘—‘3—v)+e~_~o (7.7)
ar k dt

Systemet kan sdledes beskrivas med en styckvis linjdr diffe-~

rentialekvation som vi efter infdrande av tillstandsvariablerna

X, = e
X :-d-—.u?-
2 dr

kan skriva pa standardformen
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Xm . j
dr 2
d=
2 - =¥ - L Tlw X, - vy (7.8)
dr k

Fér att undersdka systemets egenskaper ritar vi férst upp fas-
portréttet. Vi observerar att systemekvationen dr linjdr i om-
rddena w X, <V och v x, > V. Enligt vad som tidigare sagts mas-

te fallet w %, = V undersdkas speciellt.

Fall 1 W X2 < v

Systemekvationerna lyder da

dx1 .

drt 2

dx
2:_}(14-—}-]—

drt k

Denna ekvation har en singuldr punkt

Xy ® D/k

x2 =0

Vi finner att

dvs +p A = 0 det A = 1. Singulariteten &r ett center och med

de valda koordinaterna &r banorna cirklar.
Fail 2 w x2 > Vv

Systemekvationerna lyder
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Den singuldra punkten &r

-D/k

»
"

%, = 0

Detta dr en virtuell singuldr punkt ty den ligger ej i omrddet

w %, > v, Vi finner att singulariteten dven denna gang &dr ett

2
center,

Vi finner sdledes att banorna bestdr av cirklar med medelpunkter
i (-D/k, 0) dd w X, > V Tesp. (D/k, 0}y d& w X, < V. For att kom-
plettera fasportrédttet mdste vi understka om det finns ndgra
faskurvor som sammanfaller med den rdta linjen w Xy = Ve Detta

dr mbjligt endast om

dx
2 -0

dr

Detta gidller om kraften frdn hydraulkolven &r mindre dn frik-

tionskraften, dvs om

-HD/k < %y < H D/x

Linjesegmentet

k k

dr sdledes en bana. Inga andra delar av linjen w ¥y =V kan va-
ra banor och vi kan d3 komplettera fasportrdttet genom att utan-
fér linjesegmentet sammanfoga cirkelbdgarna med hjdlp av keonti-

nuitetsvillkor. Det kompletta fasportridttet framgdr av Fig. 7.3.
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1
Fig. 73 =~ Fasportrdtt for ekvation (7.8) med m = 0.5 v k/m,

nD/k = 1.0, 4t = 1.5
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Egenskaperna hos systemet kan nu utldsas up fasportrittet. Vi
finner att l&sningar som bérjar tillrdckligt langt frdn punkten
P alltid tr&ffar linjesegmentet A B, En bana som tr&ffat seg-
mentet A B Svergdr sedan till den slutna banan B,C D. En bana
som bdrjar tillridckligt ndra punkten P bestdr av en cirkel runt
P. Fysikaliskt betyder detta féljande, Om reglerfelet blir stort
erhélies alltid en stabil periocdisk l&sning B € D. Vid sma reg-
lerfel erhdlles ocksd periodiska l1&sningar. Den stabila peric-

diska l&sningen &4r sammansatt av delar av en sinuskurva och en

rdtlinjig del, Se Fig. 7.4,

del av sinus

W

Fig, 7.4 - Den periodiska l&sningen

emet dr sdledes mycket otillfredstillande som ett servo-

t
system, och det dr naturligt att undersdka vad som kan gdra

n

f0r att fOrbittra systemet. Om vi infér dimpning i systemet

T.ex. genom att ldta hydraulkraften berc e3 endast av e utan

cdven av %% blir singulariteterna fokus i stdllet f&r center

och fasplanet framgdr av Fig. 7.5.
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Exempel 7.2 Triodoscillatorn

Som ett exempel pd anvidndning av fasplananalys skall vi nu
studera triodoscillatorn 1 sin enklaste form. Den skvation
som beskriver oscillatorn &dr olinjdr. Den olinidra ekvationen
dr nddvdndig fér att kvalitativt visa oscillatorns viktigaste

egenskap ndmligen existensen av en stabil periodisk l&sning.

I Fig. 7.6 visas en schematisk bild av triodoscilliatorn.




CEST
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‘2
> il
M "1
g
L C == —
R
Fig. 7.6 - Schematisk bild av triodoscillatorn

Inféres ancdstrdmmen iQ, strbmmen il och gallerpotentialen u

erhdlles fdljande ekvationer

ai . ai
LaRri, 43 i dt oM —% =0
c

L
dt 1 1 at

Vidare &r anodstrdmmen en olinidr funktion av gallerpotentialen.

Se Fig. 7.7. L&t f(u) vara triodens karakteristik och vi finner

anodstrim iy

gallerspinning U

Fig, 7.7 - Triodens karakteristik, dvs anodstrtmmen som funk-

tion av gallerpctentialen




Eiimineras il och i2 ur ovanstdende ekvationer erhalles

féljande ekvation

‘ _
N R
dt dt
Normalisera tidsskalan =t = 2 -t oéh infér
| e
RC e

g = W?E?1“ RQ Z

,ﬁ% £'(u) = g(u)

s& kan ekvationen skrivas

Al c1-guw) B ru=o

dt : dr

Om vi speciellt antar

gu) = 2 - u?
erhdlles
d2u ' 2, du
5 - e{(l - u") =+ u=20
dr drt

Denna ekvation brukar kallas Van der Pool's ekvation efter
sin upptidckare som férst genomfdrde analysen av triodoscil-

iatorn med den visentliga olinjariteten medtagen.

Inféres nu pd vanligt s&tt tillstandsvariablerna

¥ = u
x, = QU

2 dr
erhalles
dxl .
dr 2
dx

2 2
= —Xl + g (1 - Xl ) X2

iIT:68
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Denna ekvation har en isolerad singularitet i origo. Den

linjdra approximationen i origo lyder

ax

= Ax
dr
ddr
g 1
A =
-1 €

Vi finner

tr A =
det A

u
o]

Origo &r sdledes en instabil ned om ¢ > 2 och ett instabilt
fokus om ¢ < 2, Om vi 1ldser ekvaticnen t.ex. grafiskt med
isoklinmetoden som brukades 1 van der Pool's originalunder-

sOkning erhélles ett fasportridtt enligt Fig. 7.8.

w“‘""" [l

Fig. 7.8 =~ Isokliner cch fasplan f8r van der Pool's ekvation
e = 1




IIr

I Fig. 7.9 visas trajektorian u(t) fér ¢ = 1,

J

gy = 4

a6 13 133 [

Fig. 7.8

Van der Pool's ekvation har sd&ledes en stabil periodisk 1l&s-

ning som svarar mot triodcscillatorns stabila svéngning.

Observera att approximaticnen

g(u) = 2 - u2

<

Faihs

ir en mycket grov approximation av triodkarakteristikens de-
rivata, speciellt for stora signalamplituder, Trots detta har
man i alla fall fatt med de visentligaste egenskaperna hos
systemet. Ett annat alternativ &r att géra féljande approxima-

tion

‘Triodeseillatorn kan d& beskrivas med styckvis linjdra ekva-

tioner och en analytisk 18sning med passning av initialvillkor

gr m&jlig.

Bvningsuppgift: Genomfér analysen av triodoscillatorn med

ovanstdende approximation

L&t oss &ven anvinda Bendixsons sats fér att f& en uppskatining

av den pericdiska 1lésningens amplitud.

170
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Foér van der Pocl's ekvation gédller

It

fl(xl, x?) x

Z
_ 2

fZ(Xl’ X2) = -xq +  e(l - .3 ) %,
Vi far da
of af
L2 - e(l - x 2)
ax ax 1

i 2

Av Bendixsons tecrem f8ljer d& att det ej finns ndagra perio-
diska l8sningar som helt forléper i strimlan -1 < x, < 1,
Se Fig. 7.10.

Fig. 7.10

AR,

..

Dvs om det finns en periodisk 18sning sa dr amplituden 3t-

minstone stdrre &dn ett. Jamfdr Fig. 7.8.




8. OVNINGSEXEMPLL

3.1

Bestam de singuléra punkterna, deras karaktdr, for olika virden
pa ¢ och ange dven tidssvaret i olika fall fér den linjdra
ekvationen

w+ 2 ci +x = 0

3.2

Givet differentialekvationen

§-(o.1-%9§c2>>’c+x+x2 = 0

Bestdm de singuldra punkterna och deras karaktéar.

Bestam de singuléra punkterna till féljande ekvation

s B

at Z

dx

2 s k(& - x2) + bx abio0
o 12 TR

Angiv de singuldra punkternas karaktdr och skissera l8sningens

utseende for de fall som kan intrdffa.

I111:72
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dxl

S 5 WL, - H R
at 1 172
.Efz- = 2%, - X X
dt 2z 172

Skissa dven fasportrdttet.

Bestdm de singulidra punkterna och deras typ for systemet

Xl X2

a 2 - X
) 17 2

i
b4
1

och skissera fasportrattet.

3.6

Bestdm fasportrittet fér felet e i servomekanismen i figuren.

1 o]
2
Js© + Bs

Forstérkning Motor

3




3.7
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Undersék i fasplanet rérelseekvationen for en enkel pendel:

o +£%f sin® = 0

ei o K(e)

Y e ] - e oo
L K= K 7 sl + Ts)

[ ] -

i o

Motor

En servomekanism med en olinjdritet som &r analog med en "hard

fidder”.
4

K(e).

Bestém fasportrédtt foér olika insignaler

. = a = konstant

0, = Ki t = ramp




3.9

Bestdm fasportrdttet for ett system enligt figur med Coulomb

fraktion
- 7
8i [ ff/ ?k" J
.~ ) S K e ?\ { JE N,
f J Ea \
— ey

Friktion
f sgn (6)

Visa dven i fasplanet vilken effekt smd stdrningar av

jdmviktsldget har pd systemet,

8

O

I11:7+%




3.10

Bestdm fasportrittet for servemekanismen enligt figuren.
Férstidrkaren gy i mittning utanfor omrddet -a < e < a.

{g\ —?[/T" 1 x
4 Jla , As? + Bs
forst. 'motor
- o

Den olinjdra linkens karalkteristik
K(e)

C-a - T T

IIT:75




3.11

Bestdm fasportrdttet for ett;positiqquergguggiigt figuren.

(D) K -
N s(s + B)

Motor + férstarkning

-1 L : /IL /

Positionen avkinns med en E-transformator, som kan beskrivas med

ett olinjért block av typ dddomrade.
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3.8

Bestim fasporirittet for nedanstdende servomekanism med
hysteres i &terféringen. Denna olinjdra effekt kan bero pa
glapp i kuggvixlar eller aterféringslénkage.

forst. + motor

T/ s(Ts + 1)




Figuren illustrerar den s.k. Lewis servomekanism. Systemet dr konstruerat
sa att systemets ddampning minskar med tkande fel. Insvingningsforloppet
for mattliga fel blir da snabbare &n for motsvarande linjdra system,
Bestdm fasportrdttet och undersdk inverkan av begynnelsevillkor pa

stabiliteten.,
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3.14

Understk 1 fasplanct nedanstiende system fér temperatur-
reglering. Ett rum tillféres en konstunt varmemdngd keal/min.
Fér att reglera temperaturen tillféres en vafiabel mangd kalluft,
Temperaturregleringen utfores med en termostat ( bimetall ) som dr
instdlld pé ett bdrvirde v _ - Temperaturen 1 rumet dr v .
Termostaten styr en likstromsmotor med +tva skilda Filt sd art
motorn, som vrider ett spiall 1 kelluftledningen, revcrserar'

och gér med konstant hastighct ndr termostaten kopplar om .
Sampandet mellan felet i temperatdr och spidllets vinkelhastighet

y visas ocksa nedan.

.

3
N
3
i

£




3.15

Bestdm med hjdlp av fasplanmetoden stegsvaret y(t) for foljande
anordning om y{o) = y, och y(0) = 0. Tidsskalan behéver ej graderas.

+,

K/2

g

r_m——un- K2 4
é & m Gf?ﬁfﬁﬂg__ﬁg
7
7 7777777777
«—>
-

K = total fjdderkonst.
F = torrfriktionskraft verkande pa kroppen med massan m

y = kroppens momentana lidge.

ITT:81
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3.16

Upprita och. diskutera trajektorier i fasplanet ( &, e ) for
nedanstdende fall hos foljande servo:

L E;;___.;[ ;F“_,___ DM“EZ}JF“ _____

Motorn ldmnar momentet # MO

‘a) 6, = 1. Ideellt reli, dvs ingen dédzon eller hysteres

1
B) G, = 1+st. Ideellt reld. t liten resp. stor.
Mh
el G, = 1. Reld med hysteres: Tﬂ—;
| e;” e
d) 6, = 1. Reld med dédzon: Mr | :
e e

: 82




 Ett mekaniskt servosystem #r sd svagt dimpat att det kan approﬁ:ijner-as
‘med G (s) = 1 ,  och det har en olinjir dterforing med kubisk

karaktiristik. lts

a) Still upp systemets diff.ekv., och visa att det alltid har en’
periodisk 18sning fér K> 0 an x = 0. Skissera fasplanskurvorna
med féljande data givna:

0 y(0) =0 y(0) =2

o
n

K=1 résp. 2

b) Avgér med hjdlp av detta hur periodiska l8sningens frekvens
varierar med K samt ange V. rax SO funktion av K med ovanstéende -
beg. wvidrden givna.

Ledning: Genom multiplikation med 2y kan ekvationen integreras
direkt en gang.

w;r
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X : 7 ) K Yy
@ fle, &) ) —

-1

fle, 8) = |e| * sign (e + A &)

Berdkna trajektorian for

efo) = -1
&) = 0

X = 0 fért>0
A = 1 -
K = 0.5

i de tre férst genomlépta kvadranterna. Rita lésningen med f&ljande
skalor:

i»




3,19

Fér nedanstdende ekvationer &r fasplanets isckliner med till-

hérande linjeelement skisserade i angivna figurer pa separat blad.

Ekv, x +
x +
¥ +

x +

e X e

e

Figur nr 3

Lutningen & A = -1 1 hela planet

I
5

Skissera med hjdlp av ovanstderide material fasplanportrittet f£or

reglerkretsarna i nedanstéende figurer

'”—'—ﬁ Jf_—'—““ B
2 | U - N 1
D i e B G *(,P—* T
‘ | | | i

. l —

—1 =17

Fig. 6 = T rFig. 7T
| B ,
L { L

— i
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'/(= e A
_ ~5L—a{;? o : 1 MOTCR

Figuren visar en servokrets med en relidstyrd motor. Motorn ger
utvariablen ¢ en keonstant acceleration eller retardation Eeroende

pd hastighetens riktning och reldets lige. Retardationen dr dubbelt

sd stor som accelerationen. Skissera i ett fasplan hur kretsen svénger
in till jdmviktsliget c =0 ¢ = 0,

( Obs., acceleration betyder att /c/ skar, retardation att /¢/ minskar )
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3.21
r;}/\\ & 2 0'5 - = i/ ' ) e l c
\T/ 1+ 28 ° ‘ l S
objekt
-1 ¢ _—

Reglerobjektet i ovanstiende system motsvarar en integrator sem
bara kan styras ut i positiv riktning, cz=m fér m> D,'é = 0
for m< 0. ( Jfr vdrmeaccumulator med férsumbar ldckning ). _
Begynnelsetillsténdetlar ¢ = - Y4 , Unskat sluttillstand ¢ = 0,
Bérvdrde r = 0 under hela foérloppet.

a) Anvdnd fasplarmetoden fér att skissera hur systemet événgef in.

b) Om insvangningen befinnes vara ogynnsam, finns det nagon enkel
meted att férbdttra den?

. )
ME e
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Ett positionsservo skall ha en elektrisk motor som verkstilldnde

‘organ. Motaorris &verféringsfunktion &dr

K

Y(g) = —
s(l + sT) -

Den férstirkare sam driver motorn har en karakteristik enligt
figuren.

ut

Angiv hur servosystemet skall utformas for att insvingningstiden

vid en storning skall bli sa liten som m&jligt.




3.23

Bestdm med hjdlp av fasplanet (e, e) hur motorn bér kéras i
nedanstédende postitionservo for att ge den kortaste instdllnings-
tiden hos stegsvaret. Tréghetsmoment hos motor + last dr J.

Bestdm dven instdllningstiden.

X e y v,_] .
/8) —{Férst | Motor Las

-1

a) HMotorns hastighet beprdnsad till vy

b) Motorns mcment begrdnsat till M- Hur ser "optimal
switchingline" ut?

3.2u

Ett positicnsservo har en motor sam verkstdllande organ. Anvand
fasplanet for att konstruera ett system sam far kortast méjliga
instdliningstid d4 insignalen &r en stegfunktion med amplituden
a och

1, Motorns hastighet begrdnsad
2. HMotorns moment beprdnsat.

3. Motorns hastighet och moment dr begrinsade.

Angiv 1 stora drag hur de olika systemen kan realiseras. Rita
stegfuniktionssvaret och jdmfér med ett linjdrt system.

ITI:93




3.25 .

Ett olinjdrt system beskrivs av ekvationerna

1 .
—_— = x, (1 - x.) + x
dt 1 1 2
&'z -

Angiv de singulidra pﬁnkterna och deras karaktér;_samt skissera

fasplanet for systemet.

3.286

Skissa fasportrdttet f8r systemet

dx :
—1 - Xy = %q (Rxl + x22 - 1)

dt

dx

—2 = hxq = %, (ux12 + x22 - 1)
dt _

3.27

Rita upp fasplanet f&r ekvationen

* 2 2
Xy T - xl(l - %" - %, )
y _ 2 2
X, = - xz(l - XU - %, )
3.28

En motor drives av en reldfdrstirkare enligt blockdiagrammet

nedan.

+V

u= QT e

a4

si{s+!)

-V
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Systemet beskrives alltsd av differentialekvationen

y +y = fle)

Féy ett idealt reld gdller f(e) = sgn e. Visa med hjdlp av
fasplanet (e,e) hur systemets stabilitet f&rdndras, om man

i etillet £8r idealt reld rdknar med hysteresis och dddzon,

54 att reldets karakteristik i stdllet dr féljande.

| N f(e).
14
0.2 -0. Y P S
-t

Blir systémet instabilt? Kan det konvergera mot noll?

3.29
Systemet '
. 2
. X1
Xq = O.DSXl + D.1X2 - 0.2 T -
pid
: 1
. 2
. - X1
x2 = - Xy - O.J.x2 + 1.5
1 + xl

ir givet. Understk med hjdlp av fasplan systemets singuldra

punkter och deras karaktdr.

3,30

Bo Leden har byggt ett temperaturservo fér att kunna simulera
vipmestaven i lab 2 i AK. Vdrme till- och bortfres med hjédlp.
av Peltiereffektelement. Pa gruhd av resistiva forluster har
Peltiereffektelementet en olinjdr karakteristik. Ett schema-
tiskt blockschema $ver temperaturservo och vidrmestav visas i

figuren.

:92..
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flek & l J A J "2 ] | v
19'-‘ E
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FaR INST. nG il
1

: : Ts:MPr;EATUQ—
Ay TEMP, l _ . ' —_——] SPANN INGS —

N T OMyANDLARE s

Systemet beskrivs av féljande diffEPentialekvafibnerﬁlT

|

- %, +-g(exl)

Peltiereffektelementet ger f&ljande samband mellaﬁ'pélagd_' .

spidnning och erhdllen temperatur g(u) = u t ug, ddr déh
kvadratiska termen beror pd Joulskt vérme. Bestidm de singu-
ldra punkternas lage-och'karaktar. Skissera’fasporfréttet i

ndrheten av de singuldra punkterna.

3.31

En motor drivs av ett reld med hysteres enligf blockschemat .

nedan

F .9
N
ra
+h
™
]

1

'"h

o

1]

L —

" a s{1 + 0ps)
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Systemet beskrives av differentialekvationen

0.5y + v

f(e)

didr f(e) &r utsignalen fran reldet.

Reldets karakteristik definieras av

f(e)
f(e)

fle)

fle)

Rita

2

-2

2

-2

f8r e 3 1

W

fér e <« 1

fér e -1

W

for e < -1

for

fér

Me
W
]

D=
A
o
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fasplanet med e och e péd axlarna. Undersdk med hijdlp av

metoden med beskrivande funktion om en stabil periodisk 18sning

kan existera och ange i s& fall amplitud och vinkelfrekvens.

Den negativa inverterade beskrivande funktionen f&r reldet finns

angiven i tabellen nedan (A betecknar amplituden pd insignalen).

A Re{-1/Y} Im{-lny}
£0.000 -0.393
-0.180 -0.393
-0.261 -0.393
~0.326 -0.393
-0.385 -0.393
~0.436 -0.393
. ~0.491 -0.393
~0.540 -0.393
~0.588 -0.393
~0.635 -0.393
-0.681 -0.393
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9. FLERVALSFRAGOR

3.1

Ett system har tvd stycken periodiska l8sningar (= "limit cycles"),

en stabil och en instabil sdsom angivits i figuren p& svarsblan-

ketten. Fdrutsdttningarna &4r vidare:

a) origo dr en singuldr punkt
b) 18sningar med smd begynnelsevidrden konvergerar mot noll-

18sningen x(t) = 0.

Rita ut banornas principiella f8rlopp i de tre omrdadena A, B

och C i fasplanet.
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_per. losn per. lésn.

3.2

Ett 1ihjért.éystem med tidsvariabla k@efficienter'ﬁ

% = ACE) * x o

har alla tidpunkter sina egenvirden i vinstra hal?planet;aJ

Kan systemet ha instabila 18sningar?

Al Ja

B Nej
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Figuren visar fasplanet fo&r ett system av andra ordningen.

Inga 1lésningar divergerar mot «. Vilket eller vilka av f&ljande

 pastdenden &r alltid sanna?

5 EEE

3.

——

N v

-X2= XI

v =

K\

%

Systemet dr stabilt

Systemet dr instabilt

Det finns en periodisk

-16sning

Den periodiska l&sningens ampiitud beror pa begynnelse-

villkoren

Differentialekvationen

ay ¥y toayp%y

= agyXy t a5

4r given. Fasportrdttet

visas i figuren. Vilket

eller vilka av féljande

pastlenden &r alltid

11 12

A =
21 992
N %o

sanna?
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1
o

':\1 = X, = A och rang (A - AT)
)\1': Ay = A och rang (A - Al) = 1
?‘l = ?\2 = A och rédng A = 0

[:]' A, = A, = A och rang A = 1

3.5

Den linjdra differentialekvationen x = Ax éf'given (2 dim.).
Man vet att Ay < i, < 0 samt att 0 < det A < (tr,A)Z/u.

P& stort avstdnd frdn origo i ett fasplan &dr banor, som ej
ir rdta linjer, parallella med en rit linje L. Vilket eilef_

vilka av fdljande pastdenden &r alltid sanna?

H
>
]

L &r parallell.med vektorn e dér Ael l.

H
-

L dr parallell med vektorn e, dér Ae, = r,e,

L har vinkelkoefficienten Ay

L har vinkelkoefficienten A2

EI BN ENE

3.6

Ett gungande barn kan beskrivas med f61jande styckvis linjidra

differentialekvationer

|

W
o=

dt o\ {1) f6r %, =2 O oéh ®

t
I
=
b

at . | (2) for x; <0 eller x, <O




. L : - LKV (2) COEKV (1)
Vilket eller vilka . o GALLER L GKLLER";ik   
av fdljande pdstaen- o R
den dr alltid sanna? - ' : L f'xf'
- — EKV (2) CEKV - (2), |
GALLER | < GALLER .
' Nolldsningen x(t) = 0 &r stabil, men -eﬁ-_'asyn{ptbtiSktf S
' ‘stabil " ' o
Nollssningen x(t) = .0 &r asymptotiskt stabil
' Noilﬁsningen x(t) dr instabil ‘
[:] Det existerar en stabil periodisk.lﬁshihg’(: "1imif . f
cycle”). o ' S
3.7
' . _ _ : . 0 1 _ o
- Ett 1ihjért system dx/dt = Ax ddr A= © dpr givet.
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~Vilket eller vilka av féljande fasportrétt kan hdéra till c'_)v-an—,'_-'_ .

stdende system?
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1. INLEDNING

Vi skall nu utveckla stabilitetsteorin féf_olinjéra system,

De grundldggande begreppen klargjordes redan'i den allmdnna
kursen och vi refererar till denna f&r fundémenta. Observera
sarskilt att for linjdra system dr det mdjligt att _tala om
systemets stabilitet medan f&r olinjédra system kan vi endast
tala om en enstaka 16snings stabilitet. Av skdl som gavs i den

allmdnna kursen skall vi vdsentligen diskutera stabiliteten m.a.p.
stdrningar i initialvdrden. Den metod, Lyapunovs andra metod, som

vi diskuterar i de fdrsta avsnitten behandlar systemet:

dx - f(x,t) (1.1)
at -

Vid analys av ett reglersystem

ax . gl{x,u,t) ’ ' (1.2)
dt '

med en styrlag

u = hi{x,t) ' _ (1.3)

har vi sdledes antagit att styrlagen (1.3) insats i ekvation
(1.2), dvs att vi eliminerat u mellan (1.2) och (1.3) och er-
hdliit

gx

dt

= gx,h{x,t),t) = fix,t)

Lyapunovs andra metod har under de senaste aren varit fdremal
fér ett mycket intensivt intresse inom reglertekniken. Metoden
behandlar problemet att undersdka om ekvation (1.1) dr stabil
m.a.p. stdrningar i initialvdrden. Lyapunov.som studerade pro-
blemet (1892) uppdelar sina metoder i tva kategorier vilka se-
demera kallats Lyapunovs f&rsta rep andra metod. I den s.k.

férsta metoden inkluderas




alla forfaranden som baseras pd en direkt lésning av diffe-
rentialekvationen. Lyapunovs andra metod skiljer sig fran
den férsta dirigenom att man avgdr stabiliteten genom att
analysera ekvationen utan att den DbehOver 1losas. Lyapunovs
andra metod &r visentligen en generalisering av Lagranges
sats i mekaniken att ett jimviktsldge dr stabilt om den po-
tentiella enérgin har ett minimum. Under de senaste dren har
Lyapunovs arbeten rdnt ett mycket stort intresse bl.a. pa
grund av de regleringstekniska tilldmpningarna, och hans

teorier har vidareutvecklats i mdnga riktningar.

I de sista avsnitten 1 detta kapitel behandlas Popovs metod och
cirkelkriterier, vilka samtliga utvecklas under 1960-talet.
Dessa metoder &r i motsats till Lyapunovs andra metod begrinsa-

de till en viss klass av olinjdra differentialekvationer. De

skiljer sig frén Lyapunov ocks& genom att de dr frekvensanalytiska.

De dr emellertid ldtta att tilldmpa och anknyter starkt till
Nyquist kriterium. Metoderna &r saledes baserade pd en frekvens-
kurva och krdver inte att vi l8ser den olinjdra differential-
ekvationen., Med Popovs metod behandlas stabilitetm.a.p. stdr-
ningar i initialvillkoren. Cirkelkriterierna kan 4ven anvindas

fOr att studera en viss typ av insignal-utsignal stabilitet.
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2. LYAPUNOVS SATSER OM STABILITET HOS LGSNINGAR TILL TIDS-
INVARIANTA DIFFERENTIALEKVATIONER -

I detta avsnitt skall vi behandlé ndgra av Lyapunovs grund-'-
liggande resultat. Betrakta differentiélekvationen

ax
dt

= flx,t)

x(t)) = x° ' ' (2.1)

Antag att f(x,t) dr sidan att (2.1) har en entydig kontinuer—

lig 1lésning foér t, £ t £ =. Den entydiga'lbsningen betecknas

x(xo,togt) eller x(t). Det &r ej nagon inskrdnkning att antaga

att _
x(D,tO;t).= 0 ' D - .l (2.2)

dr en 1&sning till (2.1). Dénna 1l8sning kallas i det f&ljande

den "ostbrda" lésningen.

Vi erinrar om de stabilitetsbegrepp som inférdes i den all-

mdnna kursen,

Definition 2.1

Lisningen (2.2) siiges vara stebil om det £Or givet € > O )3 §

s& att fér alla 18sningar i1l (2.1) med
= < & (s,,0)

gdller att

I} (=%t 58) [} < €
gor t> t_« (|| +..]| vetecknar en norm i R™).

Lésningen (2.2) siges vara instabil om den ej #r stabil.
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Definition 2.2

Lianingen (2.2) séges vara asymptotiskt stabil om den #r stabil och

om dessutom-

2zt 58) |l =>0 d& t = .
£6r alla 16sningar $111 (2.1) med

e] fr,

i< o (%)
Dessa definitioner, som ursprungligen infdrdes av Lyapunov motsvaraf
séledes stabilitet m.a.p. stérningar i begynnelsevillkoren. Observera
dven att stabilitet enligh ovanstdende definitioner &r lokale .

begrepp 44 de refererar till sma begynnelsevirdesstfrningar av en

speciell 1losning.
vi skall i forts&ttningen antaga att differentialekvatiénén.

4r stationdr, dvs att f(x,t) ej innehdller variabeln t expiim

cit. Vi skall sdledes studera ekvation

dt

Lésningarna till denna ekvation beror endast av begynnelse- = .

virdet x° och t - T och vi kan sdledes utan férlust:i al1-

méngiltighet antaga t = 0. L&sningarna £ill (2.3) betecknas

x5 0) | | e

Liksom tidigare skall vi antaga att x(0,t) =0 &p en léshihg;'
De satser och den bevismetodik som presenteras kan dven med ..

mindre modifikationer &verfédras till det al1méhna,fal1et.'Se 

t.ex. Malkin sid 161-168.

dx L ogga | N
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Innan vi formulerar Lyapunovs satser f&r stabilitet skall vi

inf&ra begreppet Lyapunovfunktion.

Definition 2.3

V(x) & en Lyapunovfunktion f&r systemet

dx - f(x) o o
dt

(o) = ©

om

1. V(x) och grad V dr definierade och kontinuerliga i en omgiv-

ning till x:= 0
2. V(x) dr positiv definit

3. av
- adt

= grad V + f£(x) dr negativ definit-

En funktion V(x) &r positiv semidefinit 1 en omgivning til1l origo,

om V(0) = 0 och f8r Bvrigt gdller V(x) 3 0 i omgivningen. Om
V(0) = 0 och V(x) > 0 f6r » $# 0 i omgivningen sdges V(x) vara
positiv definit dir. Analogt definieras negativ (semi)definit

-
T

funktion.




Sats 2.1

Losningen x(O t) 0 &r en stabil 1osn1ng 4411 (2 .3) om man kan

finna en funktion V{(x) s&dan att

. Villkoren 1 och 2 i def. 2.3 p& sid: IV:lb &p

uppfylida.

- 2. 4V grad V . f£{x) neg. semidefinit B
Bev1s- dt o e

L& 1. och 2. galla gor ||x ||<h. Tag €< h. SHW

R T ¢ 5 N

T il=
] . o : . . . )
Studera en godtycklig ldsning x(x ,t) i1l (2.1) sidan att
Il d
och
V(xo) < ,e
For denna 15sning gidller
. R
[ x(x"e)lice, w30
ty pastiendet dr uppenbarligen sant f6r smi virden pd 1 . V1 skall
visa att det gdller for alla t . Antag motsatsen. Det més*e dé 53_

ett T sidant att

1t
o

Il x(x°, )] -
d& giller

V(x(x",T))

. 7
= V(=) + ‘”a+<v( °></P

0
vilket strider mot definitionen av A (2.5). Vi har siledes en mot-

sdgelse och pdstdendet (2.9 giller alltsd for alla % och ldsningen

x{0,%) = 0 &ar féljaktligen stabil. V.S.B.

(2.5




I RUERE

Geometrisk tolkning.

Sats 2.1 skall nu ges en geomztrisk tolkning. Antag att x € R2 med
normen

” XH = max([xll $Ix2I)
For |l x]|<h #r V(x) pos. definit och V(x) = a #r sfledes en skara
slutna kurvor. En kurva motsvarande ett sttrre a-virde omsluter helt en

lurva motsvarande ett mindre a-virde.

ax

2 e
/X-n.E.

vix)= 4

Figur2.,3

2.
Fig.\){risar kurvorna

L
Ho-
o
——
3
o

v(x) =,2.

En lésning +ill (3.1) kan representeras av en kurva i planet. Di
v(x(x®, 1)) < v(x®) < A
1igger siledes alla 1dsningar med || x°]] ¢ § innanfér kurvan

V(x) = A

|




och fér dessa l6sningar giller sdledes || xl| < ¢ for % >0 .

“Observera att den geometriska tolkningen ger en méjlighet att-kuan—

- titativt bestdmma relationen mellan 5\ och - £ samt att skarpaste
resultat erhélles di meltriken anpassas efter funktionen V(x). Om

man kan vilja V(x) = || x|| erhdlles &(&) =¢ .

Observera dven att

LU grad V - % <0
dt

innebér att hastighetsvektorn x har hegativ projektion pd grad V.
Dvs en ldsning som bérijar pd konturen V{(x) = a kan aldrig g3
utanfoér derna kontur om lésningen dr stabil. Se Fig. 2.2,

grad V

dx
dt

~V{x)=za

Figur 2.2

Sats 2.2
TL¥sningen x(0,t) = O #r en ssymptotiskt stabil 1dsning till ( 2.3)

om det existerar en Lyapunovfunktion V(x) i % = O.
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Bevis:
L&t forutsattningarna galla for || x]| < h. Studera en godtycklig

16sning ti1l (2.3) vars begynnelsevirde x  valts si att

hx(="y)ll<ce<n , g0 vty 5 -

Detta #r méjligt ty 18sningen =x(0,t) = 0 &r stabil. Enligt 2.

giller

v

E(Ol

Funkctionen V(x(t)) &r alltséd monotont avitagande med 1. Grénsvirdet

1im  V(x(x",t)) = @
t —>o : '

existerar sdledes. Vi skall visa att o = Q. Antag motsatsen dvs. o > 0.

D& ghller

I x(x, 8}l &> 0 > %‘,f< -a

dvs

' ) i av .. o '
v(x)+g-a;t-dug_v(x)-a-t

0

It

v(x(x%,t))

vilket strider mot

v(x(x®,t))

1V
R

Griansvirdet ¢ #Hr siledes noll. PA grund av 1. giller da

[]x(x°,t)||;>o & t —> oo

och ltsningen x{0,%) = 0 &r sdledes asymptotiskt stabil. V.S.B.

Kommentar

Observera att om %% dr negativ semidefinit och d.e. ej har
ndgon 1dsning som helt féridper i det omrddet dir % = 0

[N
<2

("W

s& dr ncelldsningen asymptotiskt stabil.,

3




Innan vi glr vidare skall vi studera ett exempel.

Exempel

Betrakta ekvationen

L. Xy = ax, (e, " * x22)
d‘t N N

dx.

2 ~Xy - ax, {xlz + xzz)
dt “ : :

Den linjéfa approximationen lyder

w |01
=2 z
e -1 0

vilket & oscillatorns ekvation. D& den linjdra approximationen
dr stabil men e asymptotiskt stabil kan vi ej avpora stabiliteten

hos den olinjdra ekvationen med Lyapunov - Poincarés sats.

Vi skall nu underséka om stabilitetsfrdgan kan avebras med

hidlr av Lyapunovs satser.

Infor lyapunoviunktionen

2

T A,
1 2

24 (Kl’XE) = K

Denna funktion dr uppenbarligen positiv definit. Derivation cer

dx dx

3 1

LSLA L, = o+ x2-~g = -3 (xl2 + x22) 2
dt - dt dt

Lyapunoviunktionens tidsderivata &r sdledes nepativ definit
och %(0,t) = 0 dr enligt sat en asymptotiskt stabil losning.




3. LYAPUNOVS SATSER OM INSTARILITET

LYapunov har idven angivit satser fir instabilitet. D& dessa fir sta-
tiondra ekvationer #r helt analoga till de i avsnitt 2 1l¥mnas bevisen
gom Ovning. Jfr Mallin g. 31 - 38.
Sats 3.1

Ldsningen x(0,t) = 0 Hr instabil om man ken finna en funition V(x)
med egenskaperna ‘

gy

o= gred Voo f£(x) pos. definit

1.
2. V antager pos. virden

Sats 3.2
Lésningen x(0,t) = O Hr ingtabil om man till d.e. (2.1) kan ange en
funktion V(x) vars totala tidsderivata

dv
o= eadV . £{x)

har formen

av
d‘tm AV + W

dér - A Br en pos. konstant och
a) W=0

eller
») W pos. semidefinit

V antager positiva virden




4., KONSTRUKTION AV LYAPUNOVFUNKTIONER TILL LINJARA EKVATIONER

‘Lyapunévs teorem ger ingen anvisning pd hur man skall best&mma
Lyapunovfunktioner. Dd satserna utgdr frdn att Lyapunovfunk-
tionen &r kdnd dr det uppenbarligén mycket vidsentligt for till-
lampningarna att kunna bestdmma Lyapunovfunktioner. Det finns
tyvdrr inga generella metoder £0r att bestdmma L&apﬁnovfunk—
tioner i det allminna fallet. I det linjdra fallet finns dire-
mot systematiska metoder. Vi skall 1 detta avsnitt studera

dessa metoder. Betrakta sdledes den linjdra ekvationen

ax

z  Ax (4.1)
dt '

Om samtliga egenvirden till matrisen A har negativ realdel,
sd8 4r ekvationen stabil. Vi skall nu undersdka om man under
denna férutsdttning kan bestdmma en positiv definit form V{x)

sddan att dess tidsderivata

v grad V « f{x) (4.2)

dr negativ definit. Vi studerar fbrst nagra exempel.

Exempel 4.1

Antag att A dr diagonal dvs

) 0}
AT 01’\2“!

Funktionen
X 2 X 2
\]:_._:]:(._..;].'.....-}-.mg....)
2 Al A2

4r uppenbarligen en Lyapunovfunktion med




Exempel 4.2

Bestim en kvadratisk form

V=xPx (T anger transponering)

som &r Lyapunovfunktion till (%.1) och for vilken galler

g_y_:_x?Qx
at .

Enligt def. gdller

av . grad V « Ax = XT PA x + XT PT Ax = xT PA x + ! AT Px

dt
Cty XTPTAX 4p en skaldr och dd giller uppenbarligen «TPlax =
(XTPTAX}T - % ATPyx. Ett alternativt sdtt att utféra berdk-
ningen dr f&ljande

T

[ (XTPX) » 9% Px + xTP ax - XTATPX + XTPAX
dt dt dt dt

Tdentifikation av koefficienterna ger f&ljande algebraiska

ekvation f&r att bestimma matrisen P
PA + AP = -Q (4.3)

Problemet att finna en Lyapunovfunktion har sdledes aterfdrts
pd problemet att ldsa den algebraiska ekv. (4.3). Cm vi £or

givet Q pes. definit kan finna en pos. definit ldsning P till
(4.3) har vi sdledes en Lyapunovfunktion till d.e. (#.1), som

garanterar asymptotisk stabilitet.

Vi specialiserar nu ytterligare till fdljande system av andra

~ordningen
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Antag

P11 Py
P =

P1p Do

97 99
Q:

912 Hpz

Insétfning 1 ekvation (4 3) ger

-2a, P, G -apy

"8 Py T P11 v Py T "y

1y " 2Py F Ty

Detta ekvationssystem har en 16sning for godtyckliga q; om
a, a, ¥ 0

Under detta villkor gdller

2
a, dyq _
o 2 L Ml - 2358500, ¢t (a, + 1) Ayy
11
2a1a2
o = L
12 2a,
C Y T3 9

P22~ 2a,a

172
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Det &terstdr nu att undersdka under vilka férutsdttningar i
detta exempel matrisen P blir positiv definit om Q &r positiv

definit. Detta ldmnas som &vning.

Vi skall nu formulera en sats som anger ndr det existerar en

18sning tili (4.3).
Sats 4.1 (Lyapunov) _ o .

Lésningen x(0,t) till det fria systemet (%.1) &r asympfotiskt

stabil om och endast om det £&r varje symmetriskt positiv de-

finit matris Q existerar en symmetrisk positiv definit matris

P som 4r den entydiga 18sningen till (4.3).

Om A har egenvdrden med negativ realdel &r sdledes funkticonen

v o= % Px en Lyapunovfunktion till (&.1).

OBS! Sidorna 15-18 utgdr i denna version.

1y




5, KONSTRUKTION AV LYAPUNOVFUNKTIONER TILL OLINJARA EXVATIONER

¥i skall nu angiva ndgra idéer som kan ligga till grund foér

konstruktion av Lyapunovfunktioner f&r olinjdra system

X = f(x) _ ' (5.1)
at | T

Som vi tidigare ndmnt finns inga systematiska metoder i egent-
lig mening utan de f6ljande kan nérmast betraktas som en upp-

sdttning knep.

Nistan linj&ra system

T det fall. d& funktionen f(x) kan approximeras med ett linjdrt

uttryck sdtter vi

94X - f(x) = Ax + g(x) (5.2)
dt
ddr funktionen g(x) &dr liten i ndgon "mening”. Vi skall speci-~

fikt férutsdtta att

lim HeGoll . g (5.3)

[l >0 HET
Som Lyapunovfunktion till den olinjédra ekvationen vdljer vi
nu en Lyapunovfunktion till den linjdra approximationen dvs

dx
dt

= Ax (5.4)

yi angav i avsnitt 4 systematiska metoder fOr att bestédmma

en Lyapunovfunktion tilla Vi kan t.ex. fdrfara pa foliande

sdtt: (5.4))
1 y41lj matrisen Q symmetrisk och pos. definit
2) Bestdm en symmetrisk matris P sddan att

ATP + PA = - Q - (5.5)




Det féljer sedan av sats “.1 att om (5.4) 4r stabil si blir

matrisen P alltid pos. definit. Som Lyapunovfunktion till det

olinj&ra systemet (5.2) vdljes nu

V = XT Px

Vi finner da

oo 3Tk + T px -
dt .
} T T
= (Ax + g(x))" Px + x° P(Ax + g(x))
= xT(AT P + PAYx + gT(x)Px+ xT P g{x)
dvs
o T Qx-+ gT(x) Px + xT'P g(x) (5.8)
at | |
Men enligt antagandet (5.3) dr ||g(x){| < ¢ ||x{]| d&r ¢ kan

géras godtyckligt liten genom att vdlja |[x|| Iiten. I en
omgivning till origo 2r sdledes %% negativ definit om den
linjdra approximationen (5.4) &r stabil.

Som exempel pd hur man kan utnyttja detta rescnemanyg ger vi

ett nytt bevis pd Lyapunov-Poincarés teorem.

Sats 5.1

Om samtliga egenvidrden till matrisen A har neg. realdel och
om g{x) uppfyller (5.3) s& &r 1l8sningen x(C,t) = 0
(5.2) asymptotiskt stabil.

Bevia:

Man kan visa att det existerar en pos. definit form V sddan att

grad V « Ax = - xTx
Bilda tidsderivatan av V m.a.p. ekv.(5.2)

%% = grad V « (Ax + g(x)) - —xTx + grad Vv« g(x)

ti11l ekv.
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5. KONSTRUKTION AV LYAPUNOVFUNKTIONER TILL OLINJARA EKVATIONER F

Vi skall nu angiva nigra idéer som kan ligga till grund fér

konstruktion av Lyapunovfunktioner fér olinjdra system

X ) | - (5.1)
dt -

Som vi tidigare nidmnt finns inga systematiska metoder i egent-
lig mening utan de foéljande kan ndrmast betraktas som en upp-

sd&ttning knep.

Nistan linjdra system

I det fall di Ffunktionen f(x) kan approximeras med ett linjdrt

uttryck sdtter vi

X L f(x) = Ax + g(x) (5.2)
at

dir funktionen g(x) dr liten i ndgon "mening". Vi skall speci-
fikt férutsdtta att

Tim e[l - | (5.3)

x0Tl

Som Lyapunovfunktion till den olinjdra ekvationen vdljer vi

nu en Lyapunovfunktion till den linjdra approximationen dvs

dx o ax (5.4)
dt
Vi angav i avsnitt 4% systematiska metoder for att bestdmma

en Lyapunovfunktion tilla Vi kan t.ex. fdérfara pa f&ljande

satt: (5.4))
1) V413 matrisen Q symmetrisk och pos. definit
2)’ Bestdm en symmetrisk matris P sddan att
ATp + PA = - Q | (5.5)



Det f8ljer sedan av sats %.1 att om (5.%) dr stabil sd blir

matrisen P alltid pos. definift. Som Lyapunovfunktion till det

olinjdra systemet (5.2) vdljes nu

V = xT Px

Vi finner da

Ql = QT Px + xT Px =
at .
= (Ax +.g(x))T Px + %  P{Ax + g(x))
= XT(AT P + PAYx + gT(x)Px+ xT P g(x)
dvs
av o LT Gx.+ gT(X) Px + xT P og(x) -(5.6)
dt
Men enligt antagandet (5.3) &r ||g(x)|| < ¢ ||x|| ddr ¢ kan

gbras godtyckligt liten genom att vdlja ||xi| liten. T en
omgivning till origo &dr sdledes %% negativ definit om den
linjdra approximationen (5.4) dr stabil.

Som exempel pd hur man kan utnyttja deétta rescnemang ger vi

ett nytt bevis pd Lyapuncv-Poincarés teorem.

Sats 5.1

Om samtliga egenvdrden till matrisen A har neg. realdel och
om g(x) uppfyller (5.3) s& &r 1losningen x(C,t) = 0
(5.2) asymptotiskt stabil.

Bevia:

till ekv,
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Man kan visa att det existerar en pos.‘definit form V sddan att

grad Vv vAx::-x?x

Bilda tidsderivatan av V m.a.p. ekv.(5.2)

%%-_- grad V « {(Ax + g(x))} =ex'x + grad Voo g(x)
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Vidare giller

lgrad v « g(x)|l < | ema vl ~ll gl ¢ £ Il x|

. For fortsidttningen behdvs foljande lemma.

Lemm

Om V Hr en definit form av ordningen m och om W &r en funktion
sddan att

I wll ¢ ell =l

a8 dr

V1=V+W

en definit funlktion.

Beviset av detta ldmnas som dvning.

Av lemmat f&ljer nu att %% dr en negativt definit funktion
- och l&sningen x(0,t) = 0 &r sdledes asymptotiskt stabil en-

ligt sats 2.2.

Sats 5.2

Om ndgot av A:s egenvidrden har pos. realdel och om funkticnen

g(x) uppfyller (5.3) sd &dr lésningen x(0,t) = 0 instabil.

Beviset av denna sats &dr helt analogt med beviset till sats
5.1. '

Observera att de erhdllna resultaten dven kan tolkas som

stabilitet med avseende pa stdyningar i differentialekva-

tionens form. Detta fHlier ur nedanstdende alternativa for-

mulering av sats 5.1.
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Sats 5.1

om x{0,t) = 0 #r en asymptobiskt stabil 16sning till d.e.

dx
"&?E’::AK

och om funktionen g(x) uppfyller (5.3) sd &r x(0,t) =0 #ven en

ésymptotiskt stabil ldsning ¥ill

.
I = Ax+ g(x)

I demn2 formulering #r satsema 5.1 och 52 omvindbara, dvs x(0,t) = 0

som uppfyller (5.3)
dr en asympbotiskt stabil 1osning till (5.3 £6r godtyckliga g(x)> om
och endast om samtlign egenvirden till A har neg. realdel och x(0,t) =0
8r en instabil l8ening t1l11 (5.2) fbr godtyckliga g(x) om och endast

om A har minst ettt egenvirde med realdelen = 0

Krassovskys metod

Den ryske forskaren Krassovsky har féreslagit att man som

Lyapunovfunktion till ekvation (5.1) skall vdlja funktionen
V(x) = (%) P OE(R) (5.7)

didr P dr en symmetrisk positiv definit matris. Vi skzll nu
derivera funktionen (5.7) m.a.p. differentialekvationen

(5.1). Vi finner

o (dEyTppy T p dE
at dt dt

Betrakta en komponent av funktionen f, dvs

fi = fi(xl, Kgs +ees X )
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vi finner

dfi ) Bfi dxl R af, dx2 . . afi dxn
at Bxl at sz dt axn dt
of af. of
=L . f e F 4 + == f )
X 1 Ix 2 % n
1 2
dfl Bfl Bfl Bfl .
* 1
at axl 8x2 an
df2 ) 3f2 af2 EEZ .
- » @ 2
dt axl Bx2 axn
daf of o f ' of
n n n o n £
n
dt axl 8x2 axn
f .
X

Med ett kompakt beteckningssdtt skriver vi detta som

_Cl_f_ = f}{
dt dt

e T
X

dvs formellt helt analogt med det skaldra fallet. Vi finner

saledes
AV _ s yTprs T p g £ = £(F,° P+ PE D (5.8)
d + x = pd X .

Tidsderivatan (5.8) av funktionen (5.7) &r sdledes negativ

definit om matrisen fXTP + P 4r negativ definit.




- IV:i24

" Exempel 5.1

Betrakta servosystemet 1 Fig. 5.1.

~+ ale) ' X
ZJf;\\ ? gle) 9 K 2

s+

1

|-

Fig. 5.1

Infér tillstdndsvariablerna x, och x, sdsom antytts i figuren.

Antag att referenssignalen dr noll. Systemekvaticnerna kan sé

skrivas

e N

dat 2

dx2 : ' . _

—= = -x, * Kg(e) = -x, + Kg(-x;) (5.9)
2 2 1 :

dt .

Antag vidare att olinjariteten g &r av formen g(x) = x>

Unders&k om reglersystemet dr stabilt. Om vi identifierar

ekv. (5.%) med standardformen (5.1) finner vi saledes
fl(xl,xz) = R,

f2(X1’X2) = -x, * Kg(—xl) Sl Kg(xl)

Vi ansitter nu enligt Krassovsky en Lyapunovfunktion (5.7) dvs

£

Vix)

B

= £ £
Pyify v 2R Eatess

I

P11 Xyt 2Py, xz(—x2 - Kg(xl)) T Py, l-x, - Kg(xl))d

2 2
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ddr P &r positiv definit dvs Pyp > 0 och P11Pyp - p122 > 0.

Lyapunovfunktionens tidsderivata blir nu

- av . dg 2 - dg
— = (-2p12K ) £, 0t (2p11 2p22K - 2p12) flf2 +
dt dxl Xm
' 2
+ (2p12 - 2p22) f2
. f T a b“] { £
9 2 1 1
= a fl + 2b flf2 + o f2 = :
f2“l b c v
L2
b 4 L
dér
. dg . _ g - 2
a 2p12 K 6 P15 K X
dx1 ¢
- cdg ] | 2
b = pyg = Pyy K . P12 T P11 T Pip 3K poy ¥y
' 1

Lyapunovfunktionené tidsderivata (5.8) 4r negativ definit om

a < 0 och ac - b? > 0. Insdttes g(x) = x3 ger dessa villkor

1) a < 0 == ~6py, K x12 < 0

2 . 2 2 2
2)  ac - BT > 0 T ¥12py, Ky T(pyymbip) 7 (P mBPy,Kxg TPy y)

Vi férfogar fortfarande Sver talen P11 Pys och 2P och vdljer
nu t.ex. pyq = Py, och p22'= B Pqy- Olikheten 1) &r dd auto=-
matiskt uppfylld, olikheten 2) ger

5(g - 1) > 38° K x12

dvs

x? < 2oLy = s
: 3K 8 B 3K




Vi vdljer nu B sd att hdgerledet blir s& stort som m&jligt dvs

lH

£I7(8) = -

]
-

Vi finner da

Med den gjorda ansatsen till Lyapunovfunktion finner vi sa-

ledes att systemets nolldsning dr stabil om initialvirdet vilijes
sd att [xlo] < 1/V3K och x° ¢ U'. Fér att bestimma mingden UT
madste vi bestdmma stabilitetsomrddets storlek. Till detta dter-

© kommer vi i avsnitt 7.

Variabla gradientmetoden (Variable gradient method)

Fér en godtycklig funktion V = V(Xl’ Kys wnes xn) gédller

X
V(x) = V{G)Y + r grad V dx (5.10)
o)

Detta kan utnyttjas f8r att bestdmma Lyapuncvfunktioner. Man

forfar dd pd féljande sdtt:
1) Ansdtt en gradient, g = grad V

av =

2) Bestdm gz = grad V -« f och gdr inskrdnkningar pd g s3
av . . s
att 3% ar negativ definit.

3) Kontrollera att g efter de gjorda inskrdnkningarna fort-
farande &r en gradient genom att undersdka om rot g = 0.

Modifiera eventuellt.

4) Bestdm V genom att integréra gradienten med formeln (5.10).

Kontrollera att V &r positiv definit. Andra annars ansatsan.

Fér att undersdka om g(x) verkligen &r en gradient av en funk-

tion undersdker vi rotationen fér g. JEmfdr vektoranalysen!
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Ekvationen rot g = 0 betyder i tvd dimensioner att

g 2g . | . ' |
—L . =2 | (5.11)
3x2 axl _
och i tre dimensioner att )
Bgl 8g2
8X2 axl
3g2 Bgs
ax3 sz
ig g _ '
3 . =21 | _ (5.12)
axl ax3 ' '
Exempel 5.2
Betrakta samma system som i exempel 5.1, dvs
dxl
—_— = K
dt 2
dx :
2 -xla ~'x2 o ' ' (5.97)
at ‘ . .

Vi skall undersdka om nolldsningen &dr stabil.

1) 'Ansétt gradienten

;- a1 (X% F e, (%) | fagg¥y T oegg¥,
0p1 (X)%) 0y, (X)X SR B PL)
. o _ .J

2) Berdkna sedan

I

av - grad V- dx - (grad V)T £(x) =

dt dt ' -
_ . 9 . ' R 2
B O XXy T O 9Xy T 0p3Xy BpyXy¥g = GogXy Xy T GppX, T

I

1

| 2 2
xpxplagy = mpy = Gpp¥y ") Xy lugg - apy) - appN)
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V413 nu funktionerna o3 sd att’%% blir negativ definit.

Uppenbarligen méste det gdlla att

Uqpg = Bpy < 0 ' ' ' (5.13)
4y, > O . (5.14)
Vi sdtter vidare koefficienten. for %1%, ti12 noll |
o %% =0 (5.15)

11 7 %21 7 %22 %1

.3} Kontrollera att g dr en gradient} Ekvation rot g = 0 ger

11 12 _ 21
4 Xl ! ax X2 ! alz ) ot
2 2

d0. du o o0
' {5.16)

X, t oa
2 21
Bxl Bxl

- V81) nu godtyckligt Goys Oqygs oy ti11 konstanter. D3 erhdlles
enligt (5.15) '

2
X

o = o + a
1. -

11 21 22

Vidare erhilles d& enligt (5.16)

o s oo

12 21

Vi vdljer nu (dter godtyckligtla,, = 1, a,, = o > 4 och far

da @37 = 1 + a %", Detta val uppfyller olikheterna (5,13)

och (5.14%), Funktionen %%.ér sdledes negativ definit.

4) Vi berdknar nu funktionen V enligt (5.10). D3 vi under 3)
 férvissat oss om att g &r gradienten av en funktion, kan vi

vdlja integrationsvdgen godtyckligt. Vi finner
y | |
grad V dx = f g1 dx., + g5 dx2 =

v = 1
o

(allxl + “12x2)dxl + (a21x1 + a22x2)dx2 =

2

(1 + ax. 9)x

1 +_x2} dx., + {x

1 1 1 byl dx, = )

"
O =M O O0-X

2
=(1/2)%, +(a/u)xl”+2xlx2+(a/z)x22=1/2(xf2x2>2+x22<u/2- 2)+a/ux "




D& « > 4 &r funktionen V uppenbarligen positiv definit. Med
hjdlp av Lyapunovfunktionen (5.17) finner vi sdledes att noll-
Losningen till (5.9 ) dr stabil for godtyckliga stdrningar 1
initialvirdet. Jidmfdr med den Lyapunovfunktion vi fann i exem-
pel 5.1 ddr vi endast kunde visa att nolldsningen var stabil .

. = -
om initialvirdet valdes sa att xlo < l/Jé. (K = 1) och x° ¢ U

{se avsnitt 7).
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6. ATOMREAKTORNS STABILITET PA GRUND AV DESS NEGATIVA
TEMPERATURKCEFFICTENT

Som ettt exempel pad tillimpning av Lyapunovteori skall vi

nu undersdka stabiliteten av en atomreaktor. I Fig. 6.1 visas
en schematisk bild av ett atomkraftverk. Den producerade
virmemdngden bestdms av reaktorn. Genom att variera kontroll-
stavarnas position kan kédrnreaktionen och dé&rmed den gene-

rerade effekten paverkas,

C reaktor virmevdxiare
/ styrstav \ dnggenerator
F / t turbin
>}
p
generator
Figur 6.1 =~ Schematisk bild av atomkraftverk

For att oversiktligt beskriva forloppet i reaktorn anvénces

vanligen foljande matematiska modell, de s.k. kinetikekvationerna
X
b

Ai Ci (6.1)

R Vo (5.2)
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Symbolerna har foljande innebdrd:

n neutronernas medelkoncentration 1 reaktorn

2 neutronernas medellivslangd. For en grafitmodererad
reaktor sd dr & av storleksordningen 1 msek.

8k reaktiviteten, dvs ék = (k - 1) /k dir k ar

multiplikationsfaktorn.
B relativa antalet fordrdjda neutroner
Ci medelkoncentrationen hos i:e gruppen fordréjda
neutroner
Al sonderfallskonstanten for i:e gruppen fordroida neutroner.

k antalet grupper av fordrojda neutroner,

Ekvationen (6.1) erhdlles ur en kontinuitetsekvation fér
neutronerna. Den forsta termen i hégerledet representerar

sdledes koncentrationsckningen pa grund av det véxande

neutronantalet. Vid fissionen genereras ej alla neutroner

momentant utan en del 8 alstras genom sekunddrt sdnderfall.

Dessa s.k. fordrojda neutroner dr mycket vasentliga for

reaktionens dynamik. De fdrdrojda neutronerna ger upchov

till termen - 6 n/i 1 ekvationen (6.)). De férdréida reutronernas
andel beror pa fissionsmaterialet., I tabell 6.1 visas de Tf8r-

dréida neutronernas antal och medellivsldngd.

Mean life | Decay constant | Fraction of tetal neutrons
Ly 860 Aiy se¢™! Bi

{J235, g = 0.00064

0.332 3.1 0.00027
0.880 114 0.00074
3.32 G.301 0.00253
8.98 0.111 0.00125
328 0.0305 0.00140
B0 4 C0.0124 0.00021
Tabell 6.1 -~ Karakteristiska koefficienter fir firdrdida

2
neutroner fonr U'35
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Den effekt som reaktorn momentant genererar dr proportionell

ot antalet neutroner 1 kérnan ( 1 W &= 3 x 1010

fissioner per sek ). For en given reaktor dr talet n sdledes
direkt proportionellt mot effektnivan.

Reaktiviteten sk beror av en mingd faktorer sdsom temperatur
forekomsten av forgiftningsdmnen t.ex. xenon. Vid reaktorer
mad vattenmoderator paverkas dven reaktiviteten av ang-
bildning. Vidare kan reaktiviteten paverkas genom att dndra
kontrollstavarnas ldge.

Ekvationen (6.1) &r naturligtvis en approximation. Man har

vid harledningen foérutsatt att reaktorn dr homogen. I
verkligheten dr savdl neutronkoncentration, temperatur
moderator ete. rumsbercende. Trots detta ger den en nog-
grannhet som ofta dr fullt tillrdcklig for att dimensionera
styrsystem fOr en reaktor.

I vissa fall kan man approximera ytterligare och endast
taga hinsyn till en grupp av férdréjda neutroner. Vi far da -

foljande ekvation

dn _  dk g

st Z = n--—=n+ 3L
dt £ )
"C-lg:;"g‘”n—'r\c

dat 2

T detta fall dr sdledes reaktiviteten sk styrvariabel,
effektnivan n &r utsignal. Inféres tillstandsvariablerna
% = noch x, = C finner vi att ekvation kan skrivas pa
fsljande standardform

?

(6.

(6.
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_-i:}-xlu_éxl-i-_xxz.
dt L bl

dx

__.g.:ﬁxl__}\}cz

at %

Y =%

Det karakteristiska fér denna ekvation dr forekemsten av
produkterna x,u i den forsta av ekvationerna. Styrvariabeln
upptrdder sdledes multiplikativt,

Vi skall nu férutsédtta att kontrollstavslidget hdlles kons-
tant, Reaktiviteten dr trots detta ej konstant ty den beror
bl.a. av temperaturen. Reaktiviteten avtar i allmidnhet med

stigande temperatur dvs

sk
S5 D oEem

¢

Om vi endast tar hdnsyn till en grupp av férdrdida neutroner

erhidlles

@ . o) -n-L neac £r) = 0 (6.5)
dt )

@€ .8 Lqae (6.6)
dt 2

Temperaturen beror dessutom p& neutronflddet. Det gdller for-
enklat att

dr

" = An - A2 - A3 (T - To) = Al {n - no) - A3 (T - Tl) (6.7)

1
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En atomreaktor med kontrollstavarnas lige fixerat kan sdledes

approximativt beskrivas med ekvationerna (6.5), (6.6} och

(6.7). Systemet &r stationdrt och har jédmviktsldget

A2 * AS(Tl - TO)

n o= on, = > 0 _
By
T = Tl
B
C = ¢ % = n
Q 'Y o]

dar f(Tl) =0

Vi skall understka om denna stationdra ldsning &r stabil.
Vi skall visa att om foljande olikheter dr uppfyllda sd
dr jémviktsldsningen stapil.

(T - T,) £(T}) > 0 T$T,

o ™
v

2 * 0

> >

3 * 0

A2 + A3 TO £ 0

Bilda Lyapunovfunktionen

T n A{n”-n)) e Al(cf - €
Yen,C,T) = f BT dT7 4 [ ~Ee———Sdn” 4/ =
Tl no n CO

Dess tidsderivata lyder efter reduktion

A.n L :
Do Ay BT (T -T)) - 1o (¢ Bh.h0f
dt AnC 1.
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Denna funktion & negativ semidefinit for

och forsvinner for

e
H

0 eller T = Tl

enligt Lyapunovs sats 2.1 .dr lc‘»sningeﬁ stabil.

Det foljer vidare av kommentaren till sats 2.2 att.jamvikts-
1osningen &r asymptotiskt stabil. Ty det finns ingen lésning
utom jamviktslésningen for vilken %% forsvinner identiskt.

ied andra ord mingden

tx; Yo 0t
gt

irmehdller endast jdmviktslosningen.

Observera att man kan visa att for B = A = AB = 0

s& dr uttrycket

T n Al(n - no)
Vl = [ f(t) dt + [ dn
T n n
L o}

(Detta dr skilet till att man funnit ovanstaende Lyapunoviuriktion)

en forsta integral till differentialekvationen. Vidare kan

systemet di ha pericdiska lésningar.

By
AR
i

Ovningsuppgift.

Visa att jdmviktslosningen &r asymptotiskt stabil for
.

§>0, >0 dvenom A, =0, Detta visar den wvidsentliga

betydelsen av de fordréida neutronerna for reaktionsstabilitet.
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7. STASILITETSOMRADETS STORLEK

Vi har hittills endast diskuterat stabilitet med avseende

pi smd storningar i differentialekvationens initialtillstand.
De stabilitetsbegrepp som inforts har varit rent lokala begrepp:
I praktiska problem dr det sjdlvfallet mycket vdsentligt att
veta hur stora initialstorningar som kan géras. For att avgéra
denna fréga far vi saledes undersoka inom vilket omrade 1
tillstandsrunmet som forutsdttningarna for stabilitetssatserna
gdller., Antag att det finns ett begransat omrade U 1 vilket

V(x) & positiv definit och %% negativ definit.

lat 3 U beteckna randen av omradet. Infor

2 = min V(x)
xedld

och 1t U~ beteckna omrddet { x; V(x) g £ } . Det foljer
di av sats 2.1 och 2.2 att alla lésningar med begynnelsevdrdena

Q e . ) - . . .
%~ £ U7 konvergerar mot den stationdra losningen.

Om stabilitetsonrédet ej &r begréinsat giller som visats

av FKrassovskiil och Barbashin ej detta resonemang utan man

far da infora ytterligare begrénsningar pd Lyapunovfuniktionen
for att erhalla asyrptotisk stabilitet for alla initialvillkor.
Man mdste da krdva att funktionen V(x) antar stora vdrden

dd % blir stor.

Specifikt att

Vi) sz ]Ikl

Jdr lim c]l?_(HxH) > w

Pl e

Funktionen V siges da vara radiellt obegrdnsad (radially un-
bounded) . '




IV

Om en 16sning 4r stabil fér godtyckliga stérningar 1 initial-
villkoret sidges ldsningen vara globalt stabil. F&ljande vill-

kor garanterar global asymptotisk stabilitet.

Sats 7.1

Losningen x(0,t) = 0  till
& o f(x)

dt

4r globalt asymptotiskt stabil om det existerar en Lyapunov-
funiktion V{(x) sadan att

1
g

vix) 3 PhixlD ddr lim P [x]| D
%] ==

Lxempel 7.4

Anvind Lyapunovfunktionen

V{x,,%X,) = €xp (*ézg - —————— ) -1
e 2 ¢ 201 - xy%,)

for att uppskatta stabilitetsomrédet for ekvaticnen

dx
X = - X1 + 2x12x2
dt

2

27




Exempel 7.2

Anvdnd Lyapunoviunktionen

2 2
V(xl,xz) = - log (L-x"-x )

for att uppskatta stabilitetsomrddets storlek for ekvationen

dx

1 2 2
PRy = — L3 +
" X Ry g (xl + Xy )
dx

2 2 2
= - + . +
” Xy = %, xz(xl Xy )
Exempel 7.3

Betrakta van der Pocol's ekvation

2
Q_% + e (1 - x2) dx x = 0

at dt

Ekvationen har en singuldr punkt 1 origo. Om ¢ < 2 sa dr
denna punkt ett stabilt fokus, om € > 2 sd 4r origo en
stabil nod. Jfr exempel 6.3 1 kap III.

Ekvationen dr ett specialfall av Lienards ekvation

2

SE +fe0® g0 = 0
dt dt

med

Fx) = e (1 - x%)

g(x) = %

Tv:




Lienards ekvation kan skrivas

X
{935 +ff(u)du} +glxy = 0

d
dt dt o)

Infér tillstandsvariablema

X F X
dx , & dx

X, = = ¢ fflu) du = = + F(x)
dt ) dt

Vi fimner da

dx

1
—= = %, - F(x,)
dt 2 1
Sx—z = - glx)
dat

Infor Lyapunovfunktionen
.

- 1.2 _ 1l 2

V(xl,xz) = é glu) du + ; X" F G(xl) + ; %,

Vi fimner att Lyapunovfunktionens tidsderivata kan skrivas

. _
— = - g(x,) F{x,)
at 1 1

Vi infor nu de speciella funktionerna och erhéller

e(x-}—xa} s ex(l-2)
3 3

n

F(0)

G(x)

1
|
»
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1 2 2

V(xl,xz) = ';_ (xl tx, )
x?
LA € x12 (1 -
dt 3

Tnom omradet U, U = {x:|x | < {3 ar Vi) positiv definit och

dv/dt negativ semidefinit. dV/dt=0 for Xl=0‘ Ingen 18sning
férldper emellertid helt pa 1injen_x1=0. P4 randen 68U har
V(x) minimum f&r x,=0, se figur 7.1. Nivdkurvorna &r ciyk-

lar ty Lyapunovfunktionen &r 1/2(x12+x22). Alla l&sningar
med begynnelsevirde x° ¢ Ul, U1=‘{x: X12 + X22 < 3} kon-
vergerar saledes mot origo.
M2
5U [ é 6U
U
/
' >
.| X‘

Fig. 7.1. Stabilitetsomrddet for system i exempel 7.3.

g
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Exempel 7.4

I exempel 5.1 fann vi att |xlol < 1/ !Eiﬁ var ett nédvidndigt
villkor f8r att noll®sningen skall vara stabil. Inom omrddet
U, U= {x: -1/Y3K < X
nit och dvV/dt negativ definit. L4t x ~vara en punkt pa randen
U f8r vilken V(x) har minimum lika med £. Alla l&sningar med
begynnelsevérden,xo eUl, Ul = {x: V(x) 5 %, |x11 < 1/Y3K 1}

konvergerar sdledes mot den stationdra 18sningen. I figur 7.2

< 1/¥3K} &r sdledes V(x) positiv defi-

visas stabilitetsomradet.

1.0 1 ; i ; 1 T ¥ T

-0.8 - -

i i A i 1 i H i

-0
-1.0 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1.0

Fig. 7.2. Stabilitetsomradet f6r systemet i exempel 7.4,
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8. ANVANDNING AV LYAPUNCVTEORI FUR SYNTES AV REGLERSYSTEM

Vi har i tidigare avsnitt sett flera exempel pé hur Lyapunovs
resultat kan anvidndas for stabilitetsunderstkningar av regler-
system. Vi skall nu visa att Lyapunovs andra metod &dven &r

ett utmdrkt hjdlpmedel fér syntes. I sjdlva verket dr Lyapunov-
teorin en av de fa metoder som kan anvéndas f&r att dimensionera

olinjdra system.

Exempel 8.1 -~ Anvidndning av Lyapunovs andra metod fér di-

mensionering av reliservo,
Betrakta ett linjdrt autcnomt system som har Sverféringsfunktionen

Y(s) . . 1 - (8.1)
Uis) s 4+ 25 + 1

 Styrsignalen u{t) &r begrénsad Ju(t)| £ 1. Fdr att realisera
systemet Snskar man anvinda en reldfdrstédrkare. Angiv en styrlag
som garanterar ett stabilt system.

Systemekvationen kan skrivas
2
.c.ln.% 4 ng‘.ﬂi -i-y:u
dt dt
Infores tillstandsvariablerna
¥ =y
x, = &
dt
kan systemet skrivas pd standardform

. 0 1 0
ax . w + u = Ax + Bu (8.2)
dt:
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Vi bestdmmer forst en Lyapunoviunktion

Vix) = % Px

till det fria systemet

5,,‘9.;{.. o AX

dt

sadan att

SI.H, = _.XT QX
at

Detta kan gdras med de metoder som beskrevs i avsnitt 5.

valjes speciellt'Q = I erhalles

aTP 4+ pA = - Q

Jamfor ekvation (5.5). Vi finner efter identifikation av

koefficienterna
o - 1ﬂ*2¢2
11 2c
p - .;L.... = p
12 5 21
1
2r '
Vi viljer nu V = xT Px som Lyapunovfunktion till det
styrda systemet och finner da
D= 3 e+ o PR
dat
= >§h?Px4'£IE%.X'+uﬁqﬁc+ QEPBu
s - %l - x z, 2u (x + X ) (8.4)
1 2 1P T %P2 | '




Vi kan uppenbarligen fa negativ definit genom att vdlja

L\
it
negativ da %P1 - %3Pag positiv

. 2, . s )
positiv di  xyp, ¥ X,Pn,  hegativ (8.5)

Om  vi har en forstirkare med olinjidr karakteristik f(e)
sddan att

e fle) 2 0
sa gdller att varje styrlag pd formen
E— +
u f(xlplz szzz) (8.6)

resulterar i att nolldsningen blir asymptotiskt stabil. Speciellt

erhdlles for reldftrstérkaren
u = - sgn Gﬁplgé‘xﬂﬁg) = - g { Xy + %,/ } (8.7

dir sgn x dr reld funktionen

" 1 x> 0
sgn ¥ =
-1 %< 0 (8.8)
Exempel 8.2 - Anvindning av Lyapunovteori for dimensionering

av adaptivt system

1 mdnga fall kan omgivningen piverka systemet sd att systemets
parametrar varierar. Fér att framgangsrikt reglera ett system
under sadana betingelser maste koefficienterna i1 styrlagen
varieras. System med denna egenskap brukar kallas adaptiva.
Whitakers s.k. modellreferensmetod dr en metodik som framgdngs-
rikt anvints fér att variera koefficienterna i autopiloter. Det;
som fdljer &r ett starki forenklal exempel som visar hur grundw?
dragen i Whitakers metod kan hdrledas med Lyapunovteori. I

Fig. 8.1 visas ett forenklat blockschema [6r systemet.




K
tesT
Kr -1 Ky
1« st

Figur 8.1
Blockschema fér enkelt adaptivt system med modellreferens '

Processens éverforingsfunktion &r

KV

1+ st

dédr forstdriningsparametern K, varierar medan tidskonstanten T
4r konstant. Systemets specifikationer har formulerats sa att -
den onskade insignal utsignal relationen &r given av over-
foringsfunktionen

K
1l + T

For att kompensera variationerna 1 processens forstdrkning KV
forses derma med en serieregulator med variabel forstirkning KR
Fér att stdlla in den variabla férstdrkningen K férfares pa
det sitt som illustrerats i figur 8.1.

Styrsignalen u fir pdverka savdl processen som en modell.
Modellens utsignal jdmfores med processens utsignal och
forstarkningsparametern Ko justeras med ledning av felet.
Problemet &r att bestdmma hur KR skall dndras for att det
totala systemet skall fa de onskade egenskaperna.

TV:4y




Vi skall nu visa hur man med hjdlp av Lyapunovteori kan bestdmma
hur K, skall styras av felet sd att det totala systemet blir stabilt,

Systemet bheskrivs av foljande ekvationer

dy
T —2 = -y +Ku modell
di n
dy
T —2 = -y 4+ K K u system (8.9)
ar 3 AV
Vidare &r
e =y -V

och vi fé&r foljande ekvation for felet e

8 . L i K-k K) u

dt R

Vi antar att keefficienten E(R styres med hidlp av ett

hastighetsservo,

Infor nu tillsténdsvariablema

=
83
¥

K"KRKV

och ekvationen for systemet kan skrivas

dxl
T == = m§<1+x2“u

dt

dx2

—t = “%RR : _ (8.10)

dt
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Problemet dr nu att vdlja parameterns dndringshastighet RR
pd ett sddant sitt att K, Ky dverensstammer med K .

Infér Lyapunovfunktionen

2V Gxyyxy) = x22 g xlg 1 (8.11)
Y1 finner da
u:c2
dv 1 (AN 3
e - s [, =§= Smntome El . 8 R
o - " KKy = Xy KV KR (8.12)

Om vi vdljer KR sd att

., sy
}\Rﬂ K, T

blir tydligen dV/dt nepativ semidefinit. Vi observerar att
detta inncbdr att K, miste vara kind for att iR_skall Janna
bestdmmas. For att undvika detta kan vi vdlja o = KV B. Ovanstiende

ckvation lyder di

e, Bu '

Vidare finner vi att systemekvationen har ingen 1&sning som
heit férldper pa rdta linjen xy = 0. Vi finner sdledes att

om parameterjusteringen sker enligt ovanst@ende styrlag s& &r
.nolldsningen asymptotiskf stabil. Om regulatofns forstdrkning.
Ko idndras ehligt styrlagen (8.13) sd kommer sdledes efter en
parameterféridndring férstdrkningen KR automatiskt att stdlla
in sig sa att KR KV = K. Detta resonemang forutsdtter att Kv
dndras stegvis . Om Ky varierar stindigt maste ovanstdende

resonemang modifieras.

i v 47 kiﬁﬁp
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9. SAMBAND MELLAN LYAPUNOVTEORI OCH OPTIMERINGSTEORI

Det rdder intima samband mellan optimeringsteori och
stabilitetsteori. Fér att demonstrera dessa samband
studerar vi det linjdra systemet

at ’
som forutsdttes vara asymptotiskt stabilt. Vi kan di finna
en Lyapunovfunktion V.= xT.P,-c- sadan att '

oo T : - (9.2)
dt _

genom att losa ekvationen
T . .
A'P+PA = -Q (9.3)

- Det gdller uppenbarligen

ooy t o -
Vix (t,to,a) Y- V(@) = f o 2= dt=-f x(s) Q ¥s) ds
t t
o _

dt
o

Men da (9,1 ) &r asymptotiskt stabil gdller

1im ]lx(t,to,a)ll + 0

t > =

Sdledes

V@a) = /. %(s) Qx(s) ds = a'Pa ©(9.4)
1.
[o]

och vi har fatt en integralframstdllning av Lyapunovfu.r;ktionen.




Observera dock att detta ej &dr ndgot bra sédtt att utvdrdera
Lyapunovfunktionen di det kréver ldsning av ekvationen (9.1)

Vi skall nu gora en.utvikning for att studera ett annat
problem for ekvation (3. 1 ). Antag att systemets syfte kan
karekteriseras med forlustfunktionen i

f x (s) Q x(s) ds ' (9.5)

o

som det integrerade kvadratiska felet di systemet startar i
tillsténdet x(to) = a. En jamférelse med ekvation ©O.4 )
visar nu att foriustfunktionen (9.5 ) dr identisk med

~ Lyapunovfunktionens vérde i punkten x = a. Att bestdmma en
Lyapunovfunktion dr siledes ekvivalent med att utvédrdera en
forlustfunktion.

Exempel
Betrakta ett andra ordningens system

X+ 2tx+x = 0
Berdkna forlustfunktionen

;o (shu ¥(s) - ) ds
t

Infores tillstandsvariablerna

xl = X

erhdlles

dx 0 1
— X
dt

Iv:49
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Férlustfunktionen kan da skrivas . ?

J xTQxds

t
1 0

Q = .
0w

For att bestiamma forlustfunktionen ldser vi ekvationen

ATP +pA = - Q

och vi finner da

- —
p et L
P = yr 2
£ 1+
Ly
_ 2,1+ ? 2 :
Vix) = L %, + " (x1 +*x2)+xlx2

Antag nu speciellt att systemet startas i tillstandet X =a

ochx2=0

1+
214

V() = a’ (g4 )
Om systemets dimpning kan vdljas fritt finner vi sdledes
att forlustfunktionen har minimum da
1+
2

c -

Om u =1 erhdlles det vdlbekanta ¢ =1/ \,2
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10. STABILITETSKRITERIER I FREKVENSPLANET

En nackdel med Ljapunovs metod Hr att den inte ger nagon

anvisning om hur Ljapunovfunktionen ska konstrueras. Fdr

vissa klasser av olinjdra system dr dock generella Ljapunov-

funktioner ké&nda. Fig 1

visar ett s&dant system.

Gis} yt)
«§{y)
(a) L )
fle) > Gis)
-1
(b) )
Figur 1.

Systemet gdr alltsé att
invariant delsystem med
D& u(t) =0, &r systemen

stabilitetssynpunkt.

Det linjd@ra delsystemet
bilt, medan antagandena

vara tidsvariabel eller

splittra upp i ett linjirt tids-—
en olinjdr ldnk i &terkopplingen.

i Fig 1 a och b ekvivalenta ur

antas ofta vara asymptotiskt sta-
om f£(+) varierar. T ex kan f({°)

tidsinvariant; man kan ha begrins-

ningar pa f's derivata eller bara pd funktionen sjilv osv.

Lure och Postnikov formulerade 1944 ett problem som kom att

fa stor betydelse fOr stabilitetsteorins utveckling.
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Problem: Antag att £(-) uppfyller
g £{o) = 0.

Ge villkor pa G(s) som garanterar global asymptotisk stabi-

litet hos nolldsningen till systemet. o

Antagandet innebdr att f£(:) ligger i 1l:a och 3:e kvadran-

terna. Antag att vi skdrper antagandet till
0 € ¢ f{o) ¢ K02 ngt K < o,

Ett nddviandigt krav for stabilitet dr uppenbarligen att
systemet dr stabilt f8r alla linjdra Aterkopplingar i inter-

vallet [0,R]. Aizermanns hypotes (1957) innebdr att detta

ocksa skulle vara tillrickligt. Motexempel gavs av Plisgs
(1958) och Krasovskiij (1959).

Kalmans hypotes innebidr att stabilitet skulle gdlla om man

har stabilitet f&r alla linjidra aterkopplingar i intervallet
[0, K] och skdrper kravet pd.f(-) till

flo )} = £(ag,)
0 < L 2 < K.
0179,

Ett motexempel har givits av J C Willems.

ILbsningen pad Lure~Postnikovs problem gavs 1960 av den
rumdnske matematikern V M Popov. Efter Popovs genombrott
f61jde en lang rad av tillrdckliga villkor f£6r stabilitet,

av vilka cirkelkriteriet dr det mest anvanda.

Det forutsdtts i fortsdttningen att slutna systemet dr asympt.
stabilt f£8r alla linjira, konstanta aterkopplingar i respek-
tive sektor. Detta innebidr ingen inskrinkning, men villkoret
dr bra att ha med fOr att utesluta felaktiga resultat i

vissa patologiska exempel.
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Cirkelkriteriet

Def. 1l: L&t H{s) vara en funktion fran ¢ till ¢ som &r
reellvdrd pd reella axeln. H(s) sdgs vara positivt reell
(P.R.) om

Re H{s) > Q £8r alla s med Re s > 0. n

Nagra egenskaper hos P.R.funktioner:
i) H{s) &r analytisk i Re s > 0 {inga poler 1 6ppna.HHP).

ii} Eventuella poler pd imagindra axeln dr enkla och har

positiva residuer,

iii) Om H(s) &r rationell, dr skillnaden mellan tdljarens

och ndmnarens gradtal hdgst 1.

En alternativ definition &x:

Def. 1': Lat H(s) vara en funktion frdn € till ¢ som &r

reellvidrd pid reella axeln. H(s) s8gs vara positivt reell

(P.R.) om i} och ii) ovan gdller och

Re H(s) > 0 fér alla s med Re s = 0. v}

Def. 2: H{s) sigs vara strikt positivt reell (S.P.R.) om

H(s-¢) &r P.R. fbr nagot e > 0. ul

s+1

Bx. 1: Hl(S) = "‘Sm

&r P.R. men ej S.P.R.

1 e . \
Hz(s) = Srg &r 5.P.R. om a > 0. Rita!l . | _ o




Sats l: (Cirkelkriteriet)
(Narendra-Goldwyn, Sandberg, Zames m fl)

Betrakta differentialekvationen

g—’é=Ax—- b £y, t)
(1)
Yy = Cx
Antag att f{o,t) uppfyller
0 < ¢ £(0,t) ¢ Ko? (2)

Om G(s) = C(sI-—A)_lla uppfyller
1
G(s) + R S.P.R.,

884 dr nolldsningen till (1) globalt asymptotiskt stabil., o

Anm.: Villkoret pad G(s} innebdr bl a att Oppna systemet Ar
asymptotiskt stabilt. Vi ska senare sldppa detta villkor.o

Bevis: Vi ansdtter en Ljapunoviunktion p& formen

Vi{x}) = xT Px.

D& blir
dv _ Lgx T - -
i grad V ac = 2x" PlAax - bf{ex)] =

= xT (ATP +pA) x - 2xT P bf(cx). o
FOr att komma vidare behdver vi

Lemma: {(Jakubovié-Kalman-Lefschetz)

Det existerar P = PT > 0, € >0 och v som ldser

ATP-+PA = - va-e = T (3)
Ph = cT =/ 23 v
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d4 och endast da

1

H(s) = ¢(sI-A) -~ b+d 4r S.P.R. S o

e

I vart fall d&r 4 = 1/K. Sitt in (3) i uttrycket foér

av . xT(—va-eI) x-2xT<cT-J?§v) £(cx) =

i

. ) .
= - exTx-—(xTv} -+2xTvV/g1f(cx)-2cx « Flcx) =

2 o R
- exTx-ﬂ(xTv-JE§ f(cx)) + % f(cx)z*-Zcx.-f(CX) =

o 2 - -
= = gxTx = (XTV-Jfg f(cx)) - % f(cx)? (%TgéT —ﬁl).

Hir 3r f8rsta termen < 0. f8r x # Oi_dén tredje 4r icke-posi-.

tiv P g a antagandet (2) om f(u, t). Eftersom V(x) &r. radi-
ellt obegrinsad, gidller global asymptotisk stabilitet. o

Antag att olinjiriteten istdllet uppfyller

9 o '2.
ch f 0 f(cft) £ Kzo

dir Ki # 0. Genomfdr transformationen
dx _ _ — _ - - o
3K - AX b f{cx,t) = (A-Db ch) X blf(ex, &) Kl cxl.

Sektorn f8r olinjédriteten blir [0, K, -K;]. Enligt tidigare
gdller da stabilitet om

= -_ L —l -—...........-G.._.{E_)____._
Gl(s) = c(sI-A+Db ch) h = l~%KlG(S)
uppfyller
Gy (s) + ﬁ—€§§~ S.P.R.
2 1

Uttryckt i G(s) blir detta

l+K2Gm)'
—_— S5.P.R.

l-i-Kl G(s)




Geometriskt uttryckt blir detta:

MG jwy
5

N

ImGljw)

=i/k weam
weo WG m

L/ ReGljw)

Kmin "O<kmar // Umin®0 <% mas

ImG{jw)

Ra Gfjw}

\a\

/¥ min 1/ max .
Ra Gl ju) Figur 2.

[ 1}

¢

O <kmin<¥max

Anm. l: N&r Ké -+ K, (linjéra fallet) Overgér cirkelkrite-

riet i Nygquistkriteriet. o

Anm. 2: Forutsdttningen att Sppna systemet dr asymptotiskt
stabilt dr onddigt restriktiv i fallet K, > 0. FOrsdk sjdlv
formulera satsen utan den fOrutsititningen (jfr anvdndningen
av argument—-variationsprincipen istdllet f8r Nyguistkrite-

riet d& G{(s) har poler i HHP)}. : : o

Popovkriteriet

Sats 2: {(Popov) Betrakta det autonoma systemet

%% = Ax — b f(y)
. (@)
y = Cx
Antag att
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i) A har alla egenvirden i Oppna VHP och

0 < o £(0) g Ko? R < o

eller att

ii) A har alla egenvirden i slutna VHP och

0 <o £(0) § Ko? K g o, . -

D& dr nolldsningen till (4) globalt asymptotiskt‘stabii_dm

det existerar ett o € R s& att

(1+as) [G(s) +3 1 P.R. S .

Bevigskigs: Mah ansdtter Ljapunoviunktionen

Vix) = 3 x7 Px + qo f f({o) do.
0

Rikningarna:. blir ungefir desamma som f&r cirkelkriteriet;

dven hdr dr det avgdrande steget en variant av Jakubovié4._

-Kalmans lemma. a

BEven Popovkriteriet gar att tolka geometriskt. Villkoret

lyder

Re(l + as) [G(s)-+% 1 =0 f&r s = iw,
dvs |

Re G(iw) - o -w - In Gliw) 3 - .

Detta innebdr att kurvan [Re G{iw),. .« Im G(iw)l, w > 0, ska
ligga till hdger om nagon linje genom P—%,O) med lutning
# 0. Kurvan kallas Popov-kurvan eller den modifierade

Nyquistkurvan (se fig n#sta sidd).




<)
<)

w=0, ,

(o} {b}

Figur 3, Tvd till#mpningar pa Popovs sats.

Cirkelkriterium 2 ("Off-Axis Circie Criteriqn")-'

Cirkelkriteriet kan skdrpas védsentligt om man légder
restriktioner p& olinj#riteten. R

Sats 3: (Cho-Narendra) Betrakta det autonoma systemet

dx

== = Ax - b E(y)

de (5)
y = Cx.

Antag att £(-) uppfyller
floy) - £(o,)
< 1 2 < X
91792

K

1 2 “e < Ky < Ky < e,
Antag vidare att A har alla egenvirden i &ppna VHP. D& ir
nolldsningen till (5) globalt asymptotiskt stabil om
Nyquist-kurvan inte har ndgon punkt gemensam med en cirkel

genom b—ﬁ;,O) och (eﬁg,O) med godtycklig medelpunkt. La]
1 2

Beviset utel8mnas.




Geometrisk tolkning av Cirkelkriterium 2:

X, mGilw)

- 8
ty k, R (il / Ix,

(a)

Figur 4.

Anm.: Precis som i Cirkelkriterium 1 kan man_i falliet
K, > 0 sldppa p& kravet att A ska ha alla egenvérden i
&ppna VHP.

Exempel .

Betrakta exemplet

s + 1. )
s(s+0.1) (g2 +0.53 + 9)

G(s) =

Nygquist- och Popov-kurvorna visas i Fig; 5.

i) Nyquist-kurvan skidr negativa reella axeln i punkten
(-1/4.28, 0). Slutna systemet &r alltsd globalt asymp-
totiskt stabilt f&r alla linj&ra, konstanta &terkopp-
‘lingar i intervallet (0, 4.28).

ii) Nyquist-kurvan ndrmar sig asymptotiskt en vertikal
linje u = - 1/0.0993 d3d w - 0. Enligt cirkelkriteriet
dr alltsa slutna systemet G,A.S. fbr alla tidsvariabla,

olinjdra aterkopplingar i sektorn [e, 0.0993], g > 0,

iii) Den optimala Popov-linjen skidr negativa reella axeln
i punkten (- 1/0.35,0). Enligt Popov-kriteriet ir slut-

na systemet alltsd G.A.S. f6r alla tidsinvarianta,
olinjdra Aaterkopplingar i sektorn (0,0.35].




V.
Popov Criterign .|
pov Criter o
" Nyquist
— er-ltur'ibn
R - ' Y.
4 _ e 2 4.28
" “Yo38
./'/

-
Intersection pt
U0} &~ 108, V(O)s-1-11

Ot-Axis Circle.__/
Crilerion :

Circle Criterions

I"w is osymptotic to
vertical line through
Ye-10-08, V2 O asw=0

<>

05

-0

Figur 5. Tw Nyquist-kurvan, fw Popov-kurvan,

iv) En rdt linje som "ndstan" tangerar Nyqﬁiét-kurvan i

tvAd punkter gdr genom punkten (- 1/3.13, 0). Enligt

Cirkelkriterium 2 dr slutna syétemet alltsa

G.A.S5. for

alla tidsoberocende olinjériteter, vilkas derivata

ligger i intervallet (0, 3.13).

Sid. 61-66 utgar




12. OVNINGSEXEMPEL

4.1

Givet den olinjdra differentialekvationen

y+0.20 +y%) g4y =0

Lt tillstdndsvariablerna vara X; =y och X, = V.
Stdll upp stabilitetsvillkoren for systemets nollosnlng.
Prova som Lyapunovfunktion V = —~(x +'x, 2y,

4.2
Lewis servqmekanism‘kan beskrivas med differentialekvaticnen
e+ 26 (1-ale])étexo

Understk om nollssningen e = é = 0 4r stabil. Uppskatta stabilitets-
omrddets storlek. |

4.3

For att generera sinus och cosinusfunktioner kan man med hjdlp av
operationsforstirkare bygga upp en krets som l8ser ekvationerna

1. X, x1(0) = 1.
dt
dx,
—F % XZ(O) =0
dt

Dessa ekvationer har 18sningen x; = cos t.bch*x§‘= sin t. Ar denna’
16sning stabil? Ar 18sningen dven asymptotiskt stabil? Vilka tekniska
konsekvenser har detta?
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- Om kretsarna i stdllet kompletteras sa att de representerar

ekvationerna
dx
1 _ 2 2 'Ny =
; - Xy =% (xl tx, - 1) s xl(O) =1 _
—2. X - :-:2(x12 + x22 -1, x2(0) =0
dt . .

sa finner vi att %, = cos t, Xy = sin t fortfarande dr en 1&sning.

1
Ar denna 18sning asymptotiskt stabil? Vilka tekniska konsekvenser
har resultatet? Diskutera vad som hinder' i de bida fallen om

initialvirdet &r xl(O) = 1.5, xz(ﬂ) = 0.

i,y

Betrakta det dynamiska systemet

Avsdtt Lyapunovfunktionen 2V = x12 + 322 och hédrled med hjdlp av
denna Lyapunovfunktion en linjdr styrlag u = klxl + k2x2 som ger
ett asymptotiskt stabilt system.

4.5 _ ‘
Ett olinjért svidngande system kan beskrivas av ekvationen
dzx o dx 2 .

—--2- + a— + bx =0

dt dt

Understk om jdmviktsl&iget dr en stabil léisning.' Angiv éven'
stabilitetsomradets storlek.




Iv:

Betrakta ett olinjért servosystem enligt figuren

(z) 1

y = %, » glx,) - -
1 + s(s2+as+-b);

Konstruera en lyapunovfunktion med hj&lp av variabla gradientmetoden.
Vilka villkor miste uppfyllas av a, b och f for att systemets jém-
viktstillstind skall vara stabilt.

k.7

Anvind variabla gradientmetoden for att bestimma en Lyapunovfunktion
till lewis servomekanism.
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LF.B

Betrakta ett olinjdrt servosystem enligt nedanstdende figur

AL y = y(x)
s(s + 1)

dir olinjariteten har féljande karakteristik

y 2.

Angiv ett nodvdndigt villkor for att systemets vilotillstand
skall vara asymptotiskt stabilt.
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4,9

Betrakta systemet

=
™

f(x)

A

-1

dér olinjériteten £(x) & angiven i nedanstdende figur

?Ffﬁxg :
{output &
. é;,o/
a4
Ay 4t
/ s
.i .
/ . - éblnlinealr
" Elemen
/ |
!/ o
3’
I f -
1/
/ .
] . .
{input)

étt jémviktstillstidndet &r stabilt am funktionen f(x) uppfyller: villkoren

0.612 < £X) . g g5
4 .




4.10

Ett olinjért servosystem kan beskrivas med féljande ekvationer

Xy - 3x2 - f(xl)

%2

[}

- 2x2 + f(xl)

Vid tillverkningen av systemen kommer den olinjara funktionen
att veriera ndgot frén system till system. I regel ansluter sig
funktionen dock ndgorlunda till den linjédra funktionen f(x) = x.
Angiv tvé linjéra funktioner %y och 2, sddana att systemet alltid
&r stabilt om f£(x) ligger mellan grénserna &, och 2,

iV

1Z




B

4.11

Flgur'e.n visar blockschema fér en au‘copllot for styr'mng av ett  ' -

flygplans Kurs. Angiv den fys:.kallska mtsvarlgheten ‘tlll block—

schemats delar. Angiv de villkor som fordras fér. att den rorelser e

som svarar mot att flygplanet flyger langs den gl\ma konstanta -
kursen skall vara stabil. : o

L‘%Jﬂd’cc’ burs

4

Iv:
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4.12

Ett reldservo beskrives av ckvationen

x = Ax + Bu .
dar
_ ] N N .
-0.1 1 C 0
A = 0 ’ 0 l B o 0
0 -2.26 ~0.2 1
L | | ]

Variabeln u dr reldets utsignal. Denna kan antéga virdena t1,
Reldets styrsignal skall vara en linjér funktion av tillstands-
variablerna. Hur skall denna linjdra funktion vdljas for att sys-
temets jamviktstillstand skall motsvara en stabil 16sning.

4,13

trakta det linjdra systemet

|

- W - +
'.5\.E X2 n

dar styrvariabeln u dr begrdnsa ] ul s
Angiv en kvadratisk Lyapunovfunktioﬁ'v for det fria systermet

(u = 0) sadan att

av 2 2

Konstruera sedan med hj&lp av Lyapunoviunktionen en stabil styrlag
fér reldstyrning. Visa med blockschema hur systemet kan realiscras

om endast variabeln x; dp tillgénglipg for mdtning.




! '. 14
Systemet i figuren innehdller tva olinjériteter.

f2(x2)_ .
2 ~
% x x - X
A 1 1 1 2 i 2
CE/ . 8 >\z s
N :
f '(‘x )
___EL.,N;}H . fl a
a X,

Hir &r fl(O) = f2(”0) 30 och £, ‘och fz- dr deriverbara
funktioner. Bestdm systemets stabilitetsgrinser med

Krasovskii% teorem.
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4,15

Betrakta det olinjdra systemet i nedanstdende figur

5 L) V gle) K o
s(s + 1)

gl0) =0

Antages insignalen noll kan systemekvationen skrivas

dx

= f{x)
dat
ddr
fl(x) = x,
fz(x) SR Kg(xl) - X,

Vilka villkor miste funktion g uppfylla for att systemets nolldsning
skall vara stabilt, Hirled forst ett allmint uttryck och insdtt
sedan g(x) = x3. Lés problemet bide med Krassovskii's metod och med
variabla gradientmetoden. '

4,16

Nedanstdende figur visar blockschemat fér ett reglersystem med

olinjdr d&mpning.

Antag att referenssignalen dr noll och infér tillstdndsvariabler:
de '

X = e, X, 37 Systemekvatidnerna kan d& skrivas

sid. IV:77 utgir.
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—_— = - X. - X

1 2

f(xl)
For att bestdmma den olinjdra ddmpningen har man intuitivt reso-
nerat pa féljande sdtt. Om systemet skall vara stabilt f8r smd

stbrningar fran jimviktsliget, sd mdste vi ha
f(0) = a > O

F6r att f& en snabb insvdngning vid stora stdrningar bdr dimp-
termen vara liten vid stora reglerfel e. Detta uppnds genom att
vidlja

f(x) = -*E——5 : B > 0
1+ Bx

Blir systemets nolldsning globalt asymptotiskt stabil med detta

val av olinjdr didmpning?

4,17

Systemet

° _ 2 2
X; = - Xl(l - %" - %, J
. ~ ? 2
X, = - x2(l - %0 - %, )

dr givet. Visa med hjdlp av Lyapunovs teori inom vilket omrade
nollésningen Xy % %, = 0 dr stabil. Visa &ven att det existerar

instabila ldsningar.

4.18

Nedanstéaende system dr givet

3




1visd

6(s) = —L
s(s + 1)
K(e) = e’
K dr alltsa en fdrstidrkare med kubisk karakteristik.
a) Bestdm systemets stabilitet med hijdlp av L-funktionen
2 2 dt dt
Ar systemet globalt stabilt?
b) Bestd&m stabiliteten med hj4lp av beskrivande funktions-
metoden.
4.19
Systemet
. 0 2 1
® = X + u
-1 =1 0

dr givet.

Hérled med hijdlp av Lyapunov teorin en stabil styr-

lag. Styrning sker med hjdlp av ett reld, u = *a.

4,20

Systemet

har en stabil 1lésning xl(t) = xz(t) = 0. Uppskatta stabilitets-
omrddets storlek med hjdlp av Lyapunovfunktionen

3 2 2
Vix) = ; X5 xy%, F %,
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Vilket 4r det stdrsta mdjliga stabilitetsomrdde som kan erhillas
med V(x) enligt ovan. Visa att ldsningen &r aSympfotiSkt stabil
1 hela ellipsen

32 2

X, + X," % 1/4

(Ledning till sista delén: Bryt ut nagon ldmplig faktor i uttryc

ket for 4dv/dt)
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13. FLERVALSFRAGOR

4.1
Systemet x = f(x) och Lyapunovfunktionen v(r) = rzf(ru + 1),
dér r2 = x12 + x22 dr givna (2 dim.). Vidare é&r

dy/dt = grad V + x < 0 f6r » §# 0 och » % 1.

Vilken eller vilka
av féljande pa-

stdenden &r

=\

alltid sanna?

A ] Med denna Lyapunovfunktion kan man garantera att varje

18sning med ||x(0)]| < 1 asymptotiskt n#rmar sig noll-
18sningen x(t) = 0.

B Med denna Lyapunovfunktion kan man garantera att varje
18sning med ||x(0)]] < 2 asymptotiskt nirmar sig noll-
18sningen x{(t) = 0.

C l Med denna'Lyapunovfunktién kan man garantera global asymp-
totisk stabilitet.

b.2

Systemet x = f(x) och Lyapunov-

funktionen v(x), (2 dim.) &r givna.

A1
I'det slutna omrddet u gidller: >
I)  wv(x) > 0 fér x ¥ 0
II) dv/dt = grad v » x < 0 fér x § 0
ITI) £(0) = O
Vidare gidller att 2 = min v(x) samt att u” = {x: v(x) g &} och
xe du
su” = {x: v{x) = 2}, Vilket eller vilka av f8ljande pastdenden

4r alltid sanna?




Med denna Lyapunovfunktion kan man garantera att varje 18s-
ning med x(0) € u” asymptotiskt ndrmar sig nolldsningen
x(t) =0 '

Med denna Lyapunovfunktion kan man garantera att vafje 16s-
ning som vid ndgot tillf&dlle kommer in i u” asymptotiskt

ndrmar sig noll8sningen x(t) = 0

Med denna Lyapunovfunktion kan man garantera- att varje
18sning med x(0) e u asymptotiskt ndrmar sig noll8dsningen
x(t) = 0

Inget av ovanstdende pastdenden &r sant
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1. INLEDNING

I detta kapitel skall vi nirma oss stabilitetsbegreppet frén
en annan utgangspunkt in tidigare och vi skall ge villkor i
frekvensplanet f&r stabilitet. Vi kommer att anvidnda metoden
med beskrivande funktion som ett stabilitetskriterium, vars

giltighetsomrdde vi ej k#nner utan att simulera systemet.

Grundprincipen &r att man antar att en perlodlsk losnlng finns
och undersdker V111koren for att denna svingning skall kunna
uppratthallas . I de allra flesta fall existerar d& en perio-
‘disk l&sning. I undantagsfall existerar ingen‘periodisk 1dsning,

trots att vdra kalkyler f3rutser en sddan.

I detta senare fall har vi en indikation pa att systemet dr
ddligt démpat och mindre limpat som reglersystem.‘Man miste di
liksom ndr villkoren f&r sjélvsv&ngning ndstan dr uppfylida pad
nagot sdtt hodifiera systemet fdr att det skall kunna uppfylla
sitt syfte. FBr att fi& en kinsla f6r nir metoden fungerar

illustrerar vi med ett stort antal exempel.

I avsnitt 2 ger vi utan ndgra bevis ett antal resultat fran
teorin om foufiersarier, som utgdr grunden foér metoden med
beskrivande funktion. Den beskrivande funktionen definieras i
avsnitt 3 dar yi dven stdller upp{nagra:villkor pé systemet
t6r att metoden skall kunna tillﬁmpas; I avsnitt 4 bérjar vi
att tdnja ut den linjdra stabilitetsteorin s& att den 4dven

gdller f&r udda entydiga olinjdriteter.

I avsnitt § repeterar vi Nyquistteoremet och formulerar ett
liknande kriterium f&r olinjdra system med hjdlp av beskri-

vande funktion.

Vi illustrerar med ett exempel i avsnitt 6 hur metoden kan an-

vandas f&r syntes.

Slutligen skall vi i avsnitt 7 ndgot diskutera vilka frdgor man
kan f& svar pd, samt noggrannhet som &r vanlig vid till&mp-
ning av beskrivande funktion. Vi skall &ven antyda hur man

kan forbdttra approximationen.




2. FOURIERSERIER

I detta avsnitt skall vi sammanfatta ndgra fdr metoden med
beskrivande funktion viktiga resultat fré&n teorin om fourier-
serier. L&t f(z) vara en begrinsad och integrerbar funktion.

L&t vidare f(z) vara 2n-periodisk, dvs
f(z) = f(z + 27) vz (2.1)

Varje sddan funktion f(z) kan tillordnas en fourierserie

~

T(z) = a /2 + © (a_ cos'nz + b_ sin nz)
"o n n
n=ld.
=g /2 + I ¢ sin"(nZ“+fn) (2.2)
o) n ©7
n=}% - .
ddr
1 27
a_ == [ f(z) cos nz dz {(n = 0,1, )
n ¥ O
1 2w
b == f f(z) sin nz dz (n = 1,2, ) (2.3)
n T o .
9, = arctg a /b,
®n © \/a 2+ o | (2.1)
n n n . .

F6r koefficienterna a, och b gidller

lima_ = 0
n

n->ee

lim b_ = 0
n

n-ew

samt Parsevals formel
alpw e (a2 ep D iE s ) az (2.5)
-0 n _ .
n=1 ‘n ©
Man kan visa att serien (2.2) konvergerar mot £(z) under mycket
allminna villkor. Aven om vi endast tar med dndligt manga termer

i serien (2.2} s3 kommer den m:te delsumman




- m
T(z) =a /2 + £ {(a cos nz + b_ sin nz) (2.8)
m o n=1 n n

att vara en god approximation av f(z).

For fixt m gdller att a  och b enligt (2.3) minimerar uttryc-
ket '

2% 9
fif(z) - Tm(Z)] dz ' : (2.7)
o o

Fysikalisk tolkning

Ett periodiskt fd6rlopp kan té&nkas uppdelat i en konstant del, en
grundton samt Svertoner. Effekten hos ursprungsférloppet dr lika
med summan av effekterna hos de olika tonerna. Varje delsumma &r

sa bestdmd att den minimerar effekten hos approximationsfelet.

Exempel 2.1

Lat f(z) vara en fyrkantvag, dvs

£(0) = £f(n) = £(2x) = 0

f(z) = +1 0 < 7z < 7
fz) = -1 T < Z < 27 ' (2.8)
, ,
I S P
\T1, (2)
0

-1 \_&}/

_2 :
0 wi2 T : In/2
_ _ 2

Fig. 2.1. Fyrkantvdg approximerad med &ndlig fourierserie Tm(z)

2




Enligt (2.3) far vi

1T 1 2w
a, == J cos nz dz - = f cos nz dz = 0 n = 0,1
T o] ™ T
1 T 1 27
bn == J sin nz dz - = [ sin nz dz =
n O i kil )
1 [-cos nz ]ﬂ 1 [—cos nz ]2“ -
m n o) n n ]
9 » n jamt 2k
== (1 - cos nu) " 7
n - , n udda 2k+1
N :
N
b 5 — k=0,1,...
2k ok + 1)
a = 0 n=20,1,...

(2.9)

(2.10)

Fyrkantvagen f(z) samt Tl(z) och Ta(z) vigsas i fig. 2.1l.




3. DEFINITION AV BESKRIVANDE TFTUNKTION

I detta avsnitt skall vi definiera den beskrivande funktionen
for en olinjdr lidnk samt ange ndgra férutsdttningar f8r att me-
toden med beskrivande funktion skall gd att tilldmpa. Vi b&r-
jar med att betrakta ett olinjért dterkopplat reglersystem vars

blockschema framgar av fig. 3.1.

Wl :[:Nl yin

.=.N2

Fig. 3.1. Blockschema fér olinjdrt dterkopplat reglersystem

Blocken Nl och N2 representerar dynamiska system, som fdr vara
olinjdra. Grundfdrutsdttningen fér att metoden med beskrivande
funktion enkelt och med framgdng skall g& att tillidmpa p& sys-
temet i fig. 3.1 4r att systemet kan uppdelas i ett olinjirt
delsystem (N) och ett linjdrt delsystem (L) enligt fig. 3.2.

I fortsdttningen skall vi anta att detta &r m&jligt. Vi skall
huvudsakligen studera system, som har blockschema som visas

1 fig. 3.2 (a). Vid stabilitetsberdkningar med insignalen u=0

dr dock alla system i fig. 3.2 ekvivalenta.

NA%[L N

..] __L

3.2 (a) 3.2(<)




-1 | N
(b) - (d)

Fig. 3.2, Blockschema fdr olinjdra system vars stabilitet gér

att understka med hjdlp av metoden med beskrivande funktion.

Vidare f®rutsidtter vi att linken N 4r tidsinvariant och ej ger

upphov till subharmoniska svdngningar. Fér att kunna tillémpa‘
linjdr teori 6nskar vi nu approximera den olinjdra ldnken N i
fig. 3.3 med ett linjédrt uttryck, f6r en 1l&mplig klass av in-
signaler till N.

Eftersom systemet N dr olinjdrt giller ej superpositionssatsen
och det &r viktigt att noggrant specificera insignalen. Da vi
i den fortsatta analysen huvudsakligen kommer att underséka foér-
utséttningarna fér sjdlvsvédngningar vdljer vi en insignal av for-

men

x(t) = C - sin ot (3.1)

x{t) I N ylt}

Fig. 3.3. Det olinjdra systemet N, som skall approximeras.

Insignal-utsignal sambandet for systemet férutsdttes kdnt och

har utseende enligt fig. 3.4,




Ny : N ylt)

verklig utsignal

Vs

| —Ai H . . . o .
nEPproximation A t
| | )‘Il . by SN

{(3)x vV

Fig. 3.4, Insignal-utsignal samband f&r det olinjira sys{emét

samt en approximation av utsignalen.




Vi delar nu upp utsignalen i tvd delar, en sinusformad signal
vars amplitud dr berocende av insignal amplituden samt en fel-

signal, dvs
y(t) = C - K(C) sin [t + ¢(C)] + e(t) (3.2)

Har &nskar vi nu bestdmma K{(C), en ekvivalent férstdrkning som
beror av insignal amplituden C, och §(C) en ekvivalent fasfdr-
skjutning som ocksd beror av C, Vi vill gdra detta s& att e(t)
blir sa liten som mdjligt i ndgon mening. Vi vdljer att approxi-
mera y(t) sd bra som mdjligt i medelkvadratmening, dvs

21/ w 2 .
I = I e (t) dt (3.3)
o

skall vara sd liten som mdjligt. D& fdlijer av (2.7) att
C + K(C) + sinlut +$(C)] = o) sin (ut + &) =

5t
1

b2 .

= val * b7 sin (et + ¢
d&r

9% = arctg (al/bl)

Vi definierar nu den beskrivande funktionen YN(C).

Definition 3.1

Med beskrivande funktion YN(C) fOr det olinjéra systemet i fig.
3.3 menas det komplexa talet (by + 1 a;)/ C

YN(C) = (bl + 1 al)/C = cleitp/C (3.4)

dér a, och‘bl dr koefficienterna i fourierserieutvecklingen av

y(t) d& insignalen dr C sin wt.

Fysikalisk tolkning

Man kan tolka den beskrivande funktionen som en amplitudberoende
5verf6ringéfunktion fran sinusformad insignal till grundtonen av
den periodiska utsignalen. Den beskrivande funktionen anger s&-
ledes grundtonens amplitud och faslige i f&rhdllande till den

sinusformade insignalen.




Exempel 3.1

Bestdm den beskrivande funktionen f8r en ldnk med mittning en-

ligt fig., 3.5.

Utsignat QY _
-H X < -D
H - R
f(x) = Hx _ D g x gD
D.
b4
: > H | x > D
b
Fig. 3.5. Karakteristik f&r mittning.
Insignalen &r
x(t) = C ¢« sin wt = C -+ sin ¢ (3.5)
M
\—Utsignal
£ Insignal "\ -Del av sinuskuva o 0
c -~
Pl

Fig. 3.6. In- och utsignal fér l&4nk med mdttning.

Utsignalen blir da

H-C sin ¢ 0 < ¢ < ¢
D
y{¢) = H ¢o < ¢ < ﬁ.-¢o
H 'C . Sin ¢ [ ¢O < ¢ '( m
D

ddr

9, = arc sin D/C




V:1s

1 2n
a; == y(¢) * cos ¢ d¢p =0
ki o - '
1 2% 4 w/7
bl == 7 y(¢) ¢« sin 6 d¢ = — [ oy(4) sin ¢ d4¢
T O T o
®
o n/2
= 4 HC i) sin2 & do +4H f/ sin & do
7D o© il ) i
o)
. C -~ H .
= : {2¢o + sin 2¢o}

Beskrivande funktionen dr saledes

Y, = 5 {20, + sin 20} | (3.6)
D

med

b, = arc sin D/C (3.7)

Observera att den beskrivande funktionen i detta fall &r reell.
Fig. 3.7 visar hur den beskrivande funktionen beror av insigna-
lens amplitud. Vi cbserverar att fér C ¢ D &r den beskrivande

funktionen H/D, dvs lutningen f&r karakteristikan inom det omdz-

tade omrddet. Om C = D avtar den ekvivalenta f8rstdrkning=n me-
notont. -
1.2
YN

RS
HEEEAN

\‘55\‘_~

0.0 -
0 2 A 6 8 10
C/D

Fig. 3.7. Beskrivande funktionen f&r mattning.

mmd




Exempel 3.2

Bestdm den beSkrivande funktionen f&r ett reld med hysteres,

vars kardkteristik visas i fig.

3.8,

utsignal Ny
Hl -~ Se
< %
v
-D D
insignal  x
/N
v .}
* “-H
Fig. 3.8.

Karakteristik f&r reld med hysteres.

Som tidigare &r insignalen

x(t) = C sin wt C. sin ¢ (3.8)
/
C+ /\
H - 7 \ —utsignal
~insignal :
¢
P
¢0 T‘t\ T+d g 2n
~H \\\
- +
Fig. 2.92. Insignal cch utsignal till reld med hysteres

Utgignalen blir da

/

-H
y(¢) = H

~-H
d&r
4 = arc sin D/C




blir
2T
=Ly y($) cos ¢ d¢ = L
n . m
1 ™ 1
+ = i) (H) cos ¢ d¢ + —
T @ T
o
- 27 S
= - sin ¢
2
=L S y(¢) sin ¢ d¢ = 1
T o T
w+¢0
v g (H) sin ¢ dé +
T b
@]
ouH
= — COSs ¢O
m

S3ledes blir

Ty

4

(cos o, - i sin ¢o)
1C

-id
uls! e © (C.» D)
7C .

arc sin (D/C)

¢ O .
S (=H) cos ¢ do
(@] .

2m :
S (-H) cos ¢ dé¢
ﬂ+¢o

o

f (-H) sin ¢ d¢
o .

2w . '
;S {(-H) sin ¢ &¢

m+
¢O

Cya12

(3.9)

(3.10)




0.8

04

0.0

C/D

arg YN

- 45 -

o
-80

2 A & 8
C/D

10

. Beskrivande funktion f8r reld med hvsteres.

013




4. OLINJARITETEN BEHANDLAD SOM VARIABEL FORSTARKNING

:14

I avsnitt 3 fann vi att den beskrivande funktionen 1 ett fall

blev reell. Vi anar hdr en mdjlighet att utnyttia delar av

stabilitetsteorin f6r linjdra system (se t.ex. K.J. Astrdm;

Reglerteori, kap 5) genom att ersdtta kretsférstirkningen K

i den linjdra teorin med YN(C)-KL,férutsatt att YN(C) dr reell.

K. betecknar hir kretsfdrstirkningen fdr den linjidra delen av

L

det olinjdra reglersystemet. F8rst skall vi ge ett tillrdckligt

villkor &y att dén beskrivande funktionen skall vara reell.

Detta intraffar om olinjdriteten dr entydig och udda, dvs

cos ¢ d¢

Flx) = - f(~x)
Bevis
1 2
a, =~ S f(C - sin ¢)
T 0
Tr .
- 24 [ f(C + sin ¢)
T O
1'”
- = f f(¢c + sin ¢) cos ¢ d¢
T O
D& blir
by
Yy = (reell)
C

Vi illustrerar detta med ett exempel.

Exempel 4.1

Betrakta det reglersystem vars blockschema visas 1 fig. H.1.

Fig.

b.1.

« cos ¢ d¢

0

[ L

Blockschema

(4.2

1




L&t den linjdra delen L ha dverféringsfunktionen

a(s) = 10 - (4.2)
s(s + 1)(s + 2) : .

och 14t den olinjdra delen N bestd av en mdttande fdrstdrkare

enligt fig. 4.2.

utsignal Py
oy

f >
-1 | insignal %
..] -

Fig. 4%.2. Karakteristik f#r mittande f&rstirkare

LAt oss nu behandla systemet i fig. 4.1, som om det vore lin-
jirt med kpetsf&rstidrkningen
K = YN(C) + 10 _ : (4.3)

Vi vill nu avgbra om systemet dr stabilt och ritar dirfdr rot-

orten (jamfér K.J. Astrdm, Reglerteori, exempel 5.5.1)

)
o

AL
N on
Iy

— -

2

Fig. 4.3. Rotorten f&r ekvationen 83 + 38 + 25 + K =0 da

parametern K antar positiva reella vdrden
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Antag nu att x(t} = C 0 < C < 1. Vi vet dA frén
exempel 3.1 att YN = 1, vilket medfdr att K = 10. F&r K = 10
har karakteristiska ekvationen rdtter i hdgra halvplanet, sys-

sin wt,

temet instabilt och svingningens amplitud vdxer. Om nu & andra
sidan x(t) '= C + sin wt C > 2 s& géller ¥, < 0.6 och K < &,

Fér X < 6 har karakteristiska ekvationen alla rdtter i vinstra
halvplanet; systemet &r stabilt och svidngningens amplitud av-
Vi har sdledes anledning anta att systemet sjdlvsvdnger
10 = 6, dvs YN = 0.6, Ur
1.4 rad/sek

tar.,
med en sadan amplitud, C, att Ty

fig. 3.7 kan vi da avl&sa C = 2.90. Vi finner att o =

och da& blir

x®(t) = 2 sin 1.8t (b4

I fig. 4.4 visas resultat av simulering pa analogimaskin.

N\ N NN

_ﬂ S N

0 2 4 6 8 10 12 14 16 t.sek
;\J/"'“\ /-\\ /‘\ X /

I ~—" N4 \/

Fig. 4.4, Utsignalen fran systemet. Den Ovre kurvan visar start
med stort virde pd utsignalen medan den undre visar start med

titet vidrde pd utsignalen.

——— L e s m s



5. STABILITETSUNDERSOKNING MED HJALP AV BESKRIVANDE FUNKTION

Vi skall nu undersdka stabiliteten f[6r ett system vars block-
schema visas i fig. 5.1. Grundprincipen dr att man antar att
en periodisk 18sning finns. Genom att félja grundtonen runt i
kretsen kan man sedan undersdka om en svidngning kan upprdtt-
hdllas. I s3 fall kan man slutligen berdkna svidngningens frek-

vens och amplitud.

Fig. 5.1. Blockschema f&r olinjdrt reglersystem.

F8r att vi enkelt och med framgdng skall kunna unders&ka sta-

biliteten skall vi gbra fdljande fOrutsdttningar:

1) Den linj&ra ldnken dr av ldgpasstyp och har Overfdrings-

funktionen G(s).

2) Den olinjdra linken N &r tidsinvariant och dess beskri-

vande funktion oberocende av. frekvensen w.

3) Den olinjdra lidnken N likriktar ej insignalen eller ger

upphov till subharmoniska sv&ngningar.

Det tredije antagandet innebdr att det ej fdr finnas komponenter

med ldgre frekvens &n w 1 utsignalen.

Vi antar nu att det existerar en sinusformad signal p& den o-
linjédra ldnkens ingdng
x{t) = C- sin wt

Den olinj4ra ldnkens utsignal d4r dd periodisk och har period-
tiden 21/ w. Utsignalens grundton har amplifud och fasldge re-
lativt insignalen som ges av den beskrivande funktionen. D&

G(s) &r av ldgpasstyp blir z(t) ndstan sinusformad och det &dr

en god approximation att rdkna som om endast grundfonen funnes .
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D& den beskrivande funktionen YN(C) dr en komplex storhet, som
i likhet med en vanlig &verf&ringsfunktion anger amplituddnd-
ring och fasvridning f&r sinusformad insignal och &4r definierad
for alla w men oberoende av w, rdknar vi formellt med YN(C) som
om den vore en dverfdringsfunktion och far

¥ (0 - 6(s) ' e(s)

Z(S) - = (5.1)
U(s) 1 +-YN(C) * G(s) l/YN(C) + G(s) -

Fér att avgdra om systemet dr stabilt anvdnder vi nu kriterier

liknande argumentvariationsprincipen och Nyquistteoremet.

Nyquistteoremet

Om Go(s) i fig. 5.2 ej har ndgra poler i det omrdde i s-planet
som omslutes av I' i fig, 5.3, och om bilden av I i Go-planet
e] omsluter punkten -1 sd har den karakteristiska ekvationens

(1 + GO(S).= 0) alla rdtter negativ realdel.

Y

U E,

Go(s)

>
A

H

Fig. 5.2. Blockschema £f8r enkelt aterkopplat system.

s-plan

L/

Fig. 5.3. Konturen T som anvinds vid formulering av Nyquist-

teoremet,
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yi #nskar nu f8r varje C understka om karakteristiska ekvatio-

nen

G(s) + 1/YN’(C) 0 (5.2)

har r&tter med positiv realdel. I analogi med Nyquistteoremet
sdger vi:

Om G(s) i fig. 5.1 ej har ndgra poler i det omrade i é—planet
som’ omsluts av kurvan T i fig. 5.3, och om bilden av I' i G-pla-
net ej omsluter punkten el/YN(C) s& minskar svidngningens émpli—
tud. Om bilden av T omsluter punkten -1/Y (C) s& &kar sving-

ningens ampiitud.
Vi kan avgbra stabiliteten med en grafisk metod. I det komplexa

G-planet ritar vi
1) Bilden av kurvan T i fig. 5.3 vid avbildningen G(s)
2) ~1/YN(C) som funktion av amplituden C.

Nedan visas ndgra typiska fall som kan intrdffa.

N lm - G - plan
————
~
) \ﬁt
VG{S)
\
\
s
] Re
/
/
7”/
7
L7

Fig. 5.4. Nyquistdiagram




T fig. 5.4 omsluter bilden av ©' i s-planet aldrig négon punkt
pa kurvan ul/YN(C) och eventuellt uppkomna svdngningar kommer

att dimpas ut. Vi sdger att vi har stabilitet f6r alla ampli-

tuder.

N 1m G-plun_

‘ /
\ -1/YN(C) C=0 _' : /

Fig. 5.5.




I fig. 5.5 omsluter bilden av I i s-planet varje punkt pad kur-
van wl/YN(C) fér dndliga vdrden pd C. Amplituden pad sviéngningar
som uppkommer kommer att vidxa. Vi sdger att vi har instabilitet

f8r alla amplituder.

N lm G-plan
T ——
~
\—G(s)
\
| |
l -~
-1/¥YNIC) ! Re
c=ci [Me-o /

Fig. 5.6.

I fig. 5.6 kommer svingningar med amplituden C < C,) att
vaxa ty £8r dessa C-vdrden omsluter bilden av I i s-planet
punkterna pa kurvan —l/YN{C)a Diremot £8r C > C, <ommer aven-
tuella svingningar att dimpas och systemet stiller in sig si
att det svinger med amplituden C, och vinkelfrekvensen w,.

Py kailas konvergent punkt. Fenomenet att en sjdlvsvéngning
vixer upp frén ett ldgt vdrde pd C kalias i amerikansk litte-

pratur "soft-self excitation".

5%

/

- C=0 \
5 l
-waC)l\_ \c=Cp | /

W= W '
Fig. 5.7. \ 2 //
b\
~ .7

T i -
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I fig. 5.7 kommer eventuella svédngningar med amplituden C

(C < C,) att ddmpas ut ty fOr dessa vdrden pa C omsluter bil-

den av I' i s-planet ej punkterna pa kurvan -1/Y,(C). Om ddre-

mot det finns en svidngning med amplituden C(C = Cg) kommer
amplituden att vdxa. Punkten P2 kallas divergent punkt. Foér-
hdllandet att systemet mdste ges en tillrdckligt kraftig stdrning
innan svingningar erhdlles kallas 1 amerikansk litteratur "hard--

self excitation".

Exempel 5.1

Betrakta systemet vars blockschema visas i fig. 5.8. Vi vill
undersika om villkoren for en stabil si&dlvsvdngning dr uppfyli-

da.

X

"
-

fle 1 X4 1 X2

x

+

W
+
n
wn

, >
SR
v

]
in

Hs=To K

Fig. 5.8. Reldservo.

Vi berdknar forst beskrivande -funktionen f#r ett vreld med H = =.




I\ N utsignal  f{¢)
H H
¢
~, -
z T lom ~
| -H -H -
1
e O
L | S
-~
I .
9,
T
>
e
d
)
=
<
N
8. In- och utsignal till reld.

Fig. 5.

Pourierkoefficienterna

a—_:l.:
l-..
s
_1
bl =
m
4H

2m
I
Q

2w

f{¢) * cos ¢ d¢

f(¢) " sin ¢ d¢

= 0
2 kil
== [ H sin ¢ d¢
T O
w/2
f-cos ¢ ] = 4H
o 1




Beskrivande funktlionen blir da

v, = =

nC
wl/YN:”Lg:_“
4H I

Villkeoret f8r sjdlvsvingning &y uppfyllt da -

—l/YN = G(Jjw)

c K

- = = vilket ger
4 Jw(l + jm)2

C b« K/2 = 190 och w = 1.0

Fér att undersdka om den funna svdngningen dr stabil eller in-

stabil studerar vi bilden av T i s-planet vid avbildningen

Fér C =10 har ekvationen 1/Y,(C) + G(s) = 0 en rot med po-
sitiv realdel och svidngningens amplitud 8kar.Fér A > 10 har ekva-
tionen l/YN + G{s) = 0 rdtter med negativ realdel och sving-
ningens amplitud minskar. Den funna svidngningen dr sdledes sta-
bil.

Med hjdlp av beskrivande funktion kan vi sdledes f&rutse en
stabil svdngning med amplituden ¢ = 10 och vinkelfrekvensen

w = 1.0 rad/sek.

s (1+s)2
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Fig. 5.10.'Nyquistdiagram for G(s) = ﬂ—wmguf och beskrivande

s(s+1)

funktionen for reld.

Exakt 1l6sning av differentialekvationen ger en svingning med

amplituden A =

10.33 och en vinkelfrekvens w =

1.023

rad/sek.
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fle) | 3
| !
0 : |
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~4
0 i 2 3 5 7 8s
) 3 //
0 /
X2
2
—2.*_af//// <
10
X =Yy //
0 7 \\
-10 Pova,, 1/ \
0 1 2 3 5 6 7 8s
Fig. 5.11. Kurvformer i ndgra olika punkter i blockschemat

enligt fig. 5.8.




Med hijdlp av beskrivande funktioner var det sdledes mdiligt
att férutsdga en stabil sjdlvsvingning samt att noggrannt be-

stdmma dennas frekvens och amplitud.

6. KOMPENSERING MED HJALP AV BESKRIVANDE TFUNKTION

T vissa fall kan man med hj&lp av beskrivande funktionen fa
upplysning hur man skall kompensera ett system med stabil
sjdlvsvidngning sd att sjilvsvingningen upphtr. Vi illustrerar

detta med ett exempel.

Exempel 6.1

Betrakta ett tredje ordningens servo system med blockschema en-

ligt figur 6.1. Det linj&ra systemet L har &verfSringsfunktionen

h.0
s{1 + s)Y(1 + 0.1s)

G(s) =

Den olinjdra linken N dr en glappande kuggvdxel med karakteris-

tik enligt fig. 6.2, ddr D = 1.

Fig. 6.1

Ve x

= <, ; ‘ ~

-D 7/0 insignal
D

Fig. 6.2. Karakteristik fdr glapp
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vi ritar [G(iwe)}| och —1/YN(C) i ett Nicholsdiagram, se fig. 6.3.
Utan kompensering har vi tva skérningspunkter P1 och P? mellan
de bada kurvorna. Hir dr Pl en konvergent punklt mecdan P? dr en

divergent punkti, Vi {drutsdger sdledes en s jdlvsvingning me d

amplituden C, = 2.5 D cch vinkelfrekvensen w, = 1.5 rad/sek,
1.5 -
-1/YNIC)
0
0.2 w=0,2
0.3 4 fuw= .

o | w=0.3
1.0
0.5
0.0

w=2 ———kompenserat med
w=3 _
Gk - 1 + 0-6 S
1+0.12s
Gliw) e
Ww=3
L/
I _J
-0.5 o
-210° -180° -150° -120° -90° -60

arg G



40
yl(t)

2D

~20
-4D

4D
y(t)

2D

-2D
-4D

Fig. 6.3. Nicholsdiagram fOr okompenserat och kompenserat sys-

tem samt —l/YN(C) enligt exempel 6.1.

I fig. 6.4 visas kurvformen for utsignalen frdn det okompense-

rade systemet

VAR VAR VAR

2 4 6 8 10 2 W 16 t,sek

N I AN

Fig. 6.4, Utsignalen frdn det ckompenserade systemet. Den Svre
kurvan visar start med stort absolut virde pa utsignalens deri-
vata medan den undre visar start med litet absolut vidrde pi ut-

signalens derivata.

Vi sdker nu en kompenseringsl&dnk som eliminerar sjdlvsvéngningen.
Hur skall en sdadan kompenseringsldnk f&rdndra G(im)—kurvan i
Nicholisdiagrammet? Vi ser att fér 1.10 <C < 2.5 ligger -1/Y(C)
inuti bilden av T 1 s-planet och f&r dessa C-vdrden Skar sving-

ningens amplitud. Om vi f&rskjuter G(iw)-kurvan &t héger i dia-




gD

grammet kommer —l/YN(c) alltid att ltigpga till wvdnster om G{iw)-

kurvan och vi har fadtt ett stabilt system.

En férskjutning av G(iw)-kurvan dt hdger dstadkommer vi med en

fasavancerande ldnk

Gk(s) _ s+ Db N = 1 + s/b
g + Nb 1 + s/Nb

D& den positiva fasvridning som beh®vs &r av storleksordningen
20°-30° och bér sdttas in f6r w = 0.5 och uppat vidljer vi N = §
och 1/b = 0.6.

Det kompenserade systemets frekvenskurva visas dven i fig. 6.3.

Det kompenserade systemets stegsvar visas 1 fig. 6.5.

\/\ \% & .

20 40 80 80 100 120 160 160 t,sek

Fig. 6.5. Stegsvaret f&r det kompenserade systemet.




o Vi3l

7. TILLAMPNINGSOMRADEN, NOGGRANNHET OCH KORREKTIONER

inom reglertekniken har metoden med beskrivande funktion fréamst
kommit att anvindas som ett approximativt stabilitetskriterium,
medan inom den olinjdra mekaniken har kommit att anvdndas [or
att uppskatta periodtid och amplitud f&r pericdiska f&rlopp.
Eftersom metoden med beskrivande funktion &r en fdrsta approxi-
mation #4r det naturligt forsdka forbdttra approximationen. Vi
skall i detta avsnitt fdrstka belysa dessa frégestallningar och
akall b&rija med att férteckna de frigestdliningar som metoden

med beskrivande funktion kan belysa:

- Stabilitet for sinusformiga forlopp 1 ett olinjdrt tids-
invariant reglersystem, som kan uppdelas i en linjdr och

en olinjdr del.

- Ixistensen av stabila sjdlvsvédngningar samt vinkelfrek-

vens och amplitud fdr sddana sjdlvsvdngningar.
- Val av kompensationslédnk £&r eliminering av stabila sjdlv-
svdngningar.

- Uppskattning av "transienta egenskaper" &r vansklig pa
grund av den ringa korrelationen mellan tids- och frekvens-

planeh.

Metodens fBrdel:

- En olinj#ritets inverkan pa ett i Svrigt linjé&rt system
kan snabbt beddmas. Nodvdndig information &dr G(iw)-kur-
van f8r den linj4ra delen samt beskrivande funktionen f&r
olinj#riteten. Beskrivande funktionen av ett antal enkla

linkar finns tillgdngliga 1 litteraturen.

Metodens nackdelar:

- Riknemdssiga svarigheter sd snart olinjériteten ej kan

approximeras med rdtlinjiga segment.

- Sambandet mellan in- och utsignalerna kan e] enkelt er-

hdllas.

-~ Osikerheten nir den approximativa metoden ger riktigt re-
sultat. Nar 4r t.ex. dvertonerna fdrsumbara? Hur stor far

en eventuell resonanstopp vara?
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Nedan féljer ett tilldmpningsexempel som belyser vad som sagts

covan.

Exempel 7.1

F&r stabilisering av e€tt flygplans rollrdrelser anvinds ettt ser-
vosystem vars blockschema framgdr av fig. 7.1. Servosystemet har
dimensionerats med konventionella metoder sd att Mp = 2.0. COm
det finns glapp i roderdverfdringen kan systemet bringas att
oscillera. Diskutera betingelserna fér sjdlvsvidngning och ange

ndgra mdjligheter att stabilisera systemet.

referensvinkel skevroderutslag rollvinkel

vertrkui/ ‘ forst. | roder roder / flygplan/

sverfor.
gyro o servo |, overfor. | o

Fig. 7.1.

Momentekvation m.a.p. rollaxeln

3479 4 pd8 oy | | (7.1
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Momentet M dr proportionelit mot skevroderutsiaget v, dvs

M= K v (7.2)
Térsummas tidsférdrdiningen i forstédrkare och roderservo erhdlles
g = & - 0 (7.3)

Roderdverfdringen karakteriseras av den beskrivande funktionen
Y N L] .
Tkvationerna (7.1), (7.2), och (7.3) kan representeras med f&l-

iande blockschema

> Gyfs)

Fig. 7.3.

Av ekvationerna (7.1) och (7.2) erhdlles

_ ‘K _ Kv ’
G (s) = —3 = : (7.4)
Js® + Ds s(1 + sT)

Om det ej finns glapp i roderdverfdringen dr Y, = 1 och vi far

X
6 (s) = _ (7.5)

s(1 + sT)

Det slutna systemets Sverfdringsfunktion blir da
K W

2
G(s) = ——— T 5 (7.8)
' Ts® + & + K 8" + 2w s t w
A\ O O

med w02 = KV/T occh ¢ = 1/2 -]’T . KV . Nu gdller for resonans-
toppen

(7.7)

1
M= ,
Pooog - gt

med Mp = 2 blir € = 0.25 och vi vdljer

KVT= Y : (7.8)




Om det finns glapp i roderdverfbringen gdller ej ldngre Yy = 1,
Mellan v och ¢ rdder i stdllet det samband som anges 1 fig. 7.0.

Glappets storlek &dr 2D.

<\

Tig. 7.4. Karakteristik f£&r roderdverfdring med glapp.

T Nicholsdiagrammet finner vi tvd skdrningspunkter (pl och pz)

mellan G{iw)-kurvan och kurvan —1/YN(C).
wT = 1.2 wT = 0.7

v C=1.7D ‘ C=1.2D

Vi ser att Py 4r en konvergent punkt medan P2 dr en divergent
punkt. Med beskrivande funktion férutsdger vi en stabil sj&lv-
svdngning

p(t) = C +» sin ot

med C = 1.7D och w = 1.2/T. Vi ser att systemet maste stdras

65 att C > 1.2 D fér att sj&lvsvéngningen skall starta och vi har

ett exempel pd "hard-self excitation". Av Nicholsdiagrammet

framgdr att systemet kan gdras stabilt genom att minska K
I fig. 7.5 visas Nicholsdiagrammet dér —1/YN(C) fér glapp och

L
iwT(l + 1wT)

G(iw) =

har ritats in.




1.5
log Gl WT= 0.15
-1/¥YNIC)
Wi= 0.2
W= 0.3
1.0
0.5
ap
4D
702 ’
100
0.0
Wr= 2
wi=3 //
-0.5 o ) /L
~210 -180 -150 -120° -90°

-60°
arg G

Fig. 7.5. Nicholsdiagram fér den linjdra delen av systemet

samt —1/YN(C).




In analys av systemei med beskrivande funktion visar sdledes
att systemets fasportrdtt har den karaktdr som visas 1 fig.
7.6 med tva periodiska l&sningar. Den inre dr instabil och

den yttre dr stabil.

30/T
0 i
2017
D/t
0 E ﬁi //
SR\
s A /
-20/T i — ——
\J/
-3D/T
-3D -2D -D 0 D 2D 3D

Fig. 7.6. Fasportrdtt fér systemet i exempel 7.1 baserad pa

analys med beskrivande funktion.

Systemet har simulerats och det exakta fasportridttet visas i

fig. 7.7.

HN Y
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30/7 /__\
v /
2D/T ////j.—-,.\\\\

T N
IR\

207 \W_,/
\ e

~3D/T 1
-3D -2D -D

o

D 2D 3D
Y

Fig. 7.7. Exakt fasportrdtt for systemet 1 exempel 7.1.

Tnom den olinjdra mekaniken har metoden med beskrivande funk-
tion, dven kallad metoden med harmonisk linearisering, till-
l¥mpats pd ett antal problem. Poincaré var den f6rste som till-
ldmpade metoden vid berdkning av omloppstiden for planeter. Se-
dan har man tilldmpat metoden pd ett flertal ekvationer med
periodiska 18sningar. I sddana fall &r uppskattningen av period-
tid ofta god ( < ca 1%) och av amplitud relativt god ( < ca 5%).
Vissa arbetssamma metoder f&r att férbidttra uppskattningen av

periodtid och amplitud finns redovisade i litteraturen.




Lrempel 7.2

Betrakta den matematiska pendeln i fig. 7.8.

Fig. 7.8. Matematiska pendeln.

Vi antar att pendeln har massan m och lingden L och férutsdtter
tyngdaccelerationen g. L&t pendelns upphdngningspunkt vara fix

och berdkna periodtiden f&r svdngningen.

Motsvarande problem finns behandlat i K.J. Astrdm, Reglerteori,

exempel 2:2.2 och grundekvationerna lyder:

N

dt 2

dx

2. _ & sin Xq

dt 2

y = Xq 8 =y (7.10)

eller pa differentialekvationsformr

8+t wlsinog =0
O
med
2 _
w,o = g/ i

vilket kan askadliggéras i ett blockschema, se fig. 7.9 ddr

N = sin 6.




_ {»m1r-————
———9”"0 2 we/ s ©
N k

Fig. 7.9. Blockschema f&r den olinjira matematiska pendeln.

Fér mycket smi utsiag gdller ® = sin 6, och vi har det vidl-

kdnda resultatet

TL'Z 2n/w0 = 27 /g (7.11)

Frin Appendix himtar vi beskrivande funktionen f&r sin x och

ritar in den 1 ett Nyquistdiagram (fig. 7.10).

Nim
+i 4
w Okar +0.51 1
-
(.l) - _9_.,_: . ..Q—: —u—)-z -
m-L.T_O.B | e 0.8 W 1 g 1.5 .
: : : } ot : >
C=25 -2 C=2 C=1 -1 Re
€
C okar -0.5i +
-id

Fig. 7.10. Nyquistdiagram fér G(s) = w02/82 samt —1/YN(C) for

sin(x).
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Vi ser att f&r varije virde pa C finns en skdrningspunkt mellan
'—l/YN(C) och G(iw)., Detta indikerar att vilken som helst ampli-
tud ger en sijdlvsvidngning, vilket dr fysikaliskt rimligt. Vin-
kelfrekvensen kommer att bli berocende av amplituden och en stér-
re amplitud svarar mot en légre vinkelfrekvens. Detta innebdr
att periodtiden kommer att védxa med amplituden. I fig. 7.11

visas periodtiden som funktion av svédngningens amplitud 6

ax'
e
TE_
2To
~TBF
To m——— :\TL
0
0 /4 n/2 3n/2 n
O max, rad
Fig. 7.11. Periodtiden for den matematiska pendeln (T;) berdk-

nad med hjdlp av beskrivande funktion (TBF) och genom konven-

tionell linearisering (TL). T, = 2n f2/g .
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I fig., 7.12 visas det relativa felet vid berdkning av period-
tiden med hidlp av beskrivande funktion och genom konventionell

linearisering.

100
%o
50

10 ]
EL

EBF

pd

0.5

0.1
0.05}

0.02+-

0.01 /4
0

/4 /2 /4 6 max,rad

Fig. 7.12. Relativa felet i periodtid vid berdkning med hij&lp
av beskrivande funktion (EBF) och med hjdlp av konventionell
linearisering (EL).

Tp - Tgp Tp - T

c - ———— e =
BF L ;
TE SE
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Slutligen skall vi ndmna ndagot om principen f&r de metoder, som
finns redovisade ér korrektion av beskrivande funktion. Betrak-

ta det reglersystem vars blockschema framgdr av fig. 7.13.

u=0 e(t) | mit). y(t) '

Fig. 7.13. Blockschema f&r olinjdrt reglersystem.

Antag att
e{t) = C + sin wt (7.12)

dd dr m(t) en periodisk signal som kan utvecklas i fourierserie.

m{t)

il
n et g

a, cos{n wt) + bn sin (n wt)

= C - YN(C) sin wt -+

ot B

a cos(n wt) + bn sin {n wt) (7.13)

n=2

Vi ersdtter nu den olinjdra ldnken N med en linjdr l&nk med

"Gverforingsfunktionen" YN(C) och en restterm

r{(t) = I a cos (n wt) + b sin (n wit) (7.14)
n=?o n n

enligt fig. 7.1u.




r(t)

-0 0
: LN IV ois) | yt

Fig. 7.14. Ekvivalent system.

I férsta approximationen sdtter man r(t) = 0, vilket &r iden-
tiskt med den vanliga metoden med beskrivande funktion. Antag

nu att villkoren fdr sjdlvsvangning dr uppfyllida for cC=c

och w = & .

. . . . X .
F&r dessa virden pd C och w &r m(t) = m (t), som utvecklas 1
fourierserie
m(t) = I a cos (nw t) + b_ sin (ng t)

n=1 o n

CKIYN(CL)I sin th +

=) LY ] -p LY
5 a cos (rnw t) + b_ sin (nw *t)
n n
n=?
Av denna fourierserie tar vi med tva termer n = 1 och 2. Efter

att ha passerat den linj&ra ldnken L med dverféringsfunktionen

G(s) har vi

y (t) = C"iYN(c")|-lG(im")| sinfw t + P4 + 4]

Y4 22 Lo . o ,
+‘}a2 + b, |6(i207)| + sinl2w t+ $ o, + Iyl

dar

Py - ars G(im‘)
oyy © are YN(C )
9Ly * ArS G(iz2w )

gy = arctg (a2/b2)
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1 dessa uttryck dr a; och b; fourierkoefficienter f{&r utsig-

nalen frin den olinjdra linken dd insignalen &r C sin w t.

waar YT
Ry FAE sy

Berdkna nu fourierkcefficienterna a, och bn da

e(t) = - 7 (1)
Genom att successivt ta med fler termer konvergerar, under vissa

férutsittningar summan mot den approximativa l1&sningen.




8. CVNINGSEXEMPEL

5.1 AY
Bestédm den beskrivande funktionen for

-0
al dédzen n

» N/

i
H £
-0 =
b) reld med dédzon 0 =
DI [y W &
N
c) reld med hysteres
Hl ¢
T
-DVY AD -
-~
>
-H
§.2

Bestdm beskrivande funktionen YN(C) for en olinjé&r l&nk av

typen
2 3
y{x) = k(x + ax” + bx")

. 2
Hur inverkar termen ax 7
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5.3

Bestdm den beskrivande funktionen for olinjariteten i figuren

R

10
2
s(1 +s8) -

Undersdk systemets stabilitet. Om en periodisk ldsning
existerar bestim di frekvens och amplitud hos denna.

5.5
] C mm

3 x ’—9{ 1+Tys

; 2 5

A ,7_—.-..5_...-....-.—-——-—
2h = 0.2 mm
<A
| i |
K_ = 100 T.=0.1

2 d

En servokrets av andra ordningen enligt ovanstaende figur har 1
Sterféringen ett glapp, som totalt ar 2h = 0.2 mm. Berdkna unge-
firlig frekvens och amplitud for glappsvingningens harmoniska
grundkomponent.
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Ett servosystem enligt figur 1

bestar av en linjar 1ldnk med

dverforingsfunktionen

G (s8) = =

5
y
s

1+ 0.2

FigB 1.

( amplitud- och fasvirden dterges
i tabell I') samt eh olinjdr link

vars karakteristik framgdr av

figur 2.

Beskrivande funktionen for den -
olinjdra ldnken framgir av
tabell II. Hur uppfor sig

systemet an u = 0 ?

Tabell I

w e | arg G
1 5,70 -160°
1.5 2.86  -155°
2 1.81 ~152°
3 0.98 ~150°
4 0.635  -151°
5 0.uu7  -153°
6 0.332  -166°
7 0,256  -158°
10 0.136

-163°

Fig. 2

o

1.00
.11
1.25
1.4
1.7
2.0
2.5

3.3

10

Y ,
N G >
<1
\ .
/ utsignal
-0/ N
3
insignal

Tabell II
| ¥yl arg v
0.00 -90°
0.12 -64°
0.24 -55°
0.37 -47°
0.48 -140°
0.59 -33°
0.70 -26°
0.80 -20%
0.88 -14°
0.96 -7°
6

1l




En reglerkrets med en icke-linjédr ldnk N och en linjér ldnk G
dr given., Koy plingen framgér av nedanstdende figur 1 :

oy N G

\T -
Figur 1.

Betrdffande den icke-linjdra l3nken N finns f8ljande tre alternativ:

a) Glapp b) Mittning  ©) Did zon

Den linjdra ldnken G &r i samtliga fall av féljande typ :

_ 1+ Ts)n-l

n
S

G(s) n o= 0.1, 2, eeees

I varje enskilt fall antages tidskonstanten T vara vald pa ett
med hdnsyn till stabiliteten gynnsamt sdtt.

Ange de virden pd exponenten n sam i de tre fallen ger ett system
med kvarstdende, stabil sjdlvswvingning.

ledning: Det &dr inte nddvindigt att best&mma ett virde pd T eller
att noggrannt rita upp funktionen G(s). Det rdcker att faststdlla
funktionens férlopp vid mycket 1liga och mycket héga frekvenser
samt i nirheten av punkten -1,




1 &r en belastningsstyv servomotor som driver ett objekt 2 via
en skruvvidxel 3 med stor nedvixling och en vek axel 4, Objektet
bromsas av ett friktionsmoment av féljande karaktdr : For att
bringa objektet i rérelse fran hastigheten noll erfordras ett
drivande moment M_ . D& objektet vdl ror sig minskar friktions-
momentet till ett vérde som &y litet i férhdllande till M,
Objektets troghetsmoment férsumas helt. Anordningen ingar i en
sluten krets { ej utritad ) i vilken "x till y" bildar en link.

a) Visa att, vid sinusformad varidtion av x; en negativ fas-
vridning kan uppkomma mellan x och grundsvdngningen i y.

b) Hur stor dr den maximala fasvridningeh mellan x och y.




I en reglerkrets av andra ordningen finns det glapp i kugg-
hjulstransmissionen efter motorn.

a) Medfér glappet i detta fall en periodisk sjdlvsviingning eller

ej. Motivera svaret.

b) KXan teoretiskt en eventuell glappsvidngning i detta fall stoppas
genom att glappet minskas under en viss grins som &r storre
#n noll. ( Det antas hir att glappet inte helt kan elimireras ).

¢) Ar det m5jligt att féréindra éverféringsfunktionen for pidraget sa
att en eventuell glappsvdngning férsvinner och i sa fall, ge
ett exempel pd en sdlunda férdndrad dverféringsfunktion. ( Obs.
att en hog kretsférstdriming dr efterstrévansvird ).

'
[#al
-y

3




/ . ] y
] X .
o ¥, (0)

En olinjédr ldnk med instorheten x och utstorheten y realiserar
sanbandet y = ( %/ [x] ) x’ . For bestdmning av linkens beskrivande
furktion anvéndes insignalen C * sin v t och den utgdende grund-
svéngningsamplituden betecknas C,. Berdkna den beskrivande funktionen
¥y(C) och markera i ett Nyquistdiagram orten-1/Yy(C). Finns
risk for sjdlvsvingning om den aktuella lénken ingdr i en regler-
krets av andrma ordningen.

5,11

Figuren visar en robot med styrraketer for att férhindra
rotation kring robotens axel., Bida raketerna kan inte avfyras
samtidigt. Antag att styrkraften dr I, momentarmen a och
troghetsmanentet kring roll-axeln J. Styrraketerna och
tillhérande servo har hysteresbredden Zh. Antag att den
hydrauliska servoférstérkaren till styrraketerna har tvd
tidsférdréiningar Ty och T,. Rollhastigheten ¢ dterféres via
en forstarkning K‘I’ och rollvinkeln ¢ via en férstarkning K
Upprita ett blockdiagram. Bestdm stabilitetsvillkoren for
systemet och amplitud och frekvens av robotens oscillationer
on systemet befinner sig i ett stabilt jémviktslige.

¢

‘”’EEP'_E}—" - 633_

[ F
Anti roll jet (Anti-roll raket)

(Styrkraft)

F(ibs)
Control force N

151
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5.17

s{s+1)

En servomekanism kan beskrivas med ett blockschema enligt fi-

guren. Den olinjdra delen (OL) &dr ett glapp av storleken 2D.

Den beskrivande funktionen f6r glapp ges i tabellen och i bi-

fogade Nicholsdiagram dr den linjdra delen av systemet inritad.

Angiv felets frekvens och amplitud vid eventuella periodiska

som variabler.

 18sningar. Skissera fasportrittet f&r systemet med e och-e

0.3

05

Vg Gliw)
TABELL
C/p 10710 Yy | arg Yy 0
1.00 oo o -90° Gls)< 4
1.11 -0.92 -64° = s{s+1)
1.25 ~0.62 ~55°
1.4 ~-0.43 -47°
1.7 ~0.32 -y40°
2.0 -0.23 ~33°
2.5 -0.15 -26° 0.5
3.3 -0.10 ~20°
5 -0.06 -14°
0 ~0.02 -7°
P 0 0°
-9180o

-150°
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Ett reldstyrt servo askddliggdres i figuren

| (K

sls+1)?

,l
L

'Visa att systemet har periodiska svingningar. $&k sedan en
sddan linjdr kompenseringslink, som skall placeras mellan
reldet och linjdra systemet sd att periocdiska svidngningar
helt undvikes f&r alla K g 10.

5.14

Ett servo innehdller en mittning som visas i blockschemat

Uy EINESERETIN
L

LT1z2.f K2 { y

-
S

a
N

Karakteristiken for det olinjdra elementet Hr:
o 74 da - § €

|22| = 4 annars

Bestdm analytiskt, ndr u, = A sin wt, f&r vilken frekvens w
som systemet gdr i mittning ([zll > §) nir
8

A = ) Kl = 10 K2 = 2
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5.154
Man har givet ett positionsservo

I
s(s + 1)(s + 2) Gk -%% Go

GO(S) =

Man skulle vilja kompensera detta med en billig reldfdrstdr-
kare med karakteristik enligt figuren. Hur stor midste déd-

zonen a vidljas fdr att man skall helt undvika periodiska svdng-

ningar?
1+
-a
—>
a in
— __!{
5.16
N\ x T 1flx1 [ 40 '
L —n=ti] 7| sls+2)? —

-1

Bestdm den periodiska 18sningens frekvens och amplitud med
hjdlp av beskrivande funktionsmetoden. Det olinjdra elemen-

tets karakteristik har f#ljande utseende.

fix) T x >0

f{x)

fl

- X(O

1§




9. LERVALSFRAGOR

5.1

Ett system med block-
schema enligt figuren
dr givet. I Nichols-

diagrammet har man

ritat in

Y, (W) = 5
Jull + juw)

samt —1/YN; dir Y
dr den beskrivande
funktionen f¥r den
olinjdra ldnken.
Systemet har en
stabil pericdisk
18sning. Med an-
vdndande av meto-
den med beskri-
vande funktion kan
16sningens frekvens
och amplitud upp-
skattas. Vilket
eller vilké av
féljande pastdenden

dr alltid sanna?

EEEE

o e o
Fm

a [Yl

20 (n

1 e
h._____J

P
36 - ~ )
204 EL
24 ,

“ CIZ“i W=0.%

8- /
121 Ve |
- @=Oﬁ/f\-}?N(aj

/;//57 =12 argqg Y
O~ — [ >'

180 [150 -1z -90

Den stabila periodiska 16sningen har frekvensen w = 0.4
Amplituden i punkten A 1 blockschemat &r 0.2
Amplituden i punkten A i1 blockschemat &r 0.9

Amplituden i punkten B i blockschemat dr 0.2




L 3

u=o A B = C [ o
— P ._,_2__ . ._].. .
HQ“ [T i [ e B
| |

I ett system med ovanstdende kopplingsschema har

man registre-

rat signalerna i fyra punkter A, B, C och D. Nedanstdende

kurvformer har erhallits. Ange i tabellen nedan vilka av kur-

vorna som motsvarar signaler i de olika punkterna.

Voo A

I RSN W AR : — >
- 3\\u//_: S\ S \ /ot osek
-0 = - S S : \_//.

o7 &0 vl T e T




4
13
+lo
[a)
"
j;1
[
]

N L S BT P
G == R 1:.;j -
7 i

r__%—__ﬁ.

-

I ett system med ovanstaende blockschema har man registrerat

signalerna i fem olika punkter. Ange vilka kurvformer som hor

till punkterna I, II, ITI, IV och V. OL betecknar en olinjar
lédnk.

:57




APPENDIX 1

Beskrivande funktion f8r nagra olinjdriteter

x| x| /D2
x> /D
sin (x/D)
Méttniﬁg

Dédzon’

Reld

Reld med db&dzon
Reld med hysteres

Glapp

gid
sid
sid
sia
sid
sid
sid
sid

sid

?> T o> @ o> > > >




Olinjédritet: f£(x) = xix[/D2

11

: 3 D
I {YN(C)} =0
3¢ 1.0 : : ; n
24 : IYN«ni )
14
o5 |
—t —>
-2D -D D 2D x
-1
-2 4 S 0.0 i 1 1 L
. 0.0 0.2 04 0.6 0.8 o/p 10
_3 A )
1‘:
'ologlGl 1 0.2
+ 0.5
-1YnN(C)-
) N ' ‘40
0
+ 2.0
C/D
T S-O
| L 10,0
-t
- 20.0
- 50.0
: } 100.0
-2
- =270° -180° -90° 0°
arg G




Olinjdritet: £(x) = x°/D°
Re{y ()} = 2 (¢ &)7
_ n D
Im{YN(C)} =0
D fix) |
3 T 1-0 T T T 1
I (!
0.5
0.0 =
0.0 0.20 040 0.60 0.80 1.0
C/D
|
10 ‘
log IGI:
9 los
-1/ YN(C)—
110
.0
{20
N/
C/D
-1
150
| £10.0
-2
-270° -180° -90° 0

arg G




Olinjdritet: f(x) = sin(x/D)

Re{¥, (0)) = 2v,(c/my-D/e = 1 - 2 (52 4+ L (&
8 D 192 D
I (Y (C)} = 0
_ N §x) | 1.0
1.0 + IYN(C)I
0.5+
/ 0-5 —
4 >
Ot Dr Dun
5l 6 3 2
"I.D i 0.0 | | |. J 1
0.0 0.5 1.0 .5 20 .25
2
%0g1G!
-1/¥YNIC)-
{435
|
ANc/D
+3.0
2.0
0 "B‘O
.-] .
- -270° -180° -90° 0°




Olinjdritet:

Mdttning _
Rely (0)) = =22 (arc sin (p/c) + 2 Vl -p%/c? 1 ;¢
N 1 +D C
Im{YN(C:)} = 0
N ”x)l 1.0
H - ) 1Yy (C)I
H/D
0.5}
t - = :
-D D X
-H 0.0 | | 1 1
0 2 4 6 8 c/o 10
_ 2
: +1000.0 .-
Clog |G D=10
_ H=10
+ 50.0
~1/YNIC)—
4 20.0
1
+§0.0
+ 50
MNC
+20
0 1.0
...‘ -
-270° -180° -90 0°

arg G




Olinjdritet: D&dzon

.._,..,—_—_'_\“

Re{YN(C)} -8 _ 28 [ arc sin (D/C) + b 1 - D2/C2 1 >
D 1-D C
Im{YN(C)} = 0
/N £{x) 1.0 T T T
H+ IYNIC)I
H/D
D - 0.5 |- =
X
-H L 0.0k !
(S 8 c/D 10
2
D=10
“log 161 10
! 125
+1.5
\/C]D
+ 2.0
Lso
o | +10.0
-1 _ :
-270° -180° -90° 0’

arg G




Olinjédritet: Reld
Rel¥, (0)} = 22
& 1-C
T Y (0} =0
N £ix) 1.0
C1YN(C)
H H
0.5
>
X
"H 0.0 i 1 ] 1
0 2 4 8 10
.
"%40g IGI 1190 H=1.0
15.0
-1/YN(C)—
+2.0
0
--1-0
M C
105
1 0.2
-1
1 04
f0.05
{ 0.02
-2
-270° -90° 0°

- -180°

arg G




Reld med dédzon

17

Olinjdritet:
Re (¥, (C)} = 25 Vi-op2c? ; cao
w-C
Im{YN(C)} = 0
M £ lx) 1.0 T | | T
bl IYN(C .
H/D
_D N 0-5 [~
D %
et =} 4 0.0 1 § | §
0 2 4 6 8 ¢c/p 10
2
+ 100.0
Wlog IG! H=10
+ 50.0
-1/YNICH
+ 20.0
L
+10.0
.01 ¢
c/D l + 5.0
1 co
110 ¢
+20
0
-1 :
-270° -180° -90° 0°
arg G




0linjdritet: Reld med hysteres

\

A

B

Re{Y(C)} = ol \l 1 -0%/¢? > D
nC
I (Y (0} = - e
wC
A fix) 0 1.0 1
H
\arg YNIC)
-5 05| _ -]
‘ = Y
D 5 2 /,IN(CHIH
-H X 0.0
20 4 6 8 ¢/p 10
2
100.0
Viog 1GH ﬂ H=10
- 50.0
=1/ YNIC)—
1200
i
0
-1 o o [ [
-270 - -180 -90 0




0linjdritet: Glapp
[ D D
Re{Y, (C)) = B (X 4 apcsin(1-2n/C) + 2¢1-20/C)y | 2 ¢1 - 2
D 2 C C
LH | D
I {Y, (C)} = - — (1 « =) C 3z D
m "N aC c
N f(x) 0 10 T 1 T T
H YN(C) D/H
. n " arg YN(C) _‘
_D/g _-Los
g D 4
-H I 00 ' !
2 " 2 4 6 8 c/p 10
2
0l0qIGI
-1/YNIC)
1
1.25
1.5
20 Cc/D
10.0 8
0
"-270° -i80° -90° 0

arg G
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Kap VI - REFIRINSER

Detta kapitel innehdller ett antal referenser till lirobdcker
och artiklar for vidare studium. De flesta givna referenserna
inneh&ller ytterligare referenser. Listan dr fdrsedd med ndgra
korta orienterande kommentarer.

- Teorin ftr érdinéra differentialekvationer behandlas i t.ex.:

IT.1 Coddington & Levinson: Theory of Ordinary Differential
Equations. McGraw-Hill Book Company, N.Y., 1355

II.2  Bellman, R: Stability Theory of Differential Equations,
' McGraw-Hill Book Company, N.Y., 1953.

II.3 lefschetz, S: Differential Equations: Geometric Theory,
Interscience Publishers, New York.

En bra och grundl&ggande framstdllning ges i:

II.4 Pontryagin, L.S.: Ordinary Differential Fquations, Addison-

Wesley Publishing Company, Reading, Massachusetts, 1962.

Ett anfattande tabellverk &ver l¥sningsmetoder och 18sningar till

differentialekvationer &r:

II.5 Kamke, E: Differentialgleichungen. L¥sungsmethoden und
Lésuhgen, Chelsea Publishing Company, N.Y., 1953,
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FasPlaImetoden behandlas i de flesta l&robticker om ollnjéra reg-
lersystem. Konplet‘temnde framstallnlngar $i1l detta kompendium

kan man finna i:

I1I.1 Cunningham, W I: Nonlinear Analysis, McGraw-Hill Book
Company, M.Y., 1958,

TII.? Gibson, J: Nonlinear Autematic Control, McGraw-Hill Book
Company, N.Y., 1963.

Dessa bida b¥cker beskriver 4ven andra metoder #n isoklinmetoden
F&r konstruktion av det totala fasportréttet. Trevliga framstdll-
ningar av olinjdra system och fasplan ges dven i:

IIT.3 Graham, McRuer: Analysis of Nonlinear Control Systems,
John Wiley & Sons, N.Y., 1961.

II1I.4 Thaler, Pastel: Analysis and Design of Nonlinear Feedback
Control Systems, McGraw-Hill Book Company, N.Y., 1962.

Andra anvéndbara metoder vid konstruktion av fasportritt presen-

teras i:

ITI1.5 Szeg%, G P: A New Procedure for Plotting Phase-Plane Tra-
jectories, AIEE Trans., pt 2, July, 1962, pp 120 - 125.

I1I.6 Deekshatulu, Murthy: Generalized Isocline Method of Plotting
Phase-Plane Trajectories, IEEE Trans AC, Jan., 1965, pp 90 -
.- 92, '

Singulira punkter behandlas dven i bScker am ordindira differential-
ekvationer, se t.ex. I1I.3 och II.4. '
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Kap_IV

Lyapunovs mycket betydelsefulla resultat inam stabilitetsteori
fér differentialekvationer publiserades 1892 i en rysk tidskrift.
De finns tillgingliga pd franska 1i:

IV.1 Lyapunov, A M: Probléme général de la stabilité du mouve-
ment., Am. Fac. Sci., Toulouse, vol. 2, 1807, pp 203 - L73.
Omtryckt 1 Am. Math. Study. No. 17, 1949, Princeton Uni-
versity Press.

En modern framst&llning av Lyapunovs resultat finns i:

IV.2 Malkin, I G: Theory of Stability of Motion, AEC Transla-
tion 3352, Dept. of Commerce, USA, 1958.

IV.3 Hahn, W: Stability of Motion, Springer-Verlag, Berlin,
1967.

En sammanfattning av Lyapunov-teorin och dess anvdndning vid ana-
lys och syntes av reglersystem ges 1i:

V.4 Kalman, R E, Bertram, J E: Control System Analysis and
Design Via the "Second Method" of Lyapunov.

Fér en mer omfattande presentation av olika metoder att generera
Lyapunov-funktioner, dven fér tidsvarianta system, hdnvisas till:

IV.5 Schultz, D G: The Generation of Liapunov Functions, Ad-
vances in Control Systems, Volume 2, Academic Press, N.Y.,
1965.

Popovs stabilitetskriterium behandlas mycket utférligt i:

IV.6 Aiserman, M A, Gaitmacher, F R: Die absolute Stabilitdt
von Regelsystemen, R Oldenbourg Verlag, Minchen, 1965.




En fullstdndig referens ar

Narendra/Taylor: Freguency Domain Criterla for

Absolute Stability. Academic Press 1973.

Framstdllningen dr helt baserad p& Ljapunovteorin. Alter-
nativt kan man bygga en stapilitetsteori pd teorin for
begrinsade operatorer i Banach- eller Hilbert-rum. Ett

s&dant funktionalanalytiskt betraktelsesadtt anvidndes i

Desoer/Vidyasagar: Feedback Systems: Input - Output

Properties. Academic Press 1975,

Kap ¥
Metoden med harmonisk linjirisering frekommer féresta gangen i:

V.1 Poincaré, M: les méthods nouvelles de la mecanique céleste,

Gauthier-Villars, Paris, 1892.
En tidig reglerteknisk tilldmpning fimns i:

V.2 Tusin, A: The Effects of Backlash and of Speed Dependent
Friction on the Stability of Closed-Cycle Control Eystems,
Journal TEEE, Pt IT a, vol. 94 (1947), pp 143 - 151,

De flesta lirobScker om olinjdra reglersyétem innehdller en uttdm-
mande framstdllning av metoden med beskrivande funktion. Se t.ex.
I1I.2, TI1.3 och III.%. Referens III.3 innehdller ocksa en intro-
duktion till analys med beskrivande furktion av olinjéra system,

vars insignal &r en stokastisk process.
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