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m0 × Heff,0 = 0 �� Ω

n̂ · ∇m0 = 0 �� ∂Ω

|m0| = 1

;7�8<
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���
� N

�
�������

⎛
⎝1/3 0 0

0 1/3 0
0 0 1/3

⎞
⎠

F������� ��� ��

⎛
⎝1/2 0 0

0 1/2 0
0 0 0

⎞
⎠

"��
�

⎛
⎝0 0 0

0 0 0
0 0 1

⎞
⎠

�	��� �, ��B����
  �	����
�2�
��� 
������ ���  �B����
 ���
���

����� n̂  ���
�� 
�� ��
��� ���
 ���	�� �� Ω� ��� !��� ��� ��� �
��� ��  �� 
�

�� ���������� �� 
�� �%������ 
��	 �� 
�� �B��
��� 	����
�� 1�� / Hex = λex∇2M �
��� ��������� 	����
�� 1�� H0 	��
 ��
���� 0�%����E� �
�
�� �>��
���� ��� � 	��(
��
�2� !� � 3C/ 
� ))4⎧⎪⎨

⎪⎩
∇ · H0 = −MS∇ · m0 �� Ω

∇ · H0 = 0 ��
�� � Ω

∇× H0 = 0 ����������

;7�A<

��
� 
�� !��� ��� ��� �
���� �� ∂Ω{
n̂ · [H0] = MSn̂ · m0

n̂ × [H0] = 0
;7�C<

����� [H0]  ���
�� 
�� ��	
 �� H0 ������ 
�� !��� ��� ∂Ω� ��� �>��
���� ;7�8<
�� ;7�A< ���
�� 
������ m0 �� 
�� �B��
��� 1�� 

Heff,0 = H0 − MSNcm0 + λexMS∇2m0 ;7�'<

����� �� ���
 
�� 	����
�����
�� ���
��!�
��� Hme,0� ��� ��	!��� �>��
���� ���
��������� ��  �H���
 
� ����� ���� ��	��������I 
��� �� 
�� 1�� �� ��	
�
�
�����
	����	����
��� 3'4� �� �������/ 
�� �����
��� 	����
�2�
���  ����
��� m0 ���� ����
��
��� 
�� 	����
�� 
��
�����

�����1���
 ��	
��1��
���� ��� 
����!�� ��� 
�� �
����� ���� �� � �
����� �� 
��
����
�		���� �� � ��	�������� �%
����� 1�� He

0� 9�� 
��� 
��
������ ���	�
��/ 
��

��
���� �� ������	�� 	����
�2� / �� 
�� 
�
�� ��������� 1�� ��
��� 
�� 
��
���� ���
!� ����� 
� !�

H0 = He
0 − MSNdm0 ;7�?<

����� Nd �� 
��  �	����
�2�
��� 
����� ��� 
�� 
��
����� : 
�!�� ��  �	����
�2�
���

������ ���  �B����
 �%
��	�� �� �
����� �� 
��
����� �� ���� �� ��!�� )�



A

����� 
�� 
��
���� �� ������	�� 	����
�2� / 
�� �%������ 
��	  ��
� ��
/ �� 

�� �B��
��� 1�� ��

Heff,0 = He
0 − MS(Nd + Nc)m0 = He

0 − MSNm0 ;7�&*<

$����E� �>��
���� ;7�8< ��>���� 
��
 
�� �B��
��� 1�� �� 
������� 
� m0/ 
��
 ��/
Heff,0 = βMSm0 ��� ��	� ����
��
 β/ ����� �	
����

He
0/MS − Nm0 = βm0 ⇒ m0 = (βI + N)−1He

0/MS ;7�&&<

��� ����
��
 β �� 
���  �
��	��� ���	 
�� ���	���2�
��� ��>����	��
 |m0| = 1�
����/ 
�� J����
��
K β �� ������ � ����
��� �� He

0/ �� ���� �� MS �� N� ��
������/ �

�� �� ���
 �� �� ;�� �� �� �� |He

0|/MS ��� �
���� !���</ �� 
���
��� ��
� 
��  ����
���
�� m0 �
 �� 
�� 
��	��� 
���	�
�� 
��
 ��� !� ���
����� !� �� �%
����� 1�� �

�� 
�� �
����� ���� �� 
�� �
������� 
��
����/ ����� N = I/3/ �� ��� ����� ;7�&&<
�%
����
�� ��� β = ±|He

0|/MS − 1/3� �� �� �� 
� ������ 
�� ������
 ���� �� 
���
����
���/ �� �
� � 
�� 
�
�� ���� ������/ ����/ 
�� ��	 �� 
�� �����
��
� ������ Uan

�� 
�� 	����
��
�
�� ������ �� 
�� 
��
���� 3)*/ 
� &8C4

Ftot =

∫ (
Uan − μ0

2
M 0 · (H0 + He

0)
)

dV =
μ0

2

∫
M 0 · (NcM 0 − H0 − He

0) dV

= −μ0

2

∫
M 0 · (Heff,0 + He

0) dV ;7�&)<

����� ����� !� 	���	�� ��� 
�� ������
 β� ����  ����� � 
�� 	���� ����/ �� 
��������
� �� ��� 
�� ����
��� β = |He

0|/MS − 1/3�
�� � ��	
���
� 	�
����� �� �� 9����� &/ 
�� J!���K 1�� He

0 �
 ��� 
��
���� 	�� ����
!� ������
� !� 
�� �����!����� 
��
������ �� �� / ����	��� 
��
 ��� 
��
����� ����

�� ��	� 	����
�2�
��� M 0/ 
�� �B��
��� 	����
�2�
��� �� 
�� ��	
���
� 	� ��	
�� M ′

0 = f1M 0/ ����� f1 �� 
�� ����	� ����
��� �� 
�� 	����
�� 
��
������ ��� 1�� 
���	 
�� �����!����� 
��
����� ��� 
��� !� ��
�	�
� !� 3&)/ 
� &A)4

He
0 = He

0
′ +

1

3
M ′

0 = He
0
′ +

f1

3
M 0 ;7�&7<

����� He
0
′ �� 
�� �%
����� 1�� �

��� 
� 
�� ��	
���
� 	�
������ �����
��� 
��� ��


�� �%
������� ��� β/ �� 1� 

β =
|He

0|
MS

− 1

3
=

|He
0
′|

MS
− 1 − f1

3
=

|He
0
′|

MS
− f2

3
;7�&6<

����� f2 = 1−f1 �� 
�� ����	� ����
��� �� 
�� 	� ��	 ��!�
���� 
�� 
��
������ ����
 �	���
��
�� 
��
 �� 
�� ����	� ����
��� �� 
�� !�������� 	�
����� f2 → 0/ ����/

�� ��	
���
� 	�
����� ������
� ���� �� 	����
�� 	�
�����/ 
�� !��� 
���	�
�� β ��

��
��
����� 
� 
�� 1�� He

0
′� ���� 1�� 	�� �� �
� 
��� ������
 �� �  �	����
�2���

1�� ���	  �����
����
��� �� 
�� ��	
���
� 	� ��	/ !�
 �� �
� � ���� �� ��1��
�
	� ��	 �����



C

��� ����� ��
�� ���
����

@� ��	�� ��������� 
��
 
�� �>��
��� ��� 
�� 1��
 �� �� >���
�
� M 1 ��

−iωM 1 = −γμ0MS[M 1 × Heff,0/MS + m0 × Heff,1] − iωαm0 × M 1 ;7�&8<

��
�� ����� ωS = γμ0MS �� ����� Heff,0/MS = βm0/ 
��� ��� !� ���

��

iωM1 = ωS[M 1 × βm0 + m0 × Heff,1] + iωαm0 × M 1 ;7�&A<

��� �B��
��� 1�� ��

Heff,1 = H1 −NcM 1 + λex∇2M 1 ;7�&C<

����� H1 �� 
�� ��������� 	����
�� 1�� �

������ �� 0�%����E� �>��
����� �� 
��
���������/ �� ������ 
�� �%������ 1�� / !�
 ��
��� 
� �
� �B��
� �� ���
��� 8� ���
�	��� ������ �����

�!���
� �� 
�� ����
��� !�
���� 
�� �	��� ������ 1�� H1 �� 
��
�	��� ������ 	����
�2�
��� M 1� �� 1� 
���/ �� �����
� ;7�&8< ��

[iω + m0 × ((ωSβ − iαω)I + ωSNc)]M 1 = ωSm0 × H1 ;7�&'<

9��	 
�� �
���
��� �� 
��� �>��
��� �
 �� ���� 
��
 m0 · M 1 = 0/ ����� 	���� ��
���� ��� 
� ����� �� ��	
����
� ��
������� 
� m0� ��� �>��
��� �� 
��� � 2 × 2
���
�	 �� ������ �>��
����/ ����� ��� !� ����� �%
����
�� ��
�� ��	� ����!��� ���
�����
 �� 
��
 
�� �	��� ������ �����

�!���
�/  �1�� !� M 1 = χH1/ ��(

χ11 χ12

χ21 χ22

)
=

1

D

(
β + Nc,22 − iαω/ωS −iω/ωS − Nc,12

iω/ωS − Nc,12 β + Nc,11 − iαω/ωS

)
;7�&?<

����� �� ��� 
��
 
�� 
����� Nc �� ��		�
���/ ����/ Nc,12 = Nc,21/ �� 
��  ���	(
���
�� ��

D = −(ω/ωS)
2 − N2

c,12 + (β + Nc,22 − iαω/ωS)(β + Nc,11 − iαω/ωS) ;7�)*<

@��� �����
��
� ��� !� ������ / 
�� �����

�!���
� ��	
��1�� 
�(
χ11 χ12

χ21 χ22

)
=

1

−(ω/ωS)2 + (β − iαω/ωS)2

(
β − iαω/ωS −iω/ωS

iω/ωS β − iαω/ωS

)
;7�)&<

9��	 
��� ���	 ;
�	
������� �������� ������/ ����/ α = 0< �� ���� ������ � 
��


�� ��������� ���>����� �� 
�� �����

�!���
� �� ����� !� 
�� �%
������� ωres/ωS =

±
√

(β + Nc,22)(β + Nc,22) − N2
c,12� =������/ 
�� ��������� ���>����� ����� !� ��(

��
� 
� 
�� �

��
���
� ��
�
 ������ ;
�� ������ 
� ����� 
�� 	�
����� ���
�� � 
�<�
9�� 
�� ���� �� � ������ �
������� 
��
���� 
�� �������
 ��
�
 ������ �� 
�� �%
�����
�

��� 1�� He

1/ ����� �� 
�� 1�� �� ���
���� @� ����� 
��� ���� �
 
�� 
�����2(
�!���
� γm/ ����� �� 
�� ����
��� !�
���� 
�� 
�
�� 	����
��  �
��� 	�	��
/ V M 1

����� V �� 
�� ����	� �� 
�� 
��
����/ �� 
�� �%
����� 1�� He
1/ ����/ V M 1 = γmHe

1�
����� ��� �	��� �
����� �� 
��
����� H1 = He

1 − NdM 1/ � ����
 �������
��� �����

��
 
�� 
����� γm �� ����� !� ;7�&?< ��
�� �  ��� 
�� ��	
����
� �� Nd 
� 
��



'

��	
����
� �� Nc/ ����/ ��!�
�
�
� Nc → Nc + Nd� :���	��� �� �����
��
� �� �
�
������� 
��
����/ 
��� �� Nc +Nd = I/3/ �� 
�� ��������� ���>����� �� γm �� 
���

ωres

ωS

= β +
1

3
=

|He
0|

MS

;7�))<

���� ����� 
��
 
�� ��������� ���>����� �� � �
������� 
��
���� ��� !� ���
����� 
!� �� �%
����� !��� 1�� He

0� ��� ������� ��� �
��� ��� 
�� ��������� ���>����� ��
�� ��!�
���� �
����� �� 
��
���� �� ����� �� .�

��E� �>��
��� 3&84/ �� �� �!
���� 
!� ��

��� 
�� ����
 ��� �� � �� ;7�)*< �>��� 
� 2��� ��
�� 	����� 
�� ��!�
�
�
���
Nc → Nc + Nd� �
 ����� !� ��	�	!��� 
��
 �� ��	
���
� 	� ��/ 
�� �%
�����
1�� He

0 	�� ���� � ����� ���
��!�
��� ���	 
�� �����!����� 	����
�� 
��
�����
����� ��� 
� 
��  ��������� ��� ��� 
� ;7�&6<�

��� �������� ������

��� ������ ��� ������
� 
� 
�� ��
�(���	�
��� 
��
 �� 
�� �����

�!���
� 
������ :�
��
��	� ����!��/ 
��� �� ���� 
� !�

χ − χ†

2
=

iαω/ωS

D′

·
(

(1 + α2)(ω/ωS)
2 + N2

c,12 + (β + Nc,22)
2 −(iω + Nc,12)(2β + Nc,11 + Nc,22)

(iω − Nc,12)(2β + Nc,11 + Nc,22) (1 + α2)(ω/ωS)
2 + N2

c,12 + (β + Nc,11)
2

)
;7�)7<

�����

D′ =
[
(β + Nc,11)(β + Nc,22) − (1 + α2)(ω/ωS)

2 − N2
c,12

]2

+ [(2β + Nc,11 + Nc,22)αω/ωS]
2 ;7�)6<

: ��
���� >���
�
� ���  ��������� ������ �� 
�� 	����
�� ��� ��
���
�/ ����� ��  �1�� 
�� 374 �� σm = −iωμ0(χ − χ†)/2� :�
����� 
��� ��� ���
 [σm] = Ω/m ���
�� ��
S/m �� �� 
�� ����
��� ����/ �� ���
 
�� ��
�
��� ���	 374� 9�� ��	
����
� �� ����
���� 
�� �
����� ���� Nc = 0 ����/

σm = −iωμ0
χ − χ†

2
=

αμ0ωS(ω/ωS)
2

(β2 − (1 + α2)(ω/ωS)2)2 + 4α2(ω/ωS)2β2

·
(

(1 + α2)(ω/ωS)
2 + β2 −2iβω/ωS

2iβω/ωS (1 + α2)(ω/ωS)
2 + β2

)
;7�)8<

�
 �� ���� 
��
 ��� 
�� �
����� ���� �� β = 0/ 
��� �� �� �
�� ��
 �� ���>�����,

σm
β=0
= μ0ωS

α

1 + α2
I ;7�)A<

9��	 ��!�� & �� ��� 
��
 
�
���� ��
������ 
��������� ���>������� fS ��� �� 
�� �� ��
&*DA*GHz/ �� �� ��� �%
��
 α ≈ 0.1� L���� fS = 30 GHz/ 
�� 
�
���� ��2� �� 
��
	����
�� ��� ��
���
� �� 
���

σm = μ0ωS
α

1 + α2
≈ 4π · 10−7 · 2π · 30 · 109 · 0.1 Ω/m = 2.4 · 104 Ω/m ;7�)C<
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�� 3)C4/ �
 �� ����� 
��
 � ����
 ��
� 	����
�� 	�
����� ��� !� 	� ��� ��
� �
������ �����
���� �� σmd/ ����� d �� 
�� 
�������� �� 
�� ����
/ �� � 
����	������ ����
	� �� �� 
���� ���� 
��
���
���� : 
�����
 	�
�� 
� ���� �
��� �� 
��� �!
���� ��

��� �����
���� �>���� 
�� ���� �	
� ���� �� �����	/ η0/ ����� ��>����� 
�� 
�
����

�������� d = η0/σm = 377/(2.4 · 104) m = 1.6 cm� ���� ���� !� 
�� 
�
����

�������� ��>���� ��� � ����
 ��� �� � 	����
�� �!���!�� 3)84�

� ���� 	�������

�� ���/ �� ���� ��
  ������� 
�� 
����!���
� �� 
�� 
�	� ������� �%
����� 1�� 
�
�� ��� ������
� �� 
�� 
��
����� ��� 
� 
�� �������
� 
��
��
� ��� 
�� �	��� ������
��������/ 
��� ��� !� ����� ��� �� �  �
��� 
� 
�� 
������� �������
����� @� 1��

���� 
�� ������� �>��
���� �� 
�� >����(�
�
�� ��	�
/ �� 
��� 
�� ��������� �

��%�(
	�
���� 
� ��
 �� ��
�	�
� �� 
�� �B��
��

��� >����(�
�
�� �>��
���� ��� 
�� �����
 ���	 �������� 
��  ��
����	��
 ������

−iωD �� 0�%����E� �>��
����/

∇× E1 = iωB1 = iωμ0(I + χ)H1 ;6�&<

∇× H1 = −iωD1 + J1 ≈ σE1 ;6�)<

����� �� ��� 
�� �� �% & 
� �� ���
� �	��� ������ >���
�
��� �� �� 
�� 
������� ���
����
������ 
�� ���� �� 
�� ���
 �>��
��� �	
����

∇× (∇× H1) = iωσμ0(I + χ)H1 ;6�7<

����/ �� ���� �  �B����� �>��
��� ��� 
�� 	����
�� 1�� �
9��	 
��� �>��
��� �
 �� ���� 
��
 
�� 
�
���� ����
� ����� �� ����� !� 
�� ����

 �

�/ δs =
√

2/(ωσμ0)� 9����	����
�� 	�
������ ���� ���� ��
�� ���� � ���� ���(
 ��
���
�/ �� 
�� �� �� �� 107 S/m� ��� ����  �

� �
 &*GHz �� 
���

δs =

√
2

ωσμ0
≈ 1.6 μm ;6�6<
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�� ��� ���	 
�� 
�
���� ��2� �� 
�� 
��
����/ 100 nm �� ����� �� 
��
�����

�!���
� χ �� ��
 
�� �����/ 
�� 
��
���� ��2� �� ������� ��� �� �� �� 	����
� �
���� 
��� 
�� ����  �

�� ����  ��� ��
 ��
�	�
������ 	��� 
��
 
�� �� ��� 1�� 
�� �	���/ !�
 �
 ����
 	�
���
�� �������� 
�� ���� �B��
 ����  ���� ��� �������
�����

: ����
 �������
��� �� :

�� �% : ����� 
��
 �� 
�� 	����
�� 1�� �� ����
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 � �
������� 
��
���� �� �� ��� R/ 
�� �� ��� 	����
�2�
���  �� 
� �  �
������
� ��

m = iωσR52π

15
B ;6�8<

G��	���2��� ��
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�� ����	� �� 
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=
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√
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2
� @� ��� ������ � 
��
 ��� 	� � ���H����
� ��� 2��� ��� �� ����

l, m 
= 0/ �� 
�� ��	������ ���� ���

an00 =
2H1 · M+

1

√
4πj1(x0n)

x0nN0n [(lex/R)2x2
0n + β − iαω/ωS − ω/ωS]

;8�&7<

bn00 =
2H1 · M−

1

√
4πj1(x0n)

x0nN0n [(lex/R)2x2
0n + β − iαω/ωS + ω/ωS]

;8�&6<

����� N0n �� ����� �� ;8�&*<�
G�� �� ��� 
�� �B��
 �� 
�� ������� �����
��
� �� 
�� 	� � ���H����
� anml, bnml

�� �����/ 
�� 	����
�2�
��� ;8�8<� :� ξ !���	�� ���� �	���/ ;8�&&< !���	�� �

G��	��� ��� �
���/ ����/ d�l(xln)
dxln

= 0/ ����� 
��� 	� �1�� 
�� ����������� xln� ���

	� � ���H����
� ��� ��� �>��� 2��� ����� j1(x0n) = −j
′
0(x0n) = 0/ �%��

 ��� 
�� ����

x00 = 0/ ����� �� �!
��� 
�� ������	 	� � 
���
� �� ���
��� 7�)� ����/ �� 
����
�� �� ������� �����
��
� �� 
�� �

��� �	��� ������ 1�� �� ������	/ 
��� ���� 
��
������	 	� � �� 
�����
� ��� ��������� ���>����� ��� 
��� 	� � �� �� �
�� ��
 ��

�� �� ��� �� 
�� 
��
���� ;����� �� � 
�
���� 
��
��
� �� 
�� 	����
��
�
�� 	� ��<�
9�� 
�� ���� ����� �� ���� ������� �����
��
� ����� � �
 �� ���� 
��
 
�� �%������
	� �� ��� �%��
� � ��� 	����
�2�
��� ���� �� ������ 
������ �� ������ �� 
��
��������� ���>�����  �
�� � �� 
�� �� ��� �� 
�� �
����� ����/ �� �� �� ��� �%������
	� �� 
� ����� ���� � ������	 1�� �� �

��� / ������� �����
��
� �� ��� � ;����/

������ �� 
�� 	����
�2�
��� �
 
�� �������<� ��� ��	� ���������� �� ���� ���� ��
��� ���
���� 3&64�

��� �������� �
������������ ��
 ���� ���� ���������

9�� 
�� ���� �� � ������	 �

��� 1�� / 
�� ����
��� ;8�8< 
���
��� ��
� ;8�&7< �� 
;8�&6</ ��� !� ���

�� �� 
�� ��������� ���

M 1 = χH1 =
∑

n

χnH1 ;8�&8<

����� χ �� 
�� 
�
�� �����

�!���
� 
����� ����� ������
� �� � ��	 �� 	� � �����

�(
!���
� 
������/ ��� ��� ���� 	� �� �� 
��� 
����� �� ��
�����
� �� �� x̂(ŷ !��� 
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∇× E = iωB ;:�&<
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E = E(rc)ϕ̂, rc =
√

x2 + y2 ;:�)<
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2πrcE(rc) = iωBπ(rc)
2 ⇒ E(rc) =

iωB

2
rc ;:�7<
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m =
1

2

∫
V

x × J(x) dV ;:�6<
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m =
1

2

∫ R

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

rr̂ × iωσB

2
r sin θ︸ ︷︷ ︸

=rc

ϕ̂r2 sin θ dr dθ dϕ

= − iωσB

4

∫ R

r=0

∫ π

θ=0

∫ 2π

ϕ=0

r4 sin2 θθ̂ dr dθ dϕ ;:�8<

�����
∫ 2π

ϕ=0
θ̂ dϕ = −2π sin θẑ/ 
��� ��

m =
iωσBπ

2
ẑ

∫ R

r=0

r4 sin3 θ dr dθ = iωσBπẑ
R5

5

∫ π

θ=0

(1 − cos2 θ) sin θ dθ

= iωσBπẑ
R5

10

[
− cos θ +

cos3 θ

3

]π

θ=0

ẑ = iωσBπ
R5

10
(2 − 2

3
)ẑ

= iωσR52π

15
Bẑ ;:�A<
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H± = x̂ ± iŷ, Hz = ẑ ;$�6<
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μ± = μ ± μg = 1 +
β − iαω/ωS

−(ω/ωS)2 + (β − iαω/ωS)2
± ω/ωS

−(ω/ωS)2 + (β − iαω/ωS)2

= 1 +
β − iαω/ωS ± ω/ωS

(β − iαω/ωS + ω/ωS)(β − iαω/ωS − ω/ωS)

= 1 +
1

β − iαω/ωS ∓ ω/ωS

;$�8<
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ε1(ω) =

∑
m amωm∑
n bnωn

, b0 = 1 ;$�A<

�� 
�� =�����(��
���	�� ���	��� ;A�&< �� ��� ��
� � ���( ��
������ !�������� 
	�
����� ε2/ 
�� ������
�� ��� ���H����
� ��� 
�� �B��
��� 
��	�

���
� ��� ����� !�

aeff
m = ε2

(1 + 2f1)am + 2ε2(1 − f1)bm

(1 − f1)a0 + ε2(2 + f1)
, m = 0, 1, 2, . . . ;$�C<

beff
0 = 1 ;$�'<

beff
m =

(1 − f1)an + ε2(2 + f1)bn

(1 − f1)a0 + ε2(2 + f1)
, n = 1, 2, 3, . . . ;$�?<
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μ± = 1+
1

β − iαω/ωS ∓ ω/ωS
=

β − iαω/ωS ∓ ω/ωS + 1

β − iαω/ωS ∓ ω/ωS
=

1+β
β

+ −iα∓1
βωS

ω

1 + −iα∓1
βωS

ω
;$�&*<
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a±
0 =

1 + β

β0

a±
1 =

−iα ∓ 1

βωS

;$�&&<

b±0 = 1 b±1 =
−iα ∓ 1

βωS
= a±

1 ;$�&)<
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μ±
eff =

aeff±
0 + aeff±

1 ω

1 + beff±
1 ω
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aeff±
0 = μ2

(1 + 2f1)(1 + 1/β) + 2μ2(1 − f1)

(1 − f1)(1 + 1/β) + μ2(2 + f1)
= aeff

0 ;$�&6<

aeff±
1 = μ2

(1 + 2f1) + 2μ2(1 − f1)

(1 − f1)(1 + 1/β) + μ2(2 + f1)

−iα ∓ 1

βωS
=

−iα ∓ 1

βωa
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beff±
1 =

(1 − f1) + μ2(2 + f1)

(1 − f1)(1 + 1/β) + μ2(2 + f1)

−iα ∓ 1

βωS

=
−iα ∓ 1

βωb
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ωa =
ωS

μ2

(1 − f1)(1 + 1/β) + μ2(2 + f1)

(1 + 2f1) + 2μ2(1 − f1)
;$�&C<

ωb = ωS
(1 − f1)(1 + 1/β) + μ2(2 + f1)

(1 − f1) + μ2(2 + f1)
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μ+
eff ± μ−

eff =
aeff

0 + −iα−1
βωa

ω

1 + −iα−1
βωb

ω
± aeff

0 + −iα+1
βωa

ω

1 + −iα+1
βωb

ω
=

aeff
0 + −iαω

βωa
− ω

βωa

1 + −iαω
βωb

− ω
βωb

± aeff
0 + −iαω

βωa
+ ω

βωa

1 + −iαω
βωb

+ ω
βωb
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a − b

c − d
± a + b

c + d
=

(a − b)(c + d) ± (a + b)(c − d)

(c − d)(c + d)

=
ac + ad − bc − bd ± (ac − ad + bc − bd)

c2 − d2
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

2
ac − bd

c2 − d2

2
ad − bc

c2 − d2
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μeff =
μ+

eff + μ−
eff

2
=

(aeff
0 − iαω

βωa
)(1 − iαω

βωb
) − ω2

β2ωaωb

(1 − iαω
βωb

)2 − ω2

β2ω2
b

=
aeff

0 − iαω
βωb

(aeff
0 + ωb

ωa
) − (1 + α2) ω2

β2ωaωb

(1 − iαω
βωb

)2 − ω2

β2ω2
b
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μg,eff =
μ+

eff − μ−
eff

2
=

(aeff
0 − iαω

βωa
) ω

βωb
− (1 − iαω

βωa
) ω

βωb

(1 − iαω
βωb

)2 − ω2

β2ω2
b

=
(aeff

0 − ωb

ωa
) ω

βωb

(1 − iαω
βωb

)2 − ω2

β2ω2
b

;$�))<

�� ����������/ �� ����

μeff =

⎛
⎝ μeff −iμg,eff 0

iμg,eff μeff 0
0 0 μz,eff

⎞
⎠ ;$�)7<

����� μeff �� μg,eff ��� ����� �!���/ �� 

μz,eff = μ2 +
3f1μ2(1 − μ2)

3μ2 + (1 − f1)(1 − μ2)
;$�)6<
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