
LUND UNIVERSITY

PO Box 117
221 00 Lund
+46 46-222 00 00

Circuit analogs for stratified structures

Sjöberg, Daniel

2007

Link to publication

Citation for published version (APA):
Sjöberg, D. (2007). Circuit analogs for stratified structures. (Technical Report LUTEDX/(TEAT-7159)/1-
18/(2007); Vol. TEAT-7159). [Publisher information missing].

Total number of authors:
1

General rights
Unless other specific re-use rights are stated the following general rights apply:
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors
and/or other copyright owners and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the
legal requirements associated with these rights.
 • Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study
or research.
 • You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
 • You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal

Read more about Creative commons licenses: https://creativecommons.org/licenses/
Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove
access to the work immediately and investigate your claim.

https://portal.research.lu.se/en/publications/52996ca4-b13c-4e1c-a234-dd9d18c90d07


Electromagnetic Theory
Department of Electrical and Information Technology
Lund University
Sweden 

CODEN:LUTEDX/(TEAT-7159)/1-18/(2007)

Circuit analogs for stratified
structures

Daniel Sjöberg
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���
��
���� ���� 
���� ������ �� �������+ ��� ��� �� �� �&�� '�.� ���&������� ��� ����
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��� �&����� �� ���� ����� �� �� ������� ��� &��������� ������+ ����+ �� ���' '��
����&�� ������� ��� ���� ������ ��� ������2�� ���������� ��� ��' ���� ��� ���������
�� ��� �&�� 3��'���4� �/&������ 1�� ���� �� ��� ������ ������/&�+ '� ����� �� ���

��5� 67+ 8+ 9: ��� ��� ����� 6,:+ '���� ����� '��� ��� �
��/&� ��������� -���+
��������� ����� �� �����'�.� ����&���+ ����&���� �������� ������+ ��� �� ����� .��&�
'��� ����� ����&�� ��� ����&�� ������ ����� ��� ��� �������� 6#+ !:+ ��� ���� 6 + ;:
��� ���������� ����������� ��� ����&�� ���������� ��� ������ ���&��&���
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��
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���

3��'���4� �/&������ ��� �� ��������� ��������+ �������� 
� � ��������.��� ε ��� �
�����
����� μ+ ��� 
� '������ �� ����� �� ��� �����.���� ���������� Et ��� H t ��
<���� ���.������ ejωt=

∂Et

∂z
= −(jωμ − 1

jω
∇tε

−1∇t) · (−ẑ × H t) <# =

∂H t

∂z
= −(jωε − 1

jω
∇tμ

−1∇t) · (ẑ × Et) <##=

'���� ∇t = x̂ ∂
∂x

+ŷ ∂
∂y
 >��� ����������� 
&�5 ���������+ ����� �� �� .�������� �� ���

�����.���� ����� ��� ��� 2��� ������� �� x ��� y ���� ����&�� � ������ e−jkt·(xx̂+yŷ)+



#

'���� ���������� ��� �/&������ ���� <&���� � ������ ��������=

∂Et

∂z
= −

(
jωμI +

ktkt

jωε

)
· (−ẑ × H t) = −jωμ

(
I − ktkt

ω2εμ

)
· (−ẑ × H t) <#7=

∂H t

∂z
= −

(
jωεI +

ktkt

jωμ

)
(ẑ × Et) = −jωε

(
I − ktkt

ω2εμ

)
· (ẑ × Et) <#;=

����� ��� �'� ���� �� ���&����� �� ����� �/&������+ ��������� �� ��� ��������� �� ���
���������� �������� ��� �������� 2��� ������.� ��� .����� kt(

��( Et ⊥ kt ��� H t‖kt <#8=

�3( Et‖kt ��� H t ⊥ kt <#9=

�� �������� ����� ω2εμ �� ��� �/&��� �� ��� ����� '�.� �&�
�� ���� ����.���� &� ��
��2�� ��� ����� θ 
�

cos2 θ = 1 − |kt|2
ω2εμ

<#,=

'���� �� � ������� ����� �� ��� �������� ���������� ��� ������� �� �������� ����� ��
�� ���� ��� ����������� '�.��+ ��� ���������� ��� ����� �� ��� ����������� ���������
'��� ��� z ����

����������� ��� �����.���� 2���� �� ��� .������ ��� �&����� �� Et ↔ V ���
−ẑ × H t ↔ I+ ��������.���+ ���� ����� '� ��.� �'� ���� �� �/&������+

∂V

∂z
= −jωμ

{
1

cos2 θ

}
I <#!=

∂I

∂z
= −jωε

{
cos2 θ

1

}
V <#?=

'���� ��� &���� ���������.� ����������� �� �� ������0�����+ ��� ��� ��'�� �������"
��.� ����������� �� �3 ������0����� ���� �����
��� ��� ����������� ������������
���� �/&������+

∂V

∂z
= −(jωL + R)I = −γZ0I <# $=

∂I

∂z
= −(jωC + G)V = −γY0V <#  =

'���� L+ R+ C+ ��� G ��� ��� ������
&��� ����&�� ���������� �� ��� ������������
����+ γ =

√
(jωL + R)(jωC + G) �� ��� ����������� �������� �� ��� ������������

����+ ��� Z0 = 1/Y0 =
√

(jωL + R)/(jωC + G) �� ��� �������������� ��������� ��
��� ������������ ���� ���� ����� '� ��� �������� ������
&��� ����&�� ����������
���� ��� ������
����� ��� ��������.��� ��������� ��

jωL + R = (jωμ′ + ωμ′′)

{
1

cos2 θ

}
<# #=

jωC + G = (jωε′ + ωε′′)

{
cos2 θ

1

}
<# 7=
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ε

μ
⇐⇒

T ′

T T ′

Z0

d

d

T

������ �( ������������ ���� ����� �� � 
&�5 ���


I1 I2

+

V1

−

+

−
V2

(
V1

I1

)
=

(
A B
C D

) (
V2

I2

)

������ �( ��2������ �� ��� .������"�&����� ������������ ������ <-�@� ������=
��� � �'�"���� ���'��5 A��� ���� ��� -�@� ������ ��� 
� ��������+ ����+ �� �'�
���'��5� ��� ��������� ��������+ ��� ����� -�@� ������ �� ��� ����&�� �� ���
����.��&�� ��������

'���� '� &��� ��� �������������� μ = μ′ − jμ′′ ��� ε = ε′ − jε′′ A��� ���� ��
��� �������� ���������� ε ��� μ ������ �� ���/&����+ �� '��� ��� ������2�� ����&��
���������� ��� ����������� �������� ��

γ =
√

(jωL + R)(jωC + G) =
√

(jωμ′ + ωμ′′)(jωε′ + ωε′′) cos2 θ = jk cos θ <# ;=

'���� k = ω
√

εμ �� ��� ��������� '�.� �&�
�� ��� ������� �� ��� '�.��&�
�� 
�
cos θ ����� ��� '�.������� �� ��� ���� �� λg = λ/ cos θ+ '���� λ �� ��� ���������
'�.������� ��� �������������� ��������� ��

Z0 =

√
jωL + R

jωC + G
=

√
jωμ′ + ωμ′′

jωε′ + ωε′′

{
1/ cos θ
cos θ

}
= η

{
1/ cos θ
cos θ

}
<# 8=

'���� η =
√

μ/ε �� ��� ��������� '�.� ���������
���� ����� ���� � 
&�5 ���
 '��� ��������.��� ε ��� ������
����� μ ��� 
�

������� '��� � ������������ ���� �� �� 1��&��   ���� �� � �'�"���� ���'��5+ '����
��� 
� ������
�� 
� ��� .������"�&����� ������������ ������ <��2��� �� 1��&�� #=
��� ��� �������� 6!+ ��  !7B !9: �� 6#+ �� #8,B#8?: ���� ������ �� ����� ������



;

Y2

Z1/2 Z1/2 (
1 + Z1Y2/2 −Z1(1 + Z1Y2/4)

−Y2 1 + Z1Y2/2

)

Y2/2 Y2/2

Z1 (
1 + Z1Y2/2 −Z1

−Y2(1 + Z1Y2/4) 1 + Z1Y2/2

)

Z1/2

Y2/2

Y2/2

Z1/2

1

1 − Z1Y2/4

(
1 + Z1Y2/4 −Z1

−Y2 1 + Z1Y2/4

)

������ 	( -�@�"�������� ��� ��������� �+ Π+ ��� ������� ���

��� -�@� ������+ ��� ��� ��� ������������ ���� �� ��(
A B
C D

)
=

(
cosh(γd) − sinh(γd)Z0

− sinh(γd)Y0 cosh(γd)

)
<# 9=

�� ��� ��� �� ��� ������������ ���� �� ���������� �� � ���� ��������� ZL+ ���
��������� �� ��� ����� ��� ��

Zin = Z0
ZL + Z0 tanh(γd)

Z0 + ZL tanh(γd)
<# ,=

�� ������&���+ � ���&�� ����� <ZL = 0= �� ����������� ����

Zin = Z0 tanh(γd) = jZ0 tan(kd cos θ) <# !=

'���� ��������� �� �� ���&���.� ��������� ��� ����� d

� ������ �� ����� �������

�� ���� ������� '� ��&�� ��� ���������� �� ������������ ���� ������ �������� ��� �����
����5���� 
� t+ ���� ����������� �� ��&����� kt → 0 C���� γ = jk cos θ ��� 5������
����� �� ����� ����� �� γt+ '� ���� ��.�

cosh(γt) → 1 +
1

2
(γt)2 = 1 − 1

2
k2t2 cos2 θ = 1 − cos2 θ

2
ω2εμd2 <7 =
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Y2

Z1

(
1 0

−Y2 1

) (
1 −Z1

0 1

)

������ 
( -�@�"�������� ��� � ��&�� ��� ������ ���������

���

sinh(γt)Z0 →
(

γt +
1

6
(γt)3

)
Z0 =

(
1 +

(γt)2

6

)
jktη

{
1

cos2 θ

}

=

(
1 +

(γt)2

6

)
jωμt

{
1

cos2 θ

}
<7#=

sinh(γt)Y0 → γtY0 =

(
1 +

1

6
(γt)3

)
jkt/η

{
cos2 θ

1

}

=

(
1 +

(γt)2

6

)
jωεt

{
cos2 θ

1

}
<77=

%�� ��� ������ ��������� Z1 ��� ��� ��&�� ���������� Y2 
� ��.�� 
� ��� ����&���
<�����
�� ���� ����� ���������� '��� ������ �� ���/&���� �� ��� �������� ������"
���� ��� ��������.�=

Z1 = jωμt

{
1

cos2 θ

}
= jωLt + Rt <7;=

Y2 = jωεt

{
cos2 θ

1

}
= jωCt + Gt <78=

'���� ��� ������
&��� ����&�� ���������� L+ R+ C+ ��� G ��� ��2��� �� ����� ��
��� �������� ���������� ε ��� μ �� �/&������ <# #= ��� <# 7= �� �� ���� ����
Z1Y2 = (γt)2 ��� -�@� ������ ��� ��� ������������ ���� �� ����+ �� ����� ����� ��
γt+ (

cosh(γd) − sinh(γd)Z0

− sinh(γd)Y0 cosh(γd)

)
≈

(
1 + 1

2
Z1Y2 −Z1(1 + 1

6
Z1Y2)

−Y2(1 + 1
6
Z1Y2) 1 + 1

2
Z1Y2

)
<79=

>� ������� ���� ������ '��� ��� -�@� �������� ��� � ��' ������ ���� ��.�� ��
1��&�� 7 �� �� ���� ���� ��� ������� ��� �� ��� ���� ���&���� ���+ ��� ���� ��� ����
��������� ��� ����� ���&�� �� ��� �D"�������� �����+ ��� �� (γt)2(1

4
− 1

6
) = (γt)2/12

�������� ����� �� /&������� ����� ��� ������+ ��� �� ��� ���� ��� 
� &���
��� �/&�.����� ����&�� ��� � ���� ����� �� ������&����� ������ '��� ������ ���

������ ��������� Z1 �� ��� ��&�� ���������� Y2 ��� 
� ���������E '� ���� ���� ��.�
��� ��������� ��&�� �� ������ �&���� �������+ �������� �� 1��&�� ;
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��� ��� ��	
���� ������

- ������ ���� �� ��� � �������� '��� ���� �������� ������+ ε = ε′− jε′′+ '���� ε′′ � ε′
��� �/&�.����� ����&�� ���� �������� �� ���� � ��&�� ����&������ Gt = ωε′′t+ '����
�� ��� �&��������� 
&������ 
���5 �� ��� �����
&�� ������ �
���
�� >��� ��� ������
��� �&� �� �� �������� ����&���.���+ '� ��.� Gt = ωε′′t = σt+ '���� �� �����������
�� ���/&���� ����� ��� �������� ����&���.��� σ �� �.����
�� �� ���� .������ ������ ��
������&��+ �������.� ������ ��� 
� ��&�� '��� ���� ��D����� .��&�� ��� ������ ���
����� ����������0�� 
� ��� ����� ����������+ Rs = 1/(σt)+ '��� ��� &��� F��� ���
�/&���G ��� ���� �� ��� &��� ����� ���� ��� ���� ���� ��� ���������� �� � �/&���
��������� �� �������� ����� �� R = 
/(σt
) = 1/(σt) = Rs ���������� �� ��� ��������
��0� 
 �� ��� �/&���

��� �����
&�� ������ �������� �� � �������.� ����� ������ �� d = λ/4 �� ����� �� �
���&�� �����+ '���� λ �� ��� ���� ����� '�.������� �� � �&���
�� ������ ���/&����
��� ���&� ��������� �� �������� d ��

Zin = jZ0 tan(kd cos θ) <7,=

'���� �� �� 
� ��&���� '��� � ����&������ Gt ��� ���&�� �� ��� ��' ���&� ���������

Z ′
in =

1

1/(jZ0 tan(kd cos θ)) + Gt
=

1

−jY0 cot(kd cos θ) + Gt
<7!=

'���� ����������� �� ��� ��H������ ���I�����

Γ =
Z ′

in − Z0

Z ′
in + Z0

=
Y0 − Y ′

in

Y0 + Y ′
in

=
Y0(1 + j cot(kd cos θ)) − Gt

Y0(1 − j cot(kd cos θ)) + Gt
<7?=

1��� ���� ���������� �� ��� 
� ���� ���� '��� kd cos θ = π/2 ��� Gt = Y0+ '� ��.�
0��� ��H������ �� Gt �� ����������� �� ���/&����+ ��� 
���'���� �� �
�&� #8J ��
−20 dB ��H����.��� ��.�� 67+ � 7 9:+ ������������� �� ��� 
���'���� �� ��� ���������
cot(kd cos θ) = 0

��� ��� ������
� ��	
���� ������

-���� ���� ���� �� � �������� '��� ���� �������� ������+ μ = μ′−jμ′′+ '���� μ′′ � μ′
- ����� �� ���� �������� ��� ���� 
� ������� '��� � ������ ���������� Rt = ωμ′′t
������� ���� �������� �� ��� �� � ���&�� �����+ ������� ��� ���&� ��������� �� Rt
��� � ��H������ ������ ��

Γ =
Zin − Z0

Zin + Z0
=

Rt − Z0

Rt + Z0
<7 $=

���� ���������� �� 0��� ��� ��� ���/&������ '���� Rt = Z0 ��&�+ � �������� ������
��� �����.� ��2���� 
���'���� �� ��� ������ ���/&���� 
���.��� ��� ����� ���&��
������ ��� 
� �����.�� K�'�.��+ �������� ������ ��� ��� �.����
�� �� �� ����� ���"
������ �� �������� ������ - ������ ���� �� ���� ��� ���� ���� �� ��� ������
�����
������ 
� �������+ ��� '� ��.�

Γ =
jωLt + Rt − Z0

jωLt + Rt + Z0
<7  =



,

⇐⇒ Z0

λ/4

Gt

λ/4

res. sheetPEC

Rt

⇐⇒

mag. sheetPEC

������ �( ��� �����
&�� ������ <���= ��� ��� �������� �����
&�� ������ <
�����=

'���� �� ���� ��������� �.�� ���� ��������� '�&�� 
� �� ����&�� ��� �������� ������"
���� .�� � ��&�� ���������� �� ��� �/&�.����� ����&�� ��� ��� �������� �����

��� ������
�
�� ��� ����� 
�������� ���� ������
�� ����

��� ��������� �� � ������ ����������� ����� ��� 
� ���������� �� � .��� ��������"
���'��� '�� ���� ��H������ ����+ �
������ ������ 
� ����&������� �� ���&�������
�� ��� ����� <'��� �� '����&� ��������= �� ���&���� �� ���� �����+ ��� �/&�.����� ����&��
����� �� ��.�� 
� � ��&�� ���������� �� �� 1��&�� 9

>��� ����&���� ��� ��H������ ���I�����+ ��� ����� ���������� Y �� ��&����
'��� ��� �������������� ���������� Y0 �� ��� ���� ����� 
��5���+ '���� ��5�� ���
��H������ ���I����� <�� ��� ����� �� ���������= �� 
�

Γ =
Y0 − (Y + Y0)

Y0 + (Y + Y0)
=

−Y

2Y0 + Y
<7 #=

1��� ���� �/&�����+ '� ��� ������� ��� ����� ���������� �� ����� �� ��� ��H������
���I�����(

Y = −Y0
2Γ

1 + Γ
<7 7=

�� ��� �����'��� �������+ '� �&�� �� ��� ���
��� �� ���&���� �/&�.����� ����&��� '����
��� 
� &��� �� ��������� ���� ����������

�� �� ��������� �� �����
�� ���� ��� ����&�� ���������� ��� ��� ����������� .����
����� �� ��� �����+ 
&� ��������� �D����.� ���������� ���������� �� ��� ����� �&
������
�� ����� '�.�� �� � &������ �&���&����� ���������+ ��� ����� ���&�� 
� �
�&� �



!

Y0 Y0

Y (ω, θ)⇐⇒

������ �( �/&�.����� ����&�� ����� ��� � ����������� ����� ��� ��&�� ����������
�� &�&���� � �&������ �� ���/&���� ��� ����� �� ���������+ �� '��� �� ������0�����

/&����� '�.������� ���� ��� ������� ����&�
���� �� ����� �� 
� ���&������ �������
'��� 2��� ����&�� ���������� K�'�.��+ �.�� �� ���� ��������� �� .�������+ ��� ����&��
����� ��� ��.� �� ����������� 
���.��� �� ��� ���&��&��

� �������� �� ���	�
�� �������

��� ���.�������� �����
&�� ������ �&D��� ���� 
���'���� �����������+ �&� �� ���
��/&������� �� λ/4 ������� ��� �������� �����
&�� ������ �&D��� ���� ��������
����������� ��� '�� �� �&�������� ��� 
���.��� �� ������+ ������&����� �������.�
������+ �� 
� ������&���� �������� �� ��� ����� ���� ������� ������&��� ������.�
�������� �� ��� �/&�.����� ����&�� ��� ��� �����+ '���� ��� 
� &��� �� ������ �=
������� ��� 
���'����+ �� 
= �����5 ��� �.����� ���������� �� ��� �
���
��

��� ���
�
���
�� ��������

- �&������� ����� �� 2����� �/&�.����� ����&��� ��� ��.�� ������� ���������� �� ��
����&�� ��H������ ��� ������������ ���� ��� ��� ������� &���� �&�� '�.� ���&�������
��� ���� �� ���� �������� '��� ��������� ���� ���� � ����������� ����&�� �����+ ���
��� ���������� �� ��� ����� ��� ���������� 
� �&�.� 2�����

���� ��� 
� ���� 
� &���� ��� ������� ��"1��� <�� ��� ����� �&���
�� ���"
����= ��� ���������� ��� ��H������ ����+ ��� ��� �����
 ��&���� �������� �� �� ���
�&�.� 2����� >��� ����� ����+ ��� ���&�� ��� &�� ��� �������� <7 7=+ 
&� �������
�� ��� �&�.� 2����� �� ��� �&�������

1 − Γ

1 + Γ
=

Y + Y0

Y0
<; =

������� �� 	��� 
��������� �� �������� ���� ���� ���� ������������ �� ��� �� ��� ������

�������� ����� ������� �� � ������� ����� �� ������� ����������
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������ �( )������� ��� �/&�.����� ����&�� ��� ��������.� ������ <�3 ������0�����=

���� �&������ �� 2���� �� � ����� p(s)/q(s)+ '���� p ��� q ��� ����������� �� s =
jω '��� ����".��&�� ���I������ ��� ������������� ���������� ��� ��� ����������
Y (ω, θ) ��� ���� ��������� ���� ����� ���I������ &���� 5��'� ����������� ��� Y0

��� ���
� 	
���

3��� ��������� ���&��� '��� ��&�� �&���� ��� ������ >���� >�� 
� � �����.� �D���
�� ��� ��.�������� �� ����� ����������+ ��� ��� ��������� �� 6;+ �� #!$B#!8: 1��
��� ���� �������� �� 1��&�� ,+ ��� ������ ��� ���&���.� '��� ��������� ��.�� 
� 6;+ �
#!;:

X

Z0
=

a cos θ

λ

⎧⎨
⎩ln csc

πw

2a
+

1

2

(1 − β2)2
[
(1 − β2

4
)(A+ + A−) + 4β2A+A−

]
(1 − β2

4
) + β2(1 + β2

2
− β4

8
)(A+ + A−) + 2β6A+A−

⎫⎬
⎭

<;#=

X

Z0
≈ a cos θ

λ

[
ln

2a

πw
+

1

2
(3 − 2 cos2 θ)

(a

λ

)2
]

,
w

a
 1,

a

λ
 1 <;7=



 $

'����

A± =
1√

1 ± 2a sin θ
λ

−
(

a cos θ
λ

)2
− 1 <;;=

β = sin
πw

2a
<;8=

1�� ��� ���� �������� �� 1��&�� !+ ��� ������ ��� ��������.� '��� �&��������� ��.��

� 6;+ � #!$:

B

Y0

=
4a cos θ

λ

⎧⎨
⎩ln csc

πd

2a
+

1

2

(1 − β2)2
[
(1 − β2

4
)(A+ + A−) + 4β2A+A−

]
(1 − β2

4
) + β2(1 + β2

2
− β4

8
)(A+ + A−) + 2β6A+A−

⎫⎬
⎭

<;9=

B

Y0

≈ 4a cos θ

λ

[
ln

2a

πd
+

1

2
(3 − 2 cos2 θ)

(a

λ

)2
]

,
d

a
 1,

a

λ
 1 <;,=

'����

A± =
1√

1 ± 2a sin θ
λ

−
(

a cos θ
λ

)2
− 1 <;!=

β = sin
πd

2a
<;?=

��� �/&�.����� ����&��� ��� .���� ��� '�.�������� ��� ������ �� ��������� �� ��� �����
a(1 + sin θ)/λ < 1 6;:

����� ����������� ���� ��� 
���� ��� ��.������� �� ���������� �������� �� ���"
������ �������� �� � ����� ��� �������������� ���������� Y0 ��� ��������� Z0 ��
��� �'� ����� ��� ��.�� 
�

Z0 =
η0

cos θ
��� Y0 =

1/η0

cos θ
<; $=

'���� η0 =
√

μ0/ε0 �� ��� ���� ����� '�.� ��������� ��2���� ��� ����������� C
��� ���&������ L �� B = ωC ��� X = ωL+ ��� �
���.��� ω = 2πf = 2πc0/λ =
2π/(λ

√
ε0μ0)+ '� 2��

L =
X

ω
=

Z0

ω

X

Z0

=
λη0

2πc0 cos θ

X

Z0

=
λμ0

2π cos θ

X

Z0

=
aμ0

2π

{
ln csc

πw

2a
+ · · ·

}
<;  =

C =
B

ω
=

Y0

ω

B

Y0

=
λ/η0

2πc0 cos θ

B

Y0

=
λε0

2π cos θ

B

Y0

=
4aε0

2π

{
ln csc

πd

2a
+ · · ·

}
<; #=

�� �� ���� ���� 
��� ��� ����&�� ���������� ������ �� ��� �������� ����������
����&�� ��� �&������

f

(
d

a
,
a

λ
, θ

)
=

{
ln csc

πd

2a
+ · · ·

}
<; 7=
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θ=30°

a/λ

f

������ �( ��� �&������ f( d
a
, a

λ
, θ) ��� θ = 30◦ ��� �&������ ���� ��� ������

��������
�� '��� θ

��

L =
aμ0

2π
f

(w

a
,
a

λ
, θ

)
<; ;=

C =
4aε0

2π
f

(
d

a
,
a

λ
, θ

)
<; 8=

�� �� ����������� �� ����������0� f �� � �&������ �� ��� ����� ���&����� �� 1��&�� ?+
'� ��.� ������� �� �� � �&������ �� a/λ ��� d/a ��� θ = 30◦ ��� �&������ �� ������.���
���������.� �� ������� �� θ+ ��� ������� ���� �������� �� ��� ��������� d/a

���� ��� 
� ��.�� �� ��������� �������������� �� ����� �� ��' ��� ����&�� ��"
�������� ������ '��� ��� ���������� �� ��� ������(

• �� ��5� ��� ���&������ L �����+ ��� ����� w/a ���&�� 
� �����+ ����+ ��� '����
�� ��� ������ ���&�� 
� �����

• �� ��5� ��� ����������� C �����+ ��� ����� d/a ���&�� 
� �����+ ����+ ��� ���

��'��� ��� ������ ���&�� 
� �����

���� L ��� C ��� �������� ������������ �� ��� ������ a+ '���� �&�� 
� ������� ����
���� � '�.�������
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θTE

aw

������ ��( 1����� ������ �
���.� ���� ��� ��������� ����� ������� ��������� ��
'������ '� ��&�� �� �� �3 ������0�����+ ����� ��� ������� '�&�� 
� �����������
��.���
�� ��� ����� �����

��� �
��	��

��� �������� �����
�� ������� �� ��� 2���� ������ ������ �� �������� �� 1��&��  $
��� �/&�.����� ����&�� �&�� 
� � ������ ����&��+ ����� ��� ������� �� � 
��� ���� 2����

��� ������ ������� �� ����������0�� 
� 2.� ������ ����������( ��� �����������
������� a ��� p+ ��� ������ '���� w ��� ������ 
+ ��� ��� ����� ���������� Rs =
1/(σt) �� �������� �������+ '� ������ a = p ��� ������ 
 ≈ a � w+ ����+ '� ��&��
��������� ������� �� � /&������� &��� ���� ��� ������� ��� ���� ����������� ��.���
��
������ '��� ��� �������� 2��� ��� � ��������� �������� �� ��� ������

��� ������� �
��	��

�� ��5� ��� ������ ������� ����������� �� ������0�����+ �� �� ������ �� ������ �
������� ���������� �� ������� ������� �����������+ ���� ���2�&������ ��� 
� �����0��
�� � �&����������� �� ������ �������

�� !������

-������ ������ ������� �� �� &�� �������+ '���� ����� 
� �������� �� ��� �������+
��� 1��&��    ���� �����+ ��� �/&�.����� ����&�� ���&�� 
� � ������ ����&��+ ����� ���
������� �� � 
��� ���� ����&��

� ���
�� �� ���������

 �� !���
��	 	
�
���
���

*��������� L�0���. ��� '������ � .��� ����������� ����� �� ��� &������� ����5����
�� 
���'���� ����� �� ����� �
���
��� 6?: ����� ������ �� ��� ���&������ �� ������
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������ ��( - ������� �� �/&��� �������

��������� ��� ��� ��������� �� ��&������+ �� ����.�� ��� ���&��∫ ∞

0

ln

(
1

|Γ (λ)|

)
dλ ≤ 2π2

∑
i

μs,idi <8 =

'���� μs,i �� ��� ������ ������.� ������
����� �� ����� i+ ��� di �� ��� ����5���� �� ���
������������� ����� 1�� ����������� �����+ ��� ����� ���� ���� �� ������ 2π2d+
'���� d �� ��� ����� ����5���� �� ��� �
���
��

���� �������� ������ ���� ��� ��H������ ���I����� ��� 
� ����� ���� �� � �������

��� ���� ��� 
� ��������� 
� �������� � ��H������ ���2�� '���� �� �������� Γ0 ��
��� 
��� λ1 < λ < λ2+ ���������� <��� ����������� �
���
���=

ln

(
1

|Γ0|

)
(λ2 − λ1) ≤ 2π2d <8#=

���� ��� 
� ��������� �� � 
���'���� �� ���/&���� ����&�� λ2−λ1 = c0/f2−c0/f1 =
c0

f1f2
(f1 − f2)

 �� �
��	� 	����

�� ���� �������+ '� ��� � ��' ����� '���� �� ��� ������ �� � ��������� ����&�� ������
�
���
�� ��� ���&����� �� ��������� ���� �� � ������� ������ h �
�.� � ���&�� �����+
'� ���&�� ����� � ����&�� ������ ����� ��� ���&����� ��� 
� ������� �� �� 1��&��  #+
'���� ��� ���������� �� ��� ���&�� ����� �� ���
������� '��� ��� ������������ ����
�� ������ h ��

Yh(ω) = −jY0 cot(kh cos θ) <87=

-� ��� ���/&���� '���� ��� �������� �� ��� ���&�� ����� �� � /&����� '�.�������+
����+ ωh = khc0 '���� khh cos θ = π/2+ '� ��� ��5� � ������ ������ ��������� �� ����
�� 2��

Yh(ω) = −jY0

(
0 − (k − kh)h cos θ + O((k − kh)

2)
)
≈ jY0(ω − ωh)c

−1
0 h cos θ <8;=



 ;

Y (ω)Yh(ω)

h

CAA sheetPEC

⇐⇒ Z0

h

Y (ω) ⇐⇒

������ ��( ������� ���&����� ��� � @-- �����

�� �
���� ���� �
�������� �.�� � 
���� �����.��+ ��� @-- ���������� Y (ω) ���&��

� ������ �� ���� Y (ω) + Yh(ω) ≈ Y0 �� �� 
���� �� �����.�� �� �����
��

��� @-- ����� �� ������� '��� � � ������ ����&��+ '���� ��� ��� ����������

Y (ω) =
1

R + jωL + 1
jωC

=
1/R

1 + jQ
(

ω
ω0

− ω0

ω

) =
1/R

1 + jQω+ω0

ω0ω
(ω − ω0)

=
1

R
− j

Q

R

2

ω0

(ω − ω0) + O((ω − ω0)
2) <88=

'���� ��� /&����� ������ �� Q =
√

L/C/R ��� ��� ��������� ���/&���� �� ω0 =

1/
√

LC �� �
���� 
���� 
��� ��������+ '� ���&�� ��� ��5� �� ����� ����� ��
��� ���/&����+ 
&� ������� ��� �� �����.� � ������ �������� �� � 
���� 
��� >�
��' �&����� � ������ �������� ��� ����

>� ������ ��� ��������� ���/&���� ω0 �/&�� �� ωh+ '���� ��5�� ��� ��H������
������ �� ���� ���/&���� ����(

Γ (ω0) =
Y0 − (Yh(ω0) + Y (ω0))

Y0 + Yh(ω0) + Y (ω0)
=

Y0 − 1/R

Y0 + 1/R
<89=

%�� ���� ��H������ ������ 
� ������.�+ Γ (ω0) = −Γ0 '���� Γ0 �� � ������.� ���� �&�
��
��.��� ��� ������� ��H������ ��.�� ���� ������� ��� ���������� ���&�� 
� ������ ��

R =
1

Y0

1 − Γ0

1 + Γ0
<8,=

A���+ '� ��� ��� ��������� ���� �� Yh(ω) + Y (ω) �� 0��� �� 2��� ����� �� ω − ω0+
��������

Y0c
−1
0 h cos θ =

2Q

Rω0
=

2
√

L/C/R

R/
√

LC
=

2L

R2
<8!=

'���� ����� ��� ���&������ ���&�� 
� ������ ��

L =
R2Y0c

−1
0 h cos θ

2
=

c−1
0 h cos θ

2Y0

(
1 − Γ0

1 + Γ0

)2

<8?=



 8

1������+ ��� ��������� ω0 = ωh+ �� 1/
√

LC = π
2
(c−1

0 h cos θ)−1+ �����

C =
1

L

(
c−1
0 h cos θ

π/2

)2

= 2Y0
c−1
0 h cos θ

π2/4

(
1 + Γ0

1 − Γ0

)2

<8 $=

�&�����0��� �&� ���&���+ '� ��.�

R =
1

Y0

1 − Γ0

1 + Γ0

=
1 − Γ0

1 + Γ0

η

{
1/ cos θ
cos θ

}
<8  =

C = 2Y0
c−1
0 h cos θ

π2/4

(
1 + Γ0

1 − Γ0

)2

=

(
1 + Γ0

1 − Γ0

)2
8

π2
εh

{
cos2 θ

1

}
<8 #=

L =
c−1
0 h cos θ

2Y0

(
1 − Γ0

1 + Γ0

)2

=

(
1 − Γ0

1 + Γ0

)2
1

2
μh

{
1

cos2 θ

}
<8 7=

'���� ����� ��� ��� ���������.� �� ��� �� ������0����� ��� ��� ��'�� ��� �3 �����
����&��� ��� ���.� �� � �������
�� �������� ����� �� ������ ��� @-- �����+ ���
�������� 
� &���� ��� ������0����� �������� �� ������� ; 

�� 1��&��  7 '� ������� ��� ��H������ ��� � �����
&�� ������ '��� � ����&��
������ ����� '���� ��� ����&�� ���������� ��.� 
��� ������ ��� ������ ���������
��� −20 dB ��H������ ��.�� ��������� �� ��� ����&��� �&�� ����.�� �� �� ���� ����
��� ����&�� ����� �� .��� ���&���� ��� ��' ���/&������+ �� ��&�� 
� ��������+ 
&�
��� ��.������ �� ������� ��� ���/&������ �
�.� ��� ��������� ���/&���� �� ����� ��
�����.� ��� ������+ ��� ��&�� ��� �� ��'�� ��� ��������� ���/&���� �� ��� �������

� ���������� ��� �����������+ ����+ 
� ���������� ��� ��� 
��'��� ��� �&��� 
���
��� ���&�� �� ���� ������&�� �� �������� �� 1��&��  ;+ '���� �� �� ���� ���� ��' ���
−20 dB 
���'���� �� ��� �
���
�� �� ��' ������ �� ��� �������� �����

�� ���&�� 
� ��������� ���� ��� ������ �� ����&�� ���������� ���� ����+ ��� ���
���������� �� � ������ '��� �������
�� ���������� ��� ������� �� �������� 
��'���
1��&��  7 ��� 1��&��  ; ��� ���� � ��' ������ �� ��� 1���"����+ ��� ����� ��.� �
�������
�� ������ ��� ��&�� �� ��� �������.��� �� ��� ������ �� � �&����� <������.���=
������� �� ��� ��.�������� �� ����&�� ������ �
���
���+ ��� �� ��� ���������� ����

 �� "	�
�	� 	�����

1�� �.�� 
������ �
�������� 
���+ � �&�������� �������� ��� 
� &���&� ��� ����&��
������ �������� ��� 
� &���&� �� 2�� � �&���
�� 
���� ������ 
���� �� ������ ����&��
������ ��� ���� �����+ ��������� 
� ������������ ����� -� ���� ����� ���� 5��'�����
�� 
���� 
��� �������� ������/&�� ���� �����'�.� ����&�� ������ �� 
���2���� 1��
��������+ �������� ��� ��H������ ���I����� �� ��� ����� ����� ���.���� �� ���&���.�
����� �� �����0��� ��� ���
��� ���� ������ <��� .��� ����= ����&�� ����� ��� ����

� &��� �� 2�� � ���� �������� ����� ��� � �&�� '�.� ������0�� ��� ��� 2��� ������

� �
�	���
�� ��� 	��	��
���

>� ��.� ������������ ��' ����&�� ������ ��� 
� &��� �� ������
� '�.� �����������
�� ������2�� ���&��&���+ ��� ��' ���� ��� 
� &����0�� �� ��.� ������ ������ �&��������
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������ �	( @��������� 
��'��� � �����
&�� ������ ��� � ����&�� ������ �
���
��
<����� ������ �� ,8mm+ ������ ���������= ��� ����� ����&�� ���������� ��� R =
308 Ω+ C = 80.4 fF+ ��� L = 3.15 nH ����� ���������� ��� ������������� �����.��

� ��� �������� �������� �� ��� �����+ '���� ��� ������&�� ������
�� �� ������� ; 
�������� R = 311 Ω+ C = 80.4 fF+ ��� L = 3.16 nH ����� ���������� ��� &���
�� � ����&�� �����+ ��� ��� �&�� '�.� ���&��� <���&����� '��� ��"1���= ��� ����
��������� ��� �������� ����� <8#= �� ����������� 
� ��� �/&��� 
��+ �������������
���� ����� �� ���� ��� �����.����� �� ���� ������
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������ �
( - .������ �� ��� ���.��&� @-- ������� '��� ���� ������� ������ ����+
��� ��'�� ���������� ��� �/&��� ���� ���.���� ������ ���&������ ��� ���������
��'�� ��������� ���/&���� ���� ��� ���&��&�� �� 1��&��  7 ��� ����&�� ����������+
����&����� 
� ��� ������0����� �������� �� ������� ; + ��� R = 319 Ω+ C = 79.1 fF+
��� L = 4.35 nH



 !

��� �
���
��� ���&��&��� ��� ����&�� ������ ��.� � ���� �������+ ��������� 
����
����.�� �� ��������� ������������ �� � ���� '��� �� ����&���� '���� �.����
�� ��
������� ����+ ��� ������ �� �������� �� � �������.� ����� �� �
���� ������� ����&��
���������� �� �&�� ���� �����
��+ �����&�� ��� ���������� ���������� ����� ���.� ��
��.� ���� ��������� �� '��� �� �����
�� �� �����.�

>� ��.� ��� ����&���� ��� ���
��� �� �
��/&� ��������� ����������+ ���&�� �� ���

� ���� ���� ��� ����&�� ���������� ��������� ��� ����� �� cos2 θ ��� ��� ������0�����+

&� ��� ��� ��� ����� -������ ������������ �� ���� ��� �D����.� '�.������� ���
�������������� ��������� �� ��� �/&�.����� ������������ ����� ����� '��� cos θ ��
1/ cos θ K�' �� ���� '��� ����� ���
���� ��� ������� �� 6,:

-� ��� 
� ���� �� 1��&��  7+ ��� ����������� �� ��� ��������� �����
&�� ������
�� ��� ���� ������� �.�� ���&�� ��� ���&����� �� �����2������ �����.�� 
� ������
�������� �� ��� �������.� �����+ ����� �� ����� ���� ��� ���� �����.�����

 ������	��

6 : L � @����� ����� �	�
�� 
 ������ ����� ���� �����+ A�' M��5+ ������
�������+  ?? 

6#: L � @����� �
������
�� 
� ����
���� ����������� 3�)��'"K���+ A�' M��5+
������ �������+  ??#

67: � 1 *����+ N 1 ����D��+ ��� 3 � �&��� ����� ��
�� �����
� �������
�&
������� ���+ 89$ A K�'������ >��+ L������+ A@ #,9 7+ #$$;

6;: A 3���&.��0 ��������� �����

� 3�)��'"K���+ A�' M��5+  ?8 

68: � 3&�5 ��� ����� ��������� �������! �	�
�� ��� "����� N��� >���� O ����+
A�' M��5+ #$$$

69: � 3&�5 ������ #������ #����� ��� ��� N��� >���� O ����+ A�' M��5+
#$$7

6,: � - 3&�5+ � 3&�5+ ��� N ����� �� ��������� N�&���� ��� ����&�� ������
�
���
��� <@- �
���
���= ��� �
��/&� ����� �� ��������� $��� ������ #�������

%�
&�����+ ��< =+  !9B ?7+ N��&��� #$$,

6!: � 3 ��0�� ����
���� ����������� N��� >���� O ����+ A�' M��5+ �����
�������+ #$$8

6?: * A L�0���. C������� ����5���� �� 
���'���� ����� �� ����� �
���
��� $���

������ #������� %�
&�����+ 
�<!=+  #7$B #7;+ -&�&�� #$$$




