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1 DEFORMATION OCH TOJNING

I kontinuummekaniken beskriver begreppet deformation en férandring
av en kropp fran en referenskonfiguration till en aktuell konfiguration.
En konfiguration anger partiklarnas positioner i kroppen. I motsats
till den géngse uppfattningen av deformation, som innefattar forand-
ring av form, inkluderar kontinuummekaniken &dven stelkroppsrorelser
utan formféréndring. Vad som férorsakar deformationen &r inte rele-
vant for definitionen av begreppet. Emellertid kan det vanligtvis antas
att deformationen uppstar pa grund av yttre laster, kroppskrafter eller
temperaturforandringar i kroppen. Kroppskrafter kan vara tyngdkraft,
elektrostatisk eller elektromagnetisk kraft. Inom dynamiken och i den
speciella relativitetsteorin inkluderar man &ven troghetskrafter enligt
d’Alamberts princip.

Begreppet tojning normaliserar deformationen och representerar re-
lativa forskjutningar mellan partiklarna i en kropp i féorhéllande till en
referenslangd. Beroende pa tojningens omfattning anvands olika t6j-
ningsmatt. I denna kurs begrénsar vi oss till Cauchys teori for infi-
nitesimala t6jningar och sma forskjutningar. Cauchys teori lampar sig
framfor allt for att analysera deformationer i material med elastiskt be-
teende och relativt hog styvhet, sisom betong, stal, trd mm. Tojning
uttrycks som forhallandet mellan ett linjart elements langd i deforme-
rat tillstdnd och dess ldngd i odeformerat tillstand.

Definition av tojning

P& en yta kan man mérka upp ett linjart element och méta dess langd
fore och efter en dstadkommen deformation. Om stéllet av intresse &r
inuti en kropp forsvaras matningen rent praktiskt men det hindrar inte
att man beaktar ett tankt element och forfar pa4 samma sétt som for
ett element pa kroppens yta. I fig. 1 ses ett element péa eller i en kropp.
Elementet, som ar parallellt med x-axeln, har en ursprunglig langd

by = Ax. (1)
I deformerat tillstand ar langden

L,=xz+ Az +ulz+ Azx) — (x + u(x)) = @)
= Az 4+ u(z + Az) — u(z),



T+ Az

+u(r + Azx)
def. __ -4
x + u(z) -
oo
‘ odef. ‘
T T+ Ax

Figur 1: Linjart element pa eller i en kropp i odeformerat och odefor-
merat (streckat) tillstand. Elementet &r ursprungligen parallellt med
xz-axeln. Rotationen antas vara liten. Forskjutning i z-led anges av
forskjutningsvektorn u(zx).

och den relativa ldngdandringen &r

Ly —4l,  u(x+ Azx) —u(x)
ly o Ax ' (3)

Har ar forskjutningsvektorn u(z) en funktion av z. Tojning eller sa
kallad normaltéjning definieras som gransvardet av den relativa lang-
déndringen (3) av ett element med en férsvinnande liten (infinitesmal)
ursprunglig ldngd. Tojningen, €, i x-led i en punkt definieras som
gransvardet,

. ulz 4+ Az) —u(z) du
e =1 =—.
T o Az dz

(4)

T6jningen ar positiv om elementet ar strickt och negativ om det &r
komprimerat. For en fullstdndig bestdmning av tojningstillstandet i x-y
planet kravs tre uppmétta tojningar. Har foljer definition av tojningar
€y 1 y-led samt skjuvningen v, av x och y axlarna.

Beakta tva linjara element i en kropp som initiellt ligger i x re-
spektive y axlarnas riktningar. For elementet i y-led antas att den
ursprungliga langden (se fig. 2) ar

0, =Ay. ()

Forskjutningar och rotationer antas vara smé. I deformerat tillstand



(x4 u(z,y + Ay),y + Ay + vz, y + Az))

(z,y + Ay) /

ey
3)
!
1
/
1

odef.

(z+Az+u(z +Az,y)y +v(z + Az, y))
-

(z+u(z,y),y +v(z,y)

(3:7 :lj) Odef. (I + Ail’, y)

Figur 2: Tva initiellt vinkelrdta linjara element i z- och y-led i en
kropp i odeformerat (heldraget) och deformerat (streckat) tillstand.
De ursprungliga langderna ar Az respektive Ay.

ar langden
Ly=y+Ay+v(z,y+Ay) — (y +v(z,y)). (6)

Hér &r v forskjutningar i y-led. Den relativa lingdandringen for ett
finit element &r

Ly 769 _ U($,y+Ay) *’U(ﬂf,y) (7)
Ly Ay '

Skjuvning eller skjuvtojning definieras som minskningen av vinkeln (i
radianer) mellan tva linjira element, som i den ursprungliga konfigu-
rationen ar vinkelrdta mot varandra. Vinkelminskningen enligt fig. 2
ar dels ¢y, som anger rotationen av x-axeln i positiv z-led (i riktning
mot y-axeln) och ¢, som anger rotationen av y-axeln i negativ z-led (i
riktning mot z-axeln) tas direkt ut som

U(JT + A$7y) — ,U(x7y)
n = A )
X




resp. (bﬂ _ ’U/((E7 Yy + AAy; — ’U’($7 y) . (8)

Total vinkelminskningen mellan elementen Az och Ay blir

¢xy = ¢h + ¢1} =
)

v(z+Az,y)—v(z,y) + u(z,y+Ay)—u(z,y)
Az Ay '

Som gransvarde for punkten (z,y) erhélls normaltéjningar och skjuv-
t6jning definierade som partiella gransvirden av (4), (7) och (9) som
foljer,

. — . L,—¢
€; = lim Lm@&” :g—;,ey: lim =4— :%Z-
Az—0 x aAzﬂoa v (10)
— T _ Ou v
Az—0

Vi kan dven definiera motsvarande tojningar i z-z respektive i y-z pla-
nen enligt ekv. (5) till (10). Cyklisk permutation, en och tva génger,
av indexen x, y och z ger direkt definitionerna av samtliga t0jnings-
komponenter i en punkt. I tre dimensioner definieras samtliga t6jnings-
komponenter enligt foljande,

__ Ou _ Ov ow
€ = 3z Tuz = 5z T Gy»
_ Ov __ Ou ow
€y = gy Yoz = g, T Gg» (11)

_ 9 _ 2 )
62_371;}) ny_ai;—’—aizv
dér u, v och w ar férskjutningar i x-, y- respektive z-led.

Tojning i en godtyckling riktning

Toéjningskomponenterna €, €, och v;, beror pd valet av koordinat-
system vilket gor det omdjligt beskriva tojningstillstandet i punkten
annat dn i termer av komponenterna i det valda koordinatsystemet.
For att fa en allméngiltig bild av lokala tojningstillstand skall vi forst
hérleda ett uttryck for téjningar och skjuvningar for godtyckliga (kar-
tesiska) koordinatsystem.

Betrakta geometrin i fig. 3. Det framgéar av den deformerade tri-
angeln i fig. 3 att de fyra tojningarna €., €,, €, och 7., &r beroende av



varandra. Relationen mellan sidorna i den deformerade triangeln ges
av cosinussatsen enligt foljande,

V21 + €)% = b2(1 + €;)% cos? 0 + b*(1 + €,)? sin? f— (12)
—2b%(1 + €,)(1 + €,) sin 0 cos 0 cos(5 + Yay) ,
dar 0 ar vinkeln mellan z-axeln och z’-axeln. Om termer av storleks-

ordningen €2, ez och 'ygy och mindre férsummas, erhalls

€n = €5 CO8° 0 + €y sin? 0 + Yy sin 0 cos § . (13)

Notera att cos(§ + Yey) = — SiN Yy — —Yay, DAL Y2y — 0. Genom
att ersitta 0 med 6 + 7/2 i (13) far vi ett uttryck for e, som

€y = €y = € sin® 6 + €, cos® 0 — 7, cosOsin 6 . (14)

Vidare, genom att bilda skillnaden mellan de bada normaltéjningarna
€z och €, far vi

€ — €y = (€5 — €,)(cos? O — sin? 0) + 27, cosOsinf . (15)

Motsvarande uttryck for en reverserad transformation fran z’, 3’ till
x, y ges direkt av (15) genom skifte av koordinater si att x byts mot
z’ och y byts mot 3’ samt, pa grund av att vinkeln nu 6 definieras i
motsatt riktning, ett byte av § mot —6. P& sa sitt erhélls sambandet

€r — €y = (€20 — €y)(cos® § — sin? ) — 27,/ cos Osin @, (16)

ur vilket skjuvningen i koordinatsystemet x’-y’ kan 16sas ur (15) med
resultatet

Yoy = (€y — €4) 8in 260 + 74, cos 26 . (17)

Ekvationerna (13), (14) och (17) mojliggér en undersokning av t6j-
ningar och skjuvningar i godtyckliga riktningar i z-y planet. Teorin
utvidgas enkelt till att omfatta alla téjningar i en punkt riktningar
som ges av godtyckliga korrdinatsystem z’ — 3’ — 2z’ genom att man



Figur 3: I z-y planet definieras t6jningen entydigt av tre uppméatta obe-
roende tojningskomponenter. Figuren visar tojningarna i x- och y-led,
€z resp. €, och skjuvtdjningen 7y, samt tojningen e,/ i en oberoende
riktning #’. Rotationen antas vara liten.

infor en vinkel for vridning &ven i -z och y-z planen. I det som foljer
analyseras vilka egenskaper tojningarna, €,/, €,» och vz, har iz —y
planet.

Huvudtojningar och huvudtojningsriktningar

Det ar alltid mojligt att finna minst tva koordinatriktningar x’, ¢’ sé
att vz = 0. Det foljer av att ekvationen v,/,» = 0 dar vy, ges av
(17) alltid har tva rotter i intervaller 0 < 6 < 7. Lat rétterna ges av
0 = aoch 0 =a+ 5 . Da giller att

(€y — €z)sin2a + 4y cos2ac =0, (18)
vilket ger

1 B
a = - arctan —%Y— | (19)
2 €x — €y

Tojningar i riktning a och ar+ 7 kallas huvudtéjningar och ges beteck-
ningarna €; och eg. Fran (13) erhélls efter byte av § mot «:

€y €zt €y Yy

€12 = fo ; cos 2a + 5 T sin 2av . (20)




Omskrivning av

cos2a = 1/V1+tan*2a = (e, — €,)/1/ (€2 — €))% +72,

och pé samma sétt

sin 20 = tan 20/ V1 + tan® 200 = 7y /1 /(€2 — €)% + 72,

ger efter insittning i (20), huvudtdjningarna

€+ € 1
€12 = % + 3 (€x —€y)* +73, - (21)
Man kan notera att medelvirdet av €; och €5 r samma som medelvar-
det ave, och €,. Vidare ser vi att skillnaden mellan €; och e alltid &r
storre eller pa sin hojd lika stor som skillnaden mellan €, och ¢, dvs
i huvudriktningarna maximeras skillnaden mellan normaltdjningarna.

Mohrs cirkel for tojningar

Man kan ta hjilp av Mohrs cirklar for att bestamma huvudtojningar
och huvudtéjningsriktningar. Mohrs cirkel for téjningar i z-y planet
utgdr fran ekv. (13), (14) och (17).

Lat utgangsriktningarna vara huvudtéjningsriktningarna och be-
stdm €, €, och v;,. Ekvationerna (13), (14) och (17) ger da

€1+ €2

€x = €1 €082 0 + exsin H = — + Rcos 20, (22)
) 2 €1+ €2
€y = €15In° 0 + €3 cos HZT—RCOSQH (23)
och
1 .
3 Vay = Rsin 26, (24)



a) fysiskt plan b) téjningsplan
7maw/2

%vy/Q
Yary /2]

Figur 4: Mohrs cirkel. a) visar det fysiska planet b) visar ett tojnings-
plan med axlar fér t6jning € resp. skjuvning %7. Vinkeln ar 6 till ett
godtyckligt roterat koordinatsystem a’ — ¢y’ (ekv. 13, 14 och 17) och
a dr vinkeln till huvudtéjningsriktningarna 1-2, ekv. 19. Notera att
vinklarna ar dubbelt sa stora och motriktade i Mohrs cirkel.

dar (22) till (24) ger

p=tazel 2 e —ar iz, (25)
Som tidigare noterats ser man &ven i (22) och (23) att €, och €, antar
storsta respektive minsta virde samtidigt som skjuvtojningen 7y, = 0.

For transformation i z-y planet representeras Mohrs cirkel i ett plan
med koordinaterna € och /2 plan enligt fig. 4. Cirkelns centrum ligger
i (%, 0) och cirkelns radie &r R. En rotation vinkeln 6 medurs i z-y
planet representeras i Mohrs cirkel av en rotation vinkeln 20 moturs.
Man kan notera att maximal skjuvning

Ymaz = 2R = |€1 - E2| , (26)

samt att den maximala skjuvningen uppnds vinkeln =7 frén huvudtoj-
ningsriktningarna, dvs. vid a & 7. Vidare ligger alltid minsta huvud-
tojningen i rat vinkel mot riktningen for den stoérsta huvudtéjningen.
Man ser ocksa att normaltéjningarna ar lika i de riktningar som ger
maximal skjuvning. Om huvudtéjningarna &r lika stora degenererar
Mohrs cirkel till en punkt. Eftersom R d& foérsvinner férstar man att
ett sadant tillstand ar skjuvningsfritt och att normaltéjningarna ar lika



oavsett riktning.

Mobhrs cirkel ger snabbt en uppfattning om tojningstillstandets be-
skaffenhet. Ett flertal uppgifter kan 16sas enbart genom att man i tan-
ken frambringar Mohrs cirkel. Formella analytiska samband mellan
tojningskomponenter kan tas fram om man forstar hur Mohrs cirkel
fungerar.

Exempel
- N . NG
1. Tva stidnger &r forenade enligt figur. Be- ;
rikna den horisontella resp vertikala forskjut- 7
ningen av punkt B, d& stdngerna erhallit t6j-
ningarna €, resp €. Antag att tojningarna ar / G L e( B
Sma. §
7
Losning:

Vi aterfinner triangeln ABC
som triangeln AB’C efter de-
formation. Om vi tar hjalp
av triangel CB’C’ kan vi be-
rakna ldngden pa den nedre
stangen med hjalp av Pytago-
ras sats, enligt foljande (langd
efter deformation ar urspung-
lig langd ggr 1+ ¢)

L tan x

2+ (L+01)? =
vilket ger
o =+ L?*(1+€)? -2 — L. (27)

Efter samma modell géller fér den ratvinkliga triangeln AB’C’ att

L2
(Ltana + 6,)* + L*(1 + )% — 62 = m(l +eq)?



vilket ger !

L 1
51):7 —— a2_ 1 Q—t 2 . 2
2 tan o (cos2a( ) —(1+e) an” o (28)

Efter expansion av kvadrerade termer utnyttjas Maclaurinutvck-
lingen 1+ €=1+ e+ O(e?) déir e < 1. For €4, €, < 1 ger (27) och
(28)

€
5y = (7'1, —ebcota>L
cos asin «
och
5h = EbL.

Endast linjira termer sparas, dvs. €7, €3, 62, €5 etc. har forsummats.

2. En spegel &ar fast vid en metall-
plat vinkelrdtt mot dess yta och sa
att spegelns plan bildar 45° med ba-
de x- och y-riktningarna. En ljusstra-
le infaller vinkelrdtt mot spegeln. Hur
mycket vrider sig den reflekterade ljus-
stralen om platen stracks 1/20 % i -
riktningen och 1/50 % i y-riktningen?

IR ZR RN

Isec(a) = 1/ cos(cx) . Jfr. csc(a) = 1/ sin(a)

10



Losning: Antag att spegeln vrids
vinkeln «. Da kommer infallan-
de stralens vinkel mot spegelytans
normal bli a och utgaende stréle
far vinkeln —q vilket innebér att
vinkeln mellan infallande och utga-
ende stralar blir 2« (se figur). Ef-
tersom det ror sig om sma téjningar
€z, €y och ddrmed dven sma vinke-
landringar forsummas alla termer

av storleksordningen €2, €2, o? och

x) -y
mindre. Spegelns utstrickning i z-

led respektive i y-led satts till L.

Betrakta spegelns 6vre horn. Hor-
net forskjuts striackan e, L i z-led
och ¢, i y-led. Enligt figuren gél-
ler att forskjutningens projektion
pa spegelytans normal ar

e, L €,L
aﬂL:L_L7
V2 V2

vilket ger spegelns rotationsvinkeln (anvéind tan o ~ « for smé vinklar
@)

1 1 11 _
a= 5(ey —€y) = 50.01(% — %) = —1.5-10"%(rad).

Den efterfragade vinkeln mellan in och utgaende ljusstralar ar

12a] = 3-10"*(rad) ~ 0.017°.

Repetitionsfragor: Deformation och tojning

1. Vad kallas den vektor som definierar dndringen i en materiepunkts
lage vid en kropps deformation och forflyttning?
2. Vad kallas den relativa avstandséndringen mellan tva materiepunk-

11



ter vid en kropps deformation?

3. Vilken fysikalisk tolkning har ~,,?

4. Vilka samband géller mellan u, v och €., €, och 7,7 Det férutsétts
att deformationerna ar sma.

5. I praktiken &r det svart att méta -+ men relativt 1att att mata e.
Hur kan man utnyttja transformationssambandet for att erhalla den
fullstandiga tojningstensorn genom uppmétning ave i olika riktningar?
6. Hur konstrueras Mohrs cirkel om €, €, och v, ér kdnda?

7. Hur avldses: a) Huvudtojningarnas storlek b) Vinkeln mellan hu-
vudtdjningsaxlarna och xy-axlarna?

8. Vad kénnetecknar huvudtojningsriktningarna avseende skjuvning?
9. Hur och i vilka riktningar uppnas maximal skjuvning i planet?

10. Hur stor ar vinkeln mellan de koordinater som anger huvudtoj-
ningarna respektive maximal skjuvning?

12



2 SPANNING

Spanningar representerar de inre krafter som verkar i en kropp. Kvan-
titativt dr det ett métt pd kraft per ytenhet. Krafterna uppstar som
en reaktion pa yttre krafter, som applicerats pa kroppens ytor eller pa
materien i den. Eftersom kroppen antas bete sig som ett kontinuum &r
dven spanningen kontinuerligt varierande. Den antas vara spanningsfri
om de enda férekommande krafterna &r de som beh6vs for att hélla ihop
kroppen. Sadana krafter kan vara intermolekyléara bindningar, som ex-
empelvis jon-, metall- eller van der Waalsbindningar. Spanningar som
skapats under tillverkningen undantas i allménhet. Spénning och dven
inre spanning anges ofta i SI-enheten for tryck dvs. pascal (Pa), vilket
motsvarar en newton per kvadratmeter. Som exempel géller att 1 MPa
=1 MN/m? = 1 N/mm?.

Figur 5 visar en axiellt belastad langstrickt kropp (en stédng) som
utsétts for dragbelastning eller kompression. Krafterna ér applicera-
de i dndtvérsnittens tyngdpunkter. Kraften &r riktad vinkelrdt mot
tvarsnittet och kan vara en dragkraft om den verkar utat fran planet
(F > 0), eller tryckkraft om den verkar indt mot planet (F' < 0). Tek-
niskt sett representeras belastningen det hér fallet av en skaldr, o, som
dr en genomsnittlig spanning som verkar pa varje tvirsnitt i stangen.

(29)

F
o=
Spanningen, o, kallas normalspdnning och uppstér férutom vid axi-
ell belastning ocksa vid bojning, hydrostatisk kompression, som mem-
branspanning i tryckbelastade karl etc. I en axiellt belastad stang &r
spanningen relativt jamnt férdelad i stdngens tvarsnitt pa nagot av-
stand fran stangens &ndar. Narmare dndarna varierar spdnningen mer
i tvirsnittet (se fig. 5). Om tvérsnittsytan ar liten, dvs. om sténgen
dr smal ar stangen till storsta delen homogent belastad vilket gor det
praktiskt att anvinda uttrycket (29), som ett métt pa spanningen. I
en grov stang, med en lingd av samma storleksordning som tvérsnit-
tets linjara dimensioner, kan spdnningen inte antas vara homogen. Vid
bdjning av en stang, &r ena sidan stréckt och den andra komprimerad,
vilket resulterar i savél axiella dragspanningar som axiella tryckspan-
ningar i varje tvérsnitt. I ett typiskt tryckkarl, dar ett inre évertryck
tojer karlvaggarna, uppstar en dragbelastande normalspanning i karl-

13



Figur 5: Enaxligt belastad stdng med konstant tvarsnitt. Nira d&nden
ar spanningsfordelningen paverkad av hur kraften F applicerats. Ett
stycke in motsvarande nagra ganger tvarsnittets linjéra utstriackning ar
spanningen o i princip jimnt fordelad i hela tvérsnittet och o = F/A,
dar A ar tvarsnittsytan.

vaggens tvarsnitt.

Aven skjuvspénningar férekommer i belastade kroppar. Dessa re-
presenterar krafter som ligger i ytans eller tvarsnittsytans plan sa som
kraften T' i fig. 6 visar. Om spénningstillstdndet &r rimligt konstant
kan det vara praktiskt att definiera d&ven skjuvspanningar som ett me-
delvérde enligt féljande:

T=—. (30)

Skjuvspanningar uppstar exempelvis vid vridning och i allménhet &ven
vid bojning och i generella belastningsfall. Nar det uppstar mer &n en
typ av spanning som exempelvis vid béjning och skjuvning, knackning,
vridning och tryck, beskrivs spanningstillstandet av fler spanningskom-
ponenter. Vidare ar spanningar i regel inte jamnt férdelade 6ver tvar-
snittet av en kropp. Mer eller mindre skiljer sig spanningen i en given
punkt fran den genomsnittliga spanningen i tvarsnittet. Det ar dérfor
ofta nodvéandigt att definiera spanningen i en punkt snarare &n som
ett medelvérde i ett omrade i kroppen. Enligt Cauchy, antas spanning-
en kontinuerlig och representerad av nio spanningskomponenter, varav
tre &r normalspanningar och sex ar skjuvspanningar. De kan uttryckas
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Figur 6: Ett prisma belastat av skjuvkraften T" erhéller en genomsnitt-
lig skjuvspanning 7 = T'/A Eftersom skjuvspianningen forsvinner pa de
fria 6ver- och underytorna blir spdnningen aldrig homogent férdelad
som i fallet med enaxlig dragbelastning.

som en andra ordningens tensor och kallas Cauchys spénningstensor.
Det foljer av detta att transformationen av spdnningskomponenterna
i olika riktningar f6ljer samma lagar som téjningskomponenterna och
kan t ex representeras grafiskt av Mohrs cirkel.

Vidare, enligt principen om rérelsemingdens bevarande, galler att
om en kropp ar i statisk jamvikt uppfyller spdnningstensorns kompo-
nenter jaimviktsekvationer i varje del av kroppen. Aven att summan av
alla krafter och moment som verkar pa varje del av kroppen é&r noll,
vilket, som kommer att visas, leder till slutsatsen att spanningsten-
sorn ar symmetri Det far till f6ljd att spanningstensorn endast har sex
oberoende spanningskomponenter stéllet for de ursprungliga nio.

Fasta material, vatskor och gaser motstar spanningar i olika om-
fattning. Vétskor under langsam rorelse ger efter for skjuvspanningar
sa att de skjuvspédnningar som uppstar ér forsumbara. Viskosa vatskor
kan delvis motsta skjuvspénning medan fasta kroppar kan motsta ba-
de normalspénning och skjuvspénning, &ven om det finns en Gvre grans
for hur stora spanningar som kan uppnas for varje givet material.

Bestdmningen av den inre fordelningen av spédnningar i en struktur
kallas spanningsanalys. For att bestdmma férdelningen av spénning i
en struktur, maste man lésa ett randviardesproblem, dvs. en ordinér
eller partiell differentialekvation med givna randvillkor. Dessa &ar for-
skjutningar och krafter pa strukturens begrédnsningsytor. Spannings-
analysen forenklas om de fysiska dimensionerna och foérdelningen av
laster tillater att strukturen kan behandlas som en- eller tvidimensio-
nell.
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Som ett alternativ till en analytisk berdkning kan spanningar be-
stdmmas som datorbaserade approximationer. Flera numeriska meto-
der har utvecklats for att 16sa randvardesproblem sasom finita element-
, finita differens-, och finita volymmetoder vid vilka for-skjutningarna
approximeras av styckvis linjéra, kvadratiska, kubiska etc. enkla funk-
tioner. Vidare finns kollokationsmetoder, randelementmetoder etc. som
baseras pa konform avbildning eller superposition av elementéra 16s-
ningar for punktkrafter eller dislokationer. Analytiska losningar pa slu-
ten form kan erhéllas for flera enkla geometrier, materialsamband och
randvillkor och &ven fér asymptotiska tillstand som i nérheten av horn,
sprickspetsar, ndra punktkrafter, dislokationer, punktformade varme-
kéallor etc. Ofta kan komplicerade materialsamband behandlas i sam-
band med asymptotiska tillstand.

Definition av spanning

Betrakta ett verkligt eller tdnkt snitt som delar en belastad kropp.
Kroppen antas vara i jaimvikt. For att kompensera den obalans i be-
lastning som uppstar pa grund av snittet, appliceras en utbredd kraft
6ver ytan som ger en ekvivalent mekanisk paverkan pa den betraktade
delen. Lat oss inféra basvektorerna e,, €, och e, i respektive koordi-
natrikning. Spénningen i en yta ges som ett gransviarde av den totala
kraften S(x,y, 2) = €,S.(z, vy, z)+e,Sy(x,y, z)+e.S.(x,y, z), som ver-
kar i ett snitt i allménhet. Véljer vi sérskilt i tur och ordning ytor med
normalen i z-, y- respektive z-led erhaller vi Cauchys definition pa de
kartesiska spanningskomponenterna i punkten. Fig. 7 visar belastning-
en pé en yta med den utatriktade normalen i z-led. Normalspdnningen
i ytan definieras som ett grénsvirde fér normalkraften riktad ut fran
ytan

T éIS(.’E, Y, Z)
o0 = i T RA (31
och skjuvspanningarna definieras som
_ : éyg(l'v Y, Z)
Toy = 0 T RA (32)
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Figur 7: Spdnningskomponenter i en yta med den utatriktade normalen
i z-riktning. Resultantspinningen S delas upp i spinningskomponen-
terna oy, Tzy och 7., som i en yta med normalriktning i z-led, som
héar ar komposanter i z, y respektive z-riktning.

och

7ZS ) )
roe = lim 3@ 9:7)

AASO AA (33)

P& samma sitt erhélls spanningskomponenterna oy, Tya, Tyz, 0z, Tza
och 7., for ytor med normalriktning i y- respektive z-riktning. Totalt
blir det nio spanningskomponenter. I ett plant fall reduceras antalet
spanningskomponenter till fyra, o, 0y, Ty, Tzy. Kraftjdmvikt uppfylls
av ovanstaende eftersom spanningskomponenter i ytor med utatriktade
normaler i negativ z-, y- och z—riktning &r lika stora och motriktade
de som definieras for ytor med normaler i motsvarande positiva rikt-
ningar sa som visas i fig. 8. Figuren visar de spdnningar som verkar
pa en kub som &r sa liten att den kan antas befinna sig i ett homo-
gent spénningstillstind. Uppenbarligen ar kuben i kraftjamvikt. For
att dven momentjamvikt skall vara uppfylld méaste spanningskompo-
nenterna vara symmetriska sa som vi ser av foljande: Antag att kuben
har sidan a. Direkt fran fig. 9, som beskriver den betraktade kubens
sida i z-y planet med z-riktning ut ur figurens plan, erhélls féljande
moment taget med avseende pa det nedre vénstra hornet (markerat *)

a

5T +baryy) =0. (34)

b b
M, = abry, + ibay + gaom - (gbay +
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a)

Figur 8: Spénningskomponenter i tre dimensioner. a) De synliga ytorna
har utatgaende normarer i z-, y- och z-led. b) Baksidans ytor har utat-
gaende normaler i negativ z-, y- och z-led. P4 varje yta representerar
tre spdnningkomponenterna krafter i x-, y- och z-led.

Oy
Tya
b
Oy Tzy
l a a T%
O’I

Tay b -

s
M. <—

Figur 9: Momentjéamvikt, som stélls upp runt punkten * visar att 7., =

Tyx-
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Tay| S .
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Yy = Tay
0 o
)
T

Figur 10: Spanningskomponenter i tva olika koordinatsystem x’-y’ och
z-y. Koordinataxeln z’ har vridits vinkeln # moturs fran z-axeln.

Resultatet visar att
Tyr — Toy = 0. (35)

For z-z och y-z planen genomférs enkelt samma analys som visar att
samma sak géller for skjuvspanningskomponenterna éven i dessa plan.
Det visar att ordningen pa skjuvspadnningarnas index ar irrelevant, dvs.
vad som &r kraftriktning och normalriktning blir f6r objekt som é&r i
jamvikt. Saledes aterstdr 6 oberoende spanningskomponenter o, oy,
O, Tyzs Twz OCh Tz i punkten och for tvadimensionella (plana) fall
aterstar 3 oberoende spénningskomponenter, s som o, o, och 7., for
z-y planet. Spanningskomponenterna ger tillsammans en entydig be-
skrivning av spanningstillstdndet i en punkt. Spanningar som verkar
pa plan med utatriktade normaler i godtyckliga riktningar kan berék-
nas om man iakttar att jamviktsvillkoret alltid maste vara uppfyllt.
Betrakta fig. 10. For spanningar i -y planet giller om man summerar
krafter i 2’-axelns riktning (se fig. 10) att

02rb — sin 67,4b cos 0 — cos 0o ,bcos O — cos 07, bsin

—sinfo,bsingd = 0. (36)

vilket ger

O = 0y cOSZ 0 + oy sin? 0 + 27,y sinf cos b . (37)
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jus

Byte av vinkeln 0 mot 6 + 7, dvs. efter moturs rotation 90° av hypo-
tenusan i fig. 10, ger spanningskomponenten o,/ enligt fdljande

oy = 0y sin® 0 + o, cos? 0 — 27, sinf cos . (38)
Summering av krafter i y/-riktning ger pa samma sitt

Tory = ngx sin 260 + 74, cos 26 . (39)

Motsvarande transformationssamband kan héarledas for spdnningskom-
ponenterna i x-z och i y-z planen.

Spanningstensorn

Vid jamforelse av (37) till (39) och (13), (14) och (17) kan man no-
tera en analogi mellan téjningarna (e, €y, 572y) och spénning-arna
(0g, 0y, Tay). Allmént géller att samtliga tojningskomponenter (e, €,,
€ys 5Vyzs %’ym, %%y) och spanningskomponenterna (o, 0y, 0., Tyz, Toz,
Tzy) fOljer samma lagar for transformation. Bada &r sa kallade ten-
sorer av andra ordningen. Dessa ar en grupp av fysiska objekt med
specifika transformationsegenskaper i rummet. Skaldrer och vektorer
tillhér gruppen och ar tensorer av nollte respektive forsta ordningen.
Som bekant paverkas skaldrer inte av koordinattransformationer. Dit
hor temperatur, tryck p = —(o, + 0y +0.), medeltojning (e, +¢€, +e€;)
etc. Om vektorer vet vi att de transformeras fran ett koordinatsy-
stem z-y till ett x’-y’ som &ar vridet vinkeln 6 i riktning fran z-axeln
mot y-axeln i samma plan enligt foljande f,» = f; cosf + f,sin@ och
fy = —fzsinf + f, cosf. Alla tensorer av forsta ordningen, dvs. vek-
torer transformeras pa samma sitt oavsett om det géller vindriktning,
forskjutningar, temperaturgradienter eller ndgot annat. Likasa trans-
formeras tensorer av andra ordningen, tredje ordningen osv. som ex-
empelvis spanningar, resistivitet, friktionskoefficienter, mm. pa ett sétt
som &r gemensamt for alla tensorer som tillhér samma ordning. Alla
tensorer, oavsett ordning, &ér fysiska kvantiteter och ar som sadana obe-
roende av vilket koordinatsystem som anvénds. Samtidigt beror kom-
ponenterna i tensorn pa orienteringen av det valda koordinatsystemet.
I stallet for att ange tensorers komponenter i ett givet koordinatsystem
kan de, som fysisk kvantitet, beskrivas med hjélp av en uppsattning
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invarianter. En sddan uppséttning ar tensorns egenvarden t.ex. huvud-
tojningar eller huvudspénningar som beskrivs harnést.

Huvudspanningar och huvudspanningsriktningar

I analogi med det som géller for t6jningstensorn finns fér spanningsten-
sorn genom varje punkt i en belastad kropp atminstone tre sa kallade
huvudplan, dar all spdnning har samma riktning som normalriktning-
en, dvs. alla skjuvspédnningskomponenter forsvinner. Spédnningarna i de
tre planen kallas huvudspanningar. Planens normaler, som bildar tre
ortogonala riktningar, kallas huvudspénningsriktningar.

I ett plan, lat oss sdga z-y planet berdknas riktning och storlek
pa huvudspanningarna pa motsvarande sdtt som huvudtdjningar och
huvudtojningsriktningar. Bytet o, — €, 0y — €, och 27,y — 74y
i samband for tojningstensorer ger motsvarande samband for span-
ningar. Vidare géller naturligtvis alla generella slutsatser for tojnings-
tensorn, om relationer mellan riktningar fér maximala och minimala
komponenter, maximal skjuvkomponent etc. samt relationer mellan
komponentvirden dven for spanningstensorn.

Salunda dr huvudspénningsriktningarna tva i intervallet 0 < 6<27.
Vinkeln moturs mellan z-axeln och en huvudspanningsriktning a ges
av

1 2
a = - arctan —— % (40)
2 Og — Oy

Funktionen arctan ar m/2 periodisk och man kan darfér konstatera att
vinkeln till nésta huvudspanningsriktning ar « 4+ 7/2. Spinningarna i
dessa riktningar, dvs. huvudspidnningarna ges beteckningarna o; och
o2 och de berdknas enligt f6ljande

. 1
o1 = % + 5\/(0m —0,)2 + 472, . (41)

Ofta véljs o1 som den storsta huvudspénningen.

Mohrs cirkel for spanningar

Man kan ta hjalp av Mohrs cirkel for analys av alla andra ordningens
tensorer. For en tensor med komponenterna (o4, 0y, Toy) ges Mohrs
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a) fysiskt plan b) spanningsplan

Figur 11: Mohrs cirkel fér analys av spanningar. a) visar det fysiska
planet b) visar ett plan for normalspanning o resp. skjuvspénning 7.
Vinkeln ar 6 mellan z—y riktningarna och 1-2 riktningarna i det fysiska
planet.

cirkel genom omskrivning av (37) och (38) enligt foljande

o1+ 02

Og = —5— — Rcos 20, (42)
o, = # + Rcos 20 (43)
och
Toy = Rsin26 , (44)
o1 — 0| =AY
dir R = 2521 = (‘7’”2%) + 72,. Jamfér med resultatet (22) till

(24) for tensorn (e, €, 2Yay).

Spanningskomponenterna i z-y planet representeras av en cirkel i
ett o, 7 plan enligt fig. 11 . Cirkelns centrum ligger i (%,0) och
radien dr R. Man kan notera att maximal skjuvspénning ar

1
Tmax = R= 5‘01 - 0'2‘7 (45)

samt att den uppnds i plan som vridit vinkeln +7 frdn huvudspéan-
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ningsriktningarna dvs. vid

™ 1 27, 0
B=a 1 = 5 arctan - ) (46)

Vidare ligger alltid minsta huvudspéanningen i rat vinkel mot riktningen
for den storsta huvudspanningen. I plan med storsta skjuvspanning &r
normalspanningarna lika stora.

Ovrigt som man kan observera med hjilp av Mohrs cirkel giillande
andra ordningens tensorer kan studeras i avsnittet for tojningar.

Effektivspanningar

Hittills ar inget sagt om belastningens storlek och signifikans. Om be-
lastningen blir for stor riskerar man att det uppstar sprickor eller plas-
tisk deformation. Det forstndmnda kallas brott och det sker i sproda
material och det sistndmnda, som &ven bendmns plasticering, sker i
mjuka material. Med mjuk avses i sammanhanget att materialet er-
héller permanent deformation vid hog belastning. Material som deg,
lera, bly och jarn &r mjuka vid rumstemperatur. Hirdning anvands for
att gbra materialet hardare i olika grad. Flera material blir harda vid
laga temperaturer. Harda material kan motsta hogre spdnningar utan
att fa permanenta deformationer. Vid hoga belastningar okar emel-
lertid risken for brott, dvs. att det bildas en spricka som propagerar
genom materialet. Olika skaldra spanningsmatt anviands for att bedo-
ma risk for brott respektive plasticering. Brottrisk bedéms ofta med
utgdngspunkt fran stora normalspanningar. Initiering av sprickor sker
i det huvudspénningsplan som ger den storsta huvudspénningen. Ett
villkor for att sprickor inte skall initieras kan skrivas

(01,2,3)maw <0B, (47)

dér 01,23 ar de tre huvudspénningarna och op uppmétts vid ett expe-
riment.

For mjuka material géller att plasticering skall undvikas. For det
kravs ett skaldrt matt pa belastningens storlek, en effektivspanning
0e. Vid materialprovning jamfors effektivspanningen med ett uppmétt
varde péa effektivspanningen vid begynnande plasticering, den sa kal-
lade flytspénningen og. Framst tva sidtt anvinds for att definiera en
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effektivspédnning som ger goda resultat och som &r rimligt oberoende
av det specifika spanningstillstandet, som t ex dragning, ren skjuvning,
blandat tillstand etc. De tva méatten bendmns effektivspanning enligt
Tresca och dito enligt von Mises. Trescas effektivspénning baseras pa
antagandet att det dr skjuvspédnningar som é&r drivkraften vid plastisk
deformation. Effektivspénning enligt Trescas hypotes (skjuvspannings-
hypotesen) definieras som maximal skjuvspanning eller storsta skillna-
den i mellan huvudspénningar enligt,

Tresca: ¢ = Tiaz = (|01 — 02|, |01 — 03|, |02 — 03| ) maz- (48)

En annan hypotes som foreslagits av von Mises, baseras pa observatio-
nen att hydrostatiska spanningar enbart ger en homogen kompression
och darmed ingen forméndring. von Mises effektivspdnning definieras
som

von Mises: o, = %\/(01 —03)2 4 (01 —03)2 4 (02 — 03)% =

=\/02+0l+ 02— 0,0, — 0,0, —0y0. +3(72, + 72, +72,). (49)
Denna effektivspanning uttrycker det arbete som &stadkommer for-

mandring.
Villkoret som stélls pa spanningarna skrivs

Oe < O . (50)
Vid lika eller hogre belastning uppstar plastisk deformation.

Jamvikt

I statiken staller man normalt upp jamviktsekvationer for krafter och
moment. Nér vi beaktar spanningar sasom definierade i en punkt leder
jamvikt till ett differentialsamband. Lat oss betrakta ett ratblock fran
z-axeln som fig. 12 visar. Summering av samtliga krafter i positiv x-led
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g *’ano'i_AyT
A LS.
—

Ox(xovy) Uw(xo+Axay)
< Ay T E
Twy (xoa y) AI I— Txy (IO * Ax7 y)

-
Tay (T, Yo) \L oy(z,yo)

Figur 12: Jamvikt i ett kontinuum

ger

AyAzoy(z, + Ax,y, 2) — AyAzo,(T,,y, 2)+
+ATAzT,y (2, Yo + Ay, 2) — AxAz7yy (2, Yo, 2)+
+AxAmiz(xa Y, %o + AZ) - AmAmi(% Y, ZO) = (51)

— Aﬂ?AyAZ Uz(ﬂio'i‘A%ngz—Um(xmy»z) +

Tacy(rvyo+Ava)_Twy(zvymz) Tmz(fvy»za""Az)_Tmz(zvyvzo) _
+ Ay + Az =0.

Om Az, Ay and Az gar mot noll erhalls ett gransvérde enligt féljande,

lim

Az, Ay,Az—0

{Ux(xo + Axvya Z) - Ux(%:% Z)
+
Ax

sz(xﬂ Yo + Ay7 Z) B Txy(fy Yo, Z) +
Ay

Tzz(xv Y, 2o + Az) - Tzz($7 Y, Zo)
Az

Beaktas jamvikt for krafter i y-led och z-led erhalls totalt tre jamvikt-
sekvationer. Forekommer kroppskrafter far dessa lov att laggas till s&

Doy | OTyy | OTyn
}_ dr Oy 0z =0.(52)
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att féljande jamviktsekvationer erhélls:

Doy 0Ty 0Tz —
G gt X =0
Ft+ G+ e +Y =0, (53)

OTzz OTy- ol _
ox + oy + 0z +Z_O’

dar X, Y, Z ar kroppskrafter per volymsenhet i x-, y- respektive z-led.

Exempel
0;’=|00N/mm"

Pa ytan av en belastad kropp Txf BONomin?

verkar spédnningarna enligt

figuren. Bestdm a) Ox

huvudspénningarna, b) deras <—~l T—% a
riktningar, ¢) max skjuvspanning i " G =1 bON/femm
x — y planet d) effektivspidnningen e

enligt deviationsarbets- och X —
skjuvspdnningshypoteserna %) \],0'.3

Losning: Mohrs cirkel ritas upp sa
som figur a) visar. Cirkelns radie
enligt (FS:8) ar

2
Oy — O
R:\/< 2 y) Ty

vilket &ven framgar direkt av figuren.

160 — 100 >
R—\/<60200> + 802 = 85.4N/mm’

a) Vi ser ocksa att huvudspénningarna (o7 och o9 tillika 0,4, och
Omin 1 © — y planet) &r

o1 = 130 + 85.4 = 215.4N/mm*

26



och
0y =130 — 85.4 = 44.5N/mm”.

Den tredje huvudspénningen &r normalspanningen ut frén x — y
planet o3 = o, = 0.

b) Vinkeln fran z-axeln till en huvudspanningsriktning ar (FS:9)

1 80
= —arctan — ~ 34.7° or — 145.3°.
a = 7 arctan o5 or

Vinkeln till den andra huvudspénningen ar a+90° = 124.7° or —55.3°.
¢) Radien ger storsta skjuvspanningen i zy-planet (FS:8)

Tey,maz = 1 = 85.4 N/mm”.

d) Effectivspanning enligt von Mises bestdms av FS:11

e = J5\/(01 = 02)? + 07 + 03 = 196.9N/mm”

Effektivspanning enligt Trescas hypotes ér identisk med dubbla maxi-
mala skjuvspanningen i punkten. Enligtf FS:12

e = (o1 — 02|, |01 — 03], |02 — 03] )maz = 215.4N/mm2

Repetitionsfragor: Spanning

1. Redogor for beteckningskonventionen fér normal- och skjuvspén-
ningar. Hur ar skjuvspanningen 7., riktad och i vilken eller vilka plan
verkar den? Samma foér o7

2. Skjuvspanningen T, representerar kraft i y-led per ytenhet i en
ytan med normalriktning i z-led medan 7, representerar kraft i z-led
per ytenhet i en ytan med normalriktning i y-led. Hur stor ar kvoten
Toy/Tyz!

3. Vad krivs av en fysikalisk storhetsgrupp for att den som ¢,, €, och
Yay skall fa kallas tensor?
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3. Vad karakteriserar ett huvudspéanningsplan?

4. Var verkar den maximala skjuvspanningen? Hur beriknas den?

5. Vad géller vid plan spanning?

6. I hur ménga riktningar kan (minst) man konstatera man har en hu-
vudspanning? vad &r vinkeldelningen mellan dessa?

7. En obelastad yta &r som bekant fri fran belastning. Vilka slutsatser
om spanningstillstdndet pa en sddan yta kan dras av detta?

9. Jamfor effektivspanning enligt von Mises respektive enligt Tresca for
ett enaxligt tillstand (endast o, # 0), respektive ett rent hydrostatiskt
tillstand (endast o, = 0, = 0, # 0).

10. Vilka &r jamviktsekvationerna foér ett kontinuum. Ange speciellt
vad som géller vid plana tillstand i  — y planet, dvs nar g = 0.

z
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3 KONSTITUTIVA SAMBAND

1678 tillkdnnagav laboratoriekuratorn vid Royal Society of London,
Robert Hooke, att han 18 ar tidigare gjort upptickten att manga ma-
terial som belastas erhaller en deformation som &r proportionell mot
belastningen. Hooke hemligholl upptéckten, som flera andra samtida
forskare (Huygens, Galileo), for att kunna dra fordel av sin kunskap.
E. Mariotte som publicerade liknande upptéckter 1680 férklarade hur
de balkar som studerats av Galileo motstod tvirgéende belastningar.
James Bernoulli angav 1705 att det korrekta sittet att beskriva de-
formation var att rédkna med kraft per ytenhet, dvs. spdnning, som
funktion av foérlangning per langdenhet, dvs. t6jning. Hans brors stu-
dent Leonhard Euler foreslog bland mycket annat, ett linjart samband
mellan spanning och tojning pé formen o = Fe, dar koefficienten E
kallas elasticitetsmodulen.

Under tidigt 1800-tal utvecklades tva teorier parallellt, en baserad
pa kontinuumidealiseringen och en som baserades pa en uppfattning av
materien som uppbyggd av partiklar. Det senare ledde till uppfattning-
en att material beskrivs av en enda materialparameter. Den tvarkon-
traktion som blir féljden av en tOjning e harleddes, som en konsekvens
av att attraktionskrafterna mellan partikelpar beskrivs av ett central-
féilt, till €/4. Overensstdmmelsen med experimentella observationer var
délig och darfér kom det mesta av den efterféljande utvecklingen att
bygga pa kontinuummekanik. Kvantkemin har de senaste decennierna
kommit en bit p& végen till forstaelsen for hur monokristalina mate-
rial uppfor sig och berdkningar av elastiska materialparametrar som
baserats fysikaliska grundprinciper har resulterat i realistiska resultat.
Framgangarna dock &nnu sé lange begrénsade till enkla materialstruk-
turer.

For bestdmning av olika materials hallfasthetsegenskaper utnyttjar
man olika standardiserade prov. Det viktigaste av dessa &ar dragprov,
som utfors i en dragprovmaskin. Vid provet méts dragkraft och for-
laingning kontinuerligt. Vidare méts den diameterminskning som blir
foljden av dragningen.

Figur 13 visar dragprovkurvor for tva olika stéltyper. For bada
typerna startar dragningen med en snabbt 6kande spanning som med
god approximation kan anses vara en linjar funktion av tOjningen.
Under denna del dr materialet elastiskt, dvs. forloppet ar reversibelt
och vid en avlastning atergar kroppen till sin ursprungliga form. Om
forlangningen okar efter den elastiska fasen planar den erforderliga

29



e ! >
il g

Figur 13: Dragprov a) stal, b) mjukt kolstal. Kurvan har av visuella
skil en 6verdrivet 1ag lutning i den inledande elastiska fasen (o < o)

belastningen ut. Kurvans lutning under denna fas &r 0.0001 till 0.02
av lutningen under den inledande elastiska fasen. Materialet erhaller
under denna fas en permanent forlingning som inte &terhdmtas vid
avlastning. I normalfallet ser en dragprovkurva ut som i fig. 13a men
for exempelvis mjukt stal, fig. 13b uppvisar kurvan en serie plotsliga
spanningsvariationer vid begynnande olinjar eller plastisk deformation.
Dislokationer ar en kristallin defekt, som studeras i fast tillstandets
fysik. Fig. 14 visar en kantdislokation. Den plastiska deformationen &r
kopplad till rorelse hos dessa dislokationer och férekomst av kol el-
ler andra fororeningar i metallen som forhindrar initiering av disloka-
tionsrorelserna och ger darfor en temporart forhojd spanning (se Fig.
13b). Efterhand som plasticiteten sprider sig i provstaven forsvinner de
plotsliga spédnningsvariationerna. Plastisk deformation som sker genom
dislokationsrorelse forsiggar utan att materialets volym &ndras.

Linjart elastiskt material

I dragprovets linjara del, dvs. for spanningar under strackgréansen, ra-
der proportionalitet mellan spénningar och téjningar. Om vi infor ett
ratvinkligt koordinatsystem (z,y, z) med z-axeln utefter provstavens
axel blir normalspénningen i ett snitt vinkelrdtt mot z-axeln o, i ett
snitt vinkelrdtt mot y-axeln o, och i ett snitt vinkelrdtt mot z-axeln
0. Normaltojningarna i motsvarande riktningar ér €., €, och €.

Foljande samband géller for isotropa linjara elastiska material vid
enaxlig belastning i x-led

€z =0, /F

€y =€, =—voy/FE, (54)
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Figur 14: Tva bilder av en kristallstruktur med en dislokation. I a) visas
skjuvspanningar pa delens fyra sidor. Om skjuvspéanningen &r tillrack-
ligt stor kommer en atom forflytta sig i den krokta pilens riktning och
bilda ett intakt atomplan med det trunkerade inkldmda atomplanet
vilket gor att dislokationen forskjutits at hoger. For varje dislokation
som passerar genom kristallen fran vénster till hoger forflyttas kri-
stallens 6vre del ett atomplan at véanster. Fig. b) visar de involverade
atomplanen.

dar v ar Poissons tal, eller tvarkontraktionstalet. Isotrop betyder att
materialets egenskaper &r lika i alla riktningar. Tojningar €, erhalls
fran provstavens langdéndring och €, och €, erhlls fran den uppmaétta
diameterminskningen som sker under dragprovet. Med kénd belastning
i z-led kan elasticitetsmodulen, F, och Poissons tal v beridknas enligt
(54).

Vidare rader proportionalitet mellan skjuvning och skjuvtojning
enligt

Yoy = sz/G » (55)

dir G bendmns skjuvmodulen. Aven denna kan métas upp vid ett sér-
skillt prov men den kan &ven berdknas fran elasticitetsmodulen och
Poissons tal s som visas under nésta rubrik. Elastiska materialdata
hittar man t ex via wikipedia. Det kan vara bra att veta att elastici-
tetsmodulen heter “modulus of elasticity” alternativt Young’s modulus
pa engelska och Poisons tal gar under bendmningen “Poisson’s ratio”
pa samma sprak. Pa svenska kallas Poisons tal ibland tvarkontrations-
talet.
Genomfors ovanstaende for enaxlig belastning i - och z-riktningarna
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vd/2
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Figur 15: a) T6jning och skjuvning vid enaxlig dragning. Den ursprung-
ligen ratvinkliga triangelns spetsiga horn ar 45° (heldragen). b) betrak-
telse av den i a) inringade delen

erhalls sambandet mellan spédnningar och téjningar genom superposi-
tion av resultatet som beskrivs med (54). Det ger Hookes pa generali-
serad lag:

€o =50, — 4(0y+0.), Yy = %Tyz ’
€y = ?Uy — %(Uz + Uw) sy Yzz = ?Twz ) (56)
€, =10, — %(0'30 + Uy) s Yoy = GTay -

Alternativt kan spanningar uttryckas som funktion av téjningar som
eralls efter invertering av (56) enligt,

Oy = 7(1+V)§1_2y) (1 —v)es +v(ey+e2)], Ty = Gyys,
[(1 - V)Ey + V(EZ + Em)] ) Trz = G'Yzm (57)

Oy = Ao (1=20)
R L .
[(1—v)e, +vies +ey)], Tuy = GYay-

92 = @v)(1—20)

Skjuvmodulen ges av G = ﬁ En hérledning av sambandet ges i
nasta avsnitt,

Samband mellan G, F och v

En lingdéndring av hypotenusan enligt fig. 15 kan skrivas med hjilp
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av den enaxliga dragningens tojningar och med hjalp av skjuvning som
infaller 45° mot dragriktningen. Det framgar av figuren att

2(%d) = ed + ved, (58)

vilket ger
vy=¢€(l4+v), (59)

med beteckningar enligt fig. 15. Vid enaxlig dragning géller enligt (56)
att 0 = Fe och 7 = G~. Vidare enligt (45) géller att o = 27 déro &r
dragspénningen och 7 ar skjuvspanningan i ett plan med normalrikning
i 45° mot dragriktningen, dvs. den maximala dragspanningen. Det ger,

T o 2T
— :E(l—i—y),. (60)

Harur identifieras sambandet

E
G = 21 +v) " (61

Trots att alla tre materialparametrarna E, v och G anvénds tillsam-
mans ir sdledes antalet oberoende elastiska konstanter endast tva for
ett isotropt linjart elastiskt material pd grund av sambandet (61). Som
alternativ till £, v och G anvénds ibland den sk. bulkmodulen K och
Lamés konstanter (eng. Lamé parameters), p och A. Endast tva &r
oberoende och elastisk analys kan baseras pa ett godtyckligt par av de
namnda parametrarna utom paret G och p eftersom dessa ar identiska

(G =p)
Plan spanning, plan deformation, enaxlig spanning.

Det allménna spanningstillstandet i tre dimensioner kan ofta approx-
imeras som tva dimensionella tillstand. Ett sddant &r plan spdnning
som bland annat upptrader i ndrheten av obelastade ytor. Tillstandet
kénnetecknas av att

Oz = Tgz = Tyz = 0, (62)
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déar koordinatsystemet ar valt sa att tillstandets plan ar xz-y planet.
Kravet (62) gor att €, kan elimineras fran Hookes lag som forenklas
till,

€r = i(o—m _ Vo-y) , Oy = 7(1—El/2) [&‘I + ny] :
ey =gploy—vor) och oy = 5[y +vedl, (63)
_ 1
’me — é’rxy ) TJ:y = G’wa

Ett annat plant tillstand ar plan deformation som upptrader néar sto-
ra variationer av spénningarna i planet dr sa stora att motsvarande
variationer av tojningar tvérs planet inte tillats av geometriska skal.
Tvarkontraktion och skjuvning tvars planet forhindras. Franvaron av
dessa tOjningar gor att spdnningarna i planet 6kar. Sddana situationer
uppstar t.ex. i ndrheten av spanningskoncentrationer som exempelvis
i omradet runt koncentrerade krafter, sprickspetsar och dislokationer.
Tillstandet kdnnetecknas av att

ou Ov

_ = — = = 4

9 — 55 0, w=0 (64)
vilket enligt (11) medfor att

€z = Vaz = Vyz = 0. (65)

Nu kan o, kan elimineras fran Hookes lag som i detta fall forenklas
till,

2
£y = 1—52[% — “a,), Oy = 7(1“);1_21/) (1 —v)es +vey],
ey =1 loy — 150x] och 0y = a1 - v)ey +vedl,
Yoy = GTay- Tey = G’wa

(66)
I bland kan spannings- och tojningstillstdndet med god approxima-
tion antas vara enaxligt. Det leder till ytterligare forenklingar. Salunda
medfor enaxlig spanning att

Oy =0, = Tpy = Tgs =Ty, =0. (67)
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Som vi sett forut reduceras Hookes lag till o, = Ee,. Det ar viktigt att
observera att enaxlig spanning och enaxlig tojning &r olika tillstand.
Enaxlig t6jning medfor att

eyzez:')/wy:"/zz:’yyz:o« (68)
Direkt fran (66) far man o, = %sm. Namnaren i sambandet

mellan spanning och téjning begransar Poissons tal till —1 < v < 1/2.
Material vars Poissons tal ndrmar sig den undre eller den 6vre gransen
nirmar sig ett material som ar omdjligt att deformera. Material med
Poissons tal utanfér grénserna uppfyller inte termodynamikens lagar.
Sadana material existerar inte i sinnevérden.

Begréansning till plana fall underldttar spanningsanalysen, genom
att allminna Iosningar kan formuleras som tre eller fyra oberoende
harmoniska funktioner, dvs. 16sningar till Laplaces ekvation (se ex-
empelvis Y. C. Fung, Foundations of Solid Mechanics, Prentice-Hall,
1965). Exakta analytiska losningar ger flera fordelar bl.a. for att man
far en direkt forstaelse for hur och i vilka kombinationer olika paramet-
rar fran last, geometri och material paverkar resultatet. Vidare &r det
alltid i alla typer av numeriska berdkningar nédvandigt att kontrollera
resultatet med hjilp av analytiska resultat for forenklade geometrier
eller férenklade materialmodeller. Nér det giller asymptotiska analyser
for exempelvis ett omrade néra en spricka, dislokation eller t.ex. vid
overgangar mellan olika randvillkor ar analytiska metoder oslagbara
och det ar ofta mojligt att finna asymptotiskt korrekta losningar.
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Exempel

I ett stag AB har en forspdnning uppkommit
efter nedkylning. Spanningen betecknas o,.
P& avstandet L, fran 6évre dnden pa staget
angriper en kraft P i riktning mot B. Vid
vilket virde pa P blir stagets undre del
spanningslos?

Losning: Den 6vre stdngen dragbelastas av en
okénd kraft S;. For att mittpunkten skall vara
i jamvikt méaste den nedre stangen belastas av
dragkraften S; — P.

Kraften S; kan inte bestdmmas enbart med
hjalp av jamviktssamband. Det kravs ett de-
formationssamband vilket i det foreliggan-
de fallet géller mittpunktens forskjutning. Pa
grund av infastningarna A och B maéste den
ovre stangens forlangning vara sa mycket som
den undre stangen forkortas. Foérlangningen §
av den Gvre stangen ges av (FS:22)

. SlLl

) EA "’

AT

v/ iz -1

L,
E,#L
77 "F
4|TA
A
)
; L{ 4‘\1'
: 5.1
%# ] B | | B
b T
C 1\61'?

och den undre stangen trycks foljaktligen ihop —d vilket ges av

(S1— P)Ls

0= T EaA

Annulering av § ger sambandet

L

Si=—""—P.
'L+ Ly

(69)

Innan lasten ldggs dit ar, enligt uppgift, spdnningen i den undre stang-
en 0,. Lasten ensam maste dérfor astadkomma en lika stor tryckspén-
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ning for att den undre stangen skall bli spanningsfri, dvs.

S1-P_
A - o

Inséttning av (69) ger

_Eil
9= A\ + L, '

Om kraften dr minst P = 09 A(1+ f—f) blir det undre staget obelastat.

Repetitionsfragor: Linjir elasticitet och plasticitet

1. Vad ar Poissons tal (v) ett uttryck for?

2. Hur stort och hur litet kan det vara i ett isotropt material i teorin
och i praktiken?

3. Vilka elastiska konstanter behovs for att beskriva ett linjart, iso-
tropt, elastiskt material?

4. Vilka oberoende par duger som materialparametrar vid elastisk ana-
lys av isotropa material (E, v, G, K, u och \)?

5. Var géller plant spanningstillstand och plant t6jningstillstand avse-
ende spannings och tojningsambanden?

6. Vad kan ségas om huvudspénningssnitten i en vatska?

7. Vad ar en dislokation, vilken typ av deformation kan den upphov
till?

8. Hur sker denna deformation?

9. Vad skiljer elastisk deformation fran och plastisk deformation?

10. Hur paverkas volymen vid plastisk deformation?

Viscoelasticitet.

Den linjara elasticitetsteorin kan inte tillampas pa problem med sto-
ra elastiska tojningar eller material som paverkas av hastigheten med
vilken tojningarna uppstar. Den klassiska teorin for linjar elasticitet
behandlar beteendet hos elastiska fasta material som erhéller smé t6j-
ningar. Spénningen &r direkt proportionell mot tojningen men obe-
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roende hur snabbt belastningen applicerades, och t6jningen atervinns
helt néar belastningen tas bort. Material som kan studeras med hjalp
av klassisk linjar elastisk teori kallas linjéra elastiska material. For sa-
dana material dr det linjira forhallandet mellan spénning och t&jning
endast giltigt i ett visst tojningsintervall. For ett stort antal fasta ma-
terial 4r sambandet mellan spanning och t6jning olinjart &ven for sma
pakanningar.

Skélet till att den linjéra teorin haft framgangar ar att generella
konstruktionsmaterial tal stora belastningar innan de uppvisar anting-
en plastisk deformation eller spricker. Emellertid har exempelvis po-
lymera material ett olinjart elastiskt beteende Gver ett langt bredare
spektrum och den utbredda anvindningen av naturgummi och liknan-
de material motiverar att man beaktar stora tojningar, tojningshastig-
hetsberoende och olinjara material.

Wilhelm Weber observerade 1835 att en belastad silkestrad inte
bara gav en omedelbar forlangning, utan dven att férlangningen vid
bibehallen belastning 6kade med tiden. Den hér typen av viskoelastisk
respons ar sarskilt markbar i polymera fasta material men férekommer
mer eller mindre i alla typer av material. I allménhet om materia-
let atertar sin ursprungliga konfiguration betecknas materialuppféran-
det som viskoelastiskt, men beteckningen anvénds ocksa i fall dar den
ursprungliga konfigurationen inte helt atertas. Bland dem som haft
stort inflytande pa utvecklingen av en viskoelastisk teori kan Green,
Piola och Kirchhoff ndmnas. I slutet av 1800-talet utvecklade Lud-
wig Boltzmann en bérande teori for linjara viskoelastiska material.
Bendmningen “linjara” motiveras av att teorin medger att deforma-
tionshistorien berdknas som den summerade effekten av sma stegvisa
forandringar av belastningen som skett under passerad tid. En stor-
re forstaelse for de fysiska effekterna av olinjart materialuppforande
tillampade pa enkla problem som vridning och b&jning, skapades av
den brittisk-amerikanske ingenjoéren och matematikern Rivlin pa 1940-
och 1950-talet.

For visko-elastiska material vid enaxlig belastning ges ett samband
mellan t6jning € och spanning o och deras tidsderivatoré, 4, &, &, €, ¢
etc. Enkla element som kan inkluderas i en viskoelastisk modell ar linjar
elasticitet (fig. 16a)

o = Fe, (70)
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dér F ar en elastisk modul och linjar viskositet (fig. 16b)
o =ne, (71)

dér n ar en viskocitetsparameter. Modellerna anvénds i kombination
for att simulera mer komplicerade konstitutiva samband. Bland dessa
kan ndmnas Kelvin eller Voigtmaterial med en viskos del parallellt med
en elastisk del (se fig. 17a) for vilket

o =né+ Ee, (72)

och Maxwellmaterial som bestar av en viskos del som é&r i serie med en
elastisk del (se fig. 18b)

. 0 0o

€= + . (73)
Genom att kombinera olika element parallellt eller i serie uppkommer
en stor variation av materialsamband som involverar hogre tidsderava-
tor &n i (72) och (73). Det gor det mojligt att modellera méanga olika
material. Man kan se att Maxwellmaterialet beskriver en krypeffekt
dvs det som Weber observerat {or silkestradar. Magic Putty (en poly-
meriserad silikongel som de flesta stiftat bekantskap med som barn)
samt glas och stal vid hoga temperaturer dr exempel pa andra ma-
terial som uppvisar krypbeteende och sk efterelastiskt beteende som
Kelvin-Voigt material. Det ar en vanlig missuppfattning att glas som
ar amorft kryper nar det belastas av enbart gravitationen och att de-
formationen blir mérkbar under en tidsperiod pa nagra hundra ar. Pa
sa satt skulle antika fonsters nedre del skulle vara métbart tjockare &n
de 6vre delarna. Sanningen &ar att glas inte deformeras mérkbart ens i
tidskalor av storleksordningen jordens alder.

Viskoelastiska material ar dissipativa vilket betyder att all rorel-

P P T
a) € b) 5

Figur 16: a) Elastiskt element, b) viskost element
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Figur 17: Kelvin-Voigt material

E n
TN

Figur 18: Maxwellmaterial

se avstannar om inte energi tillférs utifran. Snabbast avstannar rorel-
ser som representeras av den konstitutiva differentialekvationen termer
med hoga tidsderivation. I manga fall begrdnsas intresset till fortva-
righetstillstind som da kan férenklas genom att man endast beaktar

3

termer med légst tidsderivator, inklusive oderiverade termer.

Exempel

1. Materialbeteendet hos en
stang ar pafallande olinjart.
Man har funnit att den reo-
logiska modellen i figuren ger
en godtagbar beskrivning med
materialkonstanterna &r E =
16000 N/mm?, n; = 16 - 10'°
Ns/mm? och 7, = 1 - 101
Ns/mm?. Stingen belastas av
en konstant spanning enligt di-
agrammet. Hur stor forutsigs
den kvarvarande tojningen i
stangen vara nar lang tid forflu-
tit?
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Losning: Under tiden som lasten ligger pa okar tojningen e i den
viskosa delen 72. Denna t0jning paverkas inte av avlastningen.
T6jningen i den parallellkopplade delen 6kar under
belastningsintervallet men den atergéar nér lasten avligsnas. Det
giller att o = 19és (FS:18) vilket ger

g
€r = —T,
12

dir o = 20 N/mm? och 7 = 180 - 24 - 3600s dvs

20

= WlSO -24 - 3600 = 0.0311.

€2

2. Ett ror av ett material som an-

vands vid forhojd temperatur har n

egenskaper, som beskrivs av ma- E,

terialmodellen i figuren, dar F; = g E aq
1

350 kN/mm?, By = 195 kN/mm?
och 7 = 3-10'3 Ns/mm?. Roren har

en tvirsnittsarea pd 1000 mm?.

Till vilken kraft maste man férspénna bultarna for att dragkraften i
dem efter 2 ar inte skall understiga 150 kN? Man kan anta att
underlaget, som bultarna spénns emot, ar styvt och att alltsa
bultarnas deformation ej fordndras under de tva aren.

Losning: Tojningen delas mellan den parallellkopplade delen och ett
ensamt elastiskt element. Ett viskost och ett elastiskt element tar
upp spanningarna oj och o9 sé att o1 = né; och oy = Fep. For det
ensamma elastiska elementet géller att 0 = Fea (se FS:17 och 18).
Det géller &ven att 0 = 01 + 02 och € = €1 4 €5. Den forsta ekvationen
ger o = 7761 —+ E161 = 77(6 — 62) -+ E1(6 — 62)

=1n(é—6/Ey) + E1(e — 0/Esy) vilket efter uppsnyggning ger

Ey +E1cr . BB

o+ = Fyé + €.
n
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Lat Laplacetransformen av spénningarna o(t) vara S(s) = L{c} (s)
och dito av tojningarna €(t) vara E(s) = L {e} (s). Differentialekvatio-
nen i Laplacetransformerad for skrivs da

E]_ +E2 E1E2

sS(s) — o (0) + 7

S(s) = E[sE(s) — €(0)] +

E(s),

se tabell i FS. Om vi 16ser ut E(s) och beaktar att ¢(0) = 0 och ¢(0) =0
erhalls

1 ns + E1 + E2
E(s) = ———=S(s
Partialbraksuppdelning ger
S(s) = ns+E,  FEye,  (ns+Eyi+Ey E, »
ns+Ei+FEs s ns+F1+FEy ns+ E;+ Es

XEQGO E 1 1 E2
= 60 -_—_— =
s 2 s sns+ Ey+ Es

ElEQEO 1 E2 1
= |-+ =—5)
Ey+Ey \s  Eis+(Er+E)/n
I transformtabellerna hittar vi stegfunktionen H (¢ — 7) med Laplace-
transformen exp(—7s)/s. Véljer vi 7 = 0 far vi E(s) = ¢,/s, dér ¢, ar

initiell t6jning som laggs pa vid ¢t = 0. Foéljande erhalls

1

m = exp(—tE1/n)H(t)

och aven

L”%zH@
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Vilket direkt ger den resulterande spanningen

ot) = ELE (

= BB (1 B el + E2>/n>) H(1)

£y

Vid tiden t=0 géller att 0(0) = E2¢(0) = Eqe, (FS:17). Satt 0(0) = o,
minsta tillatna spanning efter t, = 2 ar satt till g,,;,. Vi far

(El + EQ)Umin

_ = 198 N/mm”.
Ey + Eyexp(—to(E1 + E2)/n) /

Oo

Kraften blir o, ggr tviirsnittsytan A = 1000 mm? dvs bultarna maste
forspannas med kraften 198 kN.

Repetitionsfragor: Viskoelasticitet

1. Vad ar ett viskolelastiskt material?

2. Vad kan sidgas om huvudspénningssnitten i en vatska?

3. Hur konstrueras en differentialekvation fér en materialmodell som
bestar av viskésa och elastiska element?

4. Hur behandlas diskontinuerliga spénningar och téjningar?

5. Vilken roll spelar d& hogre derivator?

6. Repetera hur man finner partikulédrlosningar fér nagra vanliga “ho-
gerled”, t.ex. t, t2, H(t), ddr t &r tiden

7. Vilken roll spelar flerfaldigt tidsderiverade termer for fortvarighets-
tillstand?
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4 TILLAMPNINGAR

1700 och 1800-talen var en period d& manga grundldggande elastiska
l6sningar togs fram och anvéndes for att forklara observerade fenomen
och fick tekniska tillimpningar. Enaxling dragning klarlades av Jacob
Bernoulli i en uppsats fran 1705.

I samma uppsats foreslog han att krokningen av en balk var pro-
portionell mot bojmomentet. Efter forarbeten av Jacobs bror Johan
Bernoulli och Charles Augustin de Coulomb presenterade under mit-
ten av 1700-talet, Johan Bernoullis student Leohardt Euler och Johans
son Daniel Bernoulli flera analyser av svingande balkar, instabilitet hos
stravor mm.

Efter att Augustin Louis Cauchy i mitten av 1800-talet formulerade
en elasticitetsteori s som vi kidnner den i dag fick vridning en adekvat
behandling av Jean Claude Barré de Saint-Venant.

Enaxlig dragning

Figur 19 visar en slank stang med méattligt varierande tvérsnitt. Krafter
som striacker stangen ar applicerade i &ndtvarsnittens tyngdpunkter.
Krafterna ar riktade vinkelrdt mot tvarsnittet. Tvarsnittsytans linjara
dimension antas vara liten i forhallande till stdngens langd sa att det
kan antas att spanningarna i praktiken dr konstanta i tvirsnittet. Att
tvarsnittsytan A(z) varierar lings stangen péaverkar de axiella spéan-
ningarna. Eftersom kraftjamvikten i stangens riktning, i z-led, maste
upprétthéllas erhalls féljande samband,

o(x + Ax)A(x + Azx) —o(x)A(z) + X (v + EAx)Axr =0, (74)

dar X (x) ar kroppskraft per ldngdenhet. Vardet pa £ ar okdnt men &r
i intervallet 0 < £ < 1. Berdkning av gransvérdet for infinitesimalt Az
ger

o(x + Azx)A(x + Azx) — o(x) A(x)
Az—0 Ax

+ X (x4 ¢A) =
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Figur 19: Enaxlig spdnning i stang med ldngden Az och varierande
tvarsnitt. Stangen belastas av dndkrafter F'(z) ocg yttre masskrafter
X (x). Forskjutning i z-led ar u(x).

Tillimpning av Hookes lag samt eliminering av ¢, enligt (11) ger

2 [B)Al) -u(r)] + X () =0, (76)

Vid franvaro av kroppskrafter (X = 0) erhélls

d du

—FA— =0, 7
de  dx (77)
och efter integrering erhalls
du
FA— = 78
dl’ 1, ( )

dér konstanten ¢; uppenbarligen ar identisk med den belastande kraf-
ten F. For en stang, dir stangens striacker sig fran x = a till x = b, far
man

T
1
= —_— 2 < .
u(z) F/a EAdx, dir a<z<b (79)

Om material och tvérsnitt ar konstanta lings stangen erhalls som ti-
digare

F .
u(z) = u(a) + ﬂ(ﬂc —a) dar a<z<b (80)
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Uppenbarligen ar forskjutningarna linjara funktioner av x om tvérsnitt
och materialegenskaper éar konstanta vilket ofta ar fallet. Stangens to-
tala forlangning ¢ blir da

FL

dér 0 = u(b) — u(a) och L =b— a.

Exempel

e Y

b

1 En jdmntjock stang med langden L,
arean A, elsticitetsmodulen E och
tyngden G ar fast i ett tak enligt figur. 2

Vad blir dess forlangning a) under den NV\ L/E A
egna tyngden b) under inverkan av 't‘ﬂ"%d(}
egna tyngden jamte en yttre kraft G i
fria 4nden s& som figuren visar? J, G

B\ |Les

7

Losning: Kraft per langdenhet &ar L
X = G/L. Differentialekvationen for il
enaxlig dragning (FS:21) ger da X

A.

A [ pgdu + G _ 0, (82) L kmft/e.
dx dx L X_ G
L

med randvillkoren ges av att 6vre dnden ar fast och den undre &nden
ar obelastad. Randvillkoren formuleras for u = u(x). For fall a)
innebér det att

LJ

w(0)=0 och o(L)=FEu(L)=0, (83)

dér o(z) ar spanningen i tvarsnittet pd avstandet = fran infastningen.
For fall b) ar belastningen i den undre dnden det som ges av den
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yttre kraften G, dvs. foljande

u(0) =0 och o(L) = Ee(L) = Eu/(L) =

Integrering tva ganger av (82) ger forst

u'(z) = —LEAsc—i—Cl

och sedan

G 22
TTEA D + Cix + Cy

u =

Randvillkoren for fall a) ger

G
Cl:ﬂ och 02207

och for fall b)

2G
Cl = ﬂ och 02 =0.

Forskjutningen blir séledes

u:%(l—%)% fall &)

och

u:%@—%)% fall b).

I den nedre anden far vi forskjutningen (jfr. FS:22)

GL . _ 3GL
U= gt for fall a) och U= e

=@

)

for fall b) .

(84)
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Repetitionsfragor: Enaxlig dragning

1. Vad X (z) i den differentialekvationen for enaxlig dragning? Ange
dven dimension.

2. Ange X (x) om kroppskraften dr pg, dir p ar mterialets densitet och
g ar gravitationskonstanten.

3. Vad ar randvillkoret vi fast inspanning?

4. Vilket fysikalisk storhet anges av derivatan v’(z) t ex i &nden av en
stang som belastas av en kraft F'?

Vridning

Vridning avser att ett foremal vrids pa grund av ett palagt yttre vri-
dande moment som belastar tvirsnitt som &r vinkelrdta mot vridmo-
mentets axel. For axlar med likformig cirkulér tvérsektion eller ihdliga
cirkulédra axlar med konstant viggtjocklek uppstéar skjuvspanning for
att materialet motsétter sig vridningen. Skjuvspénningen ar vinkelrat
mot ortsvektorn som utgar fran ett vridningscentrum. Projektionen av
tvarsnittet pa ett plan som &r vinkelrdt mot vridningsaxeln dr konstant.

For icke-cirkulara tvarsnitt kompliceras analysen av att tvarsnitten
vélvs under vridningen. de Saint-Venant var den som lyckades forklara
betydelsen de forskjutningar av tvarsnittet som leder till vdlvningen.
Det som foljer hér ar resultat for allménna cylindrar med konstant
vaggtjocklek samt nagra speciella fall som baseras pa Saint-Venants
teori for vridning av axlar med allménna tvarsnitt.

For en vriden cylinder (se fig. 20a) géller enligt figuren foljande
samband mellan skjuvningen + i mantelytan och vridningsvinkeln 6,

vL = 0r, (85)
dar L &r cylinderns langd och 7 &r dess radie. I ett tunnvéggig cylinder
med vaggtjockleken ¢ (se fig. 20b) ar skjuvningen i hela cylindern kon-
stant och de skjuvspanningar 7 som verkar i tvarsnitet ges av Hookes

lag, 7 = G, dar G &r skjuvmodulen enligt (56). Man kan se i fig. 20
att det for jamvikt kravs att

M, =rAr, (86)

48



Figur 20: a) Vridning av en tunnvéggig cylinder. Bilden visar samban-
det mellan skjuvningen 7 och vridningen 6. b) Skjuvspénningar i ett
tvarsnitt.

dar M, ar det applicerade momentet, r ar cylinderns radie och A =
27trt ar tvarsnittsytan. Radien r dr har héavarm for kraften som ges av
At. Det ger momentet

M, = 27rr2t7, (87)

Inséttning av 7 = G i (85) och (87) ger forvridningen av cylindern
enligt

M,L

§— v
G2rr3t (88)

Tvérsnittets geometriska parametrar i ekv. (87) och (88) samlas i tva
generella parametrar, som bendmns tvérsnitets vridmotstand W, och
vridstyvhetens tvirsnittsfaktor K. Den senare ér identisk med det po-
lara yttroghetsmomentet som vi kénner fran statik, dynamik, elektro-
magnetisk faltteori, etc. Ekvationerna (87) och (88) kan generellt skri-
vas

=

(89)

Tmax =

=
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Figur 21: Geometri for en tjockviggig cylinder

och
M,L
0=-—-" 90
=, (90)
om vi for tunnvaggiga cylindrar satter
2 I
W, =2nr<t = §7Td t, (91)
och
3 L 3
K =2t = Zwrd t, (92)

dédr d = 2r &r cylinderns diameter. Produkten GK som samlar tvér-
snittsgeometri och material kallas stangens vridstyvhet.

Losningen for tunnvéiggiga cylindrar utnyttjas nu for harledning
av ett resultat for tjockviggiga cylindrar. En tjockviggig cylinder (fig.
21) kan ses som ett en mingd koncentriska tunnviggiga cylindrar. Man
inser att en sddan méangd som helt fyller den tjockviggiga cylinderns
volym uppfyller jamvikt och ger kontinuerliga forskjutningar éver allt
om andtvérsnitten férvrids samma vinlkel.

Bidraget till momentet fran en del med tjockleken Ar och radien r
ar enligt (88),

AM, = %QWT‘ESAT’, (93)
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Dér 7 &r skjuvspéanningen. Ser man bidraget fran den ringformiga delen
som infinitesimalt och integrerar 6ver hela tvarsnittet far man

0G, (" 0G
M»U = 727'('/@ 7,.3d7,. = Tg(afl — b4) 5 (94)
dér a dr cylinderns innerdiameter och b dess ytterdiameter. Ekv. (94)
ar ekvivalent med ekv (88) forutsatt att vridstyvhetens tvéarsnittsfaktor
skrivs

T

K= Tt =) = Z(at - DY, (95)

[\)

dér d och D &r cylindens inner- respektive ytterdiameter. Den storsta
skjuvspanning, 7,,q., som uppnas i den tjockvaggig cylindern erhalls
via (85) och (56). Kopplingen mellan 7 och 6 gert tjockvégiga cylin-
derns vridmotstand W, enligt

_T
T2

™

W ~ 16D

(a* — b*) (d* — D%). (96)

Vridstyvhetens tvérsnittsfaktor ar identisk med det polédra yttroghets-
momentet enbart for cylindriska rér. For andra tvérsnittssektioner
maste K bestdmmas pa annat satt. For tunnviggiga cylindrar av god-
tycklig form kan man anvinda nagot som kallas skjuvflodesapproxi-
mationen. Vi gar inte in ndrmare pa hérledningen av resultatet med
kan konstatera att det &r asymptotiskt korrekt nar vaggtjockleken gér
mot noll. Fér sammansatta strimlor med konstanta tjocklekar t; och
langderna s; berdknas K som en summa

1 3
K:§Ztisi, (97)

Summeringen utfors for alla strimlor. Enkelt sammanhéngande tunn-
viggiga tvirsnitt med kontinuerligt varierande vaggtjocklek, ¢(s), dér
s ar en koordinat ldngs viggen (se fig. 22a), ar

K = é / t3(s)ds, (98)
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t(s)
Figur 22: a) Allmén enkelt sammanhéngade sektion, b) dito hélsektion.

Vridmotstandet ar i bada fallen (97) och (98)
Wy = K/tmaz - (99)

Hér ar ¢4, ar den storsta forekommande viaggtjockleken.

En tunnviggig hélsektion som bestar av strimlor med konstanta
tjocklekar t; och respektive lingder s; har vristyvhetens tvérsnittsfak-
tor

K =4A%/ [Z(si /ti)} . (100)

Halsektioner med kontinuerligt varierande vaggtjocklek ¢(s) enligt fig.
22b ges av

K =4A?%/ {56(1/t(s))ds} =4A%/ [yg t?ﬁ . (101)

Symbolen § betyder att integrationen foretas lings koordinaten s, ut-
med halsektions alla delar. Halets yta &r A. Vridmotstandet ar i bada
fallen

dér t,,;, dr den minsta forekommande viggtjockleken.

For de flesta allménna tvarsnitt finns det inga kénda exakta 16s-
ningar fér W, och K. Finita element analyser (FEA) kan da vara
den bésta metoden for att berdkna de differentialekvationer som styr
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K(z) K(z + Ax)

X T+ Ax

Figur 23: En allmén axel som belastas av moment M, (z) och utbrett
moment, H(z), fordelat langs stangen. Vridstyvhetens tvérsnittsfaktor
K = K(z) varierar langs axeln.

tvarsnittsvalvningen och som maéste berdknas for att tvarsnittspara-
metrarna skall kunna bestdmmas.

En allmén 16sning for en vriden stang med varierande tvérsnitt,
varierande materialegenskaper och ett moment som &r férdelat langs
stangen ges av ett differentialsamband enligt f6ljande: Figur 23 visar ett
kort segment Az av en vriden axel. Axeln har ett varierande tvarsnitt
med K = K(z). Vidare antas segmentet vara belastat med ett vridande
moment M, (z) och ett vridande moment per lingdenhet, H(x), som
ar utbrett langs med stangen. D& jamvikt rader géller for moment i
z-led

M,(x + Az) — M, (z) + H(z + {Az)Az =0, (103)

dér 0 < ¢ < 1. Gransvardet for relationen (103) ndrAz blir infinitesi-
mal ar

+H(x) =0, (104)

Forvridningen av ett kort segment med langden Ax (se fig. 24) ges av
(23) och (90) som

M, (z)Ax

A= Gok@

(105)

vilket f6r infinitesmal langd efter inséittning i (104) ger differentialekva-
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Ax

Figur 24: Forvridning av ett kort axelsegment

tionen

d dé
K— | +H= 1
(G ) H =0, (106)

Notera att bade belastning, material och tvérsnitt, dvs. G och K i
det generella fallet ar funktioner av z. Férvridning av en stang med
léingden L och moment, M,, och H = 0, &r

1
0= M, /L cor (107)

Exempel

1. Berdkna hur moment och M M
tvirkraft varierar utefter v

v
stangen i figuren. Berdkna Z —C —< = > Z
7

ocksé maximala forvridningen
fran neutrallaget, 02m — ¥ 4 —
Tmaz = 100 N/mm? och [ L L [

L = 500 mm.

Stangen,som ar av stal, har cirkulért tvarsnitt med diameterna d = 30
mm.

Losning: Stangens delar frildggs. Vid skarvarna dar yttre moment ap-
pliceras frilaggs ett kort segment som figuren visar. Det gors for att
underlédtta jamviktsberakningen. Frildggninen visar att reaktionsmo-
menten i balkens dndar inte kan berdknas med hjilp av jamviktsekva-
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tionerna.

Mv
M MT<y
S R
Forutom att jamvikt géller vet vi att &ndarna mte vrids dvs den
totala forvridningen av alla stdngdelar ar noll. Total forvridning &r
(FS:26)

¢ GK[M+(M Mv) (M_QMv)+(M_MU)+M]:

Stangerna ar utsatta for momenten, (4/5)M,, —(1/5)M,, —(6/5)M
—(1/5)M och (4/5)M, i tur och ordning fran vénster till hoger. Mo-
menten &r konstanta i delarna. Maximalt moment &r (6/5)M. Alla
delar har samma tvéirsnitt sa maximal skjuvspanning blir (FS:24)

| Momaz] 6M, 5
mar — = Mv = ZTmaxVVWov-
7 W, W, g Tmas V-

Forvridningen av ges av momenten enligt f6ljande

ML 4ML
A=K T 56K T ¢°’
dar
M,L
%—GK-

Vridningen varierar linjért mellan snitten i figuren. I enlighet med mo-
menten i respektive del blir nu férvridningarna av 6vriga delar —(1/5),
—(6/5), —(1/5) och 4/5 av ¢, fran vanster till hoger. Total vinkel blir

55



summan av forvridningarna sa att ¢ = (4/5)¢e, d2 = (3/5)ds, d3 =
—(3/5)¢, och ¢4 = —(4/5)p,. I héger och vanster dnde ar vridningen
noll.

Repetitionsfragor: Vridning

1. Vad giller for skjuvspénningsfordelningen i ett tvér- resp. langdsnitt
i ett tunnviggigt ror med cirkulért tvarsnitt som vid vridning?

2. Vad kallas och till vad anvénds storheterna I, K, EI, GK och W,
Wy?

3. Ar formlerna for K och W for ett tunnviggigt rér specialfall av
motsvarande for en allmina tunnviggiga halsektioner?

4. Var i tvarsnittet upptrader storsta skjuvspanningen?

Euler-Bernoullis teori for balkbojning

En balk deformeras och spdnningar utvecklas inuti den nér en tvirgaen-
de belastning appliceras. I en horisontell balk fritt upplagd vid &ndar-
na och belastad nedat i mitten, blir materialet pa éversidan av balken
komprimerat medan materialet pa undersidan stracks. Det uppstar tva
typer av inre spanningar som orsakas av tviargaende belastningar. Des-
sa dr skjuvspénningar parallellt med den tviargaende belastningen plus
skjuvspanningar pa plan vinkelrdta mot lastriktningen samt tryckspéan-
ningar i den 6vre delen av balken och dragspanningar i den undre delen
av balken. De sista tva belastningarna bildar ett motriktat par som &r
lika i storlek och motsatta i riktning. Paret utgor ett b6jmoment som
férhindrar 6kad deformation vilket kénnetecknar en balk som utsétts
fér bojning. Spanningsfordelningen i en balk kan forutsigas ganska
exakt dven nér vissa forenklande antaganden anvands.

Enkel balkb6jning analyseras vanligtvis med Euler-Bernoullis bal-
kekvation. Villkoren for att teorin skall kunna anvéndas ar att 1) balken
ar foremal for ren bojning, vilket innebér att skjuvkraften ar noll och
att inga torsions- eller axiella belastningar forekommer, 2) materialet
ar isotropt, homogent, linjért elastiskt och foljer Hookes lag, 3) balken
dr initialt rak med ett tvérsnitt som ar konstant 6ver hela balkens langd
samt, 4) for att undvika s kallad sned bojning, antas balkktvirsnittet
vara symmetriskt med ett symmetriplan som sammanfaller med planet
fér bojningen.
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a) ' b) X YO

Figur 25: Krokt balk med utbredd last ¢(z) och snittstorheterna mo-
ment M (z) och tvarkraft T'(z). ¢(x) och férskjutningen w(z) definieras
som positiva i z-axelns riktning, dvs. uppat i figuren. For & galler att
0<¢<1

I Euler-Bernoullis teori for slanka balkar &r antagandet att "plana
sektioner forblir plana" avgérande for analysen. Man tar séledes inte
hénsyn till eventuell deformation pa grund av skjuvning av tvarsnitten.

I fig. 25a visas en del av en deformerad balk med lingden Az. Ur
figuren erhalls ett samband mellan férskjutning w i z-led och balkens
krokningsradie R i deformerat tillstand. Om balkens position dr nistan
horisontell, dvs. w’(z) < 1, erhalls

A
w'(z) —w'(z+Ar) = ¢ = R(TZA:U)’

(108)
dér € antar ett varde 0 < £ < 1. Vardet pa £ ar inte kéint men det kom-
mer inte heller att behovas som vi ser i det foljande. Krokningsradien
i en punkt ldngs balken ges som ett gransvéirde enligt

— lim w'(z) —w'(x + Ax) _ _d2w(x) .

R(z) Az—0 Ax dx?

(109)

Det ar latt att inse att balken i fig. 25a &r strackt pa ovansidan och
komprimerad pa undersidan. Fig. 26 visar en kort balksektion som i
odeformerat tillstdnd har langden /. Sektionen &r sa kort att krok-
ningsradien kan betraktas som konstant i hela segmentet. I kroknings-
planet ar z-axeln. For nagot z aterfinns ett plan som varken &r stréckt
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Figur 26: Neutrallagret, som bildas av tvérsnittens tyngdpunkter har
krokningsradien R. z-koordinaten ar vinkelrdt mot neutrallagret déar
z=0.

eller komprimerat, dvs. dar tojningarna €, = 0. Detta plan kallas neut-
rallager och ibland dven neutralplan eller neutralfiber. Utan att forlora
i generalitet kan vi vélja z = 0 i neutrallagret. Plan léngs balken som
befinner sig pa samma avstand fran krokningscentrum kallas fibrer.
Krokningsradien hos neutralagret betecknas med R = R(x). Langden
av neutralplanet vid z = 0 &r R¢ = ¢, vilket ar detsamma som l&ng-
den pa den odeformerade balksektionen, pga. att neutralplanet saknar
tojning. Av det foljer att langden L, av ett deformerat lager ges av

L,=(R+2)¢. (110)
Fore deformationen har samma skikts ldngd varit
l, =Ro. (111)

enligt (3) ar tojningen langs balken siledes

€z, 2) = = . (112)
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Hookes lag ger spénningsférdelningen i balken som

ox(x,2) = Ee, :E%. (113)

Figur 25b visar en balkdel som belastas av en yttre utbredd kraft per
langdenhet ¢ = ¢(z). Tvarkrafter T' och momentet M &r snittstorheter.
Med z-axeln riktad uppat och y-axeln in i béjplanet, i en yta med den
utatriktade normalen i positiv z-led, ar T riktad i positiv z-led och
M vrider runt den positiva y-axeln. I en yta med utatriktad normal
i negativ z-led ar T riktad i negativ z-led och M vrider runt den
negativa y-axeln. For balkens bada dndar géller att T belastar balken
s& att den tippas moturs och M belastar balken sa att den valvs uppat,
dvs. i z-led. Momentjamvikt ar uppfylld om

M(z+ Az) —T(z+ Azx)Ax — M (x) + q(x +§Afc)Am% =0, (114)

dar momenten tagits runt balkénden vid z. Gransvirdet nar Az — 0
ger

M(z + Az) — M(x) _ dM(x)

T =1 11
(@) Avmo Az dz (115)
Vidare innebar kraftjamvikt att
T(z+ Az) + q(x + {Az)Ax —T(z) =0, (116)
vilket for Az — 0 ger
=T A T dr
g(@) = lim L@TADFT@) _ dT(@) (117)

Az—0 Az dzr

De dragspénningar i den 6vre delen av balken och tryckspénningar i
den undre delen av balken som krokts med positiv krokningsradie, s&
som fig. 25 visar, bildar ett motriktat kraftpar som ar lika i storlek och
motsatta i riktning enligt (113). Spanningsfordelningen ger ett bojande
moment som berdknas genom integration 6ver tvirsnittsytan A, enligt

59



féljande

z 1
M:/U;chA:/EEZdA:EIE- (118)
Kombinationen ETI &r balkstyvheten och I &r balkstyvhetens tvar-
snittsfaktor. Man ser att balkstyvhetens tvérsnittsfaktor

I= /22 dA, (119)

som ocksa kédnns igen som tvérsnittets yttroghetsmoment runt y-axeln,
dvs I = I,. For flera geometrier, som rektangulért, triangulért, cirku-
lart etc. tvarsnitt hittar man I enklast i en formelsamling, som TE-
FYMA eller liknande. Resultaten (109), (118), (115) och (117) sam-
manfattas med

dT(z)  d*M(z) & dPw(w)
de da? @El dz? (120)

—q(w)

Ekvationen (120) kallas elastiska linjens ekvation. Den loses med till-
hérande randvillkor, vilka till antalet &r lika med ekvationens ordning.
Eftersom ekvationen loses i ett slutet interval fordelar sig randvillkoren
pa balkens bada dndar. Vidare ges randvillkoren i par som sé kallade
naturliga randvillkor vilka ar M, T ; M,w ; T,w' och w’, w. Kombina-
tionerna M, w’ och T, w ingér inte. De kan naturligtvis anvandas for en
matematisk analys men det later sig knappast realiseras rent praktiskt.
Paret M och T ar dynamiska randvillkor och w och w’ &r kinematiska
randvillkor.

Spéanningen i tvarsnittet ar proportionell mot det palagda bdjmo-
mentet. Fran (113) och (118) erhalls

zM
, = . 121
0= (121)
Vanligtvis skrivs
M
maxr — B 122
7 W (122)
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dér W kallas bojmotstandet. Det kan berdknas som

w— L (123)

Zmaw

och hiamtas fran en lamplig formelsamling.

Exempel

1. Se konsolbalken med kon- q_: QO
stant utbredd last g, vidstaen-
de figur. Berdkna nedbd6jningen
0(x) med hjalp av elastiska lin- =
jens ekvation. /—/El

NN
Q__
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Losning:

ar

7
a4 — _Q(‘T) = qo, go
dx /
2 v y
se F'S:30. Vi foljer formelsam- Z ——— X
! -~ —
lingens teckenkonvention (fig. i =~
FS) g(X) ~
T=qgx+C
dm
— =T =qx+C
dz
22
M = oy +Czx+ D
Randvillkor:
{ T=0forx=L =C=—q,L
.. L2
M=0forz=L =D=q5%
Vilket ger
x? L?
M = QO? - QOLx + QO7

Anvind elastiska linjens ekvation (FS:30, 31)

Pw M
dz2 ~ EI’
d*w x? L?
EI@ = oy + oL — Qo5 -
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FE1I ar oberoende av .

Eli—: = _q0%3 —&-qoLx; - qo%QJH—A.
Elw = —qo;r—i —l—qOLi%3 —qo%gxz +Az+ B.
Randvillkor:
{ w(z)=0f6rza=0 =A=0
w=0f6rxz=0 =B=0
Dvs.

i) = vt =715 (7) 5 (2) 1 (1))

sty
2 En trad BD é&r spiand mellan ett fun-
dament och mittpunkten péa en konsol- L FA
balk ABC. Bestdm nedbdjningen vid B
da kraften P paldggs enligt figuren.

ASNNN
|

Losning:
I intervallet 0 < o < L géller M(z) = P(2L —z) — S(L — z).
Elastiska linjens ekvation (FS:30, 31) blir

EIw'"(z) = —P(2L —x) + S(L — z).

Efter integrering

P
Elvw'(z) = —5(2L —x)? + g(L —z)?+C.
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och
P 3 S 3
Elw(z) = —E(QL —x)° + E(L —z)°+Cz+D.
Randvillkor

w(z)=0frz=0 =C=1i5L?—-2PL?
w=0frz=0 = D=3PL*— LSL?

Teckenkonventionen ger att § = —w(L) = —§ = —5&%3 (1-2
Kraften S kan elimineras genom att kraften i linan &r en kénd funkt

av linans forlangning, dvs. § = A Eliminering ger

%)
tio
E

_5PLE 1
= GE7 1. AL
6EI 1+ AL

Repetitionsfragor: Bojning

1. Vad ar medellinjen for en balk?

2. Vilka teckenkonventioner géller for riktning av krokning (1/R), tvér-
kraft (7'), normalkraft (), moment (M), och forskjutning (w)?

3. Kring vilken axel tas yttroghetsmomentet I vid bojning?

4. Hur varierar normalpakénningen o, 6ver balktvarsnittet for en rent
momentbelastad balk?

5. Var i tvarsnittet upptrader storsta normalspénningen?

6. En balk utsitts for visst bojande moment. Kan man minska spén-
ningen i balken genom att cka balkens hojd?

7. En balk ges en viss krokning. Kan man minska spénningen i balken
genom att 6ka balkens hojd?

8. Vad géller for statiskt bestdmda respektive statiskt obestdmda struk-
turer angdende bestdmning av krafter och moment?

9. Hur raknar man hur manga ganger statiskt obestdmd en struktur
ar?

10. Hur manga deformationsvillkor beh6vs fér berdkning av en n-faldigt
statiskt obestdmd struktur?
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5 Owvningar

Deformation

1.1 a) Stangen AB har lingden 1.2m & L

i obelastat tillstand. En yttre last for- §F~____°_o -0
linger stdngen med BB’= 0.2mm. Hur ~[A B

stor blir t6jningen?

b) Vanliga konstruktionsstal klarar téjningar pa nagra fa %o. Berikna
hur manga mm stangen AB kan forlangas om maximal t6jning ar
€max = 2%07?

¢) Hur lang blir stangen om B forflyttas —_
strackan x i en riktning som ar 30° mot Q?:— ~~~~~ 04300
stangens langdaxel? ~EA Lo

d) Hur stor blir tojningen i AB’ nér forskjutningen av B till B’ sker
i 30° mot stangen ursprungliga riktning? Anden A #r ledat fastsatt.
Utga fran att * < 1.2m och foérenkla foregaende svar med hjilp av
Maclaurinutveckling. Hur stort fel ger férenklingen om z = 3mm?

A &
1.2 Sténgerna, AB och BC, ar upphingda UdIA -—///—ﬁv_/\./
vid A resp C samt férenade vid B. Knut-

punkten B forskjutes en striacka A verti-

kalt nedat. Berdkna tojningen i sténger- Lok L
na. Studera speciellt fallen o, = 7/2 samt &0 ﬁc 2
AL L,. 1

B
1.3 Tva sténger ar forenade enligt figur. f A
Berdkna den horisontella resp vertikala Vs

forskjutningen av punkt B, da stidngerna
erhélli‘.c. téjniong?.rn.a €, Tesp €. Ange resul- C L b
tatet for sma tojningar.

AN
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1.4 Berakna tojningarna i stdngerna om knutpunkten B i geometrin i
uppgift 1.1 forskjutes strackan § horisontellt at héger. Spec. om «, =
/2 och om § < L,.

1.5 Fyra likadana stédnger med léngden L, / 74
ar forenade till en konstruktion enligt fig. /// "O<‘7
pa vardera stangen sitter en tradtojnings- Sl
givare. Tradtojningsgivarna ar seriekopp-
lade sa att de méter medeltéjningen hos
stdngerna. Om mittpunkten férs ut i na-
gon riktning stycket A bestdm denna me-
deltojning. Spec. om A < L.

NN

1.6 Berdkna tojningarna i sténgerna om knutpunkten B i uppg. 1.1
belastas av en vertikal kraft 7. Sténgerna antas vara elastiska sa att
vardera stangkraften F' ar proportionell mot respektive stangs forlang-
ning § dvs. F' = k¢. Fjaderkonstanten k antas vara given och lika for
bada stangerna. Berdkna forskjutningen av B. Anvénd att § < L,.

1.7 En 3m lang stalstang som virms 10°C far téjningen € = 10~°. Hur
mycket ldngre blir stangen? Vilken kraft uppstar i stangen om den &r
fastsatt sa att ldngdéndringen férhindras? Stangen som har cirkulért
tvarsnitt med radien 30mm. Fjédderkonstanten k& har uppskattats till
57 x 10"N/mm.

Tojning
2.1 a) Hur definieras tojningskomponenterna e,, €, och 7y, om for-
skjutningarna u(x,y) och v(x,y) ar kinda?

b) P4 en yta uppmétta forskjutningar, u och v i 2- resp. y-led be-
skrivs av foljande uttryck u = (0.822 + 1.5x — 1.1y + 4.2) x 107°
och v = (2.6xy — 3.4x + 0.6) x 10~°. Beriikna z — y planets tdjnings-
komponenter i punkten x = y = 0. Visa med en skiss hur en kvadrat
deformeras i nérheten av x = y = 0.
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c¢) Kvadraten ABCD deformeras till rom-
boiden A’B’CD. Uppskatta storsta och
minsta t6jning genom att méta lampliga
avstand i figuren. Ange &ven uppskattade
véirden pa €, €, och Ygy.

C D
d) Foljande tojningar har uppmétts pa en deformerad struktur: e, = 0,
€y = 0, Yoy = 0.2 X 10~°. Bestim stérsta och minsta téjning i  — y

planet genom att berdkna téjningsmatrisens egenviarden. Jamfor med
uppg. c)

e) Ange vinklarna mellan z-axeln och huvudtdjningarnas normaler ge-
nom att berdkna egenvektorer till tojningsmatrisen i foregaende upp-
gift? Jamfor med uppg. )

2.2 1 vidstaende konstruktion ges de hori-
sontella stdngerna tojningen €, och de ver-
tikala tojningen €,. Vinkeln EFG minskas
~ rad. Bestam ett villkor pa ¢ sa att vink-
larna i ABCD f{orblir riata efter deforma-
tionen. Spec. om €, €, och v < 1.

2.3 Under vilka villkor &r foljande uttryck for férskjutningar och
skjuvning kompatibla?

v = az?y? + bxy? + cz’y

v = ax?y + bxy
Yoy = ax?y + fay + ax® +y

2.4 Vidstaende tojningar har man méatt upp pa en kropp. Tojningstill-
standet far anses vara plant. Bestdm:
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Y
T, =00002

a) Yay
b) huvudtdjningarna

e) deras riktningar

d) maximal skjuvning i planet

&= 0.0005

2.5 For en maskindetalj har man métt upp e, = 0.0002, ¢, = —0.0002
och i 45° mot z-axeln €45 = 0.000346. Berdkna:

a) €1 och €y
b) deras riktningar

2.6 En spegel ar fast vid en me- Apr s~ A
tallplat vinkelratt mot dess yta och
sé att spegelns plan bildar 45° med
béade x- och y-riktningarna. En ljus-
strale infaller vinkelrdtt mot spe-
geln. Hur mycket vrider sig den
reflekterade ljusstralen om pléten
stracks 1/20 % i a-riktningen och
1/50 % i y-riktningen?

(R

%
VRN IENEN'

/
X v v v v

2.7 P4 en plan obelastade ytan av en kropp uppritades en kvadrat
ABCD, nér kroppen var obelastad. Vid belastning uppmaéttes att sidan
AB forlangts 1.10 %o, sidan BC forkortats 0.80 %o och diagonalen AC
inom métnoggrannheten vare sig forléngts eller forkortats. Man 6nskar
nu upprita ett axelkors (tva korsande, mot varandra vinkelrita linjer)
s& beskaffat att andringen av den réta vinkeln vid belastning (samma
belastning som tidigare) blir storre &n for varje annat axelkors. Hur
skall detta axelkors orienteras i forhallande till kvadraten ABCD?

2.8 I en platyta uppméts téjningen noll i tva riktningar 1 och 2 med
60° vinkeldelning. Vilken information om tdjningstillstandet ger detta
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resultat?

2.9 Pa en plan obelastad yta av en kropp uppmaéttes téjningar i 6 olika
riktningar. Man erholl:

0

90 00°
10° 0° 0.122
50° 20° 30° 0.08
60°  —0.02
. 90°  —0.10
o 1200 —0.04
150° 0.06

Vid bearbetning av forsoksresultaten upptécktes att ett av resultaten
troligen var nagot felaktigt. Vilket?

2.10 En kub med sidan a utsittes for
tryck pa tva motstaende sidor och ytor
sa att dessa nidrmar sig varandra styc-
ket §. Det géller § < a och kubens
volym &r antas vara konstant. Hur
stor blir &ndringen av rymddiagonalens
langd?

N A
NN

Spanning

3.1 a) Vad karakteriserar en normalspénning respektive en skjuvspén-
ning?
b) Hur ser spianningsmatrisen i  — y planet? Tag fram en formel {or

matrisens egenvérden.

¢) En upphéngd jamntjock trad belastas enbart av gravitationen. Tra-
den har lingden L, gravitationen &r g, och traden har ett cirkulért
tvarsnitt med diametern ar D. Materialet har densiteten p. Hur varie-

69



rar spanningen i traden med avstandet x fran upphéngningen?

3.2 Pa ytan av en belastad kropp 0,7 1008/ e’

verkar spénningarna enligt figuren. ——— Tyy=80N/mm'!
Bestdm a) huvudspanningarna, b) 0,
deras riktningar, ¢) max skjuvspén- <—-l

(2 ot
ning d) effektivspinningen enligt 0= 60N

.. 1
deviationsarbets- och skjuvspénnings- W
h; n S
ypoteserna T \L%
. Z-100N/mpm®
3.3 Pa ett ytelement av en belastad 0, 71008/ e
- 2
kropp verkar spanningarna enligt fi- — T{)“(’O"’/""“‘

guren. Bestdm a) huvudspénningar- O,
na, b) deras riktningar, ¢) max skjuv- <—~\[
spanning d) effektivspanningen enligt
deviationsarbets- och skjuvspannings-
hypoteserna

—
T 0= 60N/t

{.._———~
/tm \L g,

3.4 En plat utsatts for tre lastsystem, som vart och ett ger upphov till
enaxlig dragning med beloppet 100 N/mm? men verkande i riktnlngar
med 60° vinkeldelning. Bestdm det resulterande spanningstillstandet.

3.5 Ett rombiskt platfilt ABCD &r en-
ligt figuren utsatt for belastningar Py

och P, per liangdenhet varvidP; ver- : _;}
kar parallellt med BC ochP, parallellt A <« x/ = p
med AB. Berékna huvudspénningar- g - !
na i platfiltet. Speciellt far antas att < - -
a = 45° och P/ P, = 1/2. Avuvvev D

A
3.6 Foljande spinningar #r uppmitta: o, = 30 N/mm? | oy = —30

N/mm? och Tzy = 40 N/mm?. Ovriga spinningar ir noll. Kan man
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vrida koordinatsystemet sa att detta spédnningstillstand motsvarar ett
rent skjuvspénningstillstand, dvs sa att av alla spénningar endast 7,7, #
0. Om sa ar fallet ange hur koordinatsystemet skall vridas samt vardet
P& Tyry -

3.7 Pa den fria ytan av en belastad kropp har man uppmétt span-
ningarna o, = 60 N/mm?, o, = 40 N/mm? och 7,, = —30 N/mm?.
Bestam de riktningar for vilka sambanden o = 37 géller.

3.8 Ett torn med massiv cirkulér
tvérsektion bar en massa M.
Diametern strax under massan ar D,,.
Materialet har densiteten p. Hur skall
diametern variera for att variera langs
tornet for att tryckspédnningen skall
vara densamma overallt?

Enaxlig linjar elasiticitet

Y 1/
4.1 En jamntjock stdng med lingden L,
arean A, elasticitetsmodulen E och tyng- ) iy &)
den G ar fast i ett tak enligt figur. Vad blir /
dess forlangning a) under den egna tyng- N 7 L EA
den b) under inverkan av egna tyngden P\ G /
jamte en yttre kraft G i fria inden som ‘t‘j‘"@d LJ
figuren visar? L

16

4.2 En stang med data enligt figuren rote- F/ A YW
rar kring sin mittpunkt med vinkelhastig- "N
heten w rad/s. Bestam stangens langdok- [ Bl
ning pa grund av centrifugalbelastningen, L | n
d& stangmaterialet har tatheten p. T L 7 N i
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4.3 Fran en miljosatellit hanger en fritt svivande trad som anvénds for
att méta solvindens intensitet. Traden laddas av elektroner som gor
att traden forldngs och det stér métningen. Berédkna hur mycket lingre
traden blir och hur stor den storsta spadnningen blir nér kroppskrafterna
X = gz med ¢ = 0.1 uN/m? paverkar trdden. Traden #r hyfsat rak
och L = 8 km lang. Materialet har elasticitetsmodulen F = 4 GPa och
en cirkuldr tvarsnittsyta med diametern 60 pm.

X =qzx

- - - - - - e —— ——— ————

L/2 —_— L/2

4.4 En massiv stympad kon AB med lang-
den L, belastas av en kraft, F'. Stangtvér-
snittet ar cirkuldrt med en varierande dia-
meter D = Dy(2 — ¥) dar z ar avstandet
fran upphéngningen. For att spara materi-
al lanseras idén att gora en lika lang stang
av samma material med konstant diameter
D= %DO. Berakna kvoten mellan forlang-
ningen av stangen med konstant tvarsnitt-
syta och den med varierande tvarsnittsyta.
Man kan bortse fran konens egentyngd.

4.5 Bestam stangkrafterna da kraften P ar
anbringad som figuren visar. Sétt speciellt
a = 30°.
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4.6 T ett stag AB har en forspanning upp-
kommit efter nedkylning. Spanningen be-
tecknas o,. P4 avstandet L fran ovre an-
den pa staget angriper en kraft P i riktning
mot B. Vid vilket viarde pa P blir stagets
undre del spénningslos?

4.7 Tre stallinor, vardera med tvérsnittsa-
rean 10 mm?, skall tillsammans bara en
last pa 1 ton. Linornas lingder i ospént
tillstand &r 9.98, 9.99 och 10.00 m. Bestam
spanningarna i de tre linorna da lasten pa-
lagts E = 2-10% N/mm?

4.8 En stel riatvinklig plattriangel med
tyngden P uppbérs av tre ekvidistanta, pa-
rallella och identiska linor av ett linjart
elastiskt material. Bestdm krafterna i de
tre linorna.
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4.9 Pa ytan av en belastad kropp har
vidstaende tojningar métts upp. Da .
E =2-10° N/mm?, v = 1/3, berikna 4 4> 0.000

611 s 0.0008

a) skjuvningen vy,

) TYmaz i planet E/; OOOOH

c
d) o1 och o2 med riktningar
€) Tmaz 1 punkten

b) €1 och ey
)

4.10 Ett plant deformationstillstind kénnetecknas av e, = 1 - 1073,
€, = 2-107% och 7., = 1-1073. Beriikna effektivspénningen enligt
skjuvspanningshypotesen och enligt deviationsarbetshypotesen. £ =
2-10° N/mm?, v = 0.3.

4.11 Genom métningar pa en konstruktion har man i en punkt pa en
obelastad yta funnit, att t6jningarna i ytans plan i tvd mot varandra
vinkelrita riktningar ar e, = 10~* och €y = 2 107%. T den aktuella
punkten giller dessutom 7,4, = 115 N/mm? samt att en huvudspén-
ning ar positiv och en negativ. Berdkna huvudspanningarnas storlek.
E = 210000 N/mm?, v = 0.3.

4.12 En stel ratvinklig plattriangel med tyngden P uppbérs av tre
ekvidistanta, parallella och fullstdndigt lika tradar. Vilka blir krafterna
i de tre tradarna om materialet har spénningstéjningssambandet € =
(0/0,)N. Studera sirskillt fallet N = 2. (Se figur till uppgift 4.6).

4.13 For att kunna bestamma effektivspanningen (enligt skjuvspén-
ningshypotesen) i en punkt pé en obelastad yta av en kropp méter man
tojningarna i de tvad mot varandra vinkelréta riktningar som man tror
ar huvudtojningsriktningar. Man erhaller €] = 0.25%o, €5 = 0.35%0. Se-
nare inser man att osdkerheten om huvudtdjnings riktningarna ar ratt
stor, och det &r mojligt att man tagit miste pa upp till 20°. Maste man
géra om matningarna om man inte onddigtvis vill introducera storre
fel an 2% pa effektivspidnningen?
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Viskoelasticitet

5.1 Materialbeteendet hos en

stang ar pafallande olinjart. m

Man har funnit att den reo- o
logiska modellen i figuren ger < E — =
en godtagbar beskrivning med

materialkonstanterna dr E = €

16000 N/mm?, n; = 16 - 10*°
Ns/mm? och 7y = 1 - 101
Ns/mm?. Stangen belastas av
en konstant spanning enligt di-
agrammet. Hur stor forutsigs
den kvarvarande tojningen i
stdngen vara nér 1ang tid forflu- 190 t[dmgard
tit?

5.2 En polykarbonatskiva kan be-

skrivas av den reologiska modellen

i figuren, dar materialkonstanterna n E,
ar Ep = 1400 N/mm?, Ey = 2600
N/mm? och n=3 - 10 Ns/mm?. ~ E, -
Skivan utsétts under lang tid for en
konstant deformation. Direkt nér
deformationen

appliceras stiger spdnningen till ett hogt varde som avmattas med ti-
den. Hur mycket har spanningen i materialet sjunkit nar lang tid for-
flutit?

5.3 Ett vibrationsddmpande material enligt figuren med E; = 500
N/mm?, E; = 200 N/mm? och n = 105 Ns/mm? belastas med konstant
spanning. Efter hur lang tid har materialet natt 90 % av sin slutliga
deformation?

G

a —
o a
g 5, a
_._—..%
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5.4 Ett trabekulédrt ben, dvs huvuddelen
E

av ett larben har en efterelastisk effekt vil- e AN
ket betyder att det atertar sin ursprungli-

ga form efter avlastning men med viss tids- —
fordrojning. En enkel modell av materialet " —

ges i figuren.

En belastning pa o, = 20 MPa appliceras under 5 sekunder. Da
har en tojning €; uppstatt och belastningen tas bort. Berdkna €; och
hur lang tid ytterligare det tar innan tojningen minskat till 0.05¢;?
Materialkonstanterna a&r F = 14 GPa, och n = 1.5 GPa s.

5.5 Ett ror av ett material som an-
vands vid forh6jd temperatur har
egenskaper, som beskrivs av ma- E,
terialmodellen i figuren, dar F; = E =
350 kN/mm?, F = 195 kN/mm? y

och n = 3-10* Ns/mm?2. Roren €

har en tvérsnittsarea pa 1000

fQ

mm?. Till vilken kraft maste man férspinna bultarna for att dragkraf-
ten i dem efter 2 ar inte skall understiga 150 kN? Man kan anta att
underlaget, som bultarna spdnns emot, ar styvt och att alltsa bultarnas
deformation ej fordndras under de tva aren.

5.6 Ett olinjart material befinns vid
enaxlig belastning beskrivas hyggligt
av den reologiska modell som visas [ — 2

i figuren. Ange en differentialekvation 9 ) — a
som kan anvindas fér att beskriva

enaxlig dragning. Anvind materialpa- €
rametrar enligt figuren.

5.7 En viskoelastiskt struktur antas beskri-

vas val av en modellmodellen i problem

5.5. Foljande materialkonstanter £ = ¢
5000 N/mm?, n; = 3 -10° Ns/mm? och €

ne = 9 - 10° Ns/mm? har uppmiétts under °

ett experiment. Strukturen belastas av en

konstant t6jning €, = 2 - 1073, Tojningen I~
patvingas med konstant tojningshastighet
fram till tiden 7 = 20 s. Efter det bibehalls

76



konstant t6jning. Vad blir den stérsta spanning som upptrader i struk-
turen?

5.8 Ett Kelvin-material enligt figuren belastas med en spénning o sa
som diagrammet visar. Berdkna t6jningen vid tiden ¢ = 27 om

oo = 500 N/mm? och 7 = 2000 s. Materialet har elasticitetsmodulen
E = 25000 N/mm? och = 1.0 - 10% Ns/mm?.

o
U
0

g a

) <

€ v 17 t
Vridning
6.1 En stang av lingden L ar utsatt M, My
for vridande moment figuren. Bestdm - L ] —
forvridningen om stdngsektionen har <=
de utseenden som visas i figurerna och L
om materialet har skjuvmodulen G. h h
Observera den drastiska skillnaden for
tunnvéggiga ror. r

h&r

6.2 Ett slutet ror har tre olika végg-
tjocklekar enligt figur. Rorets medeldi-
ameter ar 150 mm. Berdkna vridstyv-
hetens tvérsnittsfaktor.
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6.3 En konisk stang med cirkulart tvér-
snitt belastas av ett vridande moment
M. Radien ar 10% mindre i stangens
ytterdnde dvs den har radien R vid in-
fastningen och 0.9R i den belastade yt-
terdnden. Radien varierar linjért mel-
lan stangens dndar. Hur mycket storre
blir

6.4 En till halva sin lingd urborrad
cylindrisk axel &r belastad med ett
vridande moment M,. Berdkna fria
andens forvridning, da 7,4, = 80
N/mm?, G = 80000 N/mm?, d = 20
mm och L = 500 mm.

6.5 Ett cirkuldrt tunnvaggigt ror med
medeldiametern 2a och langden 2L &r
inspant i bagge dndar. Vaggtjockleken
1 den ena halvan av roret ar h, i den
andra 2h. I tvarsnittet beldget pa av-
standet 2L/3 fran den vénstra inspén-
ningen verkar ett yttre vridande mo-
ment M,. Sok forvridningen av detta
tvarsnitt. Skjuvmodulen ar G.

6.6 Upprita diagram, som Visar hur mo-
ment och varierar utefter stangen i fi-
gur. Berdkna ocksa maximala férvridning-
en fran neutralliget, om 7,4, = 100
N/mm? och L = 500 mm. Stangen, som
dr av stal, har cirkulart tvirsnitt med di-
ametern d = 30 mm.
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6 Vaiagledning till 6vningar
Deformation

1.2 Tag reda pa langden, L, av DC efter
deformationen. Anviand att tojningen

e = (L — L,)/L,. Ibland underlittar det att
anvinda L = (1 + €)L,. Studera den rétvinkliga
triangeln ECD med hjélp av pytagoras sats. For
A < L, utveckla i Maclaurinserie. Notera att
(1+2)" =1+ nx+ O(2?). O(x?) ér en restterm.

1.4 Studera trianglarna AED och ECD. For 6 <« L,
utveckla i Maclaurinserie se uppgift 1.1. Studera
exempel 11 kap. 1.

Tojning

2.2 Betrakta GFE som koordinatriktningar = och y
och BAC som koordinatriktningar 2’ — 3. Det
senare koordinatsystemet &r roterat vinkeln ¢.
Beakta att 7, ochy;, dr minskningen av vinkeln
GFE respektive BAC. Anvénd
transformationslagarna for tojningar for att berdkna
Vi FS:T

2.3 Anvénd sambandet mellan forskjutning och skjuvning. FS:4

2.5 Huvudspénningarna ar téjningstensorns egenvéirden. Se FS. Om
den ena huvudriktningen ges av ® + n180° géller att den andra ges
av ® 4+ 90° + n180° (n &r ett godyckligt heltal).

2.8 Rita Mohrs cirkel och finn tva diametrar med vinkelskillnaden
2-60° = 120° for vilka normaltéjningen ar noll. Det ger en relation
mellan huvudtdjningarna eller maximal skjuvning jamfért med nagon
huvudtéjning. Se exvis anvisningar till fig. 4 i kap. 2.
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2.10 Pytagoras sats i 3 dimensioner ger diagonalen /12 + 12 + I2.
Volymen blir I,1,l,. Satt lingderna I; till ursprunglig lingd ggr
(1+¢;) med ¢; som respektive tojning. Maclaurinutveckla volym och
diagonal var for sig for litet 6/a. Férsumma andra ordningens termer.

Spanning

3.5 Beakta triangeln som bildas om en linje dras
vertikalt fran hérnet D upp till linjen BC. Kalla
punkten dir den nya linjen méter BC for E. Infor
0y och T, som belastning pa triangelsidan DE. P,
ersitts, som belastning pa sidan EC, av o, och 7,
som berdknas som funktion av P,. Kraftjamvikt i
x-led ger o,. Jamvikt i y-led kan anvindas for att
kontrollera redan berdknat 7.,.
Spénningskomponenterna o, o, och 7., anvinds
for att berdkna huvudspénningarna.

3.7 Rita upp Mohrs cirkel och ligg in linjen o7, = 37, . Om linjen
skar Mohr’s cirkel pa ett eller tva stéllen har problemet en eller tva
l6sningar. Anvand transformationslagarna (FS:6) for att berdkna

oy ochr,, for en godtycklig riktning. Sitt o}, = 37,,. Skriv om
resulterande ekvation som en andragradsekvation for tan(#). Finn tva
rotter for tan(6).

3.8 Bestdm A(z) = wD(z)?/4. Infor ett tinkt snitt pa avstandet z fran
toppen. Stall upp jamvikt for tvarsnittet genom att integrera fram vo-
lymen ovanfor tvérsnittet. Behandla D(x) som en okénd funktion. De-
rivering uttrycket med avseende pa tvarsnittets lage ger en differentia-
lekvation med en 16sning. Differentialekvationen kraver ett randvillkor
vilket ges av att spanningen i ett tvarsnitt ar kdnd. Vilket?

Elasticitet. Enaxliga tillstand
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4.2 Kraften pa en massa m i cirkuldr bana med radien r ar mw?r (se

TEFYMA eller liknande). Teckna kraft per langdenhet for stangen.
Anvéind differentialekvationen for enaxligt belastad stang (FS:21).

4.5 Se till att stangkrafterna uppfyller jamvikt och att de
stangforlangningar de ger via Hookes lag ar kompatibla med
sambandet mellan forlangningarna i stdngerna (se uppgift 1.1). For
att formulera deformationssambandet och jamvikt kan man anse att
de bigge icke-vertikala stdngerna forblir parallella med sina
respektive utgéngsriktningar.

4.7 Antag att linorna forlangs 6 + 1, 0 respektive § — 1. Beriikna
krafter som funktion av 4. Se till att krafterna &r i jamvikt med given
last.

4.8 Skriv linornas forlangningar som A + 48, A respektive A — 4.
Kraft- och momentjamvikt beaktas (se 4.5). P placeras i triangelns
tyngdpunkt.

4.11 Skissa Mohrs cirkel med hjilp av informationen om huvudspéan-
ningarna. Inkludera tredje huvudspanningen som &r kind eftersom
punkten finns pa kroppens yta. Identifiera 7,,4,. Anvand FS:15 for att
berékna o, + 0, och sedan FS:8 for att berdkna huvudspénningarna.

4.13 Utga fréan att vinkeln ar 20° fel. Antag att de korrekta huvud-
tojningarna ar e; och €. Still upp sambandet som ger de kdnda t6j-
ningarna 20° dérifran dvs € = 0.25%0, ¢4, = 0.35%0. Det ger huvud-
téjningarna. Bestdm skjuvningen -1, och motsvarande skjuvspanning
samt beriikna effektivspanningen for €}, €5 och~v{,. Notera att materia-
lets egenskaper endast kommer in via skjuvmodulen G for den aktuella
effektivspdnnings-hypotesen. Observera att plan spanning rader.
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Viskocitet. Enaxliga tillstand

5.2 Tag fram ett samband mellan t6jning och spénning inklusive deras
tidsderivator. Nar deformationen appliceras direkt analyseras endast
tojningens respektive spanningens hogsta derivata. Fortvarighet
analyseras genom att endast de lagst deriverade termerna beaktas.

5.3 Samma anvisning som for 5.2. I detta fall maste den oreducerade
differentialekvationen l6sas for ¢ > 0.

5.6 Tag fram ett samband mellan t6jning och spénning inklusive
deras ti dsderivator. Man kan se att spdnningen dalar efter ¢ > 7. Los

differentialekvationen fram till ¢ = 7.

5.7 Avgor genom eget resonemang nar storsta spanning uppnar.

Vridning

6.1 ¢ = ]\é}?, K ges av formler i formelsamlingen. Formlerna finns i

stycket efter formel (FS:24).

Mdac

6.3 Anvénd den inkrementella formen av FS26, dvs dyp =

6.4 Den mest péké'mda delen ar den yttersta. Har nas hogsta skjuv-
Spanning Tmaz = W . W, hittar man i FS pa samma stélle som K.
Med M_ v bestamt beraknas ¢ for bada och adderas samman.

6.6 Snitta pa sex stallen. I &ndarna placeras ett moment M,. Forvrid-
ningar berdknas for alla fem delarna. M, bestdms av att summan av
delarnas férvridning skall bli noll. Det ger M, = (4/5)M. Med alla
moment kdnda kan maximal vridning nu berdknas.

Mv
M =<

M
o G M
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6.7 1T fall b: Balkdelen som sitter fast bojs och vrids. Den utvinklade
delen bojs och roteras p g a tidigare ndmnda vridning. Detta ger tre
bidrag till fria &ndens nedbdjning.

Bojning

7.1 Satt 2 = 0 1 den fria dnden. Se att T'(x) ar konstant. Integrera
elastiska linjens ekvation tre ggr for T(x). Randvillkor M (0) = 0,
w(L) =0 och w'(L) = 0.

7.2 Samma som foregdende men hér ar ¢(z) konstant. Versionen av
elastiska linjens ekvation integreras fyra ganger.

7.6 Mellan tva rullar uppfor sig bandet som 2 ggr balken i 6vning 7.1.
Tag randvillkoren vid en rulle som w(0) = 0 och w’(0) = 0. Betrakta
delen som figuren visar. Figuren nedan visar ocksa detaljerna vid en
rulle med avstandet fran rullens mitt till medellinjen vilket ger
nedbdjningen (a +d + h)/2

N\,
R
S

7.8 Sa lange kraften P &r liten ligger en del

av balken platt mot underlaget. Krokningen ?

och ddrmed &ven momentet ar noll néra Q2
kontaktytan. Nar kontaktytan begransas till m ) ’

en linje dvs x = 0 &r férst momentet noll och v } My0O

kontakpunkten bar halva balken. Momentet
okar med 6kande P tills kontaktkraften
férsvunnit.

Moment- och kraftjamvikt tillsammans med olikheterna M > 0
(balken kan inte vélvas uppat) och T' > 0 (nar T = 0 lyfter balken
fran underlaget) ger svaret.
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7.10 Bandet utsétts for dragbelastning och bojning dar
krokningsradien (w”(z) = D/2) &r given. Den sammanlagda
spanningen begransas av strackgriansen. Om f6r tunn blir
dragbelstningen for stor, om f6r tjock blir béjspédnningen for stor.

7.13 Betrakta reaktionskraften fran mittstodet som godtycklig.
Kraftens korreta virde ges av att den skall hdva den nedbdjning som
skulle ha blivit fallet om mittstodet inte fanns.
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6.7 En cylindrisk stav &r sammansatt av
ett ror med ytterradien Ry och innerradi-
en R1 och en stav med radien R;. Frik-
tionen mellan stav och ror ar sa stor att
ingen glidning sker vid vridning av den
sammansatta staven. Bestdm spénningar-
na i ett tvarsnitt av staven da ett vridande
moment M, appliceras. Elasticitetsmodu-
ler och Poissons tal ar enligt figuren.

Bo6jning

7.1 Berékna nedbdjningen under kraften.

7.2 Berikna nedbojningen §(z) med hjilp
av elastiska linjens ekvation.

7.3 En konsolbalk med ldngden L &r be-
lastad med en tyngd P i ytterdnden en-
ligt vanstra figuren, som visar anordning-
en ovanifran. Man vill, av utrymmesskéal
flytta tyngden at sidan, men onskar bibe-
halla samma nedbdjning vid P. Kan detta
astadkommas genom att man sagar av bal-
ken och svetsar ihop de bada delarna i rét
vinkel som visas i den hogra figuren, och i
sa fall, var skall man séga av balken (ange
x)? Balkens tvarsnitt ar cirkulart. Poissons
tal ar v.
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7.4 En rak konsolbalk har konstant
bredd b och variabel héjd h(z) = av/x.
Balken &r utférd av ett material med
tatheten p och elasticitetsmodulen E.
Berédkna nedbojningen vid x = 0 under
inverkan av balkens egen tyngd.

7.5 Beridkna nedbojningen §(z) med hjélp
av elastiska linjens ekvation for en
konsolbalk enligt figuren. En utbredd last
q(x) = qosin(mx/2L) belastar balken,
som har langden L och bojstyvheten EI.

7.6 Ett band av fjaderstal tras mellan rul-
lar med diametern d som &r placerade sa
som figuren visar. L = 20 cm, ¢ = 10 mm,
d = 2 mm. For vilka viarden pa tjockleken

h overskrids inte stréckgransen o, = 960
N/mm?? E = 2-10° N/mm?.

7.7 Tva konsolbalkar med samma bredd
men olika hojder (h och 2h) &r lagda
pa varandra enligt figuren. Hur langt kan
man driva in en kil (hoéjd h, langd ) ut-
an att plasticering uppstar nagonstans?
Balkarna ar av samma material och tal
boj- pakdnningen o, utan att plasticeras.
Spec: L =1 m, ! = 10 cm, h = 40 mm,
E =2-10° N/mm?, o, = 300 N/mm?
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7.8 En rak balk med konstant tvarsnitt lig- p %
ger pa ett horisontellt och stelt underlag.

[ ]
Man lyfter balken med en vertikal kraft P 77////7/ // ST 77X
i vardera dnden. Balkens tyngd ar Q. I vil-

ket intervall ligger P da balkens kontakt TP TP
med underlaget &r reducerad till en linje le/
(z = 0)? Beskriv vad som hénder med bal-

kens krokning vid x = 0 i intervallet for P?

777777777777 7777

7.9 En balk med konstant rektangular sek- P
tion &ar upplagd pa tva stdod och belas-

tad enligt 6vre figuren. Man vill minska

storsta pakédnningen i balken genom att

utfora den enligt den undre figuren, dvs

med linjart varierande hojd, men oférand- P
rad bredd och oférdndrad volym. I vilken

proportion kan storsta panningen minskas

genom en sadan atgdrd? Bortse fran bal-

kens egentyngd.

7.10 En vikt med tyngden P = 16000

N hénger i ett bandstal med bredden 40

mm. Bandstalet, som ar lagt 6ver en skiva

med 2 m diameter (se fig.), har elasticitets-

modulen 200000 N/mm? och strickgrin-

sen 600 N/mm?. For vilka tjocklekar pa h
bandstélet ligger maximipakédnningen un- \1/P ]
der strackgransen? "

7.11 En trdd BD é&r spiand mellan i D

ett fundament och mittpunkten pa en

konsolbalk ABC. Bestdm nedbdjning- A [/ EA

en vid B da kraften P paldggs enligt g é

NS

figuren.
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7.12 En konsolbalk med varierande
bojstyvhet ar belastad av en kraft
s& som figuren visar. Balkens tvér-
snitt ar rektanguldrt med konstant
hoéjd h och linjart varierande bredd
b(x) = boxz/L. Balkens langd &r L.
Bestdam nedbd6jningen vid kraften.
Materialet har elasticitetsmodulen
E.

7.13 En balk med langden 2L é&r
upplagd péa tre stod enligt figur.
Balken &ar belastad med en jamnt
utbredd belastning @. Rita dia-
gram som visar moment och tvér-
kraft.
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7 Svar till 6vningar

Till ndgra uppgifter finns anvisningar, har och i kapitlet fér anvisningar

Deformation

1.1a) e=1.7x10"% D) dnez = 0.24mm, c) § = \/Lg +V3zL, + 22,

d) Maclaurinutv. eap ~ £ ~ 0.00216506, och exakt eap A~

V14 VBe/L, + a2 /L2 ~ 0.00216584. Relativa felet ér 0.04%

12 = /1428 cosay +{£) -1,
o =7/2,e=/1+(£)2 -1
ALK L, €= LAcosozo

1.3 0y = L(gratsss — €acota), o = L

sin o cos o

€A = \/1+2L%sinao—|—(,%)2—1

1.4
— b d.y2
epc = /1 —27-sina, + ()% -1
s s
Qo =T/2, €AB = 1, €BC = — T
6 < Ly, eAB:Lisinao7 eBC:—Lisinao

1.5 For sma deformationer (6 < L,) blir medeltdjningen i andra ord-

. . . 4 2
ningens o approximation: izz‘:l € = sz

Tojning

2.1 a) se FS, b) €, = 1.5 x 107°, ¢, = 0, 7y = —4.5 x 1077, ¢)
€maz ~ 0.114, € & —0.086, ¢, = €, & 0, 7oy & 5= = 0.2, d)
€maz = 0.1 X 1075, €pin = —0.1 x 1075, ¢) X = 41 dvs. vinkeln &r

+45°.
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2.2 tan2¢ = —2

€y —€x

23a=5=%a+b=2%o0chb=1

2.4 ® = 54.2° med riktning enligt figuren

2.5 €1 = —0.0004, €5 = 0.0004 och & = 60° medurs och 30° moturs.
2.6 Ljusstralen vrids 3 - 1074 rad = 0.017°

2.7 Axelkorset liaggs sa att det bildar 40.5° mot AB. Vinkeln vrids i
riktning fran B mot C.

2.8 Huvudtojningarna forhéller sig som -1/3 (alt. -3). Vidare erhélls att
den storsta skjuvningen « dr lika med 4 (alt. 4/3) ggr absolutvérdet
av minsta huvudtéjningen.

2.9 90°— vérdet

2.10 Andringen av rymddiagonalens lingd ér av storleksordningen 6% /a
dvs i de flesta sammanhang férsumbar.

Spanning
3.1c)o=gp(L—x)

3.2 a) o1 = 215.4 N/mm?, 0y = 44.5 N/mm?, 03 = 0 N/mm? | b)
34.7° och —55.3°, ¢) 85.4 N/mm? d) 196.9 N/mm? resp. 215.4 N/mm?
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3.3 a) o0p = —120 N/mm?, g = 80 N/mm? , b) ¢ = 18.4° moturs,
71.6° medurs , ¢) 100 N/mm? d) Deviationshypotesen ger 174 N/mm?
och skjuvspinningshypotesen ger 200 N/mm?

3.4 (A) Teckna var for slg de tre lastsystemens verkan i tva icke-
parallella riktningar. Superponera.
Svar: Man far homogen, radiell dragning.

35012 = %(3 +/5)

3.6 (A) Anvénd Mohrs cirkel.
Svar: Ja, A¢ = 18.4°, 7¢, = 50 N/mm?

3.7 £60°

2
o

3.8 D(z) = D, exp(wgﬁ x)

Elasticitet. Enaxliga tillstand

41a)6 =5k b)s=38%

pw2L3

2

4.3 Forlangning 377 m, storsta spanning 283 MPa erhalls vid = = 0.

4.4 Konstant tvérsnitt ger en vekare stang. Kvoten mellan styvheterna

5. 8
ar 9°

4.5 (A) D4 deformationsvillkoret uppstélls kan man anse att de bégge
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icke-vertikala stédngerna forblir parallella med sina respektive utgangs-
riktningar.

Svar: S; = %, Sy = %

4.6 P =0, A(l + £2)

4.7 (A) Antag att linornas undre foreningspunkt forskjuts ett stycke §
nedat. I och med att alla tojningar kan uttryckas i § far man latt en
kraftekvation som ger totalkraften.

Svar: o = 126 N/mm? (lingsta), o = 326 N/mm? (mellersta) och
o =526 N/mm? (kortaste)

4.851:%752:§0Ch53:§

49 a) Yoy = 6-107%, D) ¢ = 1.84- 1074 &3 = 8.16 - 104, ¢) Yynao i
planet = 6.32107%, d) o7 = 103 N/mm?, 05 = 197 N/mm?, 03 = 0
N/mm? (ty plant spinningstillstind), ¢ = 35.8° som vridning fran
r-axeln mot y-axeln, €) Tyq, 1 punkten = 98.5 N/mm?

4.10 (A) OBS. plant deformationstillstand.

Svar: 01 = 468 N/mm?, 09 = 686 N/mm?, o3 = 346 N/mm?. Enligt
skjuvspanningshypotesen o, ; = 340 N/mm? och enligt deviationsar-
betshypotesen o, 4 = 298 N/mm?

4.11 0y = =70 N/mm?, o9 = 160 N/mm?, o3 = 0 N/mm?
4.12 51 = 0.140P, S, = 0.387P, S3 = 0.473P

4.13 Nya métningar méaste goras. Felet kan vara 6 och 4 % fel for ¢
resp. €9
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Viskoelasticitet. Enaxliga tillstand
5.1 e = 0.0031

5.2 35 %

5.3 23 min

5.4 0.32 s

5.5 108 kN

5.6 ¢+ L= (n% + ni) 6+ Lo,

5.7 Omaz = 28 N/mm? vid t = 20 s

5.8 €5, = 2.58 - 1073

Vridning

6.1 ¢ = Jg“KLdér K antar virdena: a) 2mr3h, b) Q?th‘?

6.2 735 cm*

— ML
6.3 ¢ = 2.48 ML,

6.4 ¢ = TmaI%(l + g—‘;’)é vilket med insatta virden ger ¢ =~ 0.03 rad
~ 1.72°

5 ML
6.5 27 Gra3h
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6.6 Maximal forvridning: % rad =~ 1.6°

J— Gle —_ GQJW“ o . .
6.7 = g NG T2 = aradr, dir mogiller i 0 < r < Ry

och 75 gélleri Ry <7 < Ry

Bojning

pPL?
7.1 SET

72 8(x) = —w(e) = 7 [H(5)' = 55 + ()]

_ L
3=
16gpL>
7490 15Fa?

756 = —w(z) = L {(%)4 (sin(rz/20) — 1) + £ (24 (£)%) — g},

7.6 (A) Vélj ut ett lamligt stycke (langd L/2) och rékna pa detta som
en balk enlig exempel 7.1.
Svar: Om h < 4 mm

7.7 70 mm

<P<

3
oo
IN'a)
ol

7.9 Storsta pakénningen reduceras till hélften

7.10 (A) Spénningen beror bla pé att bandet béjs runt cylindern.

94



Svar: 3—v5<h<3++v5mm, 0.8 <h<52mm

_ 5PL3 1
7110 = 3EI 1+ALZ?/31

_ 6PL®
7126 = Bo i3

713 M(z) = 2

1er®(4x —3L) i intervallet 0 <2 < L
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