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1, INLEDNING

Problemet att styra produktionen pa Gruvons utbyggda bruk
har studerats av B. Pettersson. Han har angivit en matema-
tisk modell f6r produktionssystemet samt formulerat detta
som ett linjdrt optimeringsproblem, som har angripits med
linj&rprogrammering. Det har emellertid visat sig, att nu-
merisk 18sning av linjdrprogrammering krdver sa lang rikne-
tid att det &r helt orealistiskt att utfdéra de erforderliga
berdkningarna pa IBM 7090. Losningstiden vid'linjérprogram—
mering dr ungefdr proportionell mot (& n N)s dir n &r anta-
let buffertecisterner och N dr antalet planeringsintervall.
For ett forenklat problem med n = 10 och N = 12 motsvarande
en planeringsperiod av tvad dygn med 12 fyratimmars intervall,
erh8l1lls en berdkningstid av 36 min pa IBM 7044 for sjdlva

simplexalgoritmen,

I detta memorandum'diskuteras négra alternativa metoder for
att ldsa. planeringsproblemet. Det mest lovande alternativet
utnyttjar teorin fdr optimal styrning - Pontryagins maximum-
princip. Pa grund av planeringsproblemets mycket speciella
struktur kan man med hjdlp av maximumprincipen omedelbart er-
hélla viss information om de optimala ldsningarnas struktur.
Maximumprincipen kan dven tas som utgangspunkt for konstruk-
tion av numeriska algoritmer. Dessa algoritmer kan tolkas

som en rekursiv 1lésning av en rad mindre LP problem i stdllet
fér ett enda stort LP problem. Dessa sma LP problem dr mycket’
ldtta att 16sa. Det dr ej m&jligt att utan ndrmare studier
gbra noggranna uppskattningar av rdknetiderna med den alter-
nativa algoritmen. D4 rdknealgoritmerna emellertid kan for-
muleras som en serie rekursiva simuleringar av systemekva- '
tionerna med forbidttringar av styrsignalerna i varje steg,
kan optimeringsproceduren emellertid provas med en mattlig

pdbyggnad av en simulering av problemet. Simuleringar &r

dessutom s& enkla att de kan utféras direkt genom grafiska




konstruktioner. Alternativa formuleringar av produktions-
styrningsproblemet diskuteras i1 avsnitt 2. En kortfattad
dversikt av existerande numeriska metoder fdr optimala styr-

ningsproblem ges i avsnitt 3. Med denna diskussion som grund

behandlas sedan de alternativa formuleringarna frdn avsnitt
2, Det visar sig att en av problemformuleringarna har avse-

virda fdrdelar. Avsnitt 5 behandlar de optimala l8sningarnas

struktur. Slutligen ges ett antal referenser 1 avsnitt 6.
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2. TFORMULERING AV PRODUKTIONSSTYRNINGSPROBLEMET SOM _ETT
OPTIMALT STYRNINGSPROBLEM

B. Pettersson har angivit filjande matematiska modell fér

produktionsstyrningsproblemet

4 - Bu+ ooy ' (2.1)
dt : ) -

ddr x &r en n-vektor vars komponenter anger nivderna i de
olika buffertkaren, u ir en k-vektor av styrvariabler som
anger produktionsnivderna i de olika processenheterna, v :
dr en 2-vektor av "storningar" som anger de Onskade produké
tionsnivderna pd de olika processenheterna. Det &r bekvimt
att vdlja enheter sa att begrénsningarna pa karnivderna kan

uttryckas som

0 ¢ xy <1 } T (2.2)

samt att u, = 1 betecknar maximal produktion pa den i:e

produktionsenheten, dvs

0 sus g1 | (2.3)

Villkoret pa angbalans i systemet kan vidare uttryckas som

T ) ' , ‘
d u + do = 0 . _ - (2.%)

ddr d_ &r vdrmeeffekten frdn &ngpannan.

Det &r inte sjdlvklart hur kriteriefunktionen skall se ut.

Det finns vissa onskemdl pd& hur styrningen skall fungera.

- den tillgéngliga angan skall utnyttjas sd effekiivt
som méjligt '

- -de olika produktionsenheterna skall ej kdras alltfér
ojaﬁnt

- lagringskaren skall utnyttjas.
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For att fa en férnuftig problemstdllning far man med siker-
het stegvis stka sig fram genom att ansdtta kriteriefunk-
tionen, analysera konsekvenserna i samrdd med driftled-
ningen, modifiera kriteriefunktionen etc. Sjdlvfallet miste
man ldgga ned mer arbete pd att definiera kpiteriefunktionep
dn vad som nu har gjorts innan problemet detaljbearbetas. Som
ett underlag f&r den ftljande diskussionen skall vi emeller-

tid antaga att problemet formuleras pa fdljande sdtt.

Problem

-~

Givet systemet (2.1) med restriktionerna (2.2), (2.3) och
(2.4) samt givet produktionen v(t) 8ver tidsintervallet (0,T).
Bestdm ett produktionsschema, dvs en styrsignal { u(t), 0 < t,
£ T } sidan att x(0) och x(T) antar givna virden och den av
dngpannan 1e§ereraderéhgan dr minimum, dvs d_ min.

Observera att denna formulering med sikerhet fir modifieras
inhan problemet &r firdigt. Anledningen till att fordra att
x(T) antar ett givet'vérde dr att vi ej vill styra processen

sd att vi borjar ndsta planeringsperiod i ett ombjligt lége.

Det &r troligen v&l restriktivt att fordra att %(T) har ett

givet vérde t.ex. att alla tankar &r halvfulla vid planerings-
periodens slut. Man kan dven diskutera huruvida kritepiefunkf
tionen explicit skall innehdlla termer som bestraffar férind-

ringar i de olika produktionsenheternas éroduktion.

Restriktioner.pé tillsténdsvariablerna av typen (2.2) kan
vara mycket besvdrliga att taga hand om med vissa optimerings-
metoder. Man kan ddrfér tdnka sig att slopa villkoren (2.2)

och i stéllet infbra termer i f&rlustfunktionen av typen

'g(xl) + g(xz) + ...+ g(xn)

didr g(x) &r en funktion som dr liten i det inre av interval-
let 0 < x < 1, men som antar stora vidrden di x gar mot 0 el-
lep l T.ex.

(%) = (x - 27
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3. KORTFATTAD OVERSIKT AV TILLGANGLIGA NUMERISKA METODER
FOR OPTIMAL STYRNING

Produktionsstyrningsproblemet som det formulerats i avsnitt .

2 &r ett specialfall av f8ljande styrningsproblem,

Betrakta ett system som beskrivs av ' -

‘g.ﬁ = f(X5 u, —t) N (3-1)

dt .

med restriktioner pa tillsténdsvariablerna ' .
0. g glx, t) =1 - (3.2)

och pad styrvariablerna

"0gu, g1 . o ©(3.3)

Bestdm en styrsignal sddan att kriteriefunktionen

? G6(x(s), u(s), s) ds + GO (x(T)) (3.4)

o . _

dr sd liten som m&jligt. Problem av denna typ har behandlats
ingdende inom de senaste drens reglertekniska forskning i
samband med styrning av rymdraketer och industriella proces-
ser. L&sningsmetoderna kan uppdelas i tvd huvudgrupper, dyna-

misk programmering resp. maximumprincipen,

Dynamisk programmering

Det gdr att visa att optimeringsproblemet gdr att reducera

pa 1losning av f8ljande partiella differentialekvation

By WO (x, grad V, t) = 0 | (3.5)
3t ,
V(x., T) = 6%(x) ‘ (3.6)

didr Bﬁ(x, p, U} dr hamiltonfunktionen




)e (x, p, U, t) = 6{x, u, t) + PT fix, u, t) C(3.7)

och ]

¥°(x, p, t) = min >€(X, p, u, t) ' (3.8)
u B N

Maximumprincipen

Det gir att visa att optimeringsproblemet gdr att reducera

+i1ll f&ljande randvdrdesproblem f6r en ordindr differential-

ekvation

—3?}5' :Axop (x, p» t)-; fix, an‘.‘t) - u<3_'9)"
ap . _>g°X (x, D, t) B : : (3.10)
at A L - _
x(0) given . . : : (3!11)
p(D) = 67 (x(1)) S (3.12)

Om vi fordrar att x(T) skall anta givet vdrde ersdtts rand-
‘villkoret (3.12) med

x(T) given : o ' X (3.127)
Det finns ingen direkt metod att 1®sa randvirdesproblemet,
didremot har ett antal iterativa metoder utvecklats. De till-

gaﬁgliga metoderna kan uppdelas i tre'huvudtyper.

1. Randvirdesiteration

Gissa initialvirdet p(0). Bestdm p(T) (eller x(T)) genom att
integrera ekvationerna (3.9) och (3.10). Andra gissningen av
p(0) och upprepa proceduren tills p(T) eller %(T) antar det
bnskade virdet. '




2. Styrsignaliteration (Bryson-Kelley)

Gissa en styrsignal { u(t), 0 £ t ¢ T }. Berdkna gradienten
av forlustfunktionen i funktionsrummet av styrsignalen. And-

ra styrsignalen sa att férlustfunktionen avtar.

3. DNewton Raphson

Gissa en funktion som satisfierar minimum villKoret (3.8) och
randvidrdena (3.11), (3.12). Iterera till differentialekvatio-
nerna &r uppfyllda. ' '

Alla dessa metoder kan sdgas vara relaxationsmetoder. Med den
férsta metoden relaxeras randvdrdena, med den andra maximum-

villkoret och med den tredje differentialekvationerna.

Qaveett vilken metod som anvdndes dr det i allmdnhet besvir-

ligt att handskas med begridnsningar i tillstdndsrummet av ty-
pen (3.2).

I det speciella fallet da f{x, u, t) &r linjar, G(x, u, t)
- kvadratisk och restriktioner av typen (3.2),(3.3) saknas,
sd elimineras minga av svarigheterna och effektiva algorit-

mer kan konstrueras 1 det generella fallet.




4. DISKUSSION AV ALTERNATIVA METCDER FOR LOSNING AV PRODUK-
TIONSSTYRNINGSPROBLEMET

P4 grund av antalet tillstandsvariabler (= antalet tankar

v 10) i ekvation (2.1), &r det helt otidnkbart att anvinda
dynamisk programmering, d& detta skulle kridva ett mycket
stort minnesutrymme. Man &r sdledes hinvisad +ill nagon av.
metoderna som bygger pa maximumprincipen., I allminhet &r
det for dessa metoder besvirligt att ta hdnsyn till begrins-
ningar i tillstdndsrummet av typen (2.2) och det skulle din-—
fér vara naturligt att i stidllet inféra begrdnsningarna i ')
férlustfunktionen sdsom antytts i avsnitt 2. F6r att fa kOP—
ta raknlngar, skulle man vidare p& prov kunna approximera
begrdnsningarna med kvadratiska funktioner. Detta har emel-
lertid tre nackdelar. Den kvadratiska funktionen &Hp e sd
skarp, som man skulle vilja Snska. Man kan sdledes e] gar-
dera sig mol Sversvimningar och tomma tankar. Férlustfunk-
tionens form medfdr dven att systemet kommer att tendera

att hdlla tankarna medelfyllda, vilket kan medf8pa dalig
'utnyttjning'av tankarna. Vidare far den optimala stypstra-

- tegin fBljande karaktir

u(t) = L x(t) : : (M. 1)

De olika produktlonsenheternas produktionsnivder blir s&-
ledes proportionella mot tankvolymerna, vilket bl.a. inne-
bdr att produktionsnivierna stdndigt kommer att #ndras.

Driften blir siledes ojdmn vilket ej &r. Onskvirt.

Produktionsplaneringsproblemet har emellertid en mycket
speciell karaktdr, som gdr det méjligt att dragé vissa slut-
satser dven om vi bibehdller restriktionen (2.2). Hamilton-
funktionen lyder

Wix, py u, ©) = al v+ pT(Bu + Cv) : (4.2)




Den dr saledes oberocende av x. Detta medfdr att ekvationen

for de adjungerade variablerna lyder
(4.3)
Denna ekvation kan 1ldsas. Vi.far : e

p(t} = konstant

Eventuellt kén p(t) gbra ettlspréng dd en restriktion pa-
triffas. For att berdkna virdet av konstanten p, mdste vi
dock utnyttja randvillkoren x(0) given och x(T) given, vil-
ket betyder att konstantens virde kommer att bero ayv vir-
det av x(T) och den &nskade produktionen Sver tidsinterval-
let (0,T). ‘ ‘ '




5. DISKUSSION AV DEN OPTIMALA STYRNINGENS KARAKTAR

P4 grund av den mycket speciella strukturen hos produk-
tionsstyrningsproblemet, finner vi sdledes att med hjdlp
av maximumprincipen sd kan problemet 1 avsnitt 2 reduce-

ras till fljande.

" Bestdm 1 varje tidpunkt t styrsignalen u:s vdrde sadan att

0 s v, g1 _ ] S(5.1)
(Bu'+ Cv)i =0 om =x; =0 eller x, =1 | (5.2)
al u o+ pT Bu . minimal . : (5.3)

dér n-vektorn p har konstanta komponenter s& beskaffade.
att randvillkoren om givna begynnelse- och slutvdrden
x(0) resp. x(T) &r uppfyllda. Vektorn p kan:bestémmas med
ndgon iterativ procedur av typen: Gissa ett vdrde p'= bo'

" Integrera systemekvationerna

ax

- Bu + Cv o - (5.4)
dt ' :

dir vid varje tidpunkt-u viljes sd att villkoren (5.1) -
(5,3) dr uppfyllda med p = p®. Med ledning av det erh&ll-
na virdet pd x(T) modifieras sedan gissningen av p sd att
x(T) konvergerar mot det &nskade.

Observera att‘bestémningen'av ett u som satisfierar vill-
koren (5.1) - (5.3) #dr ett LP-problem dock av ldg ordning
(maximalt 2n restriktioner). Observera vidare att varje
steg i en iterativ berdkning av vdrdet av p-vektorn kan

tolkas som en simulering av systemet.

Det bdr vidare noteras att p via randvillkoret om givet x(T)

blir en funktion av det givna slutvdrdet x(T) och den givna

I




produktionen i intervallet-(0,7T). Det papekades i avenitt

2 att kravet pa att x(T) 4r given ej nddvindigtvis &r re-
levant for problemet. Det var endast en mbjlighet att se
till att man ej bdrjar ndsta produktionsperiod frén en omd--
lig utgangspunkt. Man bdr didrfdr undersdka om det ej finns

andra satt att bestdmma p-vektorn.

Aven om vektorn p ej &r kind, kan vi direkt ur ekvationerna
(5.1) - (5.3) draga vissa slutsatser om den optimala 18s-
ningens struktur. Vi finner att om samtliga karnivder ligger
inom restriktionerna, dvs 0 < X, < 1 ¥i, sd dr produktioﬁs—
enheterna antingen avstidngda eller i full produktion. Vilka
produktionsenheter som gdr i full produktion bestdms av vill.
koret (5,3) ddr p ingdr. Vidare om ndgot kar blir antingen
tomt eller fullt sd mdste de anslutande produktionsenheterna

anpassas sa att in- och utfidde till detta kar blir lika.
Jfr. ekvation (5.2). ' ‘

[
i
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6. SLUTSATSER OCH REKOMMENDATIONER

Det torde under alla omstdndigheter Qara‘nbdvéndigt att
simulera produktionsstyrningen fér att kunna &verblicka

- problemet. En simulering &r mycket enkel och bestar endas%

i att 18sa ekvation (2.1) for givna u(t) och v(t). Med

den hir féreslagna metoden skulle man genom att tillfoga
‘berdkningen (5.1) - (5.3) till simuleringen omedelbart kun-
na sortera bort alla styrsignaler u, som leder till dver-
svdmning eller torrkdrning. Vidare kan den optimala stra- B
tegin bestidmmas genom successiva simuleringar ISr att itera-
tivt bestidmma p. Det har e} studerats hur dessa iterationer
-skall genomféras.i detalj. Man borde dven undersdka om man
med hjdlp av kunniga produktionstekniker skulle kunna fa
andra vegler Fo6r att bestémma vektorn p med hjdlp av fore-
liggande produktionsplaner, sdrskilt som antagandet om att
x(T). &r given kan vara ndgot artificiellt. Det f&refaller
intuitivt klart att for stora vdrden pd T har x(T) och fram-.
tida produktionsplaner liten inverkan pd det aktuella var-
det av styrvariabeln.

D& den optimala strategin bestar i att produktionsenheterna
antingen &r helt stingda, helt fyllda eller kéres pd ett sa-
dant sitt att nivderna i cisternerna e] &ndras, sd kan si-

muleringarna direkt utféras som grafiska konstruktioner.




RETERENSER

Den matematiska modellen har beskrivits i {6}. Teorin f&r
optimal styrning har utforligt behandlats i lérobdckerna
{1}, {5}, {7}. Fallet med begrdnsningar 1 tillstandsvariab-
lerna finns endast i {7}, ddr man bl.a. har angivit villkor
for storleken pa spangen i-de adjungerade variablerna p
(jump conditions). Numeriska algoritmer for lésning av op-
timalproblemet med de tre metoder som angivits i avsnitt 3,
har behandlats i tre examensarbeten vid LTH {2}, {3} och (

{4}, Datamaskinprogfam fér det linjdrkvadratiska problemet:*
finns 1 {8}. ' '
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