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1. Nagra matematiska egenskaper.

Satt
2 © 2
£(x) = X /2 [ et 12 4t
X
och
V(x) = xf(x)

Genom att approximera V(x) far vi alltsd ocksd approximationer
till normalfdrdelningsfunktionen. En enkel variabeltransla-

tion ger att

0 2
f(X) - I e"Xt e—’t /2 dt (1)
0
och
T -xt —t2/2
Vix) = x [ e e dt (2)
0

Enligt 8vning 6.1.17 iChung (1968) kan da (2) skrivas som

1 i 2
V(x) = f %

2
) e_t /2 dt (3)
X~ + t

N

Ur (3) inses att V(x) &r stridngt vdxande fdr x 3 0 med V(0)=0

och
® 2
lim V(x) = —— [ e T /2 gt = 1
X>o00 /27 —o
. -t2/2 °
(1) innebdr en Laplace-transform av e . Da gdller enligt

sats 6.6.4 i Chung (1968) att f(x) &r fullstidndigt monoton

("completely monotonic"), dvs

DX 5 4y 50 kK 30, x3 0

Derivera nu f(x) en gang:



£l (x) = xf(x) -1=7V =1

Eftersom f &r fullstdndigt monoton sa féljer nu att 1 - V =
t

= -f dr det.

Sammanfattning: 0 < 1 - V(x) s 1 x 2 0 och 1 - V(x) é&r

fullstdndigt monoton (vilket speciellt medfdr att alla

derivator gdr mot noll dd x » +=).

I Abramowitz - Stegun (1964) finns en asymptotisk serieut-

veckling f&r stora x (formel 7.1.23)

ym 1¢3¢,.. (2m=1)

V(x) ~ 1 +
2m

m

(-1
1 X

i ™ 8

2. Differentialekvationer f&r V(x) och dess derivator.

Genom att derivera V(x) ett antal génger far man latt

XV (x) - x2(V(x)=1) - V(x) = O

V1'(x) - xV'(x) - 2(V(x)-1) =0

v ' (%) - xV (x) - 3V (x) = O

(4)

v iy = xv D 5y - v (=D - o

3. Approximationer av V(x).

Idén dr nu att approximera V genom att sdtta ndgon derivata
av V, sdg V(m), till noll och sedan 18sa ut V med hjdlp av
ekvationerna (4) f6r lidgre ordningens derivator. Tack vare
att V' 4r fullstdndigt monoton blir dd ndr m dkar varannan
approximatioh gst¥rre och varannan mindre &n det rédtta vdr-
det, samtidigt som felet blir allt mindre (i varje fall for

stora x).



En feluppskattning kan man fa genom att sdtta V(m+1) =0

i ekvationen fér V(m+1).

Tt
Exempel: GOr en approximation genom att s&tta V (x) =
T

Ekvationen f&r V i (4) ger

[ 1 Tt 2
2[v-1] =V - xV =V - x°[V-1]1 = (V=1) - 1
Vl' _1 VI' + 2 2 2 2 .
vV -1 = ——p = V = 2+ X < i x2 (ty V g
3 + x 3 + x 3 + x

Relativa felet i V blir

rr

e(x) = ——3——§ (6)
2 + X

Tt tr
V  (x) uppskattas nu ur ekv. fér V .

Vv - xV - 3V =0
Men
! 2
xV = [x° + 1][V - 1] + 1
ger
L 2 te 2
xV - x“V - 3{(x"+1)(V=-1) + 1} =0 (7)

Ur (5) far man

Vo= 1 = (3+x2)(V-1) (8)

Multiplicera ddrfér (7) med 3+x21

x(34+x 2V = x2(3+x2)V | = 3(3+x%) = 3(x%+1)(3+x2)(V-1)

vilket med (8) ger

x(34+x v - x2@34x )V - 3(3+x2) - 3(x24+1)(V -1) = 0

0

0) (8)

=0



varfor

(v

insatt i (6) far vi

3]
(2+x2) (x*+6x2+3)

le(x)]| =

Raelativa felet avtar alltsd@ som x6

\"

0)

ndr x vdxer.

Nedan ges 1

stigande ordning ett antal approximationer med sina resp.

relativa fel.

m grans fér |e(x)| uppskattning av V
1 1 2
0=
X
1 2 x2 <
x2(3+x2) 1 + x2
2 6 2 + X =
(2+x2) (x*+6x2+3) 3 + x2
A 24 x* + 5x )
S
x2(x2+5)(xu+10x2+15) xL+ + 6x2 3
X 120 xt + 9x2 + g .
(xT+9%248) (xP+15x T +45x2+15) xt + 10x2 + 15
5 720 x% + 1uxt 4+ 33%2 .
X2 (xT+1ux2+33) (xP+21x ¥ 4+105%24105) | x° + 15x% + 45x2 + 15

Vill man i stdllet approximera

2
e_t /2 dt = 1 -

$(x)

:ﬂ iR
3
X8



dvs normalfdrdelningsfunktionens svans sé& gdller Ju

2
1% g(x) = —— oL wg7X /2

X

V(x)

]

didr man d& kan anvidnda ovanstdende approximationer for V.

Relativa felet i V och 1 - ¢(x) blir da ocksd desamma.

En annan approximation av V finns i Abramowitz - Stegun (1964)
formel 7.1.13

Vix) < (x 2 0)

2%
O /;?+4  § &2 0 %

A

F8r x i ndrheten av noll &r dessa olikheter bra, men fdr stdrre

x blir det b&ttre att anvdnda ndgon av de ovan hdrledda.
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