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Ann-Marie Pendirill

Gunga med Galileo -
matematik for hela kroppen

Pd en lekplats eller i en nojespark finns mojlighet att patagligt uppleva
begrepp fran fysik och matematik med den egna kroppen. Med hjélp av
tidsmatningar kan man fa forstaelse for gungans pendelrorelse och dven en
matematisk modell. Innehallet presenterades pa Matematikbiennalen i Umea.

den stora oljelampan sviinga. Han upptickte att det tog lika lang tid
for ljuskronan att sviinga fram och tillbaka nir den gjorde stora sviing-
ningar som niir svingningsrorelsen efter hand blev allt mindre.

Det berittas att Galileo Galilei som liten satt i katedralen i Pisa och sig

o Gatill en lekplats och prova om det stémmer. Om det finns tva likadana
gungor kan du dra ut dem olika langt, sldappa dem samtidigt och jamfora
nar de kommer tillbaka till vandlaget igen. Finns det bara en gunga kan du
ta mobiltelefonens stoppur till hjalp.

Tiden som det tar fér pendeln, dvs ljuskronan, gungan eller nigot annat, att
gunga fram och tillbaka kallas svingningstid eller period. Galileo upptickte alltsa
att svingningstiden, vi kan benimna den T, ir oberoende av utslagsvinkeln eller
amplituden. Detta giller egentligen bara for sma vinklar, men ir en dverraskande
god approximation fér de vinklar som ir aktuellai en gunga — proval
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Tva barn som gungar bredvid varandra i likadana gungor kan tiivla i att gunga
hogst, men de kan ocksa tycka om att gunga tvilling nir de hela tiden f6ljs 4t i
gungningen och gungar lika hogt. D3 har deras pendelrérelse samma period
och amplitud, men ocksa samma fas. Fas innebir att bida passerar ligsta punk-
ten samtidigt och kommer samtidigt till viindligena fram och bak. Barn kan
ocksi prata om att gunga syskon nir ett barn gungar framat medan det andra
gungar bakat, de gungar i motfas. Fér den som ska putta pa tva barn som gungar
ir fas ett mycket patagligt begrepp, det ir littare att putta pi om barnen gungar
ifas in i motfas.

Period, amplitud och fas ir begrepp som karaktiriserar alla typer av
sviingningsrorelser, tex en vikt pa en fjider, oron (balanshjulet) i en klocka,
en brida som guppar i vattnet eller atomernas vibrationer i en molekyl.
Sviingningsrorelser ger ett exempel pa hur fysiken ir fattig pd ekvationer men
rik pd fenomen, det vill siiga att ssamma matematiska beskrivning kan anviindas
for manga olika situationer. Matematiken gor det méjligt att anvinda kunskap
fran ett omrade i helt nya ssmmanhang.

Tidmatning och svangningstid

Att svingningstiden ir oberoende av amplituden kallas isokronism. Det ir
en viktig egenskap som gor det méjligt att anviinda en pendel for att miita tid.
Med pendeln kan man mita kortare tider in vad som dr mojligt att mita med
solur och vattenur. Galileos observationer av den svingande ljuskronan banade
allts vig for klockan.

Galileo mirkte ocks3 att svingningstiden berodde pa pendelns lingd. Han
kunde anviinda en liten pendel och variera lingden for att hitta en period som
svarade mot pulsen for en patient. Lingden blev till tid. Det finns en gammal
kanon som illustrerar hur svingningstiden varierar med lingden:

Stora klockor sdga tick, tack, tick, tack

Mindpre klockor siiga ticke-tacke-ticke-tacke

Men den allra minsta klockan siger
ticke-tacke-ticke-tacke-ticke-tacke-ticke-tacke tick.

Hur paverkas svangningstiden av langden? Prova nagra undersdkningar med
enkel utrustning:

¢ Vad hénder med tvillinggungandet om ett av barnen stéller sig upp?

o Hangettféremaliett 1 mlangt snore och lat det gunga. Hur ldng tid tar det
for en svangning fram och tillbaka?

o Mat perioden fér ndgot annat foremal med samma pendellangd.
Hur 1dng blir perioden om man halverar snérets langd?
Hur 1dng blir perioden om man Iater snorets langd vara 25 cm?

Undersokningarna av svingningstid kan utvidgas till fler lingder pd sné-
rena. Resultatet kan dskidliggoras genom att gora en linje med virden pé
sviingningstider, och hinga upp varje pendel vid det virde som svarar mot
sviingningstiden.

Till dessa experimentella undersdkningar av hur lingd, L, och massa, M,
péverkar svingningstiden kan man ocksa ligga tankeexperimentet: vad skulle
hinda med en gunga pd manen, dir tyngdaccelerationen, g, bara ir en sjittedel
av jordens?
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Under en hel period passerar gungan den
ldgsta punkten tvd ganger. Hur beror sving-
ningstiden (perioden) pd pendelns lingd?
Tidsskalan visar tiden i sekunder fir en
halv period fir danska 1,2, och 5-kronor och
mjuk leksak i snore.

Matematik med enheter

Fysikaliska storheter som lingd, tid, massa
och tyngdacceleration skrivs som en pro- |
dukt av ett tal och en enhet (som i dessa |
fall ir m, s, kg, m/s?). Enheterna i hoger-
och vinsterledet av en ekvation maste
vara desamma. Detta kan utnyttjas for att
ta fram formeln fér samband mellan de
olika variablerna genom si kallad dimen-
sionsanalys eller enhetsanalys. Man gor d&
en ansats dir man gissar att T kan uttryckas med hjilp av en dimensionslds
konstant C och potenser av de évriga variablerna som man tror paverkar, tex

T =CM*Lb¢°

Man manipulerar sedan exponenterna fér de olika storheterna tills dess att
produkten av de ingiende enheterna, i detta fall tid (s), lingd (m) och massa
(kg), blir desamma pa bida sidorna om likhetstecknet. I vért fall mits tiden T
i sekunder (s), sa dven hogerledet maste uttryckas i sekunder. Nedan visas hur
det kan ga till.

"Dimensionen” massa, med enheten kg, finns bara i uttrycket for massan
— som alltsa inte kan paverka svingningstiden. Detta resultat, som kommer
fram bade frin en enhetsanalys och frin de experimentella undersdkningarna,
kan vara dverraskande. Det ir en av manga konsekvenser av den si kallade
ekvivalensprincipen, att den tunga massan (i mg) ir densamma som den troga
massan (ima). Dettaleder till att rorelser som bara drivs eller bromsas av tyngd-
kraften inte beror pdmassan. Denmest kiinda illustrationen av detta iratt sam-
tidigt slippa tva foremal och lata dem falla mot marken. Vid fritt fall pdverkas
foremélbaraav tyngdkraften,d vs F=mg.Enligt Newtonsandralaggiller dd att
a=F/m =g, oberoende av massan m.

Dimensionen lingd, med enheten m, finns bdde i L och i g, och dimensio-
nen tid (s) bdde i T och i g. Villkoret att enheterna ska vara desamma pé bada
sidor leder till sambandet (jamfor med uttrycket ovan)

L
T = CMOLO,5g—O,5 =C 3

Konstanten C kan tas fram genom experiment eller genom att man hirleder
formeln for pendelns rorelse.

Det visar sig att en pendel med lingden 1m har en sviingningstid mycket
nira 2 sekunder. Den ir med god approximation en "sekundpendel” som alltsa
sviinger fram pd en sekund och tillbaka pa den andra sekunden. Detta féreslogs
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som en tidig definition av metern. Samtidigt kan vi ur formeln se begriins-
ningarna i denna definition: svingningstiden beror pa tyngdaccelerationen,
g. Eftersom g varierar 6ver jordens yta skulle en meterdefinition baserad pa
sekundpendeln leda till att meterns lingd skulle bero pa var pd jorden man
befann sig. Sambandet visar ocksd hur mycket lingre sviing-
ningstiden skulle bli pA manen.

Idealisering, verklighet och matematik

Matematiken ir ett sjilvklart verktyg for att studera kraft
och rorelse. Med en pendel for tidmitning kunde Galileo
studera rorelser pa ett mycket mer detaljerat sitt dn vad
som tidigare var mojligt. Pendeln ir ett utmirkt exempel
pa hur idealiseringen av verkligheten mojliggdr en matema-
tisk behandling (Wigner, 1960). I matematikens tinkta pen-
del 4r snoret masslost och oelastiskt, upphingningen ir frik-
tionsfri och massanisnérets inde ir samlad i en punkt. Dessa
ideala snoren och massor paverkas naturligtvis inte heller av
luftmotstind. De enda krafter som verkar pa den punktfor-
miga massan dr dd tyngdkraften och kraften frin det spiinda,
oelastiska snoret som haller massan i en cirkelbana. Trots
dessa overkliga idealiseringar ir matematiken anvindbar for
att beskriva rorelsen for ett barn i en bildicksgunga pé en
lekplats.

Den som sitter i en gunga kinner sig inte som en punkt-
partikel. De varierande krafter som behovs for acceleratio-
nen i gungrorelsen kinns i hela kroppen. Newtons andra
lag, a = F/m, visar att acceleration inte bara ir en matematisk
abstraktion utan mycket pataglig fér den kropp som accele-
reras. Hastighet och acceleration ir vektorer som har storlek
och riktning. Acceleration ir inte bara fartindring, kroppen
mirker detta genom den stora upplevda tyngden lingst ned under gungandet,
niir farten har maximum men rérelsen dndrar riktning. Det som kroppen kin-
ner kan ocksi miitas och dskadliggoras pa annat sitt, tex genom en liten slinky
eller ett spiraldjur.

Kropp och acceleration - fysik och matematik

Newtons lagar talar om kroppars rorelse, som sedan beskrivs matematiskt. For
en fysiker ir det sjilvklart att en "kropp” kan vara just en minniskokropp, men
det ir inte lika tydligt i lirobocker. Inte minst dr det sillsynt med diskussioner
av minskliga upplevelserna av krafter som verkar pd den egna kroppen och att
koppla dessa krafter till rérelse. Det dr da inte sd konstigt att studenter inte all-
tid sjdlva gor denna koppling.

Under en riknedvning satt en grupp forstadrsstudenter och diskuterade
kraften lingst ned i en gunga. En av studenterna (A) tyckte att accelerationen
borde vara noll, eftersom gungan da har storst rorelseenergi och hogst fart. En
annan student (B) tyckte att detta inte kunde stimma eftersom man kiinner sig
tyngst i bottenliget. De bad om hjilp for att reda ut situationen. Jag har anviint
denna dialog som utgdngspunkt fér diagnosfrigor for nya studenter och det éir
forstas stora variationer i hur studenter svarar pa en dppen fraga:
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o Accelerationen ir noll i nedersta punkten, precis som student A siger. [
ligsta punkten borjar gungan stiga. Accelerationen blir da riktad bakiti
stillet for framat som tidigare.

o Accelerationen i nedersta punkten ir vinkelrit mot v. Da giller att den
totala accelerationen i nedersta punkten dr a_=v?/7. Normalkraften, N,
maste dd motverka g och ge upphov till centripetalaccelerationen (dvs N
ar stor).

© Man kiinner sig tyngst i botten for att hastigheten ir stérst och man far
hogst centripetalacceleration och dirmed stor normalkraft.

o Accelerationen ir noll. Tyngden kommer av en centripetalkraft som méste
vara stor nog att halla dig kvar i cirkelrorelsen.

o Accelerationen pekar rakt uppét. Student A har ritt om man ser pa
accelerationen i sidled. Student B har ocksa riitt eftersom gungan inte
skulle fara uppat om ingen kraft skot den uppét.

Ur svaren ser vi exempel pa studenter som inte automatiskt kopplar ihop acce-
leration med kraft, andra som haller pa att utveckla en forstielse for vektorer
och de som har en klar bild av hur kraft och acceleration hinger samman.

Prova sjalv

Ga till en lekplats eller ndjespark. Blunda och kann efter vilka krafter som
verkar pd den egna kroppen. Hur trycker gungans sate pd den som dker? Ta
med enkel utrustning for att illustrera krafterna. Med digitalkamerans korta
videosekvenser kan rorelsen sparas for en matematisk analys. Det som
kroppen kdnner ar verkligt! Ta vara pa den egna kroppens upplevelser som
hjalp for att forsta begreppet acceleration, med alla dess vektoregenskaper.

Fler exempel pd undersdkningar pd en lekplats finns i de tva sistnimnda
referenserna.
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