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Kap 157 Kniickning
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:1 Beteckningar och allmiinna grundbegrepp

:11 Beteckningar Jir dven Kap 111

1 denna sammanstillning har endast medtagits sidana beteckningar, som
kommit till anvindning i ett flertal avsnitt av kapitlet. For i enstaka avspite
tillampade beteckningar hiinvisas direkt till de i respektive avsnitt givna
definiticnerna.

C = fjiderkoefficient vid punktformigt elastiski understittad striva

E; = wangentmodul, E;=dubbelmodul enligt ekv :33 (3)

L = spinnvidd

L, = mot 2. Euler-knéckningsfallet svarande fiktiv knickldngd

M, = av enbart transversallast orsakat héimoment

P = axiglkraft

P, = mot P svarande knfickningslast

@ = transversell punktlast

S = siyvhetstal f6r ramkniickningsberdkning enligt successiv approximation
a =ramdelsldngd

[

= fjiderkoefficient vid kontinueriigt elastiskt understitad strava

¢

d = avstind fran tyngdpunktsaxel till maximalt tryckt kant

e = exceniricitet

f = initialutbdjning

k :VP;‘EI (i :351 anvinds dock k& som dimensionsids inspidnningskoefficient och i :372 som beteckning
f6r forskjutningsmodul vid nit-, bult- eller spikférband)

q ==fordelad transversaliast

r = momentéverfdringstal for ramknickningsberikning enligt successiv approximation

ta

i andra sammanhang som beteckning £5r sikerhetsfaktor

b, =1 ndrmesamband for berdkning av tilldgesutbdining respekiive tilliggsmoment vid axial- och sam-
tidig transversaliast ingdende dimensionslsa koefficienter, jfr ekv :43 (8) respektive :43 (13)

— momentférdelningstal £6r ramknickningsberdkning enligt successiv approximation; s anvinds ocksk




Avd 15 Hallfasthetsldra

157:1

x =langskoordinat

y =uthdjning (yu—av axial- och samiidig transversallast orsakad utbdjning i det snitt &, som har maximi-

utb@jning vid kniickaing; se :43)

»; =utbbjeing av enbart transversallast (¥, =transversallastutbjning i det snitt 4, som har maximiutbdj-

ning vid knfckning; se 43)
© = vinkelandring (€, =vinkelindring av enbart transversallast}
B =LdL

& =transfation (knutpuaktsfdrskjutning); i :4 anvénds dock & och &, som beteckningar fér dimensions-

16sa koefficienter, jir ekv :43 (8) respektive (13)
£z = brottdjning eler brottstukning
A = Lf!iz mot 2. Euler-knickningsfallet svarande slankhetstal
o, = P,/A=knickningsspinning

:12  Begreppet ideell, centrisk knfickningslast

Ur statisk synpunkt kan begreppet ideell, centrisk kndckningslast definieras
p4 fbljande sitt med exemplifiering pa fallet initiellt rak, fullstindigt elas-
tisk striva under centriskt tryck P (fig :12a). Ges denna genom négen form
av ytire stérningsbelastning H en utbdjning (fig :12b) och avldgsnas ddrpa
storningsbelastningen, kan beroende pd storleken av tryckkraften P iva
principiellt skilda alternativ intriffa. Antingen atergdr strivan tifl sitt raka
ursprungslige, trivial jamvikt (fig :12a), eller stannar den under inverkan
av enbart krafien P i et utboit, icke-trivialt jamviktslige (fig :12¢). De?
minsta P-vdrde, for vilket ett utbéjt jimvikisiige existerar, definieras som
strdvans ideella, centriska kndckningsiast Py.

Ur kinetisk synpunkt betecknar den pa detta sitt definierade knicknings-
lasten det griansvirde av den centriska tryckkrafien, for vilket den initiellt
raka strivan, genom ndigon impuls Férsati i en transversell svingningsré-
relse, fAr utbdjningar, som Svergdr fran att vara i tiden begrinsade till att
bli odndligt stora.

De ovan for specialfallet centriske tryckt striiva givna definitionerna av
begreppet ideell, centrisk kn#ckningslast &r generelia och kan direkt ut-
strickas till giltighet ocksa férandra typer av centriskt trycktakonstruktioner,
exempeivis ramar, bagar, plattor och skal. Vad giller gruppen strévor, ra-
mar och bagar kan det teoretiskt pavisas (fig 12:d), att redan ett obetydligé
Sverskridande av den ideella, centriska kn#ckningslasten for dessa kon-
struktionstyper medfdr avsevirda utbdjningar av en storfeksordning, som
normalt inte kan tolereras i praktiska fall. For striivor, ramar och bdgar
blr ddrfir den ideella, centriska kndckningslasten mycket ndra en absolut
dvre grins f&r dessas biarforméaga. Principiellt annorlunda i detta avseende
blir férhillandena vid centriskt tryckta, tunna plattor och skal (jfr :15).

113 Qelastisk knfickning. Inverkan av excenfriskt kraftangrepp

Den ideella, ceniriska knickningslasten, definierad i :12, férutsiitter

a en konstruktion, sem i sin helhet 4r uppbyggd av homogent material med
cbegrinsad elasticitet

b en belastning, som i varje punkt av den icke utbida konstruktionen gar
genom tvérsnittets tyngdpunkt

Nu uppfyller emellertid de i praktiken aktuella konstruktionsmaterialen
inte kravet pa obegrinsad elasticitet dnda upp tilf brott. De uppfér sig
elastiskt endast upp til} en viss spdnningsgrins, proportionalitetsgriinsen o,
ovan vilken det lineira sambandet mellan spinning ¢ och relativ ldngd-
indring £ upphor. Beroende pa om den mot ideell, centrisk knickningslast
svarande tryckspinningen oy, = P,/A4, ddr 4 4r tvirsnittsytan, ligger under

2

1293
a8 -
1884

2,541

4079 7,
Fig :f2d. [1]
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eller &ver proportionalitetsgrinsen o, sigs elastisk respektive oelastisk
kndckning foreligga.

Inte heller forutsdttningen b om 1 varje tviirsniti centriskt lastangrepp
Ar praktiskt realiserbar. Smirre imitialkrokigheter och excentriciteter ar
niimligen ofrdnkomliga #ven vid mycket omsorgsfullt genomférda labora-
toriefbrstk, vilket medf8r att man i praktiken i motsats till férhillandena
vid den ideella, centriska knickningen fir definita utbdiningar for varie
yttre tryckbelastning, skild fran 0. Med Okad tryckbelastning tillviixer dessa
utbdiningar med en tillviixthastighet, som blir stdrre ju nfrmare den ver-
kande belastningen kommer den ideella, centriska knickningslasten. Det
slutgiltiga knickningsbrotiet intréder praktiske som ett stabilitetsbroit,
vilket i motsats tifl ordindra spinningsbrott karaktdriseras av ett snabbt
hiindelseférlopp. Specieflt fér statiskt bestimd konstruktion innebir ett
stabilitetsbrott, att denna utan nédmnvird fdregdende varning med hastigt
kande deformationer stortar sarmman.

Av ovanstiende framgar, att den ideella, centriska kndeckningslasten ndr-
mast fdr rubriceras som en ren teoretisk storhet, villen mdste modifieras for
att kunna ldggas till grund vid en bestdmning av fér prakiisk dimensionering
tillétna spianmingar. Bn sadan modifiering kan gbras pd ménga sitt, och
iitteraturen pa omridet uppvisar ocksi ett stort antal lsningar av pro-
blemet. I stort kan dessa losningar uppdelas i tvd huvudgrupper.

Den eng huvudgruppen karaktiiriseras av att man vid bestimning av till-
liten kndckningsspinning uigdr fran det teoretiska fallet imitiellt rak,
centriskt tryek: konstruktion, beriknar med hinsyn tagen till det verkliga
g-c-diagrammet brottspidnningen och dirpd erhéller tillaten spinning genom
att brottspanningen divideras med en sikerhetsfaktor. I denna sikerhets-
faktor maste da inkluderas de i praktiken ofrdnkomliga effekterna av ini-
tialkrokighet och initialexcentricitet, vilket medfor, di dessa effekters be-
tydelse kar med konstruktionens slankhet, att sdkerhetsfaktorn kommer

" att variera med det s k slankhetstalet.

Vid den andra huwudgruppen av 18sningsmetoder utgir man frin det mer
realistiska fallet inftialkrokig konstrultion under tryckbelastning med wviss
initialexcentricitet, berdknar det gransvirde av tryckbelasiningen, for vilket
strickgréinsen uppnis i konstruktionens mest anstringda punkt, och anser
detta grinsvirde utgdra konstruktionens praktiska brottgrins. Principieilt
innebir detta férenklade behandlingssitt, att den tryckta konstrukiionens
birfdrmaga blir bestimd wur ett rent elastiské spénningsbroit i stallet for
ur verklighetens elasto-plastiska stabilitetsbrott. Som konsekvens hirav er-
halls en viss $verdimensionering, vilken emellertid kan visas ordindrt vara
utan utslagsgivande prakiisk betydelse (jfr ex 2], [3].

En pdtaglig fordel hos berdkningsmetoderna enligt den sistndmnda huvnd-
gruppen dr, att sikerhetsfaktorn — forhillandet mellan materialets strick-
grins och fér dimensionering tilliten spinning — blir obercende av kon-
striktionernas slankhet.

:14 Begreppen plan knickning, rymdknéickning, vippning

Om vid en tryckt striva, ram eller bige den till kndckningsforloppet hérande
bbjdeformationen férsiggdr i ett plan, sigs plan knickning foreligga. Prak-
tiskt 4r denna aktuell, di den {or knickning utsaita Konstruktionen genom
anslutande byggnadsdelar ir stagad mot utbfjning vinkelrit mot kniick-
ningsplanet. Vid fria méjligheter fér knickningsdeformation i rymden dér-
emot upptrider vid centriskt lastangrepp den plana kniickningen renodlat
endast vid dubbelsymmetrisk sektion. I extrema fall, vid korta strivor av
tunnviggig, dppen sektion, framfér allt vid lattmetallkonstruktioner, kan
dock vid centriskt tryckt, dubbelsymmetrisk balk den rena wridningskndick-
ningen bli dimensionerande framfér den plana kn#ckningen. Knicknings-
fértoppet karakidriseras dirvid av ait den tryckia strivan med bibehéllen
rak tyngdpunktsaxel far en ren vriddeformation (fig :14a).
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Vid tryckt striva med enkelsymmetrisk eller helt osymmetrisk sektion blir
vid fria rymddeformationsméjligheter den mot plan knidckning svarande
kritiska lasten — eller i extrema fall den rena vridningsknickningslasten —
dimensionerande endast om tryckkraften i alla snitt g&r genom sektionens
vridningsmedelpunkt. Ar si inte fallet, intrider, dven vid centrisk tryck-
kraft, rymdknickning med sammankopplade béjnings- och vridningsde-
formationer (jfr 158:5 och 357:44).

Till gruppen rymdstabilitetsfenomen hoér ocksd vippringen (fig :14b),
som &r praktiskt aktueH vid transversalbelastade balkar med liten bdjstyv-
het i tikining vinkelrit mot belastningsplanet och liten vridstyvhet. En
stérning av den centriska b@jningsigmvikten resulterar dirvid i ett icke-
trivialt jamviktsldge, karaktariserat av sammankopplade b&jnings- och
vridningsdeformationer. Betriffande vippning hinvisas till kap 158.

Vid den nedon foliande behandlingen forutsitts genomgdende plan kndck-
ning foreligga.

:15 Kbniickning vid plattor och skal (buckling). Genomslagsfenomen

Som ovan papekats kan de i avsnitt :12 for tryckt striiva givna definitionerna
av begreppet ideell, centrisk kn#ckningslast ofbriindrade tillimpas ocksa
vid studiet av ytbdrverks knickning (buckling), illustrerad fiir tva speciella
fall i fig :15a och b, nimligen knfickning av fyrsidigt fritt upplagd, kvadra-
tisk platta under likformigt tryck 2 i en rikining respektive rotationssym-
metrisk knickning av axiellt, iikformigt tryckt, slutet cylinderskal.

Principielit skiljer sig kndckningen av tunn plaita frin knickningen av
striiva, ram eller bige darigenom, att vid den tunna plattan birférméigan
ordingrt inte dr uttdmd i och med att den enligt :12 definierade knicknings-
lasten uppnas. Genom att redan vid dndliga utbdiningar av storleksord-
ningen plattjockicken en gynnsam omlagring intrider av den tunna plat-
tans membrankrafttillstind, ir det nidmligen ofta mdjligt att stegra belast-
ningen vésentligt Over kndckningslasten (dverkritiskt omrdde), utan att
praktiskt generande utbdjningar uppkommer och ufar att plattans brott-
last uppnds. Se vidare 166:9 och 354:24,

Det omvanda uppirider vid kndickning av tunna skal (se 167 :5 och 354:7).
For dessa har man genom stort upplagda forstksserier, omfattande bl a
sfiriska och slutna cirkuldreyiindriska skal, funnit, att de ofta biir ur sta-
bilitetssynpunkt kritiska vid belastningar, som ligger visentligt under de
enligt :12 definierade knickningslasterna. Stabilitetsbrottet upptrider diir-
vid som eit gemomslagsfenomen, varvid det tunna skalet plisligt dvergar
fran en jamviktsform tili en annan med ldgre potentiell energi, Fenomenet
illustreras for ett sfiriskt skal under yttre dvertryck av bildfdljden i fig :15c.

Fig :15b. Deformationsfigur vid
rotationssymmetrisk knickning
av ceniriskt tryckt, slutet, cir-
kuldreylindriskt skal

Fig :15a. Deformationsiigur vid
knickning av centriskt tryckt
platta

4

Fig :l14a. Striva ut-
satt oz vridnings-
kndckning

Fig :i4b. Balk utsatt foér vipp-
ning

Fig :15c. Férloppet vid ge-
nomstag, [4]
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12 Metoder for beriikning av knéickningslast

De metoder som férekommer i litteraturen fér berdkning av elastiska sys-
tems stabilitet kan i stort uppdelas enligt nedanstiende schema.

A Statiska metoder
a Jamvikismetod b Bxcentricitetsmetod c¢ Energimetod

B Kinetiska metoder
Vid en behandling av ett elastiskt system enligt jémupiktsmerod definieras
som. kritiska de centriska belastningar, £6r vilka utbdjda jamviktsligen exi-
sterar, jfr :12. Vid en behandling enligt excentricitetsmetod karaktiriseras
de kritiska belastningarna vid excentriskt [astangrepp av att de berdknings-
missigt ger systemet odndligt stora deformationer. Kénnetecknande fér
de kritiska belastningarna vid en stabilitetsberikning enligt energifér-
farande #r, att, 44 dessa uppnés, upphdr systemets petential att vara posi-
tivt definit, Vid de kinetiska berdkningsmetoderna slutligen karaktfriseras
de kritiska belastningarna av att lésningarna till réfrelseekvationerna for
det elastiska systemet férsatt i sviingning blir av icke-begrinsad typ.
Tillimpningen av de olika berdkningsmetoderna illustreras nedan pa ett
elementirt stabilitetsproblem, n@imligen plan elastisk knickning av axiellt
tryckt, rak striva, ledartat upplagd i sina bdda dndpunkter. Fér vidare
tilimpningar hinvisas tili litteraturen, tex [13, [2], [5], [6], [9], [36], [48],
[731, [1271.

221  Jédmviktsmetod

Fér den i fig :21 visade initiellt raka, centriskt tryckta, elastiska strivan
med efter sin 1dngd konstant sektion sdks det minsta virde av tryckkraften
P, knickningslasten, fér vilket ett utbdjt jimviktslige existerar. Som I8s-
ningsmetod viijs en direkt integration av elastiska linjens ckvation, vilken
f6r sma utbdjningar y har formen

¥ dtyfdat = — M/EI, m

dir M,—bdjmomentet i snitt x, E=elasticitetsmodulen och I, =tréghets-
momentet i snitt x, i aktuellt fall konstant =1,
Ur fig 21 erhalls M, = Py, vilket dverfor ekv (1) i

Y +kty =0, k= P/ET (2)
Ldsningen till ekv (2) lyder

y= A cos kx+ Bsin kx (3

diir 4 och B ir integrationskonstanter, som far bestimmas ur tvd randvill-
kor, exempelvis 1 y=0 for x=0, varav 4=0, 2 y=0 f6r x=L, varav
BsinkL=0. Randvillkoret 2 dr uppfyllt, om antingen B=0 efler sin AL =0,
B=0 i kombination med A=0 ger emellertid enligt ekv (3) y=0, vitket
strider mot villkoret att ett utbdjt jimviktslige skall existera, For exi-
stens hirav erhélls dirfér som entydigt villkor

sin kL=0,dvs kL=nm,u=0,1,2... (4)
Som minsta hiiremot svarande knickningslast P,(==0} ger ekv (2)

P, =mlELL? )

Fig 121
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122 Excentricitefsmetod

For en kn#ckningsberikning enligt excentriciteismetod modifieras belast-
ningsfallet i Fig :21 sa, att den axiella tryckkraften P fir en excentricitet e
(fig :22). Dirigenom fdrindras uttrycket for bdjmomentet M, till M, =
P(e -y} och problemets grundekv :21(2) till

Yrkiy=—k% (H)
med Iosningen
y=Acoskx+Bsinkx—e [#23]

For bestimning av integrationskonstanterna A4 och B giller samma rand-
villkor som for det centriska fallet 1 :21, ur vilka beritknas A=e, B=f(1—
cos kL)Y/sin kL]e, varpa efter omformning for nutbéjningen y erhalls

y = (efsin kL) [sin kx - sin k(L — x)—sin kL] 3)

For bestiimning av kndckningslasten P, karaktdriserad av att for denna
y berikningsmissigt blir odndlig, ger ekv (3) sambandet sin kL=0, dvs
identiskt samma samband, som erhillits i 21 ur en beriikning enligt jim-
viktsmetod.

:23 Energimetod

For det centriska belastningsfallet enligt fig :21 studeras den potentialfér-
dndring som uppkommer di den tryckia strivan vid konstant virde p&
tryckkraften Svergir frdn sitt raka ursprungslage tifl ett utbéjt lige. Darvid
uppkommer ett potentiellt energitillskott AF fran inre bojningsarbete i
stravan och en poientiell energiminskning AT frén yttre lastens forskjutning
i sin egen riktning. Den resulterande potentiaiférindringen blir AV~ AT,
vilken upphor att vara positive definit — kriteriet fér att kndckningslasten
uppnéatts — di

AV =AT n
For AV och AT giller uttrycken (jfr bl a [1])
_1rIAgx 1ft e
AV“ZJOE_E.’-OEII@) dx @
1 L
AT=ﬁPf ('Y dx (3)
2 0

vilka insatta i knickningskriteriet, ekv (I}, for knidckningslasten P, ger ekv
(4) eller med beaktande av att i aktuellt fall A= Py ekv (5)

L L
p= [ Eromax /o @
_(t Lytdy
Py fo ¥ )2dx/f0 I, &)

For bestimning av Py, ur ekv (4) eller (5) far viljas en ansats for uthaj-
ningen y. Allmint giller dirvid, até om uttrycket for ¥ si viljs, att det
satisfierar problemets randvillkor men inte differentialekvationen — i
aktuellt fall ekv :21 (2) — erhills ett Py-viirde, som ir storre in jimvikts-
eller excentricitetsmetodens mer exakta virde. Viljs omviint fér y en an-
sats, som satisfierar differentialekvationen men inte randvillkoren, ger ekv
(4} och (5) Py-viirden, som blir stérre respektive mindre #n jimvikts- eller
excentricitetsmetodens virde, beroende p4 om vald ansats svarar mot rand-
villkor, som erbjuder stSrre eller mindre motstind mot striivans deforma-
tioner dn aktuella randvillkor, Med ett ¥, som uppfyller samtidigt savil
differentialekvation som randvillkor, ger ekv {4} och (5) det exakta virdet

6

Fig 22
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-—1 det aktuella fallet —

P, =m2ENL? 3]
med ansatsen (ifr :21)

» = Bsin (mx/L) )

Av ekv (4) och (5) ar den sistnimnda mindre kinslig in den fdrstndmnda,
vad giller val av ansats f6r y. Exempelvis erhélls for det i fig :21 visade
belastningsfallet med de randvillkoren satisfierande ansatserna [6]

¥ ALY~ x[L}  y= B{x/L){1 - 2x* L2+ x%/L7) 8)
ur ekv (4)
P = 12E712 (21,6 % fel) resp Py = 09,8824 EI/L2 (0,130 % fel) )]

och ur ekv (5)
P, = 10EIJL? (1,32 % fel) resp Py = 9,8710 EIL? (0,014 % fel) [314]

I gengdld har ekv (5) mer begrinsat anvindningsomride, d& den forut-
sétter att def bdjande momentet i varje snitt av den tryckta striivan kan
skrivas som Py, vilket 4r fallet endast vid statiskt bestimda upplagsforhél-
landen. Ekv (4) ar tillimpbar ocksé vid statiskt obestimda upplagsférhél-
tanden, dock under férutsdttning av att de vid upplagen verkande reaktio-
nerna inte utritiar ndgot arbete da den tryckta stréivan Svergir frin tri-
vialt till icke-trivialt utbdjt jEmvikiskige, S #r fallet vid ledartad upplégg-
ning och fast inspinning men diremot inte vid exempelvis elastiskt inspanda
upplag. Fran vatje sddant tillkommer i tiljaren av ekv (4) termer av typen
M, och R} 4, frin elastisk inspanning mot rotation respektive translation,
varvid M; och R; betecknar inspinmingsmoment respektive transversell
uppslagskraft i det uebdjda, icke-triviala jimviktsldget samt 7; och 4, vinkel-
#ndring av M;=1 respekiive transversetl uthdjning av R;=1 P upplagssnittet.

24 Kinetisk metod

For stravan enligt fig 21, genom nidgon stérning forsatt i transversell svéng-
ning, soks det kritiska virde av den centriska tryckkraften, knickningslas-
ten, f&r vilket sviingningsutbdjningarna upphdr att vara i tiden begrénsade.

Under svingningsférloppet verkar per langdenhet av strivan en fordelad
transversallast (fig :24)

gy = —Py"—p¥ (1)
dar 37 och # betecknar partiella derivator av y med avseende pé lingskoor-

dinaten x respektive tiden f samt ¢ striivans massa per lingdenhet. Insitts
detta uttryck for ¢, i elastiska linjens ekvation

#¥ = g,/ EI @
erhalls f6r det svingande systemet grundekvationen
ERTV 4Pyt up=0 @

Denna satisfieras av den mot sviingning i en halvvag svarande l6sningsan-
satsen
¥ = F(¥) sin (mx/L} @

vilken ocksa uppfyller systemets randvillkor y=3»"=0 for x=0 och x=L.
Insiatts ekv (4) i ekv (3), erhdlls for den rena tidsfunktionen F(f) den ordi-
nira differentialekvationen

E"HyE =0 = (L) P ENL - F) @

—
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For p== 0 representerar 10sningen till ekv (5) en f6r varje tid r begrinsad,
harmonisk svingningsrérelse, medan for p<0 lgsningen blir av icke-
begrdnsad exponentialtyp. Transversalsviingningens utbfjningar upphor
allisi att vara i tiden begrinsade for p =9, varav for kndckningslasten Py,
enligt ekv (5) berdknas

P, =m*EIfL} O]

:25  Grinser for de olika metodernas tillimpbarhet

Av de ovan redovisade huvndgrupperna av metoder fér stabilitetsberik-
ningar ir endast de kinetiska metoderna generellt tillimpbara pd alla typer
av mekaniska system, medan diremot de matematiskt mer Hitthanterliga
statiska metoderna #ger starkt begransad tilimpbarhet. For klargérande
hédrav genomfirs en klassificering av de mekaniska systemen enligt nedan-
stdende tabla.

A Konservativa system
a Icke-gyroskopiskt system b Gyroskopiskt system

B Icke-konservativa system
a Dissipativt system b Cirkulatoriskt system ¢ Instationart system

Ett konservativt system karaktiriseras av att samtliga angripande krafter
(aktiva och reaktiva) vid en godtyckligt vald férflyttning utrittar arbeten,
som &r entydigt bestdmda av systemets begynnelse- och sluttilistind. Om
sd inte dr fallet, sdigs ett icke-konservativt system féreligga. Ett exempel pa
ett konservativt siabilitetsproblem utgdr det i fig :25a visade, knickning
av konsolstriva under inverkan av initiellt centrisk tryckkraft, som under
utbdjningsférloppet bibehiiler sin vertikala kraftriktning. Om déremot den
i fria konsoldnden angripande tryckkraftens rikining paverkas av deforma-
tionerna, exempelvis enligt fig :25b, som illustrerar knickning vid tangen-
tiellt riktad kraft, blir tryckkraftens arbete ordinirt inte entydigt bestimt
av systemets begynnelse- och sluttillstind, och stabilitetsproblemet blir av
icke-konservativ typ.

For gyrosiopiska krafter giller att de har krafivektorer som ir vinkel-
rita mot hastighetsvektorerna for respekiive angreppspunkter. De gyro-
skopiska krafterna utréttar till £81jé hirav alltid nollarbete vid aktuelia
rérelser och tillkdr dérfor gruppen konservativa krafter. Beroende pd om
I ett konservativt system gyroskopiska krafter ingar eller inte, sigs systemet
vara gyroskopiskt tespektive icke-gyroskopisk:. Exempel pa gyroskopiska
stabilitetsproblem utgdr bestdmning av kritisk vinkelhastighet vid roterande
axlar och skivor, medan exempelvis huvuddelen av hallfasthetsldrans knsick-
nings- och vippningsfenomen tiflhér gruppen icke-gyroskopiska stabili-
tetsproblem,

Av de icke-konservativa delsystemen karaktiriseras det dissipativa av att
vid detia en energitransport dger rum frén en kropp i rérelse till ett omgi-
vande medium. Vad giller stabilitetsfenomen, ér sa fallet vid knfickning un-
der nirvaro av dimpning, exempelvis vid knickning av pile i plastiskt me-
dium. Knickning I elastiskt mediam diremot faller vid kraft, som under
knickningsférloppet bibeballer sin riktning of¥randrad, inom gruppen
icke-gyroskopiskt, koaservativt system.

Med ett insrationdrt system forsths ett sidant, vid vilket en eller flera av
de aktiva, icke-konservativa krafterna #r tidsberoende, Till denna system-
grupp hor exempelvis kndckning vid pulserande tryckbelastning. Om ett
mekaniski system i stéllet innehdller aktiva, icke-konservativa krafter, som
dr oberoende av tiden, betecknas systemet som cirkulatorisks. Ett exempel
pa ett cirkufatoriskt stabilitetsproblem utgér det i fig :25b iilustrerade,
knéckning av konsolsirdva vid tangentiell tryckkraft.

8
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Av i litteraturen [7] genomférda undersbkningar Gver tillimpbarheten av
de ovan redovisade berakningsmetoderna for elastiska systems stabilitet
framgdr att de kinetiska metoderna &r generelli anvandbara for stabili-
tetsundersdkningar vid alla kategorier av mekaniska system. De statiska
metoderna ddremot kan oinskrdnkr tilidmpas endasi pd icke-gyroskopiska
stabilitetsproblem. 1 begrinsad omfattning dr de statiska metoderna till-
lampbara ocksd pé vissa typer av dissipativa och cirkulatoriska system [8].

226 Berikning av knickningslast genom successiv approximation

En berdikning av balkars stabilitet enligt jamvikismetod, excentricitetsmetod
eller kinetisk metod innebiir matematiskt en integration av elastiska linjens
ekvation. Vid komplicerade balkutformningar och belastningar kan denna
integration ofta bli svar och tidsédande att genomfbra. En méilighet till
snabbare behandling erbjuder dirvid det successiva approximationsfor-
farande, som i litteraturen benimns Engesser-Vianellos metod §2), [51, [9]
eller Stodolas merfod beroende pd om det tillimpas pé statiska knacknings-
problem efler svingningsproblem. FEdrfarandet illustreras nedan pd fallet
knickning av centriskt tryckt striva. Forutsitts ddrvid generellt variabel
langskraft P(x}=Pip(x} och variabelt trégheismoment I,=1If;(x), erhélls
genom insiittning i elasiiska linjens ekvation Efy”+ M_ =0 med beaktande
av att bjmomentet M, kan skrivas M =Pfy(x, y) for utbdjningen »
féljande samband

¥ =Kk¥F(x, y) k*= PIEI (4}

Insiits ¢ higra ledet av ekv (1) en pa forsok vald utbfjning y,, som upp-
fyller problemets randvillkor, kan genom direkt integration en forbittrad
uthiningskurva y, beriknas. Med denna som utgdngspunkt kan direfter,
genom att forfarandet upprepas, en utbdiningskurva y, beriknas osv. Man
kan visa att kvoten mellan tvi pd varandra féljande, berdknade utbdjningar
¥,-1 och ¥, konvergerar mot ett virde s

5= 7limi’rr;q(yn-zJ'yﬂ) @

vilket betecknar sdkerheten (s=Py/F) mot elastisk knickning av systemet.
Avbryts den upprepade integrationen efter ett dndligt antal etapper, vilket i
praktiken atltid blir fallet, ger kvoten y,_,/y, ett med x varierande s-viirde.
Denna oligenhet undviks, om kvoten mellan utbdjningarna ersétts med
kvoten mellan utbdjningarnas medelvirden enligt ekvationen

L L
5= Hm (J yn_1dx/f yndx) (3)
n—»co o 0

Om den upprepade integrationen genomfors numeriskt genem uppdelning
av konstruktionen i ett dndligt antal element med inbérdes lika langd Ax,
modifieras ekv (3) till

L L L L
5= lim (Eyn_1Ax/ZynAx) = lim (Zynqlilyn) {4

w00 \ 0 ] > G 0 Q
Att observera dr dirvid, att, medan utbdjningskvoten enligt ekv (2) och (3)
med Skat antal upprepade integrationer — tkat » — konvergerar mot det
matematiskt korrekta s-virdet, konvergerar utbdjningskvoten enligt ekv (4)
mot ett s-virde, som nagot avviker fran det matematiskt korrekta, Avvi-
keisen &r karaktaristisk for vald elementindelning och blir mindre ju tatare
elementindelningen gdrs.

Fig :26a
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Exempel Beridkna med Engesser-Vianellos metod knickningslasten P, {6r
den enligt fig :26b centriskt tryckta striivan, vilken har efter sin lingd kon-

stant tréghetsmoment I
Med beteckningar enligt fig :26b erhills f6r den utbdjda stravans bdj-

moment M uttrycken

M, =P(y+y,(x/L}) for osngfz} @
M_=PRy—y (1—x|L)] foir Lf2<x< L

vilka insatta i elastiska linjens ekvation ger

¥e=—kqAy+y, (x/L) 51 OSxéLIZ} ®
y=—K2y—y (1 —x[L}} for Li2<x<l,

kt=P|EI )
For utbdjningen y viljs som forsta approximation ansatsen

Yo =4y (x/ L) (1 — %L} ()

vilken satisfierar villkoren: y,=0 fér x=0 och x=F sami Yo=DF,, for x=LJ/2.
Insatts denna i hogra leden av ekv (b), erhills f5r beridkning av en férbatt-
rad utbdjningskurva y; sambanden

¥y = —kty (x/L)(5—4x/L) for 0<x<L[2
v{=—kty (—1+9x[L~8x[L?) for L/2<x<L

vilka efter integration, med beaktande av randvillkoren: 1 »,=0 fér x=0.
2y;=0f0r x=L, 3 p, lika pd émse sidor om x = L/2, 4 y; lika pa 8mse sidor
om x=I/2, ger
yr=(1{48)k2L2y (x[L) (23— 40x2| L2+ 16x3]L3) 1

for 0sx<sL{2

(e)

3]
y.=(1/48) k2L2yp (1+ 15x/ L+ 24x2 [ 12— 72x3] I8+ 3231/ L%y ¢
for Li2<x<L
Ur ekv (d) och (f) berdknas
L L 2
fﬂ ya-1dx = fﬂ Yo dx =2y L
L L
f Yy dx = f yidx=(1/10)y, kL3 = (1/10) y, PL3/EI
[} ¢
varpd ekv (3) for knickningssikerheten s ger 5= P /P=20E{3PL?
Hérigenom bestdmd knidckningslast P, = 6,667EHL? [(=3]

dr en forsta approximation, som kan férbittras genom férnyad integration
av ekv (b), sedan i dessas higra led insatts funnet y, enligt ekv {f), osv. For-
farandet konvergerar mot det matematiskt exakta kndckningsvardet

P, =6,536EI/L? (hy

I kompletterande syfte 16ses nedan problemet genom numerisk integration
av elastiska linjens ekvation

¥ == M,[El 0
vilket ger
2
Y= = B[ EL) Ax+ Gy (k)
&x
y=§y’Ax+ o )]

dir C; och C, &r integrationskonstanter, som fir bestimmas ur randvill-
koren: y=0 f6r x=0 och x=L. For M, giiler darvid ekv (a),

10
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Med begynnelsevirden fér y emligt ansatsen {(d) erhills {gljande berdk-

ningstabell, svarande mot en uppdelning av stravan i 6 fika delar Ax = L/6
(fig :26b).

Snitt Yo MZIEIT v »n Yol¥1

0 ) 0 B Ca=0
Fe:

1 0,555 07223 & —2.8056° 0,1980
—0,7223+, _

2 0,3889  1,2222 —0,72234+20,=4,8889 ©,1818
—1.9445+ &

3 1 1,5000 —2,6658+3C:=5.7500 C,1739
—3,44454-T, _

4 0,8380  1,4445 B —5,1113-H4F;==3,1111 0,1739
--4,8890+C, B

5 0,5556 0,044 -~ — 11,0003+ 56,=3,0277 0,1835
—5,8335+Cs _

6 0 [} — 16,8338+6C,—0

5 3,8890 21,5833

Multipli= Pym Fym L Pym L? 36E]

kator  yy ET GE] 36El pPL*

Tabellen ger

I L
Zyn-1=Zy,=3,8890 3,
Q

L L
Ey,= Xy =0,5995 Py, L/ EI
) o

varpa ur ekv (4) f6r knickningslasten erhalls

P, = 6 487El/L* (m)
Ny berikning med p; som begynneiseutbdjning ger

Py = 6,400EI/L? n)
Shatvirdet efter upprepade numeriska integrationer blir

P, =6387ELL? (0}

vilket avviker frian det matematiskt korrekta vérdet enligt ekv (h) med 2,3 %.
Okad precision kan erhéllas genom titare elementindelning. Exempelvis ger
en upprepad numerisk integration med striivan uppdelad i 8 lika element ett

stutvarde
P, = 6451 EL* ()
dvs 1,39 avvikelse fran det matematiskt korrekta virdet.

:3 Knickning vid centriskt tryckt striva

:31 Eulers koickningsfall

De fyra Euler-knickningsfallen framgér, vad giller belastning och upplags-
forhillanden, av fig :31a. For knfickningsfallen galler I6ljande forutsitt-
ningar:

a initietlt rak konstruktion med efter sin Kingd konstant sektion, uppbyggd
av homogent material med obegrinsad elasticitet

b initiellt centrisk tryckkraft, som vid knédckningsutb&jningen bibehéaller
sin riktning ofdrindrad

1 Foljer av villkoret att y,=¢0

tor x=0 (snitt 0)

t Foljer av villkeret att y;=0

for x=L (snitt 6)

11
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Hirtill kommer §6r knéckningsfallen 2-4 en forutsiitning om inbordes
oftrskjutbara upplag i riktning L konstrukiionens lingsutstrickning. Fuler-
kniickningsfallen dr av konservativ icke-gyroskopisk typ och kan darfor
enligt :25 korrekt behandlas med statiska berdkningsmetoder, vilket ovan
iflustrerats i avsnitten :21-:23 for 2. knéckningsfallet. En analog behand-
ling fér de ovriga knSckningsfallen resalterar i virden for knidckningslasten
P, enligt féljande sammanstéllning.

1. kndcknfallet P, ==2EI4L? B=2 (1)
2.0 P, =7 El[L* p=t1 2
3» Py = 20467 EJJL? ~ 2m2EI/L? ﬁ = 0,699 0,7 [€})
4. » P = 4ntENL? A= 4)

Av ekv (1)-(4) framgir att det_ar mdjligt att hanféra knickningslasten
for ett kndckningsfall tii! ett annat genom inférande av en fiktiv kndcklingd
L,=pL (5
vilket dr av betydelse vid en modifier.ng av vader forutsittning av ideella
forhallanden beriknad knickningslast med hinsyn til} i prakiiken ound-
vikliga avvikelser i form av initialkrokighet, initialexcentricitet och begrin-
sad elastisk deformationsfdrmaga. Viljs dirvid 2. ke8ckningsfallets kritiska
last som referenslast, vilket 4r det ordinédra i litteraturen inom omradet, er-
hills som sammanfattande uttryck (8t samtliga Euler-knickningslaster

P = 7:2E['IL12' = EH(BL)? 6)

med B-virden enligt ekv (1)-(4).
Alternativt kan i stdllet kndckningsspinningen o;, anges under formeln

0y = PplA =mEE[® M

didr A ar strdvans tvarsnittsyta ochiﬂ. striavans slankhetstal, se ekv :34 (1),

Om upplagen vid de mot kndckningsfallen 2-4 svarande strdvorna in-
birdes kan frixr forskjutas L strivornas Hngsriktning. erhdlls for failet
tvasidigt ledad uppldggning en geometriskt férinderlig konstruktion med
P;.==0. For de bada dvriga uppligeningsfallen {fig :31b) erhdils med redo-
visning enligt ekv (6}

B = 2 vid ena upplaget ledat, andra upplaget fast inspant
f =1 vid béda upplagen fast inspénda,

132  Inverkan av under knAckningsiérioppet #ndrad
kraftrikining

Om den initiellt centriska tryckkraften genom knickningsutbdjningarna
pétvingas en Jifen riktningsfériindring (fig :32a) medfdr detta for de mot
Euler-knickningsfallen 2-4 svarande upplagsforhallandena ingen #ndring i
det elastiska systemets verkningssitt, De fér Euler-kn#ckningsfallen 24
angivna f-virdena gdller darfor oféedndrade ocksd fir de modifierade
knéckningsfallen 2-4 enligt fig :32a.

Principiel}t annorlunda blir fdrhédllandena fér den initiellt centriskt
tryckta konsolstrdvan. Intrider vid dennas kndckningsutbdjning en liten
riktningsfordndring av tryckkraften (t ex enligt fig :32b) pa ett sddant siti,
att i konsolspetsen tryckkraftens och konsoltangentens lutningsvinklar mot
vertikalen ®, respektive & ir direkt proportionella @ =G blir tryck-
kraftens yttre arbete under kn#ckningsuibtjningen inte entydigt bestdmt
av dennas begynnelse- och shuttillstand atan avhingigt ocksd av hela det
detaljerade deformationsiérioppet. Det 1 fig :32b illustrerade knécknings-
fallet blir dirfér av icke-konservativ typ och miste som en f6lid hirav ana-
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lyseras enligt kinetisk berdkningsmetod. Knickningslasten P, erhélls enligt
[10] som

P, =mEHBLR (1)

med fB-virden enligt diagrammet i fig :32b.

Av diagrammet framgar att i férhéllande till Euler-knickningsiasten
(or=0) medfér en riktningsférindring av tryckkraften vid positivt e (@P
och @ har semma rotationsriktning) en férhéjning av den kritiska lasten,
medan effekien blir den omvinda vid negativt o (&p och @, har skild ro-
tationsriktning). Fér o<} karaktdriseras knéckningsférloppet av en at
ert hall glende utbdining, som med tiden ¢ vixer Sver alla granser. For
a>} erhalls i stdilet ett kndckningsforlopp, som bestar i en oscillerande
rorelse med stindigt Skad amplitud.

For omridet «<%, inom vilket sivil statisk icke-trivial jamvikt som
svangaingsjimvikt kan visas mdjlig, ger de statiska och kinetiska berik-
ningsmetoderna sammanfailande virden fér knickningstasten 7. FOr om-
radet >1, inom vilket ddremot eadast sviAngningsjamvikt dr mbjlig, dr
problemet 13shart endast med Kinetiska metoder.

133 Oelastisk kniickning

D4 de i avsnitt :31 redovisade Fuler-knickningslasterna forutsitter sirdvor
av material med ohegrinsad elastisk deformationsférmiga, kan de oftr-
indrade praktiskt tillimpas endast om den beriknade kndckningsspin-
ningen o= PpiA ar mindre 4n aktuelit konstruktionsmaterials proportio-
nalitetsgréns ¢, Fér o,>0, iniraifar knfickning inom oelastiskt omrade,
vilket medféir ett kritiskt lastvirde, som ligger Jdgre &n den tillhdrande
Euter-knédckningslasten.

Belysande f6r den problemstéllning, som 1 samband ddrmed uppkom-
mer, dr en aterblick pa den historiska utvecklingen inom omradet (jir hiir-
fér ex [2], [11D.

Ar 1839 framlade Engesser den sk tangentmodul-teorin, vilken i princip
innebdr att det generella uttrycket f6r Euler-kniickningslasten enligt ekv
:31 (6) vid oelastiska f6rhallanden ersitts av det modifierade sambandet

P, =nlE /(LY (1)

diir E, ar tangentmodulen, bestimd av lutningsvinkeln fér tangenten till
G — e-kurvan i punkten oy, = P/A (fig :33a).

Tangentmodul-teorin innebdr i sig sjilv en direkt motsigelse, vilket férsta
gingen pipekats av Jasinsky 1895. En nddvandig térutsitining for att vid
Bverging fran eft rakt jamviktsldge till ett utbdjt tangentmodulen E; ensam
skall vara avedrande for spinningsférandringen tver stedvans hela {viirsnitt,
ar namligen ait i varje punkt av tvérsnittet en spinaingsdkning intréder.
Detta fordrar i sin tur en &kning av den yttre tryckbelastningen F utdver
det knickningsvirde Py som ges av tangentmodul-teotin, vilket strider
mot knickningsdefinitionen att Py, skall vara den minsta tryckkraft, som
vid initiellt centriskt lastangrepp férmar ge strivan ett utbdjt jAmviktsldge.

Eit nddvandigt villkor for att en centriskt belastad striiva vid konstant
tryckkraft skali kunna vergd fran ett rakt till eti utbdjt jimviktsldge ar
att den spanningsdkning, som vid uibijningen uppkommer pi strivans
konkava sida, kompenseras av en spinningsminskning pd den konvexa
sidan. Bestimmande for sambandet mellan ¢ och £ &r vid en spinningsdk-
ning tangentmodulen E;, vid en spianingsminskning approximativt elasti-
citetsmodulen E, vilket £or strivan i utbojt jamviktslige medfdr en spén-
ningsférdelning dver tvirsnittet enligt fig :33b. Denna synpunkt framlades
frsta gdngen 1891 av Considére, som samtidigt ocksl pévisade att kniick-

Avlastaing —

?
T
|

Fig :33a. c—e-sambandet vid pi-
Iastning och avlastning inom
oelastiskt omride

! Tt =P /A
|

80)=£¢&q

T
A =L&
A

Fig :33b. Spinningsfordeining
vid oelastisk knidckning enligt
dubbelmodul-teorin

13




Avd 15 Hallfasthetslira 157:3

ningsbelastaingen vid oelastiska férhéllanden P, generellt kan bestdmmas
ur samband av typen

Ppg=mrELI(BL) (4]

varvid Ey dr en fiktiv modul, som ligger mellan tangentmodulen och elasti-
citetsmodulen. Considéres teori, som med direkt Sversdttning frin den
engelsksprakiga tekniska liiteraturen kan betecknas som en dubbeimodul-
teori, har sedermera vidareutvecklats av Engesser 1895 och v Karman 1910,
varvid bla uppstiilis generella uttryck for dubbelmodulen E;. Speciellt for
striva av rektanguldr sektion galler

E, = 4EEN) E+VEY @ e T
Fir H

Dubbelmodul-teorin har sedan oreserverat ansetts som korrekt fram till  fun i i

1946, da Shaniey med stdd av experimentella resoltat framlade en ingdende f*'y“‘

kritisk analys av den oelastiska knickningen [i2]. Han konstaterade dar-

vid att om inga utb@jningsforhindrande dtgirder vidtas, uppkommer vid oth o}

en ceniriskt tryck, initiellt rak striva alltid en utbéjning di tangentmodul- ’ e S

teorins kndckningslast Py, &verskrids. Vid denna utbjning, som é4r férenad | I e EAl! |

med en samtidig lastikning, intrider till en bbrjan spinningstkningar i vatje  firag : 1

punkt av strivans sektion, varvid tangentmodulen F; ensam bestammer Toi——- ?éu P e

o —sg-beroendet. Med &kad utbdjning borjar effer ett tag en spinnings- PN

minskaing att utbreda sig frin strivans konvexa sida, varigenom tvirseit-  Fjg :33c, [13] g=10 mjs?
tets spinningstillstind blir beroende ocksa av elasticitetsrmodulen E. Feno-.

menet illustreras av fig :33c¢, som redovisar experimenteilt bestimda kant-

tojningar fir den konkava sidan (kurva @) och den konvexa sidan (kurva )

av en rektangulir atumininmstrava, utsatt for oelastisk knédckning.

Shanley konstaterade vidare att dwbbelmodulteoring kndckningslast Py,
utgdr ett dvre gransvérde, som i praktiken aldrig kan uppnas, och som dir-
for inte bor kdggas till grund f6r berdkning av en striivas oelastiska kndck-
ningstast. En korrekt bestiimning hirav férutsidtter en behandling enligt
Shanleys stringa teori. DA emellertid en sddan behandling dr svir att ge-
nomféra #dven for mycket rencdlade fall, kan ordindirt rekommenderas att
kndckningslasten vid oelastiska forhélflanden, som en approximation ndgot pd
sdkra sidan, berdlcnas wr den jdmforelsevis enkla tangentmodul-teorin.

:34 Dimensioneringsprinciper Jfr kap 353 och 357
Forutsitiningarna for EBuler-knidckningsfallens giltighet — initiellt rak,
centriskt belastad konstruktion av material med obegrinsad elastisk defor-
mationsformaga — #r inte méjliga att praktiskt helt realisera, Avvikelser
inkommer i praktiken dels genom att aktuella konstruktionsmaterial upp-
tdr sig elastiskt endast wnder proportionalitetsgrinsen o,, en inverkan,
som diskuterats i :33, dels genom att initintkrokigheter och initialexcentrici-
teter dr oundvikliga, dven vid mycket renodlade forséksbetingelser. Det
preblem, som pd grundval hiirav méaste studeras, £8r att en si korrekt bild
som mdjligt skall erhillas av verkligheten, dr den excentriskt tryckta, ini-
tialkrokiga strivan med ett g—e-diagram, som &Gverensstimmer med ak-
tuellt konstruktionsmaterials. Nagot forenklas behandlingen dirvid genom
att deleffekterna av excentricitet och initialkrokighet dr principiellt lika,
varfdr man, utan aidgon begrinsning av problemstillningen, i stilfet kan
studera ndgot av de mera renodlade fallen excentriskt tryckt, initielt rak
striava eller centriskt tryckt, initialdeformerad striva. Aven I6r dessa mera
renodlade belastningsfall blir emellertid en string behandling ([2], [14]-{16]
m i) starkt komplicerad, varfér man fir praktisk dimensionering tvingas
till ytierligare forenklingar.
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Ett férenklat sitt att angripa problemet &r dirvid f6ljande. For det ide-
ella fallet centriskt tryckt, initielit rak striva beriknas enligt sengenimodul-
teorin (se :33) knickningslasten P, med hinsyn tagen till materialets verk-
liga o—e-diagram, varpa tilliten tryckbelastning erhalls genom division av
P, med en sikerhetsfaktor 5. For anpassning tifl verkliga forhallanden
maste darvid i sdkerhetsfaktorn s inkluderas effekterna av mdbilig initial-
krokighet och initialexcentricitet. D4 storleken av dessa effekier 4r be-
roende av en konstruktions slankhet, karaktiiriserad tex genom det sk

slankhetsialet
A=Lyi () dar i =14 @
ir sektionens tréghetsradie, fdljer ait sikerhetsfaktorn s ocksd blir be-
tegende hirav.

Otligenheten med en med slankhetstalet varierande sikerhetsfaktor fér-
svinner vid en mera realistisk behandling baserad pa representativa virden
f6r strivan av initialkrokighet och oavsiktlig lastexcentricitet. I &illimp-
ning pd strivor av ideal-elastoplasiiski material (fig 34a), tex allménna
konstruktionsstd], kan en sidan behandling genomfdras forhéllandevis
enkelt. Under foruisdtining av antingen belastningsexcentricitet eller ini-
tialkrokigher med storlek, som ticker praktiskt mdjlig summaeffekt av
badadera, beriknas dirvid det samband, som vid elastiska forhallanden
rader melian sirivans maximispinning ¢, och ytire tryckbelastning P.
Som kritisk definieras direfter den tryckkraft P, for vilken o, blir lika
med materialets stridckgrins ¢, varpd tilliten belastning erhills ur Py
genom division med en av A oberoende sdkerhetsfaktor, bestimd ur sam-

bandet
5= 0,/0um (&)
i vilket oy, = vid ren bdjning iltaten spinning.

Den pa detta sast beriknade kritiska lasten P, dr genereilt mindre én

konstruktionens barférmiga, varfér det beskrivna berdkningsférfarandet
innebdr en viss Sverdimensionering. Av i litteraturen genomfdrda, jim-
férande berdkningar §or ideal-elastoplastiskt material framgir emellertid
att denna overdimensionering vid ordindra konstruktioner inte dr av ui-
slagsgivande praktisk betydelse. Allmént géller att skillnaden mellan den
pi detta sitt beriknade kritiska lasten Py och barférmagan véxer med av-
tagande slankhetstal 4 samt blir stdrre, ju mera sektionens material kon-
centreras kring béjningsaxeln genom tyngdpunkten,

Fér storleken av den initialexcentricitet ¢ eller initiatkrokighet f, som bor
Iiggas till grund f&r en praktisk knidckningsdimensionering har i Literaturen
framfdrts och diskuterats ett siort antal olika alternativ (3fr ex {17], [18]),
varav nigra sammanstallts i vidstdende tabia.

Av de redovisade alternativen #r det av Timoshenko foreslagna nagot
mindre realistiskt dn de Svriga. Det ger for viss ldngd Loen initialkrokighet,
som 4r oberoende av konstruktionems slankhet, vilket strider mot vad
man erfarenhetsmissigt vet, ndmligen att ju slankare en konstrukiion &r,
desto stirre #r risken £6r att vid tillverkning, transport och montage de-
fekter skall uppkomma. For en vidare analys av vilken av de Ovriga ekva-
tionerna, som. bist beskriver verkligheten, féreligger tyvirr inte tiflrdckligt
statistiskt material, varfor ett definitivt val mellan de foreslagna alterna-
tiven for ndrvarande fir géras p& grundval av andra férhallanden. Av be-
tydelse 4r darvid, vad giller en praktisk redovisning av resuftaten i tabell-
eller diagramform, att de mot Dutheils ekvation svarande kndckningskur-
vorna blir bercende endast av materialegenskaper och slankhetstal, under
det att de kniickningskurvor, som berdknas med anvindning av Jasinskys,
Chwallas och Aas-Jakobsens ekvationer blir beroende ocksd av tvirsnittets
utseende.

Som illustration till berikningstekniken baserad pd initialkrokig strdva
redovisas nedan en bestimming av kndckningskurvor for strdvor av ideal-
elastoplastiskt material under tSrutsitining av en initialkrokighet enligt

i
&

&
% orctan £ l‘s

: E——
‘;, orotan £

i
1

Fig :34a. Ideal-clastoplastiskt
g—e-diagram

Jasinsky 1894
f=it]10d+ Lf,"‘ISO
Timoshenko 1936
f=L f,f 400

Chwalla 1943
e=1i]20+ L, /500
Aas-Jakobsen 1946
f=L}o [434iE
Dutheil 1947
F=4,8-10"°L%}d

med d = avstandet frin neu-
tralaxeln  till sektionens
iryckta kant. (Aas-Jakobsen
forutsdtter vid sin behand-
ling samtidigt sivil initial-
krokighet som initialexcen-
tricitet, vardera med en stor-
lek = hiilften avfenligt ovan.)
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Dutheil. Behandlingen genomférs f6r det grundliggande fallet tvasidigt
fritt upplagd strava (fig :34b).

Forutsitis strivans initialkrokighet y, vara sinusformad enligt sambandet
Yo =1 sin (#x/L) “)
erhills genom en beriikning ur elastiska linjens ekvation fir totaletbdjningen
» (summan av initialatbdjning y, och tillskottsuibdining »;) uttrycket
y=yof(1=P[Py,) (&3]

dar P, 4r den mot centriskt tryckt, initiellt rak, elastisk stréva svarande
Euler-knickningslasten enligt ekv :31 (2). For strivans maximimomeni  Fig :34b

M. vitket upptrider i fackmitt, ger ekv (4) och (5)
Mmax=‘Pymax:Pﬂ(1_P/Pke) ®
varpd ur Naviers spanningsformel for den maximala kantspinningen o'p, .5
berdknas

Oppay = PIA+PfIW(1— P{P) N

dir W=sektionens béjmotstand.

Ur ¢kv (7} kan nu strdvans kritiska fryckkraft P, beriknas genom att
Omax Saits lika med strickgrinsen o,. Insitts dérvid fér f uttrycket enligt
Dutheil, erhills efter omformning f6r den kritiska tryckspdnningen
gy, = P,/ A t6ljande samband

0';"(7;6[0'3+T52E(4,8' 103+ 1/A%] = — o (72 E/AD) (8)
som fdr givet material (£ och o, kéinda) ger o), som funktion av endast
slankhetstalet 2.

1 tabell :34 och i diagrammet ifig :34c har sammanstilits nagra pa initial-

krokighet enligi Dutheil baserade och ur ekv (8) beriknade, for stal gil-
lande op-virden (E=2,1-10° MN/m®. Sedan hirur &, bestimts, erhalls
tilliten tryckspinning oyyp; senom division med sdkerhetsfaktorn s, be-
stamd ur ekv (3). Tabellen och diagrammet, som hérletts under forutsétt-
ning av mot 2. knickningsfallet svarande upplagsférhallanden kan ut-
strickas till generell giltighet, om i uttrycket §or slankhetstalet A langden L
ersitts med den fiktiva knéicklingden L, (jir :31).
%
By
MNAE "
400 Bzg, .
N~ " N ||
AN s N Profif: T
| g Opa)—..
3001}0 07 ZCED NN
0y \ . Foea 2. G b
o : | statm5a-05 -0 I
=2 \ b v [ N
- g ' 0 ozt p-08-002 N
™ 0'3 Szt r—0-110-G02 Ny
’ y
02 -
100 e o ==
0 02 D& 08 0B 10 12 14 16 18 20 22 24 25 28 30
0 J-4.y%
2 50 100 150 00 A 250 m £
Fig :34c. Kndckningskurvor fér stdl, beriknade under Fig :34d. Kniickningskurvor vid varierande fiérhéllande
Frussdtining av initialkrokighet enligt Dutheif G pfGyye fOr striiva med ideeilt T-tvirsnitt och av material

med krikt o--s-kurva av i6r aluminiumlegeringar represen-
tativ typ. Kniickning i styva riktningen. Initialexcentricitet
enligt Dutheif [20]
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Tabell :34. Knidckningsspinning o, (MN/m? for stal, berdknad under forutsittning av initialkrokighet
enligt Dutheil (¢ har antagits vara 10 m/s?

as {MMNfm%
£ 200,0 220,0 240,0 260,5 280,0 300,0 320,0 340,0 360,¢ 380,0 400,0
0 200,0 2200 2400 260,0 280,0 300,0 320,0 340,0 360,0 380,0 400,0
10 199.0 219,0 239,0 258,53 278,35 298,5 318,5 338,5 358,0 378,0 398,0
20 196,0 2155 2350 2550 274,5 2640 313,5 333,0 352,5 372,60 392,0
30 19£,0 210,0 2260 243,0 267,0 286,0 305,0 323,5 342,5 361,5 380,5
40 183,5 201,3 218,5 237,5 255,5 273.5 291,0 3090 326,5 3440 361,5
30 173,5 190,5 2070 223,5 239,5 2535 275 287,0 302,5 3180 3330
60 1610 176,0 190,5 205,0 219,0 2325 246,0 259,0 271,5 283,5 2050
70 147,0 159,5 172,0 183,5 1950 205,5 216,0 226,0 2350 2440 2325
30 13t,5 142,0 152,0 161,0 1700 178,0 186,0 193,0 199,5 206,0 2120
90 116,5 125.0 132,5 140,0 146,5 £52,5 158,53 163,5 168,5 1730 177,0
100 102,5 109,0 1150 121,0 126,0 130,5 135,0 138,5 142,0 145,5 148,5
tED 89,9 95,2 100,0 104,5 108,5 12,0 1150 118,0 121,0 123,5 1255
120 78,9 83,3 87,1 90,6 93,8 96,6 95,2 101,35 103.5 105,5 167,5
130 69,5 731 76,2 79,1 816 839 86,0 87,9 89.6 91,2 926
140 61,5 64,4 67.1 69,4 7.5 13,4 TS5l 76,7 78,1 79.4 80,6
150 54,6 57,1 59,3 60,3 83,1 64,7 66,1 67,4 68,6 69,7 70,7
160 48,8 50,9 52,8 54,5 56,0 574 58,6 56,7 60,7 61,6 62,5
170 43,8 45,6 472 48,7 50,0 51,2 52,2 33,2 54,1 54,9 556
180 36,4 41,1 42,5 43,8 44,9 459 46,8 477 48,4 49,1 458
120 35,7 371 384 39,5 40,5 41,4 422 43,0 43,6 44,2 44,8
200 32,5 33,7 34,8 358 36,7 37,5 38,2 38,9 39,5 40,0 40,5
210 29,6 30,8 31,8 32,6 33,4 34,1 34,8 354 35,9 36,4 36,8
220 271 28,1 29,0 29.8 30,6 31,2 318 32,3 22,8 332 33,6
230 24,9 259 26,7 274 28,0 28,6 29,1 29,6 30,1 30,4 30,8
240 23,0 23,8 24,6 25,2 258 26,3 26,8 27,2 216 28,0 28,3
250 21,3 22,0 22,7 23,3 23,8 24,3 248 251 255 25,8 26,1
Det #r i sammanhanget angeliget att understryka att den ovan beskrivna )lf
berdkningsmetoden #ir begriinsat {illimpbar endast for birverk av ideal- /\
elastoplastiskt material. Vid birverksmaterial med elastoplastiskt 6—e- . 1 —
diagram, som p4 inte f8rsumbart sdtt avviker frin for ideal-elastoplastiskt = AN IO‘[
material karaktiristisk arbetskurva — t ex aluminiumlegeringar, betong och
trd — mdiste berdkningsforfarandet modifieras med hénsyn il effekten av ‘ X
krdkt o —e-kurva, se t ex [19] och [20]. Effekten belyses av fig :34d [20], i - Tﬁy 7
vilken redovisas for fem olika férhdllanden melan proportionalitetsgrans I
&, och 0,2-grins oy » beriknade kurvsamband mellan kndckningsspénning = -

&, och relativt slankhetstal A fér strava av material med o —e-kurva av fér
aluminiumlegeringar representativ typ. Kurvorna giller fér knidckning @
styva rikéningen av striva med ideellt I-tvarsnitt under fGrutsittning av en

initialexcentricitet med storlek enligt Dutheil. ¥ B
I vissa fall miste vid en dimensionering av tryckt stydva utdver imper-

fektioner i form av initialkrokighet och oawvsiktlig lastexcentricitet ocksi — 1

hallfasthetsnedsattande effekt frin egenspdnningar beaktas. Exempelvis - P IO'{

anges i gillande svensk stalbyggnadsnorm [21], att hinsyn skall tas tili rain

sidan effekt av initiella tryckspiénningar (¢,) [6r svetsade stalstrivor med }

I- eller T-tviirsnitt enligt fig :34e vid knickningsutb8jning & x-rik{ningen, b

om ¢;>0,4 o, och spinningsférdelningen har typutseende enligt figuren. Fig :34e. Representativ fordel-

Néagon motsvarande reduktion behdver inte gdras om for kndckningsut-  ping av initiella spinninger oy

béjning i x-riktningen o;<0,40, eller om knéickningsutbjningen forsig-  (egenspdnningar) for svetsad

gar i y-riktninge. :Lﬁlﬁtg}f? med I- eller T-tvir-
Omfattande redovisningar av {5r stalprofiler uppmiitta initialspinnings-

fordelningar ges i [22], §23] och teoretiska analyser av initialspdnningarnas

inverkan pa en strivas knickningslast i tex [24]-[26]. Exemplifierande

belyses denna inverkan av fig :34f [25], i vilken for initielit rak respektive

initiellt sinusformat deformerad stalstriiva med I-tvidrsnitt redovisas teo-

2—722405 Bygg I A, Sartryck 17
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retiske bestimd kndckningssp@nning oy, vid dels egenspinningsfritt birverk
och dels birverk med en initialtryckspinningsférdelning Gver tvarsnittet
enligt figuren med maximiviirdet o,—0,28c¢,. De redovisade kurvorna, som
jimférande illustrerar initialspAnningsinverkan vid kndckningsutbjning i
veka respektive styva riktningen, har beriknats fér det amerikanska kon-
struktionsstilet A36, vilket approximativt motsvarar det svenska konstruk-

tionsstélet 1411,

Exempel. Berikna tilldten tryckkraft Py, for den tvasidige fast inspinda
striivan (4. knickningsfallet) enligt fig :34g, om stréivan har rdrsektion med
ytterdiameter D, =100 mm och godstjocklek =4 mm. Material: Stal 1311
med a,=220 MN/m?, oy, = 147 MN/m?® (g =10 m/s%).

1=139,2-10"8 m?, 4=12,06-10—* m?, i=[/ JA=340-10"2m
L=pL=4L=4m,A=LJi=1178

Berdkning under {drutsittning av initialkrokighet enligt Dutheil:
§ =0 yfTyy = 1.5, 0, = 86 MN/m?, 0,5 = 0y,/5 = 57,3 MN/m?
Py = Oy 4 = 69,2 kN

Berikning enligt »Stdlbygenadsnorm 70»:

Oy = 63,6 MN/m® Py =765 kN

Som villkor fér en tillimpning av de i »Stilbyggnadsnorm 70» angivia
berikningsreglerna giller dirvid att striivans maximala initialutbdjning f i
fardig konstruktion inte fir &verstiga 1/600 av knéicklingden L.

:35 Tabeller och diagram

De virden for tryckta striivors kndckningslaster, som anges i den féiljande
sammanstiliningen, géller stringt endast under forutsitining av:

a homegent material med obegrinsad elasiisk deformationsférméaga
b initiellt rak konstruktion
¢ initiellt centrisk tryckkraft

18

Fig :34f. Kurvsamband melan
knfckningsspinning oy, och rela-
tivt slankhetstal A fSr initiellt
rak respektive initiellt sinusfor-
mat deformerad stilstriva med
T-tvirsnitt vid dels egenspéin-
ningsfritt birverk och dels biir-
verk med en stérsta initiaitryck-
spinning 0;=0,28 7 [25]

Fig :34¢
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For i avsnitten :351-:357 redovisade kndckningslastvirden kompletteras
frutséttningen ¢ med en férutsditning om att verkande tryckkrafter skall
medflja strivans kndckningsutbdining utan riktningsfordndring (konser-
vativt kraftsystem).

D4 Porutsdttningarna a—c inte ir mdjliga att helt realisera i praktiken,
méste de sammanstillda kndckeingsviirdena. d& de anvinds for praktisk
dimensionering, modifieras enligt de riktlinjer, som angetts 1 :32-:34, For
att underlitta en sidan modifiering har kndckningsvirdena genomgiende
— med undaniag foér strivor med férinderlig sektion — redovisats under

formen

P, =T EI/(BL) )
vilket mdjliggdr en snabb bestimning av det mot 2. Euler-knéckningsfailet
svarande slankhetstalet

A=pLji @
varpd den tillhtrande tiltatna knickningsspinningen Gy direkt kan er-
h#llas ur exempelvis gillande bestimmelsers kniickningskurvor eller, for
specialfallet konstruktioner av ideal-elastoplastiskt material (t ex stal) ur
ekv :34 (8) eller ur knéickningskurvor av typ enligt fig :34c. En apvindning
av de sistngmnda knickningskurvorna innebir dievid principiellt en berdk-
ning under férutsitining av en initialkrokighet, som till sin matematiska
struktur #r affin med knidckningsutbéjningen fér den motsvarande raka,
centriskt tryckta strivan, och som har en storlek, som ticker semmaeffekten
av praktiskt sannolik savil initialkrokighet som initialexcentricitet, jfr Du-
theils ekvation i :34.

Speciella dimensioneringsproblemn inkommer vid knidckning av strévor
med efter sin [dngd varierande normalkraft och sektion. Som en approxima-
tion pé sikra sidan rekommenderas dirvid fér fallet varierande normaikraft
vid konstant sektion [27], ait den fiktiva knidcklingden SL bestims ur det
till tryckkraftens maximivirde hérande knéckningsvdrdet, beriknat med
hansyn tagen till normalkraftens verkliga variation, varpd tiHiten knick-
ningsspinning himtas ur bestdmmelsernas knidckningskurvor eller, for
stal, ur fig :34c. Noggranaheten i ett sadant forfarande &r fér nirvarande
inte fullt utredd. Av i litteraturen omsorgsfullt genomférda undersdkningar
for fallet linedrt varierande normalkraft {28} torde dock slutsatsen kunna
dras, att forfarandets precision vid ordindrt férekommande fall av varie-
rands normalkraft dr for praktiska forhillanden tilirficklig. De geromférda
understkningarna tyder pd att den sdmsta precisionen didrvid kan forvin-
tas kring slankhetstalet A= 100. Vid fallet tryckt stréiva med sarierande sek-
tion 4r de gillande bestimmelsernas knfickningskurvor generellt inte till-
ldmpbara. For hur knidckningsproblemet under sidana férhdllanden kan
behandlas hiinvisas till :353.

Fir grovre dverslagsberdikningar erhills vid striivor med konstant sektion
och normalkraft ofta tillrficklig precision, om det mot 2. Euler-kn#cknings-
fallet svarande slankhetstalet 4 bestims gemom skissning av knicknings-
utbdjningskervan och dirpd féliande uppmitning av den fiktiva kndck-
lingden L som avstindet meHan tvd pd varandra foljande momentnoll-
punkter. Forfarandet illustreras genom de i fig :35a visade belastnings-
fallen.

Exempel. Berikna med hinsyn till knéckningsrisken erforderlig profil av
stil 1411 for pelarem enligt fig :35b. or,=260 MN/m? 0yy;=173 MN/m?®

(g=10 m/s%).

§=0yoy =15 PyfP=0,750 L/L=0,667

B =0,530 (fig :352¢) SL—398m

Viljs pa forsbk HE260A, erhalls

A=2868:10"% m?, i=6,50-10""m, A=pFL/i=61,2, g,=2025 MN/m®

Py==0,25 MN ]

P,=0,75 MN

Lyt5

Fig :35b

b=p,‘+p2.1.oc MN
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(tabell :34 eller fig :34c) Oyeyy = Opfs =135 MN/m?, Py = Ogem A =
1,172 MN > aktuellt P.

En analog berikning for HE240A resulterar i Py = 0,979 MN <aktuelk
P, Pa grundval hirav viljs HE260A.

:351 Flastiskt inspénd striva med konstant sektion och
normalkraft

Se fig :351a och b, Fdrutsdtining: Elastisk inspinning av sidan art att
stodvinkelindring @ och stédmoment M #r direkt proportionelia, dvs fér
exempelvis ett upplag A

6, =k, (L{ENM, (n

dar k, dr en dimensionslds inspinningskoefficient med variationsomradet
0— C>0 vitken kan bestimmas enligt de rikilinjer, som anges] nedanstiende
exempei Speciellt motsvarar dirvid k,=0 fastinspinning och &, =co fri
uppiigegning. Elastisk inspanning av denna art #r vid knickning ai(tuell tex
§or tryckt ramdel, som ér béjstyvt forbunden med ramdelar med ur knéick-
ningssynpunkt férsumbara normalkrafter. Jfr :35, fallen a-i.

10 1 7 kp=o0
| | A,
kak [T [ A2
0 a b\ = | I (‘ 5 iET
8 = I Tt LA 06 5 —j (B Ay
| /: LT Ll os w1 N ¢ ) | i
: e AT AT ] F“‘“”_* g
A L7 02 g .._9 i r 2 ‘15
08 A A + ”,2—" & 5§ - En= anMa, Oy =ky = EJ' Mp 2
T ; LS ol 5 1= | % 2
I iy L e e e 4 =
! 7 LA _’_____...——-"”’ £ g.5 i~ e L '135
07 7 = T 0 25 A L
= L \ 2% - Cerrl oz
2 //”‘f e \r_ﬁb 2 // X -1 - > I
— . L1
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/ ,é 2 aTET 7 15 1or ; LT i
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Fig :351a. Transversellt ofrskjutbara stingéindar [29), {307

ka

Exempel, Berikna knickningslasten Py for den i fig :351c¢ visade ramkon-

struktionen.

For ramdelen BC giller mellan stddvinkekindring @-D och stédmoment

M, sambandet
Oy = My Ly/3El =

M, Lj4,5ET

vitket i kombination med ekv {1}
o, = Fep(Lgpf ELy) M, = K (L ET) M,

ger &y, = 0,222

D3 vidare &, =oo (fri uppldgening) erhélls ur fig :351a fér P, uttrycket

P, =TEI(PLY

med § = 0,811

Fig :351b. Transversellt forskjutbara stdngindar [31]

Fig :351¢

varpd den tillhdrande knickningsdimensioneringen kan genomfdras efier
de linjer, som angetts i exemplet i :34.
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:352 Konstant sektion, forinderlig normalkraft
a Sprangvis féranderlig normatkraft

2, /2=0) Fig :352a. [32] . Fig :352b. 1,
9 b/ . . g/P Uz [33]
- gz | [ 1 :
i 411" //, fe 1 /
j é (it A S
P t LT / 1‘ . A i
L T______ 08 (1% / / 4
l‘.z 2, L - JTZEJ - p'l
1 7 _mAET %= A L
l k (ﬁi 3 P {BL) | L
P=py+fy '{ _:;:l=,0'+p
0 05 L/l 1 0 05 LA
07 p,/p-ln : Tig :352¢
3 02| 1+
_—’/ |
08 > g: sl 05 P, /P =10 . Py /=0
b B | ' 02 I 21 _1—+=
T LT 08 T e i 5 o = |
05 | ] mery
| [y 4 ___,_--gjf—*"‘ 7 8 051
04 2 Tl L[ b8
_ 03 R ! i
L—1 ! // Ly 05
03 B P il /
PREL R BB T L e
z 3 - —
02 (et Iy o =) iiz % 617, |
o W,—L D45
[ 7m0 ¢ 0
APy 6 85 2/ 1 o 05 i
i
] 05 Lyt 1 Fig :352d Fig :352e. [32]
b Linedrt forinderlig normalkraft
A p h oA
1T T
al AT el | R -TEL ) 7T
5 7 i (B2 P
=, e pore , e Fig :3526-h. [28]
e PR Y] LY IPRRELYE
=) J 0794 I 0352 1,881
_t it J.
T Pehy Pzh,
i)
_ @7 T
W (B0% % {,6.’.2

_lnﬁ

‘g‘ 086 Ry 5,
N AT
Kl

I
I
&

De i fig :352f-k redovisade kniickningssambanden 4r nérmeformler, som
ger fér ordinira praktiska férhallanden godtagbar noggrannhet inom
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omréddet 12 Py/P;z —0,2. For en kndckningsberdkning vid krav pi forfinad
precision hiinvisas till vidarentvecklade nirmesamband i [28].

P

_ ; S
x L ™ ; 2 _n%ET
2R\ 7 B\ 7 W e
By 2
£ ﬂL 5 0, @-036i
2 7
_ i _ f
¢ P& annat sitt fordnderlig normalkraft
_= - S . o
B B8 o T
2 i B ogR g 2w
2 [ K gn)? 2V E[FR L et
x5 7 = =
- = s ke -
st onyf-3) | rs ' E L4 B-0593 P
AE A~ YA | .
12,20 A
Aad [n_ 8 @ 7 3
B 1122 0,783 0401 0459
Fig :352n. [34] Fig :3520. [33]

+353 Forinderlig scktion, konstant normalkraft

A Allmiint

Vid en bestimmelsemdssig kndckningsdimensionering beriknas forst ett
mot 2. Enler-kniickningsfallet svarande fiktivt slankhetstal A= LJi, varefter
den tillh&rande tilldtna knéckningsspinningen gy, ;, erhills ur kndcknings-
kurvor eller kndckningstabeller. I de fall dessa har en med slankhetstalet
varierande sakerhetsfaktor s, uppstir visentliga dimensioneringstekniska
svirigheter som f6lid av att vid varierande sektion slankhetstalet blir be-
roende av vilken sektion, som ldges till grund f6r dimensioneringen.

Fér knickningsundersékning vid strdvor med varierande sektion anges
nedan en approximativ berikningsteknik, som i princip kan beskrivas som
en modifiering av ett i [3] foreslaget forfarande,

Strdvan antas i obelastat tillstind ha en initialkrokighet f, som till sin
matematiska struktur dr affin med knickpingsuthéjningen vid den till-
hérande centriskt belastade, initiellt raka strivan; jfr fig :353a, som visar
antagen initialkrokighet fér ndgra grundliggande upplagsférhallanden. Ea
tryckande axialkraft P medfor en fdrstoring av initialkrokigheten till be-
Joppet

y=f{(1—PlP} ¢))
dir Py, dr den under forutsittning av initfellt rak, centriskt tryckt elastisk
striva berdknade kn#ckningslasten. For den tilthérande tryckkantspin-
ningen o erhills med beaktande av att bdjmomentet M= Py uttrycket

G = (PlAY[1+fA/W(1 — P[P)] (2

varur tilliten knickningsbelastning Py, kan bestdimmas ur villkoret, att
P =3Py i farligaste snitt skall ge ett ¢, som ar < striickgrénsen o, dvs

03 (sPyyyf A1 +FA] (1 = 5Py P 3

22

Fig 13521 och m, [33]

& o,

= ™ £ 3

%1 ELA |/2 o
i = b_L & (i)

£ = :

5 £ J _

':'S é L/é 8=0427

5

Fig :352p. [33]
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For initiatkrokighetens f variation lings strivan viljs for defyraifig:353a
visade grundiiggande uppliggningsfallen de approximativa uitrycken

1. uppldggningsfallet f = f,, sin (xf2L) @
2. uppldggningsfaliet f = £, sin {7x/L) (&)
3. upplaggningsfallet f = f,, sin (mx/L)) ®
4. uppldggningsfallet f = £, sin [7(x — L)/ L] N

med L,=avstindet mellan tvd pa varandra féljande inflexionspunkter. Vid
komplicerad sektionsvariation kan dessas lagen for upplidggningsfallen 3
och 4 bli svirbestimbara. Under sidana omstindigheter rekommenderas
att inflexionspunkternas lagen viljs 1 Sverensstdmmelse med férhallandena
vid Euler-knickning av striva med konstant sektion, vilket medfér att
uttrycken £6r f enligt ekv (6) och (7) modifieras till sambanden

3. uppldggningsfallet f = f,, sin (4,49x/L}, L, = 0,699L (Y]
4, upplaggningsfallet f = f,, sin [27(x/L—1/4)], L,== L 7"

For initialkrokighetens maximivirde f, viljs i konsekvens med den i
avsnitt :34 genomforda kndickningsbehandlingen en medifierad form av
den av Dutheil foreslagna relationen

fn= 48 1072LYd, (8)

varvid d,, betecknar ett vigt medelviirde av aystindet frin neutralaxeln till
sektionens trvekta kant, bestimt ur sambandet

L
dy, = (IIL)jO ddx 9

B Exempel

Exempe} 1. Berdkna ur knickningssynpunkt tilldten tryckkraft Py ér den
tvasidigt ledartat infistade strdvan enligt fig :353b, om strdvan fdrutsétts
avstyvad mot kniickning i veka riktningen.

Material: Stal 1411 med o7, = 260 MN/m?, oy, =173 MN/m?, s =0/ = 1.5
{g=10 m/s®).
For striivans ytterpartier @ resp mellanparti @ géiler

@ HE 300B: I, == 25166-10~% m*, W, = 1680-10~¢ m?, 4, = 149,1- 107 m?
@ HE 400B: I, = 57680~ 10~¢ m?, ¥, = 2880-10~% m?, 4, = 197,8- 10+ m?
Med utnyttjande av fig :333 g berdknas

LjL=10,25, m = 0,661,y = 0,79, P, = 0,797% EL,/L} = 14,76 MN

och ur ekv (5), (8) och (9)

d,=17,5-10"2m, Ly=L=8 m, f,=1,755-107% m,

f=1,755-10"%sin (mx/L) m

Fig :353a. Antagen initialkro-
kighet T6r ndgra grundliggande
upplagsforhillanden

g

@ 4
I
o i & |
{=|3|— -1 L=8Bm
L
=2 |
© |z ’
/A'////'\r'—_?_
4o
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Dimenstonerande spénning méste upptrdda antingen i strivans mittsnitt
1—1 eller i det snitt 2— 2, diir sektionen diskontinuerligt f&rindras.

Snits 1-1: F=fp=1,755-10"%m

2603 (5Pyyyy/197,8 1074 [1 4+ 1,755+ 197,8 - 10-5/2880+ 10-5(1 — 5Py51,/14,76)]
enligt ekv (3} 8Py <4,39 MN

Snitt 2—2: f="Fpsin 0,252 = 1,241-102 m

2603 {5 Pyyi/149,1 - 1079 [1 £ 1,241 149,1- 10-8/1680- 10-5(1 — 5P,0111/14,76)]
sy €3,39 MN

Bestimmande for tilliten tryckkraft ir foljaktligen tryckspiénningen i
smitt 2— 2, vilken ger Py =3,39/1,5=2,26 MN

Exempel 2, Berikna Py, f0r den i fig :353¢ visade, tvasidigt fast inspinda
strdvan av stil 1411 med 6,=260 MN/m?, o,y = 173 MN/m?, s=0 /oy, =
=1,5 (g=10 m/s?).

Strivan forutsdtts avstyvad mot knfickning i veka rikéningen. Partierna @
och @ karaktériseras av

@ HE 160B: I, = 2492+ 103 m*, W, = 311-10~5 m?, 4, = 54,3-10~% m®
® HE 180B: I, — 3831-10~% m*, W, ~ 42610~ m3, A, — 65,3-10~% m?

Approximativ berdkning av Py,
Belastningsfailets kndckningslast P, vilken forfattaren veterligen inte finns
utviirderad i litteraturen, kan noggrant bestimmas genom ¢ ex direkt in-
tegration av elastiska linfens ekvation eller genom numerisk integration
enligt Vianellos metod (se :26). En sidan bestimning blir emellertid tids-
ddande och &r i aktuellt sammanhang inte heller erfordertig med hiéinsyn titl
de approximationer, som infdrts ovan vid val av initialkrokighet.
Approximativt kan P, berdknas pa féljande sdtt. I kndckningsdgonblicket
anses strivan uppbyggd av tre samtidigt knickande delar L,, L, och Ly,
begrinsade av inflexionspunkter & och fasta inspinningar, For dessa delars
kndckningslast Py, giller, om de bida inflexionspunkterna & approximativt
antas fi samma kndckningsutbdjning

Py = w2EQ /412 (defen L;) (a)
P, — =*Ef,/4I2 (delen L) ®)
P, = ‘/‘EzEfg,"L? (delen L;) «©

varvid p hdmtas ur tabeilen i fig :354 b fall 2 (Po/P=0). Ur villkoret, att 7,
enligt ekv (a)-(c) skall vara lika och ur villkoret, att

Ly L+ Ly= L {d)
erhills
Ly = /(2,24 2,48)/p), Ly = 1,240L,, L = 2,48)/pL, (&)

Viljs pa forstk ett virde 7, kan ur ekv () tillhérande L,, L, och Lg be-
riknas. Dirigenom blir ingdngsstorheterna i fig :354b fall 2 bekanta och
ett nytt y-viirde erhalls. Berdkningen upprepas tills pa férsék valt y-virde
dverensstimmer med berdknat.

T aktuellt fall beriknas

L= 0219L, L, =0272L, L, = 0,509L, y = 0,88, P, = 4,21 MN
Dimensionerande tryckspinning uppirider I ndgot av saitten 0—0, 1—1,
2—2 eller 33,
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Snitt 0—-0:

d = (0,4:8+0,6:9)- 102 =8,6:102m, f,,=48-10°L%d,=0927-10"m
£ = fpsinn(e— L)L, = 0,927-10-2sin6,17H(x/L— 0,219)m f, = —0,905-10~*m
2603 (sPpiypy/ 54,3 1079 [1 40,905+ 54,3+ 10-8/311 - 1071 — sPyyy1;/4,21)]

$Pyyin < 1,16 MN

Snitr 1—1: F=0,83310""m< | fy

Hirav féljer, dd sektionen dr densamma i snitten 0—0 och 1—1, att maxi-
mala tryckspanningen i -1 inte kan vara dimensionerande.

Snitt 2—2: fo=f=0,927-10%m
2603 (5P 051,/65,3- 1079 [1-+0,927+ 65,3+ 1075426 1051 — 5Py y31/4,21)]
5Py < 1,40 MN

Snits 3-3:
Da | f5] =0,921-107% m<f; inses att snittets maximala tryckspénning inte
kan vara dimensionerande.

Bestiimmande for Py blir foijaktligen spinningsitrhiliandena i det
gvre inspinningssnitiet 0—0. Py, =1,16/1,5=0,773 MN.

C Diagram
a Sprangvis férdnderlig sektion. Se fig :353d-i.

? o ! 1’
T ~ N
- ; 15 !
T AT ANNE == R
-+ NN ~ |
‘ [ ki ] Ay |
% Ly Flf Ly 0 7 mE
l l o = Tl 1 i : 1
3 0 e \ng“% ——
Sunms an i
P—=ynEL/L?, varvid for yp giller de mot 0 U.J?‘“iﬁ:h s a2
PoP—0 svarande virdena i tabellernaifig:354 5 0 oz oA GF 08 B-p Tt
Fig :353d-¢ iy o Iz
Fig :353g. [31]. [35]
i 2 _
4 N RERN
RARNSSS S
‘ 08t 1 :
08 AN 0 . ] ] 3 ity
- — i
06 \ \ \ ,|\:Tj£ 06 0 = / f Iy g |L
04 A G 04 05— s £y
\ DN 03 1 / ;
02 02 1 o Y == / )', 1o
. NN BN . TER
o i 0 ] i 1 g 5=y G
g o 0z 03 & o1 02 03 @4 05
Ll— =i
Fig :353h. [1]. 36] Fig :3531. [11, [36]
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For motsvarande knickningslast P, vid strdvor uppbyggda av tre delar
med tréghetsmomenten I, £; och [, hiinvisas till [2] och [35}.

b Kontinuetlig: féranderlig sektion. Se fig :353j-—0

il s 2
My )
? By 3 14 1/%_4 :
. i Y = "\ |,
F \\\ g s §\ 53\: Edy
U N - % = A ) hni
S <] *)) - A S ¥
15 I o 0\ na 1
IR 2 g Y Y/
0 \ \\ ol 17 i 1
T U.ilS\ S I 1})‘2&' ) ¥ s ey
N N BTN el e
ST \:‘:‘:— ]:szgm : UTI e T
i : . A P i -
0tz o4 05 DB &P Vo w7, P 03 04 05 r}’f':;z
LWL
Fig :353). (37] Fig 1353k [37]

- ——I—‘—
| ’x—?] 7 [h(\/@]) Ll]n fir D x=ly Tf‘ J=3 {l*(ﬁﬂ)g’nﬁr beyxzfy

A 2ls L T2 forlisxsiiv2l, e |L _7;:,'2 fir fysasdyr 2y
g EJ A
L Fk ¥ 2z ’:1 g TR X sz
7 1
ok For n=2 finns ¥ mera detal-
£ ‘erat redovisad i fHig 1353k
Lyl Ll n=t n=2 n=3 n=4 LfL Ll n==l H==2 n=3 n=4
0 i i 1 1 0 4 4 4 4
01 1 1 1 1 1 0,1 1 4 4 4 4
0.8 0,999 (3,999 0,999 0,999 0.8 3,83 3,83 3,83 3,83
0,6 0,998 3,998 0,998 0,998 0,6 3,63 3,61 3,61 3,60
0.4 0,997 0,597 0,997 0,997 0,4 3,35 3,30 3,29 3,28
0,2 0,996 0,994 0,994 0,993 0,2 2,94 2,80 2,16 2,74
0,1 0,995 0,992 0,990 0,990 0,1 — 2,37 —_ 2,27
02 1 1 1 1 1 02z 1 4 4 4 4
0,8 0,996 0,995 0,994 0,994 0,3 3,73 3,73 3,73 3,73
0,6 0,985 0,987 0,987 0,987 0.6 3,42 341 3,40 3,40
0.4 0,983 0.976 0,975 0,975 0.4 3.06 3,01 2,99 2,98
0,2 0,976 0,956 0,951 0,950 0,2 2,58 2,46 2,43 2,41
0,4 0,958 0,936 0,926 0,913 0,1 — 2,06 — 1,986
0,3 i 1 1 1 1 0,3 i 4 4 4 4
0,8 0,991 0,983 0,982 0,982 0.8 3,68 3,68 3,68 3,68
0,6 0,968 0,961 0,958 0,957 0,6 3,34 3,32 3,32 3,31
0.4 0,931 0,927 0,923 0,922 0,4 2,93 2,85 2,88 2,87
0,2 0,903 0,872 0,860 0,853 0,2 2,37 2,32 2,29 2,28 i
0,1 0,879 0,81% 0 794 0,778 0,1 — 1,909 — 1,842 :
0.4 1 1 1 1 1 0,4 1 4 4 4 4
0.8 0,967 0,963 0,963 0,962 0,8 3,65 3,64 3,64 3,64
0,6 0,924 0,916 0,914 0,913 0,6 3,26 3,24 3,24 3,24
0,4 0,861 3,853 0,850 0,844 0,4 2,82 2,77 2,76 2,75 B
0,2 4,810 0,759 0,741 0,730 0,2 2,27 2,15 2,12 2,i0
0,1 0,768 0,676 0,640 0,619 0,1 —_ 1,707 — 1,617
0,3 1 1 1 1 1 0,5 1 4 4 4 4
0.8 0,939 0,936 0,935 0,935 0.8 3.59 3,38 3,58 3,58
.6 0,872 0,862 0,861 0,858 0,6 3,15 3,12 3,11 311
04 0,797 0,771 0,762 0,758 0,4 2,63 2,59 2,57 2,56
0,2 0,710 0,645 0,622 0,610 0,2 2,06 1,919 1,872 1,847
0,1 0,657 0,547 0,508 0,487 0,1 — 1,458 — 1,348
Fig :353). [34], [37] Fig :353m. [34], [37]
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Flg :333n. 134], [38]. v enligt tabeli &
Sektion
. 7T
] =1
I= I+ (TR — DL A ol o ya
PkE?J!’EIQ/LE —ﬁ—
° b "l n=2 Vs Ve
5ifls I3 0,8 0,0 0.4 3,2 0,1 0 by
P, 0,250 0,235 0,218 0,199 0,178 2,165 0,097
" 0899 0792 0.677 0548 0472 0372 v
Ve 1 0,897 0,786 0663 0516 — 6,386 Libzru | n=3 ¥ ¥e Ve
Vs 0,250 0,234 0,216 0,193 0,161 0,137 0,025 b b‘
5 1 0,897 0,781 0,647 0,479 0,365 0,025 2
Ve 1 0,895 0,780 0,647 0476 0,365 0,025
v 0,250 07234 07215 0,191 0,156 0129 0
e 1 0,896 0,777 0,637 0458 0331 O
o 1 0,895 0,778 0,642 0467 — 0 =4 i Yu et
e 0,250 0,234 0,285 0,190 0153 0,122 0 g
1 1 0,895 0,775 0,632 0447 0316 0 |p
Yie 1 0,895 0,777 0,639 0462 0,337 0 v
For fallen g5 och ¥ ges mera detaljerat dimensioneringsunderlag i [39]
med behandling ocksa av fallet b&jd och samtidigt tryckt striiva. I j40] ges
ett dimensioneringsunderlag med motsvarande omfattning fdr fallet .
Mot 94, svarande, modifierade fall med strdvans minsta tviirsnitt inspént
behandlas i [41].
Fér dverslagsberdkningar vid tvisidigt ledad striva med kontinuerligt
foranderlig sektion, se fig :3530,
Tvirsnitisform Anvdndningsomride Koefficienten y==
Tz 7 1 L<05L 0,17+ 0,330+ 0,50+ (L £)(0.,62
Pyl Tl +Vo—1.626)
4 2 L=03L 0,481 — )+ Vo
L 3 0,5L<L,<08L Line#r interrolation mellan & cck @
4 I1,>087 1,0
1 L,<0,5L 0.08+0,920 + (L L)*0,32+ 45— 4,320)
2 L,=05L 0.16(1 - o3+ Vo
2 05L<L;=<08L Lincir interpolation mellan @ och (@)
4 £,20,8L 1,0
Parabel
7y 72 A
-‘—__"__/ ) > - )
£ [ A 0,48+ 0,020+ 0,5)/7 Fig :3530. Nirme-

i L

samband [6r Py, till-
limpbara f6r tvasidigt

ledad striiva med kon-

Parabel tinuerligt f{8rdnderlig
sektion.  Giltighets-
A 2 omride 0,01 <e* <1
> 7], 311
b LR
== .
A3 ; fZ 0,180,320+ 0.5)p Prm vl ELIL?
s=VLils
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:354 Foranderlig sektion och normaikraft

En approximativ knickningsdimensionering vid striva med fdrinderlig
sektion och normalkraft kan i princip genomféras efter de riktlinjer, som
angetts i avsnitt :353. Dock inkommer, som framgar av efterfiljande exem-
pel, en viss modifiering, dikterad av att de krafter, som vid forinderlig
l#ngsbelastning uppkommer i strdvans inflexionspunkter, inte sammanfaller
med dessa punkters forbindningslinje.

Exempel. Berdkna Py, f0r den i fig :354a visade, tvasidigt ledartat infds-
tade strivan om sirivan forutsiits avstyvad mot knickning i veka rikt-
ningen.

Material: 1311 med o,~ 220 MN/m?, 64— 147 MN/m?, s=0/05,=1,5
(g=10 m/s%.

For delarna @ och @ giller
@ HE200B: I =5696-10"%m*, W, = 570-10-°m?, 4, = 78,1-10~*m*

@ HE400B: I, = 57680 10~8 m?, W, = 2880- 105 m3, 4, ~ 197,8- 10~ m?

Ur tabellen i fig :354b fall 2 berdknas

Lo/L = 0,6, IjT, = 0,0088, Py/P = 0,6, — 0,36,P, — 0,3652EL,/L® — 4,30MN

Ur ekv :353 (5), (8) och (9) erhdlls £6r initialkrokigheten
Ly=10m, d, = (0,4 10+0,6-20)- 10~ = 16,0- 10~ m, f,,, = 3,00-10~* m,

F=13,00-10"2sin {mx/L) m

Spinningsherikning for snitt 1 —1;

f1=285-102m

Y1 =h{Q = 5P/ P} = 2,85 1071 — 5Py 111 /4,30)m

My =sPyy+30-04L = 5Pp(0,40 + 0,6 0,40) = 0,645P 11

Hiremot svarande max‘mal spidnning omedelbart ovan snitt 1 —1 blir
Crmax = 5 04 P/ AL+ My Wy

= (5Pyy4iy/ 78,1+ 1079} [0,4+ 0,250/(1 — 5Py, 11/4.30)] S0, = 220
varur beriknas
$Pypqy = 1,99 MN

Genom fortsatt, motsvarande kalkyl for ett snitt omedelbart under 1—1
samt foér andra karaktdristiska snitt kan pdvisas att det f&r snittet omedel-
bart ovan I—1 framriknade kndckningsviirdet dimensionerar, varfér

Ppyn =1,9%/1,5= 1,33 MN
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a Sprangvis férinderlig sektion och normalkraft. Se fig :354b

Fall 1 Fall 2 Fall 3 —ﬁﬂ
TET, nEL, MET, 1
PrL=1 P, o= Py = 2
Le| 1 r=7V Iz k=7 1z k=Y IE I
|71 ; )
: L
PP = PP = PalP =
o | o2} o4 0,6[0,8|1,0 o |oz2]ea] 0s 08| 10| 0 lo,z 04| 06| 08| 1o
0,31 0,05| 0,023] 0,031| &,041 0,061 0,12] 2,78)0,057| 0,065] 0,076{ 2,0917 0,113{ 0,145| 0,098} 0,122{ 0, 163} 0,244 0,49| 2,83
0.1 |0.047] 0,059 0,078] 0,117 0,23] 2,78(5,113] 0,130| 0,151| 0,181] 0,222 0,283| 0,187 0,234| 0,317 0,485( 0,92} 2,87
0.2 |oossl o1 o012 (0,23 [0.42)2,78{0,22 10,26 | 0,30 [6,35 [0.43 0,54 |0,34 0,43 10,56 10,83 |1,53(2,07
0.4 {0015 1019 0,24 {0,36 [0,700 2,780,244 10,50 | 0,57 0,67 10,81 [1,00 [0,58 0,72 3,02 11,30 (2,063,158
0.6 010 [0,21 [0,82 {0,486 [0,86}2,780,64 | 0,72 |0,83 [¢,96 |1,14 (1,38 {0,753 |0,91 1,16 | 1,59 |2,33) 3,33
0.8 0,23 028 [0,37 (0,55 [0,0712,78[0,82 {0,83 | 1,06 [1,22 1,44 1,71 {0,883 |1,07 1,35 |1,80 [2,53/3,50
1 lo2s (031 |o41 {058 [1,04|2,78]1,00 [1,12 [1,27 [1,46 |1,60 | 1,08 |1,00 [1,20 |1,50 |1,87 [2,70)3,66
0,41 0,05} 0,033] 0,041] ¢,034{ 0,081 0,18} 1,56| 0,086, 0,075] 0,088 0,106 0,131( 0,170/ 0,130/ 0,162 0,216} 0,323 0,85/ 1,60
01 |0.06010,073 6,10 10,15 [0,30] 1,56|0,130] 0,148 0,173} 0,207 0,253 0,328| 0,24 | 0,30 | 0,0 | 0,58 1,04/ 1,65
0.2 |01 J0.13 0,18 {0,26 |0,50] 1,56(0,25 0,20 0,33 | 0,40 {0,449 [0,62 |0,41 |0,51 0,65 ;0,50 [1,31)1,73
04 |017 {021 | 0,28 { 0,40 [0,70]1,56(0,48 0,54 |0,62 | 0,73 | 0,88 1,08 {0,63 10,75 0,93 [1,18 |1,52/1,88
0.6 |0.21 (0,26 [0,33 10,47 [0,78]1,56|0,68 {0,786 [0,87 | 1,01 {1,189 | 1,43 |0,78 [0,91 1,10 { 1,35 |1,68)2,03
0.8 |0.28 {020 |0.37 10,51 |0,82| 1,36(0,85 0,05 | 1,08 |1,23 {1,435 [1,60 [0,89 | 1,04 |1,24 11,50 |1,82]2,17
1 |e2s foat [o30 0,51 [0,85|1,56]1,00 |1,11 {1,25 [1,42 | 1,63 1,90 {1,00 |1,16 |1,36 1,63 11,05/2,30
0.5] 0,08 0,045! 0,057| 0,075 0,11 { 0,22 1,00(0,082| 0,094| 0,311} 6,135} 0,171| 0,231 0,£79| 0,223 £,206] 0,44 10,76( 1,04
0.1 10,083/ 0,10 [ 0,14 10,20 | 0,38 1,000,159} 0,183 0,215 6,261] 0,528 0,438| 0,51 | 0,38 10,49 |0,67 |0,00]1,08
0.2 [o1s [0i17 [022 (0,31 054 1,00(0,30 (0,35 0,41 |0,49 |0,61 |0,79 |0,48 | 0,57 0,68 | 0,83 [1,00|1,18
o1 |09 lo24 [o30 [0.41 [0,63[1,00)0,55 (0,62 [0,72 [0,85 |1,02 |1,28 |0,66 |0,75 |0,87 11,00 [1,15/1,30
o6 [022 lo27 {034 [o.45 [0,65[1,00/0,74 (0,82 [0,95 [1,10 |1,30 |1,58 |0,79 0,88 1,00 11,13 |1,28/1,43
0.8 |02 [0.29 0,36 0,47 [0,67[1,000,88 (0,09 [1,32 |1,28 [1,49 | 1,77 [0,90 |1,00 1,12 |1,28 [1.40}1,55
1 |0.25 lo.30 |0.37 {0,48 |0,67)1,00/1,00 | 1,11 |1,25 | 1,41 |1,62 1,89 [1,00 1,11 | 1,23 |1,37 | 1,521 1,67
0,6] 0,05 0,088| 0,083| 0,11 {0,186 [0,31| 0,700,111} 0,120] 0,154] 0,192} 0,253| 0,366| 0,26 |0,31 | 0,40 | 0,52 10,65/ 0,74
04 ]0.12 |0t [ 0,19 |0,28 [0vdaf0.70(0,21 0,25 |0,20 (0,36 {0,47 |0,67 |0,30 {0,46 0,53 | 0,62 |0,70]0,78
o2 lo17 [021 0,26 0,35 |0,50] 0,70]0,38 [0,45 |0,53 [0,85 |0,82 1,11 [0,52 0,58 0,64 10,71 |0,78) 0,85
o4 loz2 (0,26 (0,31 0,40 0,52 0,70[0,65 10,74 0,86 [1,02 [1,23 {1,538 |0,67 |0,72 [0,79 | 0,85 10,020,909
08 024 |0,28 |0.33 | 0,41 |0,58]0,70{0,8% 10,02 |1,05 [1,22 (1,43 |1,70 |0,79 }0,85 |£,91 | 0,98 |1,05{1,12
0.8 025 |0,20 0,34 |0,42 053] 0.70{0,08 [1,03 |1,17 [1,33 {1,53 1,70 | 0,901 8,06 1,03 [1,09 (1,16/1,23
1" 025 0,29 |0,35 [0,42 {0,534 0,70]1,00 |1,11 |1,24 {1,450 | 1,60 |1,83 | 1,00 [1,06 | 1,13 {1,20 |1,26/1,33
0,710,050 0,11 {0,213 |0,17 | 0,24 |0,38] 0,51]0,171| 0,202] 0,246) 0,315} 0,436 0,806| 0,35 | 6,39 | 0,44 10,48 0,52/ 0,58
01 1046 0,20 [0,24 [0,31 [0,41]0,51}0,32 0,37 [0,45 |0,57 [0,77 | 1,14 |043 | &,47 0,50 | 0,54 [0,57) 0,60
0.2 f0.21 |0.24 |0.20 |0,35 | 0420 0,510,534 [0,63 |6,7¢ |0,01 {1,15 |1,47 | 0,52 | 8,55 | D39 | 0,62 | 0,85 0,69
0.4 1024 |0.27 1031 |0,36 |043]0.51/0,79 |0,89 | 1,02 | 1,18 {1,38 | 1,60 |0,67 0,70 | 0,73 | 0,77 |0,80]0,83
0.6 0,24 {028 | 0,32 [0,37 | 0,43 0,51[0,50 11,00 [1,13 |1,28 1,45 | 1,64 |0,79 (0,83 |0,86 | 0,89 | 0,92) 0,83
0.8 10,25 [0.28 10,32 [0,37 [ 0,451 0,51]0,96 11,06 1,18 {1,32 (1,48 |1,65 | 6,90 0,93 |0,97 | 1,00 |1,03/1,06
1 {025 |0.28 0,22 |0.37 |0a3] 0,51 1,00 | 1,10 | 1,21 {1,34 |1,50 |1,66 1,00 (1,083 {1,086 |1,00 |1,1211,14
0,81 0,081 0,18 | 0,21 10,25 | 0,30 |6,35]0,39/0,32 | 0,30 |0,48 {0,63 0,90 |1,33 |0,37 |0,39 {041 042 | 0,441 0,45
0.1 10,22 (0,25 |0.28 [0,31 |0,35]0,35|0,55 | 0,65 [0,78 | 0,86 [1,19 [1,40 [543 0,45 | 0,46 0,48 | 0,49)0,51
. 1o |o24 [0.26 {020 |0,32 [0,35) 0,840,758 |0,88 |1,00 |1,14 |1,29 {142 | 0,53 |9,55 {0,56 | 0,58 |0,59| 0,61
0.4 10,23 |0.27 |0,29 |0,32 | 0,35 0,:38{0,02 | 1,01 | 1,11 11,21 1,32 [1,43 |6,70 | 0,71 10,72 | 0,74 | 0,75/ 0,77
0.6 10,25 | 0,27 10,20 |0,32 [ 0,36(0,38(0,97 | 1,05 |1,14 [1,23 {1,33 |1,44 | 0,82 | 0,84 | 0,85 | 0,86 |0,87/0,88
0.8 |0.25 (027 | 0,30 [0:32 | 0,36 0,38/ 0,99 | 1,06 115 11,24 1,34 | 1,44 | 0,02 [0,93 10,94 | 0,85 10,971 0,08
1. |o2s (027 {030 [0,32 [0,36( 0,38 7,00 | 1,07 [1.16 {1,24 {1,34 [ 1,44 [1,00 {1,001 [1,02 | 1,03 11,041,05

Fig :354b.132)

1 [42} ges ett mera detaljerat dimensioneringsunderiag for fall 1 ovan.
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b Kontinuerligt fordnderlig sektion och normalkraft. Se fig :354¢ och d

2 £ m=>0 m=1 m=2 m=3 m=4
£ 2
z £ n=0 0794 058 0372 01013  —
3, g - n=1 1,631 1317 1,000 0,668 0,228
p o yx SpER(-E EDR(-E)T a=2 277 234 1915 1489 1,033
B 2 n=3 4,18 3,66 3,13 2,60 2,05
=t 5 n=4 — 5,28 4,64 4,00 3,34
& g
e I Po Z
fPfSpdx
i}
Fig :354c. [34)
z
PG*‘_‘ J."E]u
LZ
Py
1 -
I E
. £
3 N
L3 . 05 \
Py| = ”Q_(bi)
i 5 Jﬂe oV L 5
[ :; 84| =
T' L 0\371 = s S
P=Py+ipde g-strilvons densitef 1S : : ! =]
Dﬁzﬂ, o= ings strivon kenstant 01 / " ['n=3
- i Lspinning - ' i R /N
Ay=p & teyckspinning ) [ j LA, |
0 G 62 03 04 05 OF 07 0@ 0% 1

Fig :354d. Egenvikisknickning av siriva med sektionsutformning som svarar mot i hefa strivan

konstant tryckspinning, [43]

:355 Striva med utkragande dnde

a Konstant sektion och normalkraft

L
E N
0 g TET L~
A
o )
025 12 ——
£y
o i3 # é—-;" (
_ 1L
I¥ED % 42
! |
125 06 o —
15 -fP |
: ? 0‘40 04 0B TR
o ""*;“‘L'/L;@__}B T Fig :355a. {361, [44] L Fig 1355b
b Sprangvis férinderlig sektion och normalkraft
P+
Prey 7, @ 295 g O 7@ AT
A = ' g = e
L £ R S L Lz ) 4 nl

(P + P, =PEL](BL)®  r=(P,+ PP
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Fig :355¢. [45], tabeller pf nédsta
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Kap 157 Kanickning
7 Tz % 7 PR o
= — —— = 28 2 '
n=1 Jls. | 2 E, n=2 — = — ;4-~—
LiL LyLs - 2 - nin J— L)
02 06 08 L0 1,4 20 06 08 1,0 1,2 1,4 20 30
0,1 1,56 402 529 6,53 9,10 12,89 01 284 372 461 552 641 914 13,59
02 136 301 390 477 6,56 9,25 0,2 214 275 337 402 465 653 975
03 131 2,58 330 4,02 555 7,68 0,3 1.87 236 2,86 3,37 3,89 540 8,00
04 129 236 297 3,61 488 6,73 0.4 173 2,14 2,56 300 346 475 7,05
05 1,27 2321 2,76 333 4,45 6,11 05 1,64 199 237 275 315 433 636
06 126 2,02 261 312 4,15 5,65 a6 1,58 1,00 223 2,58 294 4,02 397
07 125 205 2,50 2,99 391 532 0.7 154 1,83 2,14 245 278 3,78 549
08 125 200 243 2,87 3,73 508 0.8 15t 178 206 236 2,66 3,61 5,15
0.0 124 196 2,36 2,78 3,61 488 0.9 148 174 200 229 2,57 346 492
L0 124 1,93 2,32 2,69 348 4,70 1,0 147 170 196 223 249 3,33 471
28
3P 7 «— 48
n=3 i A i‘_— n=>5 ey o L — T4 f
[ =
L L J S— 3 L, - L .J,
02 06 08 1,0 L4 2,0 06 08 1,0 12 1,4 28 3,0
01 1,11 234 305 378 4,5 529 750 1 0,1 1,81 2,35 294 352 4,09 578 852
02 100 1,78 225 278 329 382 534 02 142 178 216 2,55 2,94 4,14 6,13
0.3 108 1,5 194 234 275 3,17 443 0.3 129 154 1,84 2,6 247 344 508
04 108 146 176 2,10 245 281 3,90 0.4 123 142 1,67 1,93 2,19 3,05 445
0,5 1,08 140 1,66 155 227 258 3,53 0.5 1,21 1,36 1,56 1,79 2,02 2,77 4,02
06 108 136 1,60 1,85 2,14 242 3,29 0.6 119 132 149 1,69 1,9 2,58 3,71
07 107 134 1,55 1,78 2,04 230 3,00 0,7 118 129 144 1,62 1,81 243 347
08 EO07 1,32 1,51 173 196 219 294 0.8 L17 127 1,41 157 1,74 2,31 3,29
0.9 107 131 1,48 1,68 190 2,12 2,83 0.9 117 126 138 1,53 1,68 221 3,12
1.0 1,07 130 146 1,65 1585 206 2,73 1.0 106 125 136 149 1,64 2,13 30!
P Tz gy 20 3 Iz P 7
n=1 » - n=2 i - +—
3 B 3 L
il Lafl; L2 —t Il L2 1
02 06 08 1,0 1,2 1,4 20 66 08 1,0 1,2 1,4 20 30
o8 145 396 521 653 7,78 9,09 12,89 o1 280 370 4,61 550 6,38 9,09 13,59
0.z 118 29t 381 470 563 653 918 0.2 207 269 3,33 396 461 6353 968
03 109 248 322 383 469 542 7,53 0.3 176 227 279 3,30 3,84 540 7,96
04 104 2,23 287 346 412 479 658 0.4 160 2,03 248 291 337 472 691
05 100 207 2,63 319 375 434 3597 0.5 149 187 2,27 2.66 308 427 621
0.6 100 197 246 297 348 402 552 0.6 142 176 2,13 2,48 2,86 392 573
07 059 1,88 234 281 329 378 5,18 0.7 1.36 1,68 201 234 268 3,67 536
0.8 099 L8F 225 2,69 3,12 3,58 452 0,8 132 162 192 223 254 349 506
09 058 §76 2,18 2,58 3,01 342 4,70 0.9 129 157 184 2,14 243 3,33 431
10 098 [,73 2,12 250 2391 329 453 1.0 126 1.53 179 2,07 234 320 4,61
3 J 22 5 48
n=3 > e TR S ne$ 50,3 2 P
Bil LiiLa L Y oh ] Lin, A M
02 06 68 1,0 1,4 20 06 08 1,0 1,2 14 20 30
01! 0,90 2,30 301 372 518 7,50 0,1 1,78 234 291 3,47 402 578 §52
0.2 082 1,69 2,19 2,72 372 529 0.2 133 1,72 2,10 2,50 291 4,10 6,06
0.3 080 1,45 1,85 227 312 4,37 0,3 1.4 1,45 1,76 20% 242 3,37 498
04 079 1,32 1,67 202 275 3,84 0.4 1,05 1,31 1,58 185 2,14 297 435
0,5 079 124 1,54 1,85 2,50 3,47 0,5 059 122 145 1,69 195 2,69 394
0,6 079 1,18 1,46 1,74 2,32 3,20 0,6 097 1,16 1,36 1,59 1,80 2,49 3,62
0.7 0,79 1,14 139 165 2,19 301 0,7 095 1,11 130 1,50 170 2,34 3,38
0.8 078 1kl 1,3¢ 1,59 209 2,84 0.8 0.93 1,08 1,25 1,43 1,63 222 320
09 078 1,09 1,30 1,53 2,00 272 0.9 092 1,05 1,21 1,38 1,57 2,12 3,05
1.0 078 1,08 1,27 148 1,93 2,60 1,0 691 103 1,18 1,34 151 204 291

L)
-
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+356 Striiva med inre led

Fig :356a. [36], [44]. Diagram- 8
met anger kadckningslasten Py o
vid kafckning avstrivdelen &.
Paralleilt maste strivdelens @ 0
knickningslast konirolleras, for .
vilken giller f=(L/LV LI, 10 8= T EL
7 CE RPN
Ve
5 B
N
4 o
; S
35
hS
3 /! %
/ L
/ / £
25 /
RN ] 2%
ARG S . iV
g &
4
08 [£— 13
L3
o7 Ll 16
L Fig :356c. [36], [44]. Diagram-
0g == AN met anger knickningslaster Py, 14
f [ : Fd lizlnai'i:,]acninfg ay strivdelen C?)) -
5 arallellt maste strivdelens (1 h
s 98 u'TLZ/,_E__U’S ks knickningslast kontroileras, £5r
vilken géller #= (L/L)V T/ 1, 1
Fig :356b. [46] 8 04 06 08 a3t
:357 Kontinuerlig striva
a Konstant sektion
L]/Lz
Py =n*EI(BL.)* 0 0,1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 07 0,8 0,9 1
a 0,70 0,72 0,74 80,77 0,79 0,81 0,84 0,88 0,91 0,95 i
b 0,50 0,52 0,54 0,56 0,58 0,61 0,63 0,70 0,75 0,81 0,88
© 070 072 0,73 075 077 079 080 082 084 08 088
d 0,50 051 053 05 055 057 060 062 064 067 070
e 0,50 0,53 0,56 0,60 0,65 0,70 0,75 0,81 0,87 0,93 1
f 0,7¢ 0,73 0,76 0,79 4,82 0,85 0,88 0,91 0,94 097 1
g 070 072 074 076 078 08 08 0% 09 09 1
h 088 08 09 051 091 09 09 0% 05 097 1
: 0,50 0,51 0,53 0,55 0,57 0,60 0,63 0,70 0,78 0,86 0,54
i 0,88 0,89 0,91 0,92 0,92 0,93 0,93 0,93 094 094 094
k 070 072 074 077 07% 08 084 08 09 095 1
i 0,70 0,72 0,74 077 0,79 0,81 0,84 0,88 0,51 0,95 I
m 0,70 6,72 0,74 0,77 0,79 0,81 0,84 0,88 0,91 0,95 1
n 0,88 0,39 0,90 0,91 0,91 0,92 0,93 0,94 095 0,97 1

Fig :357a-n. [32]
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System  Last
Riktnings- Tangent-
trogen trogen
dndnormal- dndnorma!- g 4
kraft kraft
0 %
Iy, Py, @ ax Gor Go
—
g 2.47E7 20,05E7 7,82Ef 40,7ET 32,2EF 158,2E1
-’:; Iz I? F& Fi I3 Iz
4
T l 9,87E7 18,58E1 18,9657 62,28}.4_71'
2 I* L? Fi JiZ
N
20,2EF 52,5E7 5195E) 402,3E1
4 T I3 5 - i
39,5Ef T4,7ET 81,37EY 328,0E7
L I e Iz - FE
e

:36  Elastiskt understéttad striva
:361 Allmént

Knidckning av elastiskt punktunderstdttad striva #r praktiskt aktwell vid
exempelvis fackverk av den typ, som visas i fig :36a, vid vilka de dragna
diagonalerna (ex 3-4 och 5-6) tjinstgbr som elastiska stdd vid de tryckia
diagonalernas (ex 1-2) sidoknickning, Ett likartat exempel utgdr det i
fig :361b visade fallet, sidoknéckning av trycké évre horisontal vid &ppen
fackverksbro, dir den elastiska punktunderstétiningen ges av fackverks-
livets vertikaler och diagonaler. Ordindrt &r dirvid dessa understdtiande
element s& bdjvekt utformade att de vid de tryckia elementens utknéickning
far icke fOrsumbara utbojningar av samma storleksordning som knick-
ningsutbdjningarna mellan understtttningarna. Primért bestdmmande for
den knickningsfigur, som upptrider vid elastiskt understéttad striva #r
férhallandet mellan styvheten for understéitningarna och styvheten f6r den
tryckia stravan. Allmént giller dirvid att antalet knidckningsvigor Skar
med Okad styvhet for understéttningarna, jfr fig :361¢, som schematiskt
illustrerar detta fér en elastiskt understéttad striva med fri uppliggning i
sina bida dndpunkter.

Med minskat avstdnd mellan de elastiska punktunderstéttningarna er-
halls som griansfall knidckning av kontinuerligt elastiskt wnderstétiad Kon-
struktion, Praktiskt uppirdder detta fenomen renodlat vid exempelvis
rotationssymmetrisk knédckning av axiellt tryckt tunnvaggig cylinder, var-
vid de cirkulira ringarna utgdr kontinuerlig elastisk understéitning av
generatriserna, Med fdr ordindra praktiska férhallanden tillrackligt god
noggrannhet kan ocksd till gruppen kontinmerfigt elastiskt understéttad
konstruktion hi#nforas knfickning av pale i #8s mark (fig :361d).

Fig :358b, [31], [50]

S0 W 1

1 3 5 -
Fis :361a
Fig :361b

1 Myckef vek understittning
B

2 Myckel styv understiitining
L4 =

3 Understsitning med styvhet, som Yigger
melian styvheterna for falien 1och 2
J)

Fig :361d
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Vid last, som under deformationerna bibehaller sin riktning ofrindrad,
ar kmdckningsfenomenet vid elastiskt understttad striva konservativi,
icke-gyroskopiskt (jfr :25) varfor det korrekt kan studeras med varje statisk
eller kinetisk berikningsmetod. Dock mdste i detta sammanhang en viss
forsiktighet tillrddas vid tillimpning av den 1 :26 beskrivna successiva
approximationsmetoden, Engesser-Vianellos metod, vilken i sadana fall,
da det pd forhand kan vara svirt att bestimt utsiga ndgot om formen pa
den elastiskt wndersitttade stridvans knickningskurva, 14tf kanr ge till resul-
fat nagon av de hdgre kndckningslasterna i stéllet for den 13gsta.

For att ndgot ndrmare belysa problemstiliningen vid en stabilitetskalkyl
av elastiskt understéttad konstruktion genomriknas nedan enligt jimvikts-
metod det i fig :361le visade fallet, kndckning av tvisidigt fritt upplagd
sirdva, efter hela sin ldngd kontinuerligt elastiskt understéttad. Den elas-
tiska understdtiningen antas vara s&dan att i varje punkt direkt propor-
tionalitet rider mellan den fordelade reaktionen p frin uaderstttiningen
och striivans knfickningsutbéining y, dvs

p=cy (1)
I utbojt 18ge verkar L stridvan per ldngdenhet en férdelad belastning

g, = —Pd%/dx") —p = ~ P(d®pfdx®)—cy v
vilken insatt # uttrycket fér elastiska linjens ekvation

dly/dx* =g /EI (3
ger problemets differentialekvation under formen

Pk ety =0 @
varvid inférts de férkortade beteckningarna

k®= P{EI at= o/ EI (53]

Ekv (4) har 16sningen
y=Acoslyx+ Bsind, x+ Ccos A-x+ D sin Ao x (6)

med A, =Virf2+Visja—ar  A,=Vi2ja—Viifa— ot %)

Far bestimning av de 4 integrationskonstanterna 4, B, C och D giller
griansvillkoren:
1 y=08rx=90 2 M,=0eller " =0fér x=0
3p=0forx="L 4y’ =0forx=1
De tvi férsta grinsvillkoren ger 4= C=0, de {vi sista
Bsind, L+ Dsin A, L=0 } ®
BAisin A, L+DA2sin A, L=0

For ett utbdjt jamviktslage (v==0) fordras ati B och D=0, vilket i sin tur
fordrar att systemdeterminanten i ekv (8) blir=90. Hirav ftljer knack-
ningsvillkoret

(2= sinA Lsind, L=0 %)
med lisningarna [A;==4; enligt ekv (7)]

hL=nmih=mm(n=1,23.) 10)
vilka insatta i ekv (7) ger &, varpa ur ekv {5) erhdlis knickningslasten

Py = w(REEILD el n?nd = P+ Py, a1

Kniéckningslasten for den elastiski understditade striivan kan Foljaktligen
anses sammansatt av en del P,, som betecknar den icke understGttade
strivans kritiska last vid kndckming i # halvvagor, och en del P, som hirrér
frdn den elastiska understdttningen, Med Skat antal halvvigor » viixer de-
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len Py, under det att delen Py, avtar. Knickningslastens P, minimivirde
intraffar f6r dP,/dn=0 och berdknas till

Py i =2V cEI (12}
4
fér am|L=)c|EI (13)

Av ekv (12) framgir bla det intressanta forhillandet ait Py, dr obe-
roende av péllangden L.

I fig :361f har for strivan i fig :361e Py, enligt ekv (11} redovisats under
formen

P, =yREELL2 (14)

]
ENw|
o
5

D
.
N N
() 0
S
e B

fG
som funktion av storheten [cLf/EL Figuren visar ati den ligsta kndck-
ningslasten har en deformationsfigur med en halvvig (n=1) for ]/cL‘*,’ El<
19,7, tva halvvigor (r=2) inom omradet 19,7 <[ eL*}EI< 59,2, tre haly-
vagor (n=13) inom omradet 59,2 < VcL‘,l'EI< 118,4 etc. Med viixande fér- ! .
héillande mellan den elastiska understéttningens styvhet ¢ och striivans béj- %:f;ﬁf
styvhet ET konvergerar P, mot det av ekv (12) bestimda Py 0. t
. " . 115
:362 Elastiskt punktundersidttad striva {; ~
I de i fig :362a-j redovisade belastningsfallen karaktériseras styvheten for s i
den enskilda elastiska punktunderstittningen genom en »fjiderkonstants T Eé ! | T
C=den koncentrerade kraft, som angripande i punktunderstétiningen ger DD FRTET N
denna en forskjutning & =1. Variationsomrddet f&r C dr 0--o0, varvid kU
speciellt C=co betecknar ett oeftergiviigt upplag. Fig :362a. [36), [37]
0 O/ =0y 1] o —
" 1 Ta ] L 20, ya . TET
NS s g Tetas
? : L { H ‘ '
X , 5
! Iy 04 ~ 4 \1. ,,,,,,, Mellanstidets fjiderkonstont=&
0 ' i ; 3 4 Yiterstidens fiddeckenstont =40
_p=‘JT?E;’ 3 =no (ceftergiviign yiterstia)
ElaLf 25t a7
| 225 L
P 03 ‘ - PR L S et gl
¢ T T T %0 00 50 a0 e i DS
6 8 00 150 300 = R A - i -
YT T35 700 S0 CLYET—— 125 200 500 5 S
o i i - ; E— St v
Fig :362b Fig :362c. {30] ; i,uﬁﬁ":..‘::_n ‘EJ
F o % W m® P
Fig :362d. [51}, [52]
o -
" Pl g f 2 p-dEL
AT i 5 Em T e 6 By
L (6af 8 - bgbegaat (6)
5o 5 :
; . l\| Innerstidens fjiderkonstant = £ f, ‘ Iﬂ.nE‘TSwl?dEHS SJEdEr:‘DHStGH?C
35 ‘ftterstidens fjiderkonstant = p2& 5“3 © Yiterstidens §iiderkenstant = &0
PR fu=vo (ocftergivlign yitersitd) b == (oetergiviign yiterstid)
25 Ry R -7 T3 P e =2
5o o # 235 Y #
;L W - f'!-;l 2 N bl .n:l._= |
. T Y4 ¢ i
by bONE r
| g - Il AN i
f - ——lot ‘ TS, ’ _@__,_
; R e R [ £7 1 i T e JEJ
! ] (i 0 E 40 g 0 W0 ki Eu)

Fig :362e. {51}

Fig :362f. [51]-[53]
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ee T T T \ T T T ?"5’ IR T T T T T |
N E2 £ p-ZELT] W = o2 pIET
8 = m om o= % & % (B o 8= & oE BB oE o %~ [GaF D
& k= o Luialaia . = g — sLeloalolelol : -
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35 Yhterstidens ~- - =ul 3 i Yherstidens o =ul
3§ |
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Fig :362¢g. [S1] Fig :362kh. [51], [53]
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! dastiskn stfd 1-7= € Py i
' = o ENS T
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Fig :362i. Oppen fackverksbro i 8 Fig :362j. Oppen fackverksbro i 10
fack. Sidokndckningslast for tryckt fack. Sidoknéickningslast for tryckt

dvre horisontal vid jamnt férdelad iast
Gver hela bron [52]

Hvre horisontal vid jimn? férdelad last
&ver hela bron [52]

:363 Kontinuerligt elastiskt undersitttad striva

De i fig :363a—d redovisade belastningsfallen forutsitter en kontinuerlig
elastisk understéttning, som karaktfiriseras av direkt proportionalitet i varje
punkt mellan fordelad reaktion p frén understSitningen och den tryckta
strdvans kndckningsutbdjning y, eller

Jir 162:621

P=cy

bl 10 ]
s i
2 g — i
15 ;
175 r 0§ -

i H
{ ‘ 04

é

' 02 t

; T 0 \

0 20 40 B0 8 00 10 6 50 gF 00 130
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Fig :363a. [37], [54] Fig :f363 5. [37], [34]. Xir dven fig :361e
och
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i 1 : ? b :
_'Ef_L;"_._‘ i ; %:F;Sg 0 m 40
g7
) W &b 8 W0 mD 1
Fig :363c. [37), [54] Fig :363d. [55], [56], [38]

Fbr knidckningsberikning av kontinuerlig elastiskt undexstdttad stréiva
med fordnderlig sektion och normalkraft hinvisas till bla [33] och [37].
Knickning av palgrupp i dess helhet, savil béjningsknickning som vrid-
ningskndckning, finns behandlad i [57].

:37 Kniickning av sammansatt striva

371 Allméint

De ovan i :31-36 angivna knickningslasterna f6r massiva strdvor dr hirledda
pader forutsittning av att knickningsutbdjningen y bestiims enbart av boj-
momentet M, utan att paverkas av samiidigt upptridande tvirkraft T,.
Denna f6rutsittning ic uppfyHd med god approximation, vad géller stré-
vor av massiv sektion, Vid semmansatta strdvor {fackverksstriavor, ramverks-
strivor) diremot blir som regel inverkan av tvirkraften av en sddan stor-
Ieksordning ait den iate kan foérsummas vid en knickningsdimensionering.

Med hinsyn tagen till inverkan av tvirkraften T, lyder elastiska Tinjens
ekvation (ifr ekv :21 (1)

d2yjdx? = — M) BT+ d(xT,/GA,)jdx e}

dir G=skjuvmodulen= E/2(1 +), »=kontraktionstalet och »=en av sek-
tionsformen och kontraktionstalet avhingig, dimensionslds koefficient, som
for massiva sektioner varierar mellan 1 och 2 [59].

Vid deformationsberikning av sammansatt striva utnyttjas vid studium
av tvirkraftens effekt 1&mpligast det forhillandet att termen x/GA, mot-
svarar skjuvvinkeln y, vid T,=1 {jfr [1], [2], [18], [48] m f1).

En berdkning ur ekv (1) av kndckningslasten P, med hinsyn tagen till
tviirkraftens effekt resulterar for fallet lings strivan konstant sektion och
normalkraft i sambandet

P o= P/ + Poe/GA) = Prf(L+yP;) @

i vilket P, betecknar den utan hinsyn tagen till tvirkraftens inverkan be-
stimda kndckningslasten, jfr :31 och :35. Alternativt kan Py, redovisas un-
der formen

P =m*EH(5 L) '€}
varvid ekv :35 (1)42) och ekv :371 (2) for f, ger utirycket
B, =B 1+2m01 + v A2 =B)1+yP, [E3)

Med A=fL/i forstds ddrvid det mot 2. Euler-knickningsfallet svarande
slankhetstalet for den aktuella strdvan, beriknat utan beaktande av tvir-
kraftens effekt.

ED 80 ®Q 20 HO0ng

Jfr kap 353
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Ur ekv (3) och (4) kan det med hénsyn till tvirkraftens inverkan modi-
fierade slankhetstalet

Ao=PB Lji (5}

bestdmmas, varpd den tillhorande tilltna kndckningsspiinninger &y, di-

rekt kan himtas ur exempelvis gillande bestimmelsers knéckningskuzrvor
eller, for specialfallet konstruktioner av ideal-elastoplastiskt material (t ex
stal), ut kndckningskurvorna 1 fig :34c.

Som iltustration tifl storleken av tvirkraftens effekt pd kniickningslasten
vid massiy sirdvq har i nedanstdende tabell 2,/A=Fif och Py /P, berdk-
nade ur ekv (4) och fig :34c, redovisats for fallet stalstriva med v=90,3 och
med ¢ som §vre extremvirde satt=2.

i AglA PpslPr

&,=200 o,=300 6,=400 MN/m?*
10 1,2303 0,998 0,998 0,997
20 1,0622 0,998 0,997 0,997
30 1,0281 0,997 0,997 0,996
40 1,0159 0,997 0,996 0,995
50 1,0102 0,997 0,995 0,994
100 1,0026 0,997 0,986 0,996
150 1,0011 0,998 0,998 0,898
200 1.8006 0,999 0,999 0,999

Tabellen verifierar det ovan gjorda pdstdendet att tvirkraftens inverkan
med god approximation kan férsummas vid en kaidckningsdimensionering
av massiv striva.

Vid fackverksstrivor och i dnnu higre grad vid ramverksstravor daremot
maste vid knéckningsberdkningar ordinidrt hdnsyn tas till tvirkraftseffekten.
For att underlitta sddana berdkningars genomfdrande har i :372 fér nagra
vanligare utférandeformer sammanstillts utteyck £6r den i ekv (2) och (4)
ingdende skjuvvinkeln .

Den beskrivna berdkningstekniken 4r stringt kotrekt, vad giller samman-
saita sirdvor, endast vid odndligt stort antal fack, men ger dock fér ordinidra
praktiska férhallanden tillrackligt god noggrannhet vid strivor med 5§ fack
elter flera [48]. ¥Vid mindre antzl fack fir ea stabilitetskalkyl i stillet genom-
fdras enligt exempelvis de riktlinjer fér ramknackningsberikning som anges
i3

372 Skjuvvinkeln y vid fackverks- och ramverksstrivor med
efter sin ldngd konstant sektion och normalkraft

For samtliga i fig :372a-d visade fackverksutféranden giller formeln
9 = @ EAgab® n

Detta samband forutsitter dels att de olika strivdelarna i kastpunkterna
ir styot férbundna med varandra, vilket med god approximation ir fallet vid
svetsade och limmade férbindningar, dels att anslutningasna mellarn diago-
naler, transversaler och vertikaler &r noggrant centrerade (fig ;372¢).

Vid nitade, bultade eller spikade férbindningar tillkommer en fér knick-
ningslasten inte f8rsumbar effeks frin deformationerna i dessa, vilket dverfor
uttrycket for i det modifierade sambandet [3], [60], [61]

v = {(d¥ab®) {d{ EA, + 2/nk ) 2)

40
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Fig :372a-d. [1], (2}, [18], [48]
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dir n = det antal nit-, bult- eller spikskar, som svarar mot varje inféstning
av en diagonal med sektionen Ay i en vertikal
k;~ den enskilda nitens, bultens eller spikens forskjutningsmodul, re-
fererad till kraftziktningen, dvs i aktuellt fall diagonalriktningen

Vid excentrisk diagonalansintning enligt fig :3721, ett forenklat férfarande,
som ibland kommer till anvindning vid spikade fackverksstrivor av tri,
tillkommer yiterligare en term i uttrycket for , vilken hiisrdr fran de extra-
moment, som den excentriska anslutningen framkallar i vertikalerna. Re-
sulterande uttryck fér p blir di [61]

y = (d2{ab®) [d) EA -+ 2/nk 4+ (ab®c2{6 EId?) (1 — ¢/ 2a)°] (3

med I,=yttroghetsmomentet for en vertikal med avseende pa dess tyngd-
punktsaxel.

For fackverksstriiva uppbyged enligt fig :372¢ géller vid centrerade och
styut uthildade knutpunkter [1], [2], {18], 48] m {1

v = (1 Eab®) (d¥ A+ 6% 4y) ) (4)
vid centrerade knutpunkter med icke férsumbara deformationer i infdst-
ningarna — nit-, bulé- och spikforband — giller [61]

v = (1ab*) [d¥d] EAg+2fnyk gy + BHb] EAz + 2iny k)] ©)]

dér ny, ny, = det antal nit-, bult- eller spikskér, som svarar mot varje in-
fastning av en diagonal med sektion 4 resp horisontal med
sektion A i en vertikal
kg, ky, = den enskilda nitens, bultens eller spikens forskjutningsmoedul,
refererad till belastning i diagonal- resp horisontalriktningen

For den i fig :372h visade ramverksstrivan giller for p vid styva infdst-
ningar av horisontalerna i vertikalerna uttrycket [1], {62]

y = a'bj|2EL, + a*[24ET (1 —o) +a"{G A, b (6

i vilket 2—=den i ekv :371 (I) inforda tviirsnittskonstanten (= 1,2 f&r hori-
sontaler av rektangulir sekiion) och

o = P 27 El Ja"® O]

Dirvid kan for de flesta praktiska fall storheten &, som hérrér frén lokal
knickning av vertikalerna mellan horisontalerna, sidttas=0. Undantag hiir-
ifrin utgdr ramverksstrivor med i férhéllande till horisontalerna béjveka
vertikaler.

Vid horisontaler, som fixeras vid vertikalerna genom nit-, bult- eller spik-
férband, tillkommer deformationseffekten i dessa f&rband, vilken for de
fall att varje infastning har 2 eller 3 nitar, bultar eller spikar, modifierar
y-uttrycket tifl [3]. [60]

v = a'bj12El, +a 24 EL {1 - o) +xa’{GAp b+ a’fe?nk &

varvid n= det antal nit-, bult- eller spikskiir, som svarar mot varje infast-
ning av horisontal med sektion Ay i en vertikal
k = den enskilda nitens, bultens eller spikens forskjutningsmodul
e = avstindet mellan de yitersta nitarna, bultarna eller spikarna i
den enskilda knutpunkien

Forfarande f&r noggrann, systematiserad dimensionering av ramverks-
striva over datorberdkning anges i [63L.

!
]
i
; i
Fig :372e, tv. Centrerad knut-
punktsutformning

Fig :372f, th. Excentrisk dia-
gonalanslutning
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:373 Nirmeformel f6r A,

Vid en drerslagsdimensionering av tryckta fackverks- och ramverksstravor
kan med fordel foljande av Engesser [27], [31] uppstillda ndrmeformel £6r
den sammansatta strivans slankhetstal 4, anviindas

ﬁ3= R+ Aimi2 e))

diir A = slankhetstalet fér den sammansatta strivan, berdknat under
forotsattning av fullstindig samverkan mellan de enskilda verti-
kalerna
A, = slankhetstalet kring axel 1—1 f&r den enskilda vertikalen, rik-
nad som fritt upplagd mellan tvd nérbelagna knutpunkter
m = en sektionskoefficient med viirden enligt fig :373

IL I 7 A s TIT

|
m=?. m=2 m=Z m=3

i }_ 1 ] i = =} —p r ,7%7 T o
1_’1?‘ I}: M \L__;L__Jl_fg 11]3 ;fI+.__'L..
i

T T’;I:E_ = Ty
m=2

m=2

Nirmeformeln giller under forutsittning av centrerade knutpunkter med
férsumbara deformationer i infistningarna. F&r ramverksstrivor tillkom-
mer dessutom en fdrutsittning om forsumbara skijuvkraftsdeformationer i
horisontalerna. For specialfallet ramverksstrdva med svetsade eller nitade
férbindningar anges i [3] vidareutvecklade nirmeformler, som beaktar savil
deformationerna i infdstningarna som herisontalernas skjuvdeformationer.

1374 Dimensionering av den sammansatta striivans tvirf6rband

Vid centriskt tryckt, initiellt rak strdva blir tviirforbanden sdvil vid ramverks-
striva (fig :372h) som vid statiskt bestdmd fackverksstriva (fig :372a,¢, d
och g) obelastade sd linge tryckkraften fr mindre dn kefickningslasten,
Vid fackverkssirdva, som &r statiskt obestimt utformad (fig :372b), far
tvdrforbanden déremot dven vid det ideella fallet centriskt belastad, rak
konstruktion for en dimensionering ordindrt icke férsumbara krafter.

Dd kndckningslasten uppnds uppkommer genom den tillhérande kndick-
ningsutbdjningen en tvdrkraft T i strdvan. Hiremot svarar 1 fackverksstrd-
vors tedrforband stAngkrafter, som 13t kan beriknas ur jimviktsekvationer
— exempzlvis erhills i varje diagonal vid sirdva enligt fig :372 g stingkraften

AR S

Tz 772 Th Th Th 774_#

Wil % wi [l | % SﬁbL}f [
%%' "73“/2 J d*__,j%b % 7 lar

T T/z T T/a ThOTh Tho T

T-4T =57
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D= Td{2b och ivarje horisonial stAngkraften H =Y/, T. I ramverksstrdvor ger
tvirkraften 7 upphov till béjmoment sévil i tvirférbanden som i verti-
kalerna, jfr hirfor fig :374a [27].

En konsekvent bestdmning av dimensionerande tvdrkraft T kan genom-
foras enligt den av Engesser [21], [31], [64] fireslagna jamnastarkhetsprinei-
pen, vilken innebdr att fér den sammansatta sirdvan i kndckningsutbdijt
lage strickgrinsen o, samtidigt uppnéds i tvdrférbandens och vertikalernas
mest anstringda punkter. Foér en mot 2. BEuler-kndckningsfallet svarande,
tvasidigt fritt upplagd striva med sinusformad knickningsuibdining, fig
:374b, ger en berikning enligt Engessers jamnstarkhetsprincip for den
maximala tviirkraften Ty, sambandet {1], [2], {18], [48]

Tyax = Kdog K=n(1 — T A (1)

dir A—den sammanlagda tvirsnittsytan £8r strivans samtliga vertikaler,
A;=den sammansatta strivans slankhetstal, bestdmt ur ekv :371 (4) och
(5), samt 0y, = den till A, hdrande kndckningsspiénningen.

0,020

T T ;
ifed /% 7 QJUMN/[rnZ
K -l Y8 ——
; \\ L — iy, 50
2015 =
i \ /// 240
A |
1{75“2_0 002 . ]
B0 —t il :
\ g ;
\ 0018 '{r(mux
% o1r-—
0005 ]
0016 : o]
| — —
7 001 —C— i
| 20 30 409 MN/m?
0 i ! L 1 L I |
0 50 i 150 200 Ag 0

Viljs for fallet stalstriiva kn#ckningsspianingen oy, enligt diagrammet i
fig :34c, vilket innebir ett accepterande av en initialkrokighet enligt Dutheil,
erhalls ur ekv (1) ovan for koefficienten X de i diagrammet i fig :374¢ redo-
visade virdena. I diagrammet har ocksid genom streckmarkerade kurver
redovisats de K-virden {18}, som svarar mot Ty, vid en antagen initial-
excentricitet enligt fig :374d.

Med hinsyn till i praktiken sannolik forekomst av sdvil initialkrokighet
enligt fig :374b som initialexcentricitet enligt fig :374d rekommenderas i
[18] anvandning av ett av A, oberoende K-varde= K., vilket for ¢ varie-
rande meHan 200 och 400 MN/m? finas redovisat i ett deldiagram i fig :374c.
Vid kint K, erhills f6r tvirférbanden dimensionerande tvirkraft Ty
ur ekvationen

@

Taim = Kmax 4041
med oyy; = den mot 4,= 0 svarande tillitna spinningen.

:375 Berikningsexempel

Genomfér en knickningsdimensionering av den 1 fig :375 visade, tvasidigt
fritt upplagda fackverksstrivan av material stdl 1311 med ¢,=220 MN/m?,
Oy = 147 MN/m?, dvs s=0,/0,;,= 1,5 (g =10 m/s?). Samtliga férbindningar
antas svetsade.

Kndckning kring x-axeln:
Fér knickning kring x-axeln giller teorin f8r massiv stréva. Viljs pd f6z-
sbk vertikaler av UNP 300, erhalls (jfr exemplet i :34)

Fig :374b

Fig :374c (g=10 m/s%)

Fig 1374d

J—Pﬂﬂﬁ MN

Fig 1375
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1, = 16 060-10~* m#, A= 117,6-10~*m?, i, =}/1,/4 = 11,69-10~2 m,
Ap=ILfi,=855

0, = 132,5 MN/m? (fig 34c)

Grgay = Oyl = 88,3 MN/m?

P = Opund = L0 MN~ Py poon

Kndckning kring y-axein:

Forst genomférs en dverslagsdimensionering enligt Engessers nidrmefor-
mel, ekv :373 (1). Viljs ddrvid pd forstk a=0,625 m, ¢=0,25 m, erhalls
(g==10 m/s%)

1,=28160-10-* m#, 4 = 117,6-10~4 m2, i, = 1547102 m, A, = Lji, = 64,6
o1 = 495-10~8 m%, A, = 58,810~ m?, i, = 2,90+ 10~ m, A, = 2afi,,=43,i

= VAT B, =717 n=2)

0, = 146 MN/m?, 0y = 97,3 MN/m2, Py = LISMN> P, 0 0 = 1,05 MN
For den hiremot svarande for tvirforbanden dimensionerande tvarkraften
Tapyy, ger ekv :374 (2) och fig :374¢

Koo = 0,0162, Tyy o = Koo Aoy, = 0,028 MN

med en tillhérande maximal stingkraft per diagonal

D = {d[2b) Ty, = 0,032 MN (6 =0,304 m, d = 0,695 m)

vilken vid pa férsdk vald sektion av L40 x40 4 ger

= 1,206- 102 m, A = dfi = 57,6, o, = 179,5 MN/m?, Gy, = 119,5 MN/m?
Dyyyy = 0,0368 MN> D, =0,032 MN

P4 basis av de vid den ovan genomftrda éverslagskalkylen funna virdena
genomidrs sd en slutgiltig kndckningsdimensionering.
Ur ekv :371(d) och :372(1) erhills

Py, = RELJL* = 584 MN (E=2,1- 10° MN/m?®); y = d% EA,ab® = 0,0449
1/MN

Aoy =2V 1+9Py, = 72,5, 0y, = 155 MN/m®; oy = 103,5 MN/m?
P = 122 MN> P, = 1,05 MN

Med a=0,625m, ¢=0,25m och med profiler enligt sekticnen i fig :375
har foljaktligen fackverksstriivan kring x-axeln en knéickningssikerhet
som iir lika med den erforderliga, under det att knickningssikerheten kring
y-axeln &r nagot hogre in vad som erfordras, vilket mojliggtr exempelvis
en smirre minskning av distansen ¢, dverslagsmissigt till c=0,23 m.

ax

:38 Knéickning vid striiva av material utan draghillfasthet

Detta problem #r praktiskt aktuellt vid tryckta slanka pelare och viggar
av oarmerad betong, tegel och liknande murverksmaterial som karaktiri-
seras av i forhallande till tryckhallfastheten med god approximation for-
sumbar draghallfasthet.

For det idealiserade fallet initiellt rak striva under initieflt centrisk tryck-
belastning giller vid elastiska férhillanden Euler-kndckningslasten och vid
oelastiska férhallanden, som en approximation nigot pa sikra sidan,
tangentmodul-teoring knidckningslast, oberoende av om sirdvan dger boj-
dragupptagande formdiga eller inte. Detta #r emellertid en omstindighet
som saknar direkt praktisk betydelse dirigenom att i praktikens konstruk-
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tioner avvikelser i form av initialkrokighet och initialexcentricitet alftid &r
ofrinkomliga, och vid nirvaro hirav blir férhllandena principiellt olika
vid strivor av material med god savil tryck- som dragupptagande fdrméga
och vid strivor av material som saknar draghilifasthet. Detta illustreras av
fig :38a, som for tvasidigt fritt upplagd, excentriskt tryckt, rak strdva av
chegrénsar elastiskt material och med rektangulir sektion visar sambandet
mellan tryckkraften P i forhallande tifl Buler-kndckningslasten Py, och
summan av initialexcentricitet e och maximiutbsjning yp., i férhallande
till sektionshojden 4. De heldragna linjerna i figuren géller ddrvid for striva
av material uian draghalifasthet, de streckmarkerade for striva av material
som kan uppta sival tryck- som dragspiinningar. Av figuren framgir exem-
pelvis att fér en initialexcentricitet £=0,05 % f&ljs de bida strivorna dt till
P=0,65 Py, svarande mot e Y, .= #/6. Vid ytterligare utbdjningsSkning
passerar tryckkraften P ut ur mittsekiionens kirnyta, vilket for strdvan
utan draghalifasthet medfér att uppsprickning bordar intrdda i mittsek-
tionen. Ddrmed dr inte birférmdgan helt uttdmd, utan iryckkraften kan
under fortsatt uppsprickaing av stravan yiterligare ndgot Gkas till P=
Proax=9,70 Py, svarande mot e+ yp,,=0.23 A Vid stdrre utbéjningar dr
genom den tillhdrande kraftiga uppsprickningen jimvikiskigen méjliga
endast for P-viirden <Py,,.. FOr e+ yq,=#2 forsvinner helt mittsektio-
nens tryckzon och dirmed ocksd den lastupptagande formagan for siravan,
som saknar draghdlifasthet. For striivan, som med obegrinsad elastisk t&j-
barhet kan uppta sivil tryck- som dragspinningar, kan den excentriska
trycklraften ddremot under stindigt accelererade utb&jningar kontinuerligt
skasg till Euler-kndckningslasten Py,.

Det ovan analyserade kraft-deformationsdiagrammet (fig :38z) 4r nigot
orealistiski dirigenom att det fdrutsitter obegrinsad stukbarhet. Vid en
praktisk dimensionering av exempelvis en slank tegelvigg mdste hdnsyn
tas till materialets begrinsade brottstukning £p, vilket nigot modifierar $r-
hallandena. Som illustration hirtill har medtagits de i fig :38b visade di-

7 e Elnstiskt materini (T}
=(elnstisht materin) (2

B b

—
!

N

] ‘ 03 £
Kerva (D), elostiskt moferil

Kupe D, Ll 8081k
gl g

mensioneringsdiagrammen #r excentriskt tryckt, rektanguldr striva av
material utan draghallfasthet. Diagrammen ger den mot maximal barférmaga
svarande kritiska tryckspinmingen oy = Pp/d, ddr A dr den ospruckna sek-
tionens yta, i forhallande till materialets tryckhallfasthet o dels for elastiskt
material (heldragna kurvor) och dels for eit celastiskt material (streckade
kurvor) med spanningsstukningskurvor enligt vinsira diagrammet i fig
138D, 166].

Den ovan givna summariska framstillningen syftar primist tili en Gver-
siktlig fenomenbeskrivning. F8r en mer ingdende analys och knicknings-
dimensionering av striva av material utan draghdlifasthet hinvisas till tex

[671-[651.

Fig :38a

Fig :38b
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:4 Bojd och samtidigt tryckt eller dragen balk

41  Allmént

Vid slanka balkar och pelare, som fverkas samiidigt av transversella och
axiella belastningar, framkallar axialkrafterna f6r en praktisk dimensio-
nering ordinért icke férsumbara fordndringar i det deformations- och mo-
menttillstdind som hérrdr frén den rena transversallasten. Allméni giller
dérvid (jfr fig :41) att utbdjningar och bdjande moment forstoras vid #rye-
kande axiallast, och detta kraftigare ju ndrmare den aktuella axialbelast-
ningen ligger konstruktionens kndckningslast. Omviint erhills vid drogande
axiallast i stéllet en reduktion av de av enbart transversalkrafterna orsakade
bdjdeformationerna och momenten.

;42 Noggrann berdikningsinetod vid elastiska férhallanden

421 Allmint

En matematiskt string hal¥fasthetsberdkning enlige teorin #6r stora defor-
mationer av axiellt och samtidigt transversellt belastad balk blir starkt kom-
plicerad och tidsiidande dven for renodlade belastningsfall, vilkei sannolikt
ir en visentlig orsak till att den tekniska litteraturen inom omridet dr av
ringa omfattning, se t ex {70]-[72]. De férefintliga arbetena mdjliggdr inte
att detaljerade slutsatser dras, men de dr dock tillrickliga fér ett grovt
konstaterande av att vid i ordinirt byggnadssammanhang férekommande
fall av samtidigt axial- och transversalbelastade balkar dr en férenklad hall-
fasthetsberdkning enligt teorin &y smd wtbdiningar tillrickligt noggrann. I
efterfljande exempel illustreras en sidan forenklad berikning for ett ren-
odlat belastningsfall genom en direkt l18sning av elastiska linjens ekvation.

Exempel. Berdkna utbdiningen y och bjande momentet AL, for den i fig
1421 a visade, axiellt tryckta och samtidigt transversalbelastade balken med
efter sin lingd konstant bdjstyvhet EL

For den utbdjda balkens moment M, giller sambandet

My=Q(L—x)+P0,—¥) (a)

vilket insatt i elastiska linjens ekvation y”= M /FT ger problemets differen-
tialekvation under formen

Yk = (QJED(L--x)1+ K%y, k% = PIEI (b)
Lsningen till ekv (b} Iyder
y=Acos kx+ Bsin kx+{Q/E2EN (L—x)+ 3, {©

dir 4 och B &r integrationskonstanter som jimte spetsutbojningen y; far
bestimmas ur problemets randvillkor: 1 y=0 f6r x=0, 2 y'=0 for x=0,
3 y=yy, for x=L. Hirur berdknas efter omformning fér utbdjningen

y=(Q/KPEI[(sin kL —sin k(L — x)}/cos kL— kx] {d)
y = (Q/IPET (tan kL~ kL) {e)
och fér bdjmomentet M, efter insdtining av y och y, enligt ekv (d) och ()
iekv {(a)

M, = @sin k(L—x)jk cos kL €3}

Ur ekv (d) erballs genom grinsviardestvergingen y—oo knéickningsvill-
koret (jfr :221) cos kL =0, vilket i kombination med ekv (b) ger strdvans
tigsta kndckningslast

Py, =m2EI4L? (®
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Som illustration tili hur den mot enbart transversalbelasiningen @ sva-
rande utbdjningen 3, och bdjmomentet Af,; forindras genom samtidig
nirvaro av axiell tryckkraft P, har i nedanstaende tabell sammanstélits ur
ekv (&) och () beriiknade viirden fér konsolspetsens nedbdjningsférhallande
/¥, och inspanningssnittets momentférhiflande M,/Ad, vid varierande

PiP,.
PIP, 001 02 903 04 05 06 07 08 09 I
wi. 11,110 1,247 1,423 1,658 1,986 2,479 3,301 4,943 9872 <o

MMy 1 1,091 1,205 1,351 1,545 1.817 2,223 2,900 4,253 8,307 oo

Tabellen verifierar det ovan anférda férhdllandet att utb&jningar och
bdjmoment accelererat tillvixzer med 6kad axiell iryckkraff. For grinsfallet,
att den aktuella tryckkraften blir lika med konstruktionens kniickningslast,
erhills beriikningsmiissigt o#ndligt stora utbéiningar och béjmoment, vitket
dr en f6lid av att problemet 1ésts under fémisittning av smi deformationer,
I verkligheten upptrider f6r P= P, visserligen stora men dock fullt dndliga
deformationer och moment, vilkas bestdmning emellertid kriver en kompli-
cerad beridkning enligt teorin f6r stora utb&iningar.

N,
i,

NN

*\ aa——

0B

Fig 421b Fig :421¢

I kompletterande syfte har 1 fig 4215 och ¢ [72] redovisats de virden som
ot belastningsfallet enligt fig :421a erhalls §6r spetsnedbdining y¥ och in-
spanningsmoment M, vid en berikning enligt den sérénga teorin for stora
deformationer, varvid dessa storheter angetts i forhiilande till motsvarande
storheter »; respektive My, bestimda ur den elementira teorin fér sma
deformationer. De i figurerna redovisade kurvorna ar stringt giltiga endast
foér det & fig :421a visade belastningsfailet. FOT en grov uppskatining av de
fel som kan férviintas vid en berikning enligt den elementéra teorin, dr dock
kurvorna tiflimpbara dven vid godtyckligt valt fall av tryckt och samtidigt
transversalbelastad balk, om parametern QL% EI utbyis mot 28y, dar §;,=
den av enbart transversallasten orsakade, maximala lutningsvinkeln, be-
stimd enligt den elementira teorin fdr sma deformationer,

422 Berry-funktioner i i,

Berry-funktionerna w, ¢ och x intar en central roll i t ex en systematiserad p—i,;;f:@g;_fi,;%;‘-r—ﬂ

ramanalys med avseende pd elastisk instabilitet och tillhdrande andra ord- AT z
: P i e - . L 18
ningens spédnningar. Definitionsmissigt beskriver funktionerna y och ¢

stddvinkeldadringarna 87 och 85 fér en tvasidigt fritt upplagd balk AB  Tig :422a
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med efter sin lingd konstant béjstyvhet E7 vid samtidig belastning av axiell
tryckkraft P och stédbdjmoment M, och M, (fig :422a) &ver sambanden

0z = M, wLi3EI+ M, @Lj6El . 6))
65 = M, pL{6 EI+ M, wL{3EI p3]

Analogt beskriver funktionen ¥ tex motsvarande stodvinkeldndringar 8,
och 8% vid samtidig belasining av axiell tryckkraft P och jimnt férdelad
transversallast g {fig :422b) Gver sambandet

a =08 = xqI3{24EI €)]

Definitionerna ger dver en 16sning av elastiska linjens ekvation enligt teo-
rin fér sma utbdjningar f6r Berry-funktionerna uttrycken

w = (3fkL){(1/kL— 1jtan kL) 5]
@ = (6/kL)(1/sin kL—1/kL) (5
¥ = 3(dyt—g?) = 24(tan $kL — L D)/(KL) ®
med kL=L|/P|EI=n|/P|P,, P,=n*EI[L? 0

Uttrycken ir giltiga ocksa fér fallet axiell dragkraft P, om P byts mot —P.

Berry-funktionerna har direkt koppling till de styvhetstal Sz (fig :422¢)
och Sz (fig :4224Q), transporital r {fig :422d) samt till transiation § hérande
inspinningsbéimoment Mg (fig :422e) och Mas (fig :422f), som utgir bas-
storheter i det 1 :52 redovisade forfarandet f6r ramknédckningsberdkning
enligt successiv momentufjimningsmetod. Xopplingen till dessa storketer
— definferade genom fig :422¢—f samt mera detaljerat i :52 — ges genom
sambanden

Sa = ({/4)3EIL) 8)
Sa = (ply) (AEHL) )]
F=opf2y (10)
Mg = (1fg) (3SENLY (11)
Mos = [(2y + )3y (65 EI/LY) (12)

Omfattande tabelier for Berry-funktionerna — grafiskt visade i fig 1422¢g
[73] — och andra for en systematiserad berikning av rambirverks kndck-
ningstast och andra ordningens spadnningar aktuella funktioner ges i tex
{74}. For tabeller dver de tiil en ramknidckningsberikning enligt successiv
momentutjimningsmetod horande basstorheterna — jfr fig :521d, :521e,
:522g och :522h — hinvisas till t ex {75], [76}.

:43 Approximativ berikningsmetod vid elastiska forhallanden

A ATImint

Som pépekats i :42 erhills fér normalt i praktiken férekommande fall av
axiellt och samtidigt transversellt belastad balk tillfredssiillande berak-
ningsnoggrannhet genom en Iosning av elastiska linjens ekvation fér smi

deformationer. En saddan Idsning kan genomforas med rimlig arbetsinsats ~

for renodlade belastaingsfall — jfr [1], [2], [32], [77] mfl — men biir vid
mer komplicerade fall, exempelvis vid belastningar med diskontinuitets-
punkter och vid statiskt obestimda konstruktionstyper, tidsddande och
svargverskadlig., Som en f8ljd hiirav har i litteraturen framlagts ett stort
antal tidsbesparande nidrmemetoder (6r berdkning av axial- och transversal-
belastade balkar.
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Flera av dessa nirmemetoder redovisar fdr fallet tryck och samiidig trans-
versallast bdimomentet A, i princip under formen

M, = [(1 +5, P P{(1—~ PIP Y M. I

varvid M. betecknar béjmomentet av enbart transversallasten och b, &r
en dimensionslds koefficient som beror av belastning och batkutformning,
Lijungberg [78] och Rambgli [79] bestimmer denna koefficient genom jim-
féreise med den 18sning som {6r smé deformationer erbills genom en direkt
integration av elastiska linjens ekvation. Dischinger {80} och Mdrsch [81}
genomfdr i stillet en b, -bestimning genom ett iterativt berdkningsforfa-
rande, varvid Dischinger anviinder sig av en rent analytisk teknik, Morsch
av en halvgrafisk, En vidareutveckling av Dischingers berikningsmetod har
framlagts av Aas-Jakobsen [82] som lyckats starkt reducera erforderligt
berikningsarbete genom att under iterationsprocessen for utbéjningen y
inféra ndrmesambandet, jfr ekv :34(5)

Y= J’fl'(I “Pka) @

i vilket y, betecknar den mot enbart transversallasten svarande uthdjningen,
En momentrepresentation ealigt ekv (1) anvdnds ocksd av Kasarnowsky
[83], som med uinytjande av ekv (2) bestimmer koefficienten b, vid sfe-
tiskt bestdmd balk genom enbart jgmuikisekvation, vid statiskt obestdmd balk
genom tillimpning av arbetsekvationer eller Castiglianos sats.

En annan havudgrupp av i litteraturen redovisade nirmemetoder fir be-
rikning av axial- och samtidigté transversalbelastade balkar karaktiriseras
av serieutvecklingar av uttrycket fér uthdjningskurvan. Till denna grupp
hér Timoshenkos metod [[] med utveckling av y i trigonometrisk serie med
tillampning p& fritt upplagd baik, den av Bergstrdm [84] angivna tekniken
med utveckling av den mot transversalbelastningen svarande utbdjningen
¥, 1serie efter knickningsfunktioner samt arbeten av Dimitroy [85] med serie-
utveckling av tilliggsmomenten efter normerade egenfunktioner.

Nedan genomgésisina huvuddragen i [30] och [72] utvecklad ndrmemetod,
som utan nagen integration mdjliggdr en direkt bestimning av utbdjningar
och bdjande moment vid samtidigt axial- och transversalbelastad balk.

B Beriikning av utbjeingen y

Nirmemetoden utnyttjar det forhillandet att det genomgdende vid axiellt
och samtidigt transverseilt belastad balk 4r mdojligt att finna ndgot sairt i,
for vilket giller att utbdjningen y, med ged approximation kan bestimmas
ur tilkhdrande transversallastutbéjning v genom tillimpning av nirmesam-
banden

tryckande axialkraft P: yu = yur/(i — P/P)) 3)
dragande axialkraft P: yu = put/(1 + P/ Py) [C)]

Av en i [30] genomford systematisk undersfkning framgér att ett sidant
snitt /& wtgdr det snitt som har maximiutbdjning i kn4ckningségonblicket
{P=P,)., dvs vid konsolbalk den fria #nden, vid tvésidigt fritt upplagd
eller tvasidigt fast inspind balk med konstant sektion mittsnitiet etc. For
tvasidigt clastiskt inspind balk med konstant sektion framgdr liget av
snittet 1 av diagrammet i fig :451c.

Far nthdjningen y i godtyckligt vall snitt av samtidigt axial- och transver-
salbelastad balk ger en approximativ berdkning ur adrmesamband av typen
ekv (3) aoch (4) ofta for praktiska forhillanden otillricklig precision, For-
bittrad noggrannhet kan erhdilas ur vidareutvecklade nirmesamband av

typen

tryckande axialkraft P: y = [(1+a, P/P/{] — PIP)]y; 3
dragande axialkraft P< Py » = [({— a, PIPY(E+ PIP)]y, (6)
dragande axialkraft P> P,.: y = [{! —a )/ PIPYE + PIP y, {7

4—722405 Byge 1A, Sartryck
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ivilka v, 4r utbbjningen i aktuellt snitt av enbart transversaliast och a, dr
en dimensionslds koefficient som kan bestimmas ur uttrycket [30]

a, =0 putfy,—1 8)
varvid 6§, (ifc dven :451) betecknar férhallandet mellan knickningsutbdj-
ningen yp i akiuellt snitt x och maximala knickningsutbdjningen ypx i
sniittet g, dvs

Vi = Orvun (9

Berdkningsgdng
a Bestam enligt :45F §, samt det snitt &, som har maximiutbdjning i knick-

ningségonblicket.
b Berikna de av enbart transversallasten orsakade utb8jningarna y: i ak-

tuellt snitt samt ype 1 snittet 4.
¢ Beriikna a, ur eky (8) samt y ur ekv (5)—(7). Speciellt [&r snittet & erhalls

y=yu ur ¢kv (3) och (4).

C Beriikning av biijmomentet M (jfr dven :44 B)

For béjmomentet M, i godtyckligt valt snitt géller fér ordinéra prakiiska
fall med tillfredsstallande nogarannhet de med ekv (5)—(7) analega ndrme-
sambanden (jfr ekv (1))

tryckande axialkraft P: M, = [{(1+ 5, P/P)/(1— P[P M. (103
dragande axialkraft P<P,: M, = [(1—b,PIP)/(1 + PIP)I M. (an
dragande aialkraft P> Pz M, = [(1— b}/ P[P,)/(1 + PIPI My, (12)

didr A, 4r bojmomentet av enbart transversallast. Fér den dimensionsldsa
koefficienten b, (jfr dven :452) géller darvid relationen [30]

by =G Py yutf My —1 13

med &, (ifr dven :451) bestimd av férhallandet mellan knidckningsbdimo-
mentet M, i snittet x och maximala knéckningsutbdjningen yux i snittet

enlig: sambandet My, =0, P yur (14)

I uedantagsfall, ndmligen f&r starkt osymmetriskt placerade snite vid
extrem osymmetri i konstruktion och belastning, ger de approximativa ekv
(10)-(12) i vissa fall simre noggrannhet dn vad som kan tolercras vid en
praktisk dimensionering. Fér sidana extrema fall rekommenderas att b&j-
momentet M, i stiillet berdknas ur nedanstdende, vidarentvecklade nérme-
relationer [30]

My, = [(1+b1, PPy + by (PP = PP M as
vid tryckande axialkraft P,

M, = [(1 = by, PP+ by (P[P )1+ PIPYI M, (16)
vid dragande axialkraft P< Py,

My =[(1—(b,— by Y PIPY(E - PIPI M, a7

vid dragande axialkraft P> P,

med de nya dimensionsldsa koefficienterna b,, och by, bestimda ur sam-
banden

b:r.a,- = (Pk/M-_r:) [}’.:‘l‘ (‘32_61))’##1— 1 (18}
bay =bp— b= (Pi/M) (8, 7u =) 1%

Allmint giller for dessa vidareutvecklade ekv (15)-(17) att de i férhallande
till de enklare ekv (10)—(12) ger en nagot mer korrekt bild av béjmomentets
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férlopp lings balken. Fér bijmomentet i det saitt ¢, som har maximiutbdj-
ning i kniickningsdgonblicket diremot, ger ekv (15)-(17) och ekv (10)-(12)
sammanfallande virden. (Jfr vidare :44 B.)
by 10 PR
D Exempel 4 ]% X
Berdkna £6r den i fig :43a visade tryckta och samtidigt transversalbelastade, *‘%"—*%L*?
tvisidigt fast inspinda balken med efter sin lingd konstant sektion a ned- ty
béjningen i fackmitt, b momentdiagrammet. Fig 438
Problemet b léses snabbast direkt ur b,-diagrammen i 452 (jfr :44 B). )
Fiér en ndgot mer detaljerad belysning av den ovan beskrivea approxima-
tiva berikningsmetoden genomfdrs dock i detta sammanhang momenibe-
stémningen utan anvéndning av dessa diagram.
a Balkens mittsnitt utgdr det snitt #, som har maximiutbéjning i knfck-
ningségonblicket. Fér nedbéjningen yu i deita snitt galler med god approxi-
mation ekv (3), vilken i aktuellt fafl ger {jfr tabell 1:40 i 1 B).
Yu= 2_1’,',(5 = QLS/ 192ET (a)
b For transversallastens b&jmoment A, erhills ur tabell 1:401 1 B. .
My, = —(9/64) QL(1 —6x/L) 161 0<x<1L/4 ®
M, = (1/64) QL(7—10x/L) fér LiA<x<L
och f6r storheterna Py, och d, enligt :31 resp :451
Py = 4n?ENI? (c) Jy = —% cos 2mx/L (@)
Inséttning hirav i ekv (13) ger fér &, attrycken My Mot
b, =% cos (2rx/L)27(1 — 6xfLy -1 fr 0<x< Ljd © -02a1
c
by = —n?cos 2rx/L)3(T—10x/L)— 1 f6r Lid<x<L =01 \(ﬂ:’;
vitka i kombination med det approximativa sambandet (10), som i aktuellt \'\n‘ 7
fall [yder 0 N
M= Q+bYM,, ® <A
ger det stkta bdjmomentet M. Detta har jimte transversallastens b&jmo- 062 05 07 1
ment M, grafiskt redovisats i fig :43b. /L
Fig :43b

E Interaction-formler

I ett flertal Linders normer anges s k interaction-formler f6r en approxi-
mativ dimensionering av bijd och samtidigt axiellt trycki, slank balk efler
pelare. En dimensionering over sidana formler bygger pa att tillaten last
for den béjda och samtidigt tryckta balken eller pelaren bestims som funk-
tion av kvoterna

K =0,/Gyysn och B = 0pf0y14; (20}

med g,=storsta tryckspénning orsakad av den centriska tryckkraften P,
Oy — den med héasyn till utknidckning i lastplanet tillitna tryckspanaingen,
o, =storsta tryckspanning, orsakad av enbart det till transversallasten hé-
rande béjmomentet och Ty =tilliten spdnning vid bijning. Funktionellt
ger darvid kvoten X en uppfattning om komstruktionens utnyttjande med
hénsyn till balkens eller pelarens knickningslast och kvoten B en wppfatt-
ning om utayttjandet av balkens eller pelarens férmiga att uppta bdjmo-
ment.

Vad giiller svenska normer anges pa interaction-formler baserat dimen-
sioneringsforfarande i Stalbyggnadsnorm 70 {21). I [86] redovisas ett i for-
hélande hirtill utvidgat forfarande, karaktiriserat av att kvoterna X och B
utstrackis till att gilla anstringningen av tryckkraft respektive béjmoment
i godtyckligt valt snitt av en slank balk eller pelare.
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Med beteckningar enligt fig :43¢ giller for den i I86] framlagda, ap-
proximativa dimensioneringsmetoden att

K = 0,04 m + (040,010 — 0/ Gpnn) Sit (7ex/Ly) @n
B =03/63m @)

varvid 6; och &, nu utgdr tryckspinning frén centrisk tryckkraft respektive
maximal bojspinning frdn enbart transversallast i enskilt snitt x. Som
dimensioneringsvillkor giller vid tillimpning pd stalbdrverk att fér varie
snitt x av batken eller pelaren o

K+ B=<1 (23)

Fér balk eller pelare med f8r kndckning ogynnsamt tvirsnitt — tex vid
béjning i veka riktningen av bérverk med I-tvérsnitt — ger [86] en modi-
fiering av dimensioneringsvillkoret till et pAvisande av att f&r varje snitt x

1,1 K+B<1 §or K<3B eller
K+1,3 B<1 fr KX>3B

(28

om 0,8 <}/6,/0%,. <1,6

Dirvid betecknar o, normerad undre strickgriins och o, tryckspinning
f6r den enligt elasticitetsteorin beriknade knickningslasten.

Illustrativa berdkningsexempel pd det beskrivna, utvidgade interaction-
forfarandet ges i [86].

:44 Dimensioneringsprinciper

A Allmint

Vid axial- och samtidigt transversatbelasiade balkar av sddan slankhet
att av axialkrafterna orsakade férindringar i transversallastens utbdj-
ningar och bdjande moment inte dr férsumbara, blir enligt ovan sambandet
mellan spinning och belastning icke-linediri. Detta medfér, di vid en di-
mensionering primire efterstriivas en viss sikerhet mot att aktuell befast-
ning btir lika med konstruktionens brottlast, att sdkerhetsfaktorn s miste
liggas dirckt pd belastningarna och inte péd spinningarna. Med andra ord
dirnensioneringen fdar wtféras sd, ait den mot s X aktuell last searande maxi-
mala spénningen Gpy,. hogst uppgdr tll materialets praktiska brotthdllfasthet
op

En korrekt dimensionering med hinsyn tagen till materialets verkliga
o —e-diagram resulterar i starkt komplicerade berdkningar, vilket féir prak-
tiska kalkyler tvingar till infdrandet av approximationer, i princip analoga
med dem som inforts ovan i :34 vid behandlingen av initialdeformerad
tryckt striva. For material med ¢—e-diagram av approximativt ideal-
elastoplastisk typ, exempelvis stdl, innebdr detta att o,,, — som en ap-
proximation nagot pa sikra sidan — beriiknas under forutsitining av elas-
tiska forhallanden, exempelvis enligt :43, samt att 6 sétts lika med materia-
lets strickgriins o, For den i ndrmesambanden i 43 ingdende kndcknings-
lasten Py, skall ddrvid alltid insattas det elasriska knickningslastvirdet. For
siikerhetsfaktorn s géller uttrycket
§=0,{0un 6]
med oy =vid ren bjning tilliten spinning.

Det icke-linedra sambandet mellan spinning och belastning medftr att
superpositionslagen inte oinskrinkt kan tillimpas vid axial- och samtidigt
transversalbelastad balk. T modifierad form dr dock superpositionslagen till-
limpbar, beroende pi att icke-linedriteten endast inkommer fran axialbe-
lastningen men ddremot inte fran transversalbelastningen, jfr exempelvis
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ekv 421 () eller :43 (10)-(13). Detta medfdr att inverkningar (nedbdj- 4 s

ningar, bdjmoment, spinningar etc) av transversella delbelasiningar direkt kan —-—%E]————E._ _
adderas, om varje transversell delbelastningsinverkan bestims med hénsyn ’ . )

tagen till den fordndring som axiallasten ger upphop il — jfr tig :44a, som o Mot
illustrerar detta for béjmomentet Af, vid tryckt och samtidigt transversal- = -2 *A
belastad balk, P

vid en realistisk dimensionering bér férutom till den direkta transver-

sallasten i kombination med axialbelastning hdnsyn tas ocksd till méjlig p % 2 i P
forekomst av inftialdeformation och avvikelser frén centriskt axialkrafian- ™ 1/

grepp. 1 konsekvens med den i :34 genomféirda koickningsbehandlingen re- Yy £
kommenderas, till dess att for en siikrare beddmning statistiskt tillrickligt M= P Met,
observationsmaterial foreligger, att summan f av initialdeformation och —%k
-excentricitet viljs till sin form Hverensstimmande med knickningsutbdj-

ningen vid centriskt tryckt, rak strdva — jfr :353, diir genom ekv {9 g )

och (6°-(7") uttrycket for f finns redovisat for nigra grandldggande upp- ﬁ_aIDj l E 2
jagsfall. Sedan den pa detta siit valda initialutbjningen f berfiknats, erhalls %
det tillhérande béjmomentet M, ur sambanden M= Myt My
tryckande axialkraft P: M, = Pf/(1— P[P} 2 Fig dda

dragande axialkraft P: M, = Pf{(1+ P[P (3

B Berikningsging
a Vilj sikerhetsfakior s (=0,/0yy vid material av typen stal)
b Beriikna Py, enfigt :31 och :35

¢ Berikna béjande momentet M, av sx transversallasten (sQ, sq, sM etc)
tex med hjiip av formlerna i tabeligruppeni 1B. Vid uppdelning i del-
belastningsfall beriknas varje sidant for sig

d Beriikna bajande momentet M, av s x transversallasten -+ s x axiallasien
Q5P sqg+ 5P, sM+ 5P etc)

Generell metod (jir 143 D)

Berdkna J, enligt :451 eller ekv :43 (14)

Berdkna b, enligt ekv :43 {13}

Beriikna M, enligt ekv :43 (10)-(12) eller — vid fall av extrem osymmetri
i belastning och konstruktionsatformning — enligt ekv :43 (15)-(19)
Metod i specialfall (jfr nedanstiende exempel)

Bestam b, M, ur 1452

Berikna M, ur ekv :43 (10)-(12)

Berdkna inverkan av initialkrokigheten f enligt ekv {2) och (3).

Beriikna Oy, =sPld+(EM )/ Wso,, dir M, #r summan av bé-
jande momenten i ett givet snitt av delbelastningarna (sQ+sP, sg+sP,
sM+ 5P etc) och initialkrokigheten (f)

= o

C Exempel

Berikna fér den i fig :44b visade, axial- och transversalbelastade, pelaren
erforderlis HEB-profil av stal 1411 med strickgrins g,=260 MN/m? om
vid ren bijning tilliten spinning o= 173 MN/m? (g=10 m/s).

E=2,1-10° MN/m? s=aogm=1,5 L4 770N

Belaft.nindgsg.lanuet férutsitts sammanfalla med maximala béjstyvhetens plan. 2-0006 Mt/ ) PriI ‘I)c
Vilj pa [6rs6k HEIZ0B med 4=653-10"*m? [=3831-10-*m* och g

W=426-10"%m? =015 MN =8m

Py, = 2,046 EIJL? = 2,54 MN {ifr ekv :31 (3)) (a)

Enligt ekv 43 (10) blir I |

M, = [{1+b,sP/Py)J(E ~ PPl My, = [(1+0,2075)/(1 — 0,207)] My P=035 MK

= 1,268 M;;+0,261 b, M, (b)  Fig44b
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a Inverkan av delbelastning sQ - sP
Ur formelsammanstéllningar i tabellgruppen i 1B beriknas for transversal-
lastmomentet

My = 0,432:Qx = 0,0752 x/ L MNm for 0-§.x-<_3,2“m ©
My = 5Q1(0,4-0,568x/L) = 0,0696(1 — 1,420x/L) MNm for 3,2<x<8m (0
For storheten b, M, ger diagrammet i fig 1452 j

b, M, = (5/32)sQLkg—0,0272k, MNm (d)

dir kg=den pa diagrammets vertikalaxel redovisade, mot A=0,4 svarande
koefficienten.

b Inverkan av delbelastning sq+sP

M= 5qLx(0,283— x{2L)=0,1630(x/L}(1—1,766x/L) MNm for 0<x<3,2m

M, = sqLN0,08—0,1168x/L) = 0,0461(1 — 14605/ I)MNm fér3,2<x<38 m}
(e}

by My = (1/8)sqL¥ = 0,0720k, MNm (9]

dar kq= den mot A= 0,4 svarande koefficienten 1 diagrammet i fig :452k.

¢ Tnverkan av initialkrokighet f+ axiallast sP
For initiatkrokigheten f giller med form enligt Dutheil (jfr exempelvis ekv
353 (6)-(8")

Ly=0,6997 = 5,59 m, d=9+10"%m, @
f=48-10"LYd— 1,668-102m  f— 1,668 sin 4,49(x/L)- 10 ?m &

For tilkhorande béjmoment M, ger ekv 44 (2)
M, = sPfi{1— 5P/ Py} = 0,01104 sin 4,49x/L. MNm (h)

Ur ovanstiende niirmesamband har efterféljande tabell berdknats, vilken
ger farloppet langs pelaren av béjmomenten M och M, dels for de ofika
delbelastningarna och dels fér den resulierande belastningen. Tabellen,
vars framriknande inte dr i sin helhet nddvindigt for en 18sning av den rena
dimensioneringsuppgiften, har i detta sammanhang medtagits f6r en mer
detaljerad belysning av problemet tryckt och samtidigt transversalbelastad
balk.

x{L 0,1 02 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0.9 1 Sort
(1] Mgy 0,752 1,503 2,255 3,007 2,018 1,030 0,042 —0,947 —1935 —2,923 10-* MNm
byMys 0,342 0,468 0,202 —0,551 —0,053 0,056 —0,051 —0,157 —0,042 0,464 10-* MNm
My 1,038 2,017 2,896 3648 2,531 1,313 0,040 —1,235 —2,451 —3,565 10-*MNm
My 1,343 2,109 2,300 1916 1,244 0,571 0,102 —0773 —1,446 —2,119 10-2MNm
sq  BpMy —0,448 —0,497 —0,290 0,094 0,365 0,318 0,094 —0,129 —0,171 0,106 102 MNm
M, L57T 2,529 2,824 2441 1,664 0,803 —0,104 —1,008 —1,868 —2,644 102 MNm
f M. 0,479 0,863 1,077 1,076 0,863 0,478 —0,00¢8 —0,48¢ —0,864 —{,077 102 MNm
SO
My 2,095 3612 4,555 4,923 3262 1,601 —0,060 —1,720 —3381 5042  10*MNm
sq+
f Ay 3,094 5,409 6,797 1,163 5,038 2,594 -0,065 -—2,723 —5,183 —7.286 10-* MNm
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Av tabellen framgar att maximalt moment upptrider i inspanningssnittet

M,

rmax

—0,072% MNm

vilket i kombination med axialkraften sP=0,525 MN f6r den maximala

spanningen ger

Umax

= SPJA+ My o/ W = 80,4+ 17,1 = 251,5 MN/m® <, = 260 MN/m?

En spanningsberfikning for ndrmast Ygre profilhummer, HE160B, ger

Umax

:45 Diagram

1451 11, &, och &, (jfr 43 B och C) for elastiskt inspind
balk med konstant sektion och normalkraft [30], [72]

A Konsolbalk (Fig :451a)

Snittet £or maximietbdjning vid kndckning =konsolspetsen (dvs =1}

&, = 1—sin [(w/f) (1 —2/L))fsin (=/5)

m

=g Den pé forstk valda profilen HE180B ir foljaktligen 1amplig.

8,=1-6;

@

med S=den i fig :351b Ior k,=oo redovisade kn#ckningskoefficienten.
Tecknet pa §, forutsatier att béjmoment som ger dragning i konsolbalkens
&verkant riknas positiva.

For speciaifallet fast inspind konsolbalk (k=01 fig :351b) glller
B =12; 6, = 1—sin [(R/2{ — x/L)]: b = sin [(=/D(1 —xfI)

B Tvastidshalk (Fig :451b)
8, = 1, sin (ex/BLY +2¢,(F — cos (mx/PLY) +rymx/fL

Oy =72, sin (ex/BLY—x,; cos (wx/FL)

med knickningskoefficienten § bestimd av fig :351a och 2, -1; av fig
4514, i vilka k, och k; bestdms enligt :351. Tecknet pd 4§, forutsatter att
bdjmoment som ger dragning i tvistddsbalkens underkant riknas positiva.

0§ ;
|
f Py P

[1 |

T

051"

04 >

] 0,5 1] w2 [3i8 [ee

175 175 25 400

Fig 451¢. Snittet g [6r maximivtbdjning vid knickning
av tyasidigt elastiskt inspdnd balk
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Fig :451e Fig :451F

Speciellt giller f6r

1 tvasidig fri upplagegning: k,=ky=co, f1=0,5, f=1,3,=1,2,=3;=0

2 tvasidig fast inspénning: k, =k, =0, 11=0,5, $=0,5, s =23=0, %, =0,5

3 fri uppliggning i A, fast inspinning i B: k,—co, ky=0, #=0,398,
58 =0,699, 3¢, = 0,733, 5,— 0, 5, =0,1592

1452 b, for fast inspind konsolbalk, tvasidigt fritt upplagd balk,
ensidigt fast inspénd balk och tvasidigt fast inspéind balk
med konstant sektion och normalkraft

I fig :452a—q redovisade b, M ,-diagram forutsitter att béjmoment som ger
dragning i dverkant vid konsolbalk och dragning i underkant vid ovriga
balktyper riknas positiva,
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:5 Ramars stabilitet
:51 Problemstillning. Allmiint om berfikningsmetoder

For att kndckningsfenomenet venodiat skall kunna upptrida vid en ramkon-
struktion fordras dels att all yitre belasining inkommer centriskt i knutpunic-
terna, dels att samtliga ramdelar dr ideellf raka och har en sddan slankhets-
grad att de av normalkrafterna orsakade axiella hoptryckningarng av ram-
delarna med god approximation kan férsummas. Under dessa férutsiitningar
rader for belastningar, som 4r mindre dn kndckningslasten P;, endast eit
icke-uthdit jamvikislige med en axialkraftfdrdelning som svarar mot stang-~
krafterna 1 ramkonstruktionens knuipunktsfigur. D3 ramverket, sedan
kndckningslasten uppnatts, fors ut 1 ett utbdjt jimvikislige, uppkommer i
ramdelarnpa bdjmoment som i sin tur medfér férdndringar i axialkraftfgr-
delningen. Dessa forindringar 4r emellertid av ringa storleksordaing och
kan dirfor genomgdende med god tillnirmelse forsummas vid ramknick-
ningsberikningar.

1 praktiken upptrider alltid ramkn#ckningsfenomenet i modifierad form.
Stérande effekter inkommer dels frin praktisk? ofrdrnkcomlig initialkrokighet
och oavsiktlig lastexcentricitetr och dels frdn der forhallandet, ait vid ram-
konsiruktioner axialbelasiningen ordindrt upptrdder | kombination med irans-
versallasi. Den Ebrstniimnda effekten kan beaktas pd i princip samma sétt
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som vid kn#ckningsberikning av tryckt striva (jfr :34). Den sistndmnda
effekten dr vid ordinfira konstruktionsutformningar forsumbar vad géller
utvirdering av den rena knickningslasten, d& definierad enligt excenirici-
tetsmetoden som den last, for vilken wtb&jningarna berdkningsmissigt blir
odndligt stora. Detta illustreras exempelvis av i [73] genomriknat och I
fig :51a och b visat belastningsfall, fér vilket en berdkning av knicknings-
lasten under fOorutsiténing av renodlat knutpunktsangrepp inte ger stbrre
avvikelse dn 4,4 % fran det kndckningsvirde som erhalls ur en noggrannare
berikning med hinsyn tagen till de transversallastmoment som finns i
ramen {4 kndckningslasten uppnas,

Samma forhallande illustreras ocksd av det i fig :51c—e visade belast-
ningsfallet [87], f6r vilket motsvarande avvikelse uppgir till 2,3 % (fig :51d
och e). Detia belastningsfail dar belysande ocksd ur andra synpunkter, Det
visar att en 2-ledsram med fria knutpunktsforskjutningsmojligheter har en
Higsta kndckningslast som svarar mot en antisymmetrisk deformationsfigur
dven vid symmetrisk Tast och utformning, vitket 14t inses genom jimforelse
med exempelvis de Bulerska kn#ickningsfallen. S& linge aktuell belastning
P 4r mindre dn kndckningsiasten F; karaktdriseras det visade ramverket
av en symmetrisk utbdjning enligt fig :51¢, vilken emellertid, d4 knicknings-
lasten just uppnas, genom horisontell knutpunktsitrskjutning diskonti-
nuerligt dvergdr till att bli osymmetrisk enligt fig 1514 (ty Verzweigung, eng
bifurcation). For en mer ingiende analys av problemet inverkan av trans-
versalfast pd ett rambirverks knfickningslast hinvisas till t ex [881.

Med négra fi undantag &r de berdkningsmetoder som framlagts i den hall-
fasthetstekniska litteraturen fér understkning av ramkonstruktioners sta~
bilitet, baserade pd foratsdtining av renodlade knutpunkisbelastningar. I stark
dominans dr darvid berikningsmetoder av typen jamviktsmetod {jfr :2),
bland vilka kan ndmnas betydande arbeten av Zimmermann [89], Bleich
[47], [48], Osgood {90], Mises-Ratzersdorfer [37], [91], Prager {92], Chwalla-
Jokisch [93], Rambell {94], Schaber {95], Vetter [96] m fl. Ramknicknings-
berdkning enligt energimetod finns genomférd i litteraturen av bl a Kasar-
nowsky-Zetterholm [97] och Bleich [98]. Ramknickningsberdkning enligt
excentricitetsférfarande slutliger: represenieras tex av den av Fames [99]
och Lundguist [100] framlagda successiva momentutjimningsmetoden, i
princip en vidarewtveckling av Cross metod for berdkning av traasversal-
belastade ramar samt av det av Kloppel-Ebel [101] angivna férfarandet,
vitket kan beskrivas som en wtvidgning av Kanis iterationsférfarande tili
en berdkning av instabilitet och tillhérande andra ordningens spinnings-
problem. Fir en systematiserad ramknickningsanalys Gver matrismetoder
hinvisas till kap 161:6 samt till t ex [74] och [102]-[105].

:52 Ramkniickningsherikning enligt successiv moment-
utjiimningsmetod
1521 Ofdrskjutbara knutpunkter

For beskrivning av beriikningsmetodiken vid en stabilitetsundersokning av
ramar enligt successiv momentuijimningsmetod studeras den i fig :521a

Se 161:5
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visade, centriskt knutpunktsbelastade ramkonstruktionen. Om denna i
adgon knutpunkt, ex 1, stdrningsbelasias med ett béjmoment M,, upp-
kommer ett uthdjt jimviktslige enligt fig :521b med en vridningsvinkel 8
fér den momentbelastade knutpunkien, Denna vridningsvinkel pkar med
viixande axialbelastning och blir enligt excentriciteismetoden beriknings-
massigt oindlig, dd konstruktionens knickningsbelasining uppnds. Ram-
verkets knickningskriterinm kan darfor skrivas

B, = oo )
Ekv {1}, som i sig sjilv &r foga limpad for numeriska knickningsberikaingar,
later sig iatt omformas till det praktiskt mer anvindbara »stvohetskriteriet>
enligt Lundquist [100]

35=0 @
vilket innebir att i ramkndckningsdgonblicket summan av styvheterna for i
knutpunkten 1 anslufande ramdelar=0. D4 kndckningsutbdjningen for
ramverk med momentstyva forbindningar omfattar hela konstruktionen,
foljer att L8 samtidigt méste vara=0 ocksd for ramverkets dvriga knut-
punkter {106].

Den i ekv (2) ingaende siyshefen S definieras for exempelvis den 1 knut-
punkien 1 anslutande ramdelen 1-2, fig :521 ¢, som det bijmoment som maste
anbringas i den fritt upplagda dnden 1, for att i kombination med verkande
axialbelastning P i 1 g¢ upphov till en stédvinkelindring 6,=1. Den mot-
satta ramdelsinden 2 forutsitts dirvid ha den inspinning som rider i den
verkliga ramkonstruktionen. For de bada specialfallen att ramdelsinden 2
ar fritt upplagd eller fast inspiind, har styvheterna .57 respektive 87 — jfr
1422 — grafiskt redovisats 1 fig :521d och e shval for tryckande som fir
dragande axialbelastning P, varvid som obercende variabel anvints storheten

Fig :521a

Fig :521b
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Jfr ekv 21 (2). Av figurerna framgir det karaktiristiska forhallandet att
en tryckande axialkraft i princip verkar férminskande, en dragande férhéj-
ande pa en konstroktions béjstyvhet. Da vid tryck verkande axialbelastning
dverskrider ramdelens knédckningslast, vilket intriffar for S--fallet vid
kL=m och for S'-fallet vid AL = 4,493, Svergér ramdelens styvhet frdn att
vara positiv till att bli negativ, vilket medfér att béjmomenten S’ och §”
byter riktning och dérigenom kommer att verka reducerande pi den ut-
béjningsandel som hiirrdr fran den tryckande axialbelastningen.

Lundguists styvhetskriterium kan med fordel anvindas vid ramkonstruk-
tioner av den typ som visas { fig :521f, gemensamt karaktiriserade av ati
de endast innehdller en inre knutpunkt. Under sidana férhillanden kan
ndmligen de i ekv (2} ingdende styvheterna § 15tt direkt bestdmmas. Vid
mer komplicerade utférandeformer ddremot 4r normalt ez stabilitetsberik-
ning ut det »seriekriteriuny>, [101)], [109], som nedan kommer att beskrivas,
att praktiskt foredra framfér en behandling enligt styvhetskriteriet.

I princip grundar sig seriekriteriet pd det forhdllandet att en successiv
momentutjdmningsberdkning av en knutpunkisbelastad ramkonstrulction kon-
vergerar, om verkande axialbelastning dr nlindre gn tillhorande kndcknings-
last, men divergerar, om kndckningslasten dverskrids. Tillimpat p& exempel-
vis det i fig :521 b visade rambdarverket innebdr detta att om vid en successiv
atjimning av det i knutpunkten 1 angripande storningsmomentet M, sum-
man av de moment, som efter en [8sgbring och dirpi féljande fastlisning
av den momentbelastade knutpunkten atertransposteras till denna, dr mindre
dn M, sd dr konstruktionen under verkande axialbelastning stabil. Blir
diremot summan av itertransporterade moment storre dn M,, féreligger
i stéllet en labil konstruktion. Grénsfallet, att summan av de itertranspor-
terade momenten blir= M;, svarar mot att aktuell axialbelastning dr iden-
tisk med rambirverkets knédckningslast.

Ramkndckningsberéikning enligt seriekriteriet

Praktiskt kan en ramkndckningsberikning enligt seriekriteriet limpligen
genomfdras enligt féljande schema (jfr fig :521a och b).

 Bestdm for ett lastsystem nQ, dir @ #r aktuelit lastsystem och z en pa
férsék vald multiplikator, tillhdrande axialkrafter i de olika ramdelarna,

2 Bestdm mot dessa axialkrafter svarande styvheter §° och 87 samt trans-
portial ¢ for ramdelarna. For ramdel med kenstant sektion och normalkraft
hidmtas dirvid dessa storheter enklast ur diagrammen i fig :521d och e,
vilka ocksa klargor storheternas innebtrd — jfr ocksd :422.

3 Infér i ndgon knutpunkt (1) ett ytire stdrningsmoment M, = 1. Fardela
och transportera detta moment under antagande av att rambérverkets dvriga
knutpunkter — utom de som édr fritt upplagda — samtliga ir fastldsta mot
rotation. De hérvid erhillna transporterade momenter utjdmnas successivt
enligt Cross-metoden uader antagande av att knutpunkt 1 hela tiden ar
fastldst mot ytterligare rotation. Nir de harvid till knuipunkt 1 dtertrans-
porterade momenten M, blir s& sma att de praktiskt kan férsummas, av-
bryts momentutjimningen.

4 Bilda summan X, M; av de vid férfarandet enligt 3 i knutpunkten 1 er-
héllna, atertransporterade momenten. Beroende pd om dirvid ; M, blir
<1 eller >1, &r valt lastsystem nQ < respektive > den sékta kniicknings-
lasten.

5 Genomfor férnyade berdkningar enligt ovan §8r andra lastvirden nQ,
till dess att det n(-virde, kndckningslasten, som svarer mot £; M, =1 kan
bestimmas.

For de flesta praktiska fall torde 2 3 3 berdkningsomgangar vara till-
rickliga fér att ge den sékta knickningslasten med erforderlig precision.
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Vid hégaradigt statiskt obestdmda system, exermpelvis vid storre fackverk
med momentstyvt utformade knutpunkter, blir dven en kndckningsberdk-
ning enligt seriekriteriet ordindrt mycket mddosam. For sddana fall kan
tex ett av Slavin [110], [111] angivet ndrmeforfarande rekominenderas, vil-
ket I princip innebér att i staflet f&r en hel fackverkskonstrukiion ett antal
ur denna approximativt uttagna delsystem, uppbyggda kring ur knidcknings-
synpunkt Kritiska ramdelar, stabilitetsunderséiks enligt styvhets- eller serie-
kriterium var f6r sig. Jfr ocksa [95]. Fig 15212

Exempel 1. Bestim for det i fig :521g visade belastningsfaliet des mot
kn#ickning svarande lasten @, som funktion av dess lutningsvinkel mot ver-
tikaten 0 inom omrddet 0<6=<90°. Konstrukiionens samtliga ramdelar

torutsitts ha samma lingd L och trégheismoment £ Tabell :521 2
D4 ramverket endast har es inve knutpunkt kan det med f6rdel stabili- )
tetsberdknas enligt Lundquists styvhetskriterium, ekv (2), vilket nedan  Ramdel P LL S—5

zenomfdrs mer i detalj endast f6r 8= 15°.
Efter jamforelse med exempelvis kndckningsviirdena fiir Eulers 2. och 3. -2 04141 2022 2,07
kndckaingsfall, mellan vitka Po= Q) cosf maste ligga, viljs pd forsék 2-3 3
0, = 1,62 EIfI%. Haremot svarar enligt ekv (3) och fig :521d  tabell ;5212 2% L3 3.906 —4.96
angivaa virden samt Mult APEIL? ENL

X 85=0,11ElL

dvs £,8>0, vilket betyder att det pa forsdk valda Q-virdet dr mindre in
konstruktionens knickningslast. En férnyad berdkning for

Q) = 1,62m2ElfI?

ger Z,8=—0,27, varpd genom riilinig interpolation erhélls for det mot
X, §=0 svarande kndckningsvirdet

Q) = 160672 ENL?

Analog kalkyl for andra lutningsvinklar © ger f5r kndckningslasten O
viirden enligt tabeil :521b av vilken framgar att kn#ckningslasten O, for
studerat fall forhdiandevis mattligé paverkas av lastriktningen. Orsaken
hirtill &r den att den tryckkraftsminskning, som med vixande & erhalis
i ramdelen 2—4, i knackningsavseende motverkas av en samiidig tryck-
kraftsékning i ramdelen 1-2 med minskad bdjstyvhet fér denna som f&lid.

Tabell :521b

2] 0° 15° 30° 45° 607 75° 90°

9 1,598 1,606 1,689 1,761 £,68% 1,606 1,598 n?EI{L}

Exempel 2 [72]. Beriikna knickningslasten (0, for den i fig :521h visade
kontinuerliga ramen med lika f och L for samtliga ramdelar.

Tabell :521 ¢

*% lo la l"'? . Ramdel P kL 8,8 7
1 2 3 4 775 1
) 1-2,2-3,3-4 0 0 4 1
i a5 0 0 3 0
g 8 7 6 i 1-9 1,45 3,783 1,568 1,805
7 2 d ? 2°8,3-7,4-6 29 5350 —420 —1,548
IV R A W S
‘] a
Fie 1521 Mult T EIL EIL
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Berdkningen genomfdrs enligt seriekriteriet med ett stdrningsmoment
M =1 applicerat i knutpunkten 3 fér

&, = nQ =y*EI[L*

Genom jamforelse med Euler-knickningsfallen inses ddrvid att forvintat
y-virde méste ligga mellan 2 och 4, gissningsvis i ndrheten av 3, P4 forssk
véljs »=2,9. Hiremot svarar enligt ekv (3} och fig :521d i tabell :52f¢c
angivna ramdelsstorheter.

For tillhdrande férdelningstal s beriiknas

kautpunkt 11 g5, = Spof 55§ = 0,718, 535 = 1 — 535 = 0,282

krutpunkt 2: 55 = Sa3 = 1,033, S35 = 1 =5y — 853 = — 1,106
knutpunkt 3: 54 = 554 = 1,053, syy=1—5; —55 = —1,106
knutpunkt 4: 5;; = 1,429, 545 =1,071, s43=1—533—55= —1,500

Fordelningstalen s har inforts inramade vid knutpunkterna i fig :5214, i
vilken ocksd transporttalen » angetts vid tillhrande ramdel.

10,527~ 105311053 —s~ -0577;
- 0555141555 —= DITRIATIT ~—— Aumu 569 e
0200 — G i
170,055 =~ 10105120005 —= 40053
=003 —=6aal |
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84 studeras genom successiv momentutiZmning inverkan av ett stornings-
moment M=1 i knutpunkten 3. Under antagande av att till en bdrtjan
knutpunkterna I, 2 och 4 &r fastlista mot rotation uppkommer av A =1
i de i 3 anslutande ramdelarna férdelade moment 1 propostion till ramde-
larnas férdelningstal s (i 3—2 och 3—4 —1,053-1; i 3—7 +1,106-1). De
fordelade momenten transporieras pid konventionellt sitt till ramdelaraas
bortre Andpunkter. Fér den fortsatta kalkylen lises knutpunkten 3 fast mot
yttertigare rotation, varpd knuipunkterna 1, 2 och 4 successivt 185sgérs frén
sina antagna fastlasningar, balanseras och diirefter ytterligare lises fast
mot rotation. Det successiva momentutjimnandet f6r knutpunkterna 1, 2
och 4 fortsitts, till dess atf de moment, som vid varje knutpunkts [§sgdrande
frin antagen fastlasning mot rotation skall balanseras, blir s& sma att de
praktiskt kan férsummas. Hirvid uppkommer i kautpunkten 3 ett antal
atertransporterade moment med en summa =X, M,=0,720, dvs 3, M, <1,
varfér ramkonstruktionen wander det pd férsdk valda lastsystemet Q=
nQ@ (y=2,9) ar stabil.

En analog berdkning for ett lastsystem svarande mot 3= 3 ger X, M, =
1,140, varpid genom ritlinig interpolation erhalls f6r det till X;M,=1 ho-
rande p-virdet 2,97, Ramkonstruktionens knickningslast blir f8ljaktligen

@, = n@=29Tn2EljL?
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:522 Forskjutbara knutpunkter

D4 vid en knutpunktsbelastad ram enligt fig :522a knéickningslasten uppnds,
uppkommer vid stdérning av det raka jimvikisldget i stdllet ett utbdit jim-
viktslige enligt fig :522b, karaktariserat av att — i motsats till forhéllandet
vid det i fig :521a visade ramverket —- vissa knutpunkter 1 och 2 utdver
for rotation ocksd blir uisatta Fér translation. Fér detta utbdida jamvikts-
l#ge fordras i knéickningstgonblicket férutom de bdda (Q-lasterna ingen
yiterligare belastning i form av exempelvis en i knutpunkten 1 eller 2 an-
gripande horisontalkraft H, vilket diremot 4r erforderligt vid varje Q-
belastning, som 4r mindre dn knickningslasten, jfr :12. Kndckningskriteriet
for en ramkonstruktion med fria kmupenktsforskjutningsméjligherer kan
dirfor skrivas [107]

H=0 (1)

Prakiiskt kan en stabilitetskalicyl med anviandning av ekv (I} utforas pa
foljande sitt, illustrerat pa den i fig :522a visade ramen. For aktuellt last-
system (& multiplicerat med en pd fdrsok vald multipiikator » ges knut-
punkterna I och 2 under antagande av fastlisning mot rotation es hori-
sontell translation ¢ (fig :522c). Darvid i ramdelarnas 1—4 och 2--3 4nd-
punkter uppkomna inspinningsmoment My,; och My resp Mz och My
beriknas, Dessa moment utjimnas direfter genom att de antagna fast-
lasningarna mot rotation av knutpunkterna 1 och 2 successivt 19sgdrs under
tillsats av fér knutpunkternas jimvikt erforderliga kompensationsmement
samt férdelning och &verféring av dessa, Vid avslutad successiv moment-
utjimning verkar 1 ramdelarnas I —4 och 2—3 dndpunkter nu i stillet in-
spanningsmomenter. My, och M5 esp M 45 och My, Tillhérande hori-
sontella upplagsreaktioner i 3 och 4, Ha; och Hy;, beriknas ur jamvikts-
ekvationer fir rambenen 1 — 4 och 2— 3 till

Hisd = (1] Lyg) (Mass + Mazs — Py & } ®
Hss=(1] L)) (Mas+ Mus— Py, 6)
varvid for de tryckande axirlkrafterna i rambenen giller Py,—n(Q,; och
Py = nly
For den hiremot svarande resnltanten
He=Hy+ Hy, (3)

kan tre fall intriffa, ndmligen

1 A=0. Fér att ett utbdjt jimviktslige enligt fig :522b skall existera, ford-
ras di utéver @, och #Q, ocksd angrepp av en At vinster riktad horisontal-
kraft=H i knutpunkten i eller 2. For detta fal} foreligger ddrfor stabilitet.
2 H<0, Den paskjutande effekten av nQ2;- och nQ,-krafterna ir di sd stor,
att i knutpunkten 1 efler 2 en ft héger riktad, ntbdjningsbromsande hori-
sontalkraft= # mdste anbringas. Konstruktionen ar darfir for detta fall
labil.

3 H=0. Konstruktionen dvergar da fran stabilt till labilt tilistind, dvs de
pa forsdk valda nQy- och nQy-krafterna &r identiska med den sékta kndick-
ningsbelastningen.

Den ovan genomgangna berikningsmetodiken far bestdmning av kndck-
ningsiasten vid 1-viningsram med fria knutpunktsférskjutningsméiligheter
kan utvidgad tillimpas ocksi vid motsvarande studivm av ramar i flera
vdningar.

Forfarandet beskrivs nedan summariskt fér det i fig :522d visade 3-
vdningsrambdrverket.

3—722405 Bygg 1 A, Sirtryck

Fig :522a-¢
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1 en férsta berdkningsetapp ges rambirverkets knutpunkter I-6 under an-
tagande av fastlésning mot rotation renodlade translationsrorelser med tills
vidare obekanta, inbdrdes herisontalférskjutningar 8,-8, mellan de olika
transversalerna, (fig :522¢). Dirvid i de vertikala ramdelarnas #ndpunkter
upptridande inspinniagsmoment bestims och utjmnas successive. Efter
avslutad momentutimaing uppirider [ ramen det till den verkliga defor-
mationsfiguren (fig :522f) horande momenttillstdndet. Mot detta svarar i
horisontalsnitten I-1, 1I-FL och III-IIf genom de olika vaningarpa resul-
terande horisontalkrafter Hy, Hyy resp Hyyy, vilka kan berfknas ur med ekv
(2} och (3) analoga samband och vilka, om verkande belastaing @ #r iden-
tisk med konsiruktionens kndckningslast @, samtliga skall bli=0. Om
s4 inte blir fallet kan avgdra- om vald belastning &r < eller > {4, pd ex-
empelvis féljande sitt. De resulterande horisontalkrafterna H7 och Hyp f6r
vaningarna I och II siitts=0, varigenom erhalls 6, och &, som linedra
funktioner av d;. Insitining hirav i uttrycket f6r nedersta vaningens hori-
sontalresultant Hyrp, ger denna under formen
Hypp= A%, 4
Beroende p& om dérvid vid translationsriktning enligt fig :522e A blir >
eller <0, ir den pa forsGk valda belastningen < resp > knickningslasten
[ 21

;i avsikt ait underlitta praktiska berikningar redovisas i diagrammen i
fig :522g och h f8r axiellt tryckt eller dragen, ensidigt eller tvasidigt fast in-
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Tabell :522

oo
|

100

[ A
a? : -
a0 : -

Ny

Ramdel

5,8

75 1 1
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v
I
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spind balk de mot en inbérdes knutpunkistranslation ¢ svarande inspén-
ningsmomenten Mj; ~— jfr :422. Diagrammen fdrutsitter balkar med efter
sin Fingd konstant sektion och axialkraft.

Exempel [72]. Berdkna kndckningslasten @ fér dem ovan i exempel 2,
avsnitt :521, behandlade kontinuerlige ramen, om for denna fixlagret i
knutpunkten 5 ersitts med ett horisontellt glidlager. Genom denna for-
indring kan ramen kndckningsdeformeras med horisontell férskjutning av
knutpunkterna 1-5, vilket sdsentligt reducerar konstruktionens kndcknings-
last.

Inverkan av en &t vinster riktad translation § av knuipunkterna 1-5
studeras for ett efter jimfdrelse med exempelvis Euler-knickningsfallen pi
forsok valt knickningslastvarde

nQ =yR2EIL? = 0,950 ElfL*

Hiremot svarar vid mot rotation fastlasta knutpunkter 1-4 f&r de olika
ramdelarna styvhetstal $”, $° och transporttal » samt for rambenens dnd-
punkter inspinningsmoment M, for vilks ur fig :521d och :522g tabell
:522 erhalls.

For tillhorande férdelningstal s berdknas

knutpunkt 1: s, = 0,546, 5,5 = 0,454

knutpunkt 2: sy = Sp3 = 0,379, 5g4 = 0,242
knutpunkt 3: s = 534 = 0,379, 5, = 0,242
knutpunkt 4; sy = 0,418, 555 = 0,314, 545 = 0,268
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Fig :522h. [72], [74], [75], [107],

Fig ;5221
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En successiv utjimning av inspinningsmomenten M har genomfdrts i
fig :522i. Darvid erhéllna slutmoment M finns, vad gifler rambenen, an-
givna i figuren under . Mot dessa svarande resultant H till rambenens
horisentella upplagsreaktioner H; berdknas ur ekv (2) och (3) till

Hyy 5= (1/L)[(4,04+ 3,2V EI/L* — 0 475n* EIS/L%] = 2,628 E|L?
Hogs= — 08188, H o= — L OTOENI3, Hyys = — 1,650 EIL?
H=%H;=—091El[?<0

varav foljer att pa forstk vald belastning med y=0,95 dr stérre &n kon-
struktionens knéickningslast.

En fornyad berdkning f6r belastning svarande motp=0,9 ger

= 1458 EHI3>0
varpid genom ritlinig interpolation fér det till F=0 hérande knicknings-
lastvérdet erhalls
0, = 0,930R2ENL?

Knickningslasten uppgar siledes for det fall att knutpunkten 5 &r ut-
formad som horisontellt glidlager endast till 31,3 % av kndckningslasten
for motsvarande ram med fixlager i knutpunkten 5.

:53  Nirmemetod for berdkning av tilldggsmoment vid samtidigt
axial- och transversalbelastade ramar

P4 elasticitetsteori baserade metoder {or berdkning av tilliggsmoment vid
samtidigt axial- och transversalbelastade rambérverk {(andra ordningens
teori) anges 1 t ex {48], {72], [73], [87], [112], [113]. En &versikt av olika me-
toder ldmnas i [114]. For en systematiserad behandling Gver matrismetoder
hinvisas till kap 161:6 samt till € ex [102]-[104]. I hir aktuellt samman-
hang begrinsas framstdllningen till en illusiration genom nigra genom-
riknade exempel av i [72} framlagd berikningsmetod, vilken i princip kan
sdgas vara en kombination av den i :43 beskrivna approximativa berdknings-
tekniken for axial- och transversalbelastade balkar och av en vidareutvecklad
Cross-metod.

1531 OfGrskjutbara knutpunkter

Exempel 1 [72]. Ram med frin hirjan kinda axialkrafter

Berdkna stédmomenten for den i fig :531a visade, axial- och samtidigt
transversalbelastade, kontinuerliga balken, vilken kan vara exempeivis en

a d=qa
e 7 4 ?
e 2 3 b Y]
| Yaa ! a—
04 3L

[053E[04BE 0727 [SETE[G,
3B %4 43,5

JRUAL) 20,145

—8,137 ‘L |

0051 413 — 40035 i

S3037 10083 = 073 BT — D

+0085 (+0055 —= FOJA1 I

10 e O35 <1073 —= 001G |-0015 =— -037 =008 — = 0!

|+3003 =— +0016 +0813 —= +0Q1D¢

[0 R = 003 D05 <— ~0005 [-0085 — = 0!
- — g
~D3 \ BDJI 0 =081 |00t
(£ 3527) +0377 10,177 0427 (+w2)[ 0349) +0,143 |-G, 143

Mult.ga? Dpnsmvt moment (b (- 0057)
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genomgaende dvre stang i en fackverksbalk. Tréghetsmomentet 7 forutsitts
konstant och lika i samtliga fack.

Férst berdknas med hinsyn {agen till verkande axialkrafier P styvhets-
tal §°, 87, transporttal » sami inspanningsmoment M vid mot rotation fast-
1asta kautpunkter 2, 3 och 4. :

Fack 1-2: Bkv :521 (3) och fig :521d ger P=0,5xElja®; kL=222;
S§'=1,83FEXa; r=0 varpi med den i :43 redovisade nirmemetoden beriknas

My = —(3/16) Qa— (1/8)ga* = —(5/16) ga® (tabell 1:3% i 1B)

b, My, = 0,354(5/32) Qa+ 0,377(1/8) ga® = 0,1025g4% (fig :452j och k)
P, =2,046m2ENa® (ekv 31 (3); PIP, = 0,244; My = —0,381qa%

{ekv 43 (10D

Fack 2-3: P =0,2r2El{a% kL = 1,756; §" = 3,58 - 4Elj5a = 2,86 Ella;
r=0,592

Fack 3-4: P= 0,4n2Flfa®;, kL = 2,48, §° = 3,10 - 4EI{Sa = 2,48 Elja;
r=0,727
My = —(25/192) ga®; b, My, = 0,0499g0%; P = 2,567 Elja®; PP, =0,1563;

M,y = —0,145ga%; My, = +0,145qa*
Fack 4-5: P= 0,3n2Ela® kL = 1,721; 8 = 2,35Elja; r =0

Tillhérande férdelningstal s; knutpunkt 2: sy = 0,391 ; 5, =0,609
knutpunkt 3: s;5=0,536; 5,,=0,464
knutpunkt 4: 5,,=20,513; 5,5—=0,487

P& basis av de ovan beriknade grundstorheterna kan nu en successiv ut-
jamning enligt det ordindra Cross-forfarandet genomftras av de under
antagande av mot rotation fastlista knutpunkter verkande inspinnings-
momenten My, My, och My,

En sadan utjmning, redovisad i fig :531b, resulterar i slutmoment M,
vilka utgdr summan av startmoment, férdelade moment och transporterade
moment, och vitka finns angivna & fig :531b under . Som jAmforelse
anges inom parentes de momentvirden, som erhélls vid en berdkning utan
hiinsyn tagen till axialkrafternas effekt.

Exempel 2 [72]. Ram med fran birjan obekanta axialkrafter
Berdkna for den i fig :531c¢ visade ramkonstruktionen stddmomenten i 0-85f
knutpunkterna 2 och 3, om samtliga ramdelar har lika séyvhet EI i l £
Konstruktionen skiljer sig i princip fran den i exempel 1 behandlade dari- == o—Les _L L4 3 ,%
genom att de olika ramdelarnas axialkrafter bestims av det slutgiltiga z Q J(

L=
momenttillstindet och ddrfdr inte dr kdnda vid momentberdkningens bérjan. %
Det sokta sluttillstindet maste till 81jd hirav itereras fram genom en serie t
av successiva momentutjimningsprocesser. : ”/%7 Vfif’

I en férsta berdkningsetapp bestdms stddmomenten i 2 och 3 genom ett
ordinéirt Cross-férfarande wtan h#nsyn tagen till tillskottsmomeni frin  Fig :33lc
axialkrafterna. En sidan beridkning ger f&r stddmomenten virdena («v=
positivt moment)

1’\721 = 0:0341 gL, Mzg = 0:0632 QL; jszs =0,03410L; Mzz == A_{m: 0,1704 Q2L (a)

med tilhérande tryckande axialkrafter, som ur jimviktsekvationer for de
olika ramdelarna bestims &ill

Py = 0,6360; Py = 0,6700; Poy = 0,6020; Py = 0,4320 )

1 nista berikningsetapp genomfbrs si en successiv momentutjimning un-
der forutsittning av en axialkraftférdelning enligt ¢kv (b). Dérvid erhills

My = 0,0294QL; My, = —0,06590L; My, = 0,03650L; By = — My =0,2101QL ©
och Py = 0,6740; Poy = 0,710Q; Pyy = 0,6420; Pp; =0,3850 | )
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En férnyad successiv momentutjimning med axialkraftsvirden enligt ekv
(d) ger
My = 0,02790L; My, = —0,06600L; Mys = 0,0381 0L; My, = — My, = 0,21360L (&)
och Pyp = 0,6760; Ppy = 0,7140; Py, = 0,6480; Py; = 0,3800 ®
moment- och axialkraftsvirden, som mycket nira Gverensstimmer med de
slutviirden, som erhills efter yiterligare successiva momentutjimningspro-
cesser, och som uppgar till
My = 0,02780QL; My, = —0,06600L; My = 0,03820L; My = — M,, =0,21390L @
och Ppy =0,6760; Pay = 0,7140; Pyy = 0,648Q; Py; = (,3800 (h}
1532 Forskjutbara knutpunkter
. . R . . , g |¢
Vid en successiv momentutjimningsberikning av axial- och transversalbe- 2 l l 3 E‘Jw
lastade ramkonsiruktioner med forskjutbara knutpunkter méste férutom Lli|L 4 T
axialkraftfordelningen ocksa knutpunkternas translationer itereras fram ge- I ;
rom en gserie successiva momentutjimningsprocesser. En 1dsningsvig ar
darvid den i efterféljande exempel demonstrerade. ] A 5 l
! . . . . T
Exempel [72]. Vid det i fig :532a visade rambiirverket har samtliga ramdelar
lika styvhet FI. Berdkna inspdnningsmomenteni?2, 3, 4 och 6, om Q= EIfL*?  Fig :532a
: -0,2128 " «B,22% i » i
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1 en forsta berikningsetapp bestdms inspinningsmomenten med hiin-
syn tagen till knutpunkternas 2, 3 och 4 translation & men utan hinsyn tagen
till tillskottssmoment frin axialkrafterna. En sidan berfkning, vars utfo-
rande 4r analogt med det i fig :532b visade, ger en 4t vanster riktad transla-

tion
§ =0,01218L (2}
samt inspinningsmomest (/v = positivi moment)
My, = — M = 0,14280L; My, — 0,16840L; My, = —0,11720L;
My = —0,05120L; My = ~M,; = —0.04750L; My; = 0,01100L ®
De hiremot svarande axialkrafierna fr de olika ramdelarna beriiknas ur
jamviktsekvationer till
Py =0,97440(tryck); Py, = 0,1428Q(tryck); Py = 0,1026 Q(iryck);
Py; = 10,1647 O(dragning); Pag = 1,1903 Q{iryck} {©)
1 néista berZkningsetapp bestdms inspdnningsmomenten med hénsyn ta-

gen till savil knutpunktsfdrskjuiningen som tillskottsmoment frin axial-
krafterna, varvid axialkrafterna antas férdelade enligt ekv (c). Ur diagram-
men i fig :521d—e och :522g-h samt med anvindning av den i :43 redo-
visade nirmemetoden erhalls féliande grundstorheter
1-2: P=0,9744EIl/L2; kL = 0,9871; 8" =2,799EI/L; r=0;

My =2,7998EI/ 12
2-3: P =0,1428EIJL% kL =0,377%; " = 3,981 EI/L; r = 0,504;

My = — My = —0,22280L
3-4: P=0,1026 EFfL?; kL = 0,3203; 8" = 3,986El/L; r= 0,503
4-5: P=0,1647EIL?; kL = 0,4058; 8’ =3,033E[L; r=0;

Mz =3,0330EK L2
3-6: P=1,1903 EIJL?; kL. = 1,0910; 8" = 3,839 EK/L; r = 0,532;

Migs = Mg = 58805 EI/ L (@

med de tilihdrande fordelningstalen 2: 5,; = 0,413; sy = 0,587

3§50 = 0,337; 55y = 0,338; 55, = 0,325

4: 555 = 0,568; 555 = 0,432 ()

Pa grundval av de i ekv {d) och () sammanstillda grundstorheterna ge-

nomfors sa en successiv momentutiimning enligt fig :532b. Dirvid erhalls
{61 de utiimnade inspanningsmomenten uttryck, som beror av den #nnu
si linge obekanta translationen §. For bestimning av denna beriknas ur
jimvikisekvationer for varje ramdel axialkrafter och upplagsreaktioner
enligt redre halften av fig :532b, varpa jamviktsvillkoret

Hyg+ HysHeg= 0,150 43} ger 3 =0,01498L )

Pe hiremot svarande inspanningsmomenten och axialkrafterna beriknas ur
fig :532b till

My = — My = 0,14400L; My, = 0,1646QL; My, = —0,1258QL;

Mye = —0,03880L; My = — My — —0,05430L; My =0,0206QL (h)
Py = 0,97930(tryck); Poy = 0,12930 (tryck); Py, = 0,09310 (tryck);
P,; = 0,1801Q (dragning); Py — 1,2008Q (tryck) M

En frnyad iterationsberdkning, baserad pd en axialkraftférdelning enligt
ekv (i) resulterar I inspinningsmoment och axialkrafter, som med mindre
an Y, % avviker frin de ovan i beriikningsetapp 2 erhillna. I detta speciclia
exempel dr alltsa en kalkyl med tvd successiva momentutjimningsprocesser
for ordindrt praktiskt bruk tillricklig.
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:54 Systematiserad berdkning dver matrismetoder av samtidigt
axial- och fransversalbelastade ramar

Se kap 161:6.

155 Diagram

Ly g
g & AL Tir (1)
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2 Qg enligh fig 351h k=50 fir (D) ky= oo fir @)
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Fig :35], tv. 3-ledsram.
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]

I Fig :35%, tv. 2-ledsram. .
(=11 1], [2}, [87], [113)

m ). Fallet att @ an-
gripar p4 godtyckligt vald
hadjd behandlas for p=1
i [113). T [E16] redovisas i
allmin form knécknings-
ekvationerna fér 2-leds-
ram med olika styvhet {6r
de bada rambenen

—
o

W —— e

T P
i

e
R
I

\
\

\\
A
LVAVANAN

1A%, 2 348 Fig :55 m, t h. 2-ledsram 0 _7',:/\70,,) L

Fig :55n, t v. 2-ledsram 15 — —

Tyt 13

[ i

b

H ] Fig :550, th. l-ledsram. A S :

i | | Om leden ir fasthallen i Pl L[ 41l

il 11251 2 3430 sidled, motsvaras detta €5 1 175] 2 34 goo
"“5’-’-/-701‘?"_" 15 av fall @ ifig :55b —— TSI —— T

1A

07 : Fig :55p, tv. O-ledsram.
Do (e=1 i [2], 1871 mil.

For elastiskt inspinda

ramben hinvisas tilt {89]

h—__-""‘--__‘__ i |

Fig :55q, th. Q-ledsram
(u=1 & [2], [87] mfD),
Forelastisktinspindaram-
ben hénvisas till [89]

i

& _ f

L L[ =l |

] 11255 2 34 8= g co
— L Rh—— 15




Avd 15 TIAllfasthetslira

Fig :35r, tv.
Slater ram

[1L,

[321 2
i f
| /
15
]
| |
Q=J‘!‘2£7
e T
L1 NN
11251 2 34 Bee

Fig :55s, t k. [32]. Sluten 1

ram

— I T h—— 1S

' 1
i //
g L
3 b 1
|1 U,i);_ |t
05 g, | LT
- Uy /—/___-_U-H—_&A——-—"‘_'-—Fd_
¢ \fE=r §ES
]
07 | 0
| 1
2T
08 Q= s
, ((31'-}__ B
o | BN b 2
"0 1425 2 348 i
N S | ot
7 At
Fig :35t. [32]. Kontinverliga rambiérverk
For knickoing av envaningsram med {6r rambenen springvis férinderlig
sektion och normalkraft hitnvisas tili [117].
o 10 Fol—t—
o ¥ A &4
p"‘r(,ﬂLJZ1 i Ko 0,00 e
RIS ol o
= 4 P f——
= N
by=Tp fl —
T——
.:f3=J3/L  E—
TER
P=—=t
(B2
K=l
ko= o/l
ks‘.?s/l'.
05g 05 30 5 3ks fly

74

Q

g
Jady

L

ALy

;}:E;, -Ez. = Q

Inls

WJVZ

&

-73:-'-23%

v/
AT Ao+ 3h A

Jlq

bzt

2

I

3L

k:L?(Jz/-’—z +Jy/La)

Fig :55u.

[£18]. Rambirverk i
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Fig :55y. Flervaningsram. [78], [91}, [1198]}-[122]. Fér berdkning av det allmdnnare fallet med olika styvheter och axial-
krafter i de olika vaningarna hinvisas tilt bla [121] och [123]. Narmeformier for detta fall anges i [124] for upp til 4-
vAningsram

De i fig :55y redovisade diagrammen kan tifldimpas ocksd for en berék-
ning av den elastiska knickningslasten Q for en enligt fig :55z utformad
flervaningsram i m horisontalfack, om ingingsstorheten IL/61:h utbyts mot
n(myILj6Ih

Fér koefficienten %(m) giller dirvid f6ijande tabell [123].

7(m) ] 1,577 1,768 1,854 | 1,927 | 1,961 2
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Fig :55i-ad. Knéckning av ramverk L

f=0,5, om tryckstaven Q, vid bij-
ning L fackverkets plan uppfyller
kravet FEfy 2s Q3120 [(14-1,21
Qo L{QLy). For sp<2,5 miste dess-
utom tryckstaven @, kontrolleras
f8r kndckning, varvid sitts

Bo=1Y1—QL3/12EL L

deras plan. [27], [31]
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tillseende av att 8 =0,3, Fér special-
fallet ait strdvan 1-2 utformas som
enkel likformig L-profil rekommen-
deras 1 [126] en berikning med
f=0,84+0,17 0./,

Fig :55ae. Fiktiv knicklingd AL
for hérnstrava vid i huvadsak bgis
ningsbelastad  fackverksmast, [27],
[126]

Fig. :55af. Fiktiv knacklingd BL
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tryckbelastad  fackverksmast, [27,}
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