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I INLEDNING

Det fundamentala r e gle r ing stekniska sy s ternpr oblernet kan forrnuler a s
på foljande sätt:

Givet är ett "systernil sorn kan påverkas genom þontroll-
eller ins ienale r. ïnformation orn systernet erhålles genom
att observera dess utsignaler. Vidare antages att systernet
har etf definierat syfte. problernet är att bestämrna hur
den inforrnation orn systernet sorn erhå[es från utsignarer-
na skall utnyttjas för att manipulera kontrorlsignalerna på
ett sådant sätt att systernets syfte uppnås.

Vid en praktisk losning av ett systernproblern ställs vi omedelbart in-
for fotjande svårighet: rnsignal-utsignal-relationen kan inte antas vara
exakt känd. systemet kan t. ex. vara påverkat av störningar som inte
kan observeras. systemparametrar är ej kända rned. ti1lräcklig noggrarux-
het' Detta fakturn utgör regleringsteknikens kärna och varje realistisk
problernlösning rnåste på ett eller annat sätt ta hänsyn till detta. orn
insignal-utsignal-relationen vore exakt känd, så skulle en fullt tillfreds-
stallande lösning vara att ange insignalen sorn en funktion av tiden.

De tidigaste analyserna av servosystern visad.e, att en kontrollstrategi
av t¡>en

(t. t) u(t) t,r(t) + r, $f + r, y(s) ds

dar u(t) är kontrollsignalen och y(t) ar inställningsfelet, vid. lämpligt
val av koefficienter kr k, och k, kan ge forvånansvärt bra resultat.
Det var t.ex. känt redan av Maxweu (23) , att mycket srnå instältnings_
fel kunde erhållas genom att välja k, tillräckligt stor. Det observerades
även att denna egenskap hos systemet är oberoend.e av variationer i
systernpararnetrarna. Denna grundid.é har sedan Maxwells tid varit
fclrernål för avsevärd' utveckling. En forrnalisering via operatorkalkyl
har givit upphov till rnetod.er rned vars hjälp lämpliga värd,en på koeffi-

t
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cienterna kl, k¿ och k, enabbt kan bestämmas. Ðessa metoder, sorn
utvecklades under 1940-talet, är väsentligen grafiska och analytiska (lo).
De lärnpar sig väl för enkla stationära systern med. en insignal och en
utsignal' Det har emellertid' visat sig ytterligt svårt att anvåinda d.essa
rnetoder för kompricerade probrern rned. rnånga insignaler och många
utsignaler. sådana kompricerad.e probrem föreko¡nmer allrnåint inom
processkontroll och rymdteknologi. Fcir att rösa dessa problern har
rnan sökt andra vägar, sorn' förutsätter att sifferrnaskiner anvåindes
både för syntes och irnplernentering av systernet. Ðessa strävand.en
har rnedfört att regreringstekniken rner och mer börjat använda sig av
rnaternatiska hjärpmeder. Till en början hade detta också sorn konse_
kvens att man avlägsnade sig från d.en fysikaliska verkligheten och orea-
listiska resultat var ej ovanriga-' De första försöken att forrnulera det
re gle ringstekniska problernet s om ett variationskalkylproblern led.d.e
t' ex' till lösningar sonr fordrade att samtliga tillståndsvariabler kund.e
rnätas eller r'ekonstrueras (z), (3), (lz), (t¿), (26). Dessutorn saknadesrrdynamikrri återkopplingskretsen kZ = k3 = 0 i ekv. (1. f). Ðet var
t' ex' ej rnöj1jgt att f.3. den Maxr¡¡ellska integratorn i återkopplingskret-
sen. De resurtat sorn erhölrs var såred.es ur praktisk synp'nkt mycket
otilrfredsställande och de bemöttes med. avsevärd kritik. En ornsorgs-
full analys visar att orsaken tilr svårigheterna kan återföras på-det
fakturn, att man i de tidiga anaryserna på ett er.Ier annat sätt gjort an-
tagandet, att insignal-utsignal-relatiorìen är känd exakt. I detta före-
drag skall vi introducera osäkerhet i insignar-utsignar-relationen ge_
norn att antaga,.att systernet påverkas av stokastiska störningar samt
att de rnätinstrument, sorn användes för att observera systenaet, har
stokastiska mätfe1.

Det problem sorn skarl behand.ras formuleras i avsnitt z. Dess rös-
ning ges i avsnitt 3 och resultaten torkas fysikariskt i avsnitt 4. Det
totala systemets stabilitet diskuteras i avsnitt 5. Den resterande delen
av föredraget behandrar d.iverse praktiska synp'nkter förenad.e rned.
lösningens implementering rned hjälp av en sifferrnaskin. En differens-
ekvationforrnulering gives i avsnitt ó. I sektion ? behand.tas val av
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sarnplingstid. r avsnitt I ges några synpunkter på reelltidsberäkning
contra tabelluppslagning. Automatisk konstruktion av optirnala systern
har behandlats i sektion 9 och slutligen i avsnitt 10 ges några utblickar
och generaliseringar.

Detta foredrag är avsett att ge en översikt av några r,ya resurtat.
Problemen forrnuleras och resultaten gives med fysikaliska tolkningar.
Fcir harledningar och bevis hänvisas till referenserna
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(2. t)

(z.z)
= r(t) x(t) at + c(t) u(t) at + dv(t)

= H(t) x{t) at + dw(t)

6

2 T.ORMULERIN G AV PROBLEMET

Betrakta ett system vars insignal-utsignal-relation är beskriven av
den stokastiska differentialekvationen

där systernets tillstånd x(t) ar en n-vektor, insignalen u(t) ar en r-vek-
tor (r < n), utsignalen y(t) är en s-vektor (" = o), störningarna v(t)
och w(t) ar n- respektive s-vektorer, F(t) är en nxn rnatris, G(t) ar
en nxr rnatris, H(t) är en sxn rnatris. Vi antar att elernenten av matri-
serna r(t), G(t) och H(t) ar begråinsade, kontinuerliga firnktioner av t.
Systernets initialtillstånd antages vara en norrralförd.elad stokastisk x)

variabel rned

e x(to)
(2.3)

d*(t)

dv(t)

EAv 0

o

E Aw 0

IÏT

cov x(to) *Tlto) R

Yidare antages att störningarna v(t) och w(t) ar realisationer av'Wiener-
processe" (4), (zs), d.v. s. stokastiska processer vars inkrernent

(2.4) Âv = v(t+ rr) - v(t)

(2.s) Aw - w(r + h) - w(t)

är oberoende och norrnalförd.elade *) ,rr.d

@.e)

(2.7)

Q.8)

EAvAv

E Aw Aw

= Rr(t)'h

= Rz(t) ' tt

T

r

x) Vi gör,här genorngående antagandet att alla stokastiska funktioner ärnorrnalfördelade" Detta har som konsekvens att kontrol.l.agarna biirlinjära. En alternativ hypotes är att postulera en linjär kontrollag
och endast andra ordningens statistik.
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dåir Rr(t) och Rz(t) är ickenegativa symrnetriska n:<¡r resp. sxs rnatri-
aer. Det antages att elernenten av Rr(t) och nr(t) är kontinuerliga
och begråinsade fi¡nktioner av tiden. In- och utsignalerna, d..v. s. .r¡(t)

ocfr i.(t), är fysikaliska storheter på karakteristiska fcir systernet rne-
dan systernets tillstånd x(t) beror på det koordinatsystem som valts
for att beskriva systernet. Den stokastiska processen v(t) represente-
rar störningar sorn påverkar systernet och den stokastiska processen
w (t) repre senterar rnätfel.

Ekvationen (Z.l) utsäger alltså, att d.en hastighet rned vilken systemets
tillstånd förändras är en linjär funktion av de aktuella värd.ena av syste-
rnets tillstånd, insignalen och störningen. Ekvationen (2. z) innebar,
att den utsignal som kan observeras är en linjär funktion av systernets
tillstånd. Observera att även orn vi antagit linearitet, så tillåter vi
såväl systemets sorÌt störningarnas egenskaper att vara funktioner av
tiden. Detta ger oss frihet att approxirnativt behand.la olínjära systein
genotn att linearisera dessa kriag en norninell lösning. I praktiken er-
hålles systemet (Z.t), (Z.Z) ofra på deæa säft.

Systernets syfte skall nu definieras. Låt t och t' to <

vara givna tidpunkter, låt r¡o(t) va.:a "n irrtlg"erbar fi¡nktion d.efinierad
på (to , t1), vidare låt x(t) vara en lösning till den stokastiska diffe-
rentialekvationen med u(t) = oo(t) och rned initialvärde x(to), vars sanno-
lfühetsfordelning är norrnal rned egenskaperna givna av Q.z). Bild.a

t
o

(2.9') v(,ro) = "Gt(tn) 
ao x(tr) + 

{t""(") ar(s) x(s) +

+ ur(") az(s) u(s)l a" ]

där Qo, At(s) och Qr(s) ar ickenegativa d.efinita syrnmetriska rnatriser.



IBM Nordisks Laboretoriar -8-

Elernenten av rnatriserna ar(s) och er(s) antages vara kontinuerliga
och begråinsade. Symbolen E betecknar rnaternatisk förväntan rned. av-
seende på sannolikhetsfördeLringarna av *(to), .rr(t) och w(t). storheten
V("o) kan fysikaliskt tolkas såsorn rnedelförlusten för kontrollsignalen
oo. systernets syfte anges nu vara att välja uo så att värdet av v(uo)
blir så litet som rnöjligt. Ðet regleringstekniska problernet kan så-
ledes forrnuleras på följande sätt:

Problern:
Bestärn en kontrollsignal u(t) sådan att funktionaren (2.9)
är minirnal. Kontrollsignalens värde vid tidpunkten t får
bero på y(s), to < s < t, d.v.s. på den observerad.e ut_
signalens värden upp till tidpunkten t.

tr.ör att erhålla ett väldefinierat matematiskt problern skall vi också
göra fclljande antaganden:

Matriserna F(t), G(t) och H(t) ar såd.ana att vi kan finna
två rnatriser A(t) och B(t) sådana att differentialekvationerna

= [r'(r) + c(r) A(t) ] x

tr(r) + B(t) u(t) I x

är likforrnigt asyrnptotiskt stabila.

Matriserna Q,2(t) och RZ(t) är positiv d.efinita ftir alla
t € (to, tf).

Dessa antaganden är rent tekniska. Dét första garanterar att fr:nktio-
nalen V(u) har ett ändligt rninirnum och det andra antagandet garante-
rar, att rninirnurn erhålles för en och endast en kontrollsignal.
Existens och entydighetsvillkoren kan även anges på rnånga andra såitt.

I

dx
dt

dx
aî

¿
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LOSNING

Lösningen till det probler¡r- sorn formulerades i föregåend.e avsnitt ut-
göres av två satger. I detta avsnitt skall vi forrnulera dessa satser
och ge en fysikaliek tolkning av dern.

Sats I
Funktionalen (2.9) ar rninirnal for

(3.t) u(r) - ¡-(t) î(t)

där *(t) är betingade rned.elvärdeû av x(t) med. avseende på
ob s e r vatione rna e lle r rnins ta rne d.elkva d.r ate s timatet av
x(t), baserat på y(s), to < s < t och L(t) ar en r)cn rnatris
given av

(3.2) L(r) - ez-t(r) ot(t) s(t; ts)

där s(t; tr) ar en symïrì.etrisk nxn matris, som är lösningen
till följande differentialekvation

s = tr'Ts + str' - scer-l cTs + e,
dF

x)

rned initialvärdet

(3.4) s(t, , tr) Oo

(3. 5) s(s; tr) nr(s)

+
t

t")* + J t"^t
o

min V(u) = ,nT S(to

Minirnurn av funkti.onalen (2. e) et

tf
+J

t

ds+

+ tr S(r. , rr) R^ tr P(s, ro) r-T(") ar(s) L(s) ds
o

x) l'ör att förenkla skrivarbetet har vi i denna forrnel utelärnnat argu-rnenten i rnatriserna s(t; to), F(t), G(t), or(t) och er(t).
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där P(t) är covariansmatrisen för minsta medelkvadrat-
estirnatet, d. v. s

(3.6) e(t; to) n I x(t) - î(tl: I x(t) - *(r) ] T

Satsen innebär således att d.en optirnala kontrollsignalen är en linjär
funktion av det från de observerade utsignalerna beräknad.e rni.nsta
kvadratfelsestirnatet av tillståndsvektorn. observer a att matrisen L(t)
sorn definierar den linjära fr¡nktionen är oberoende av de stokastiska
egenskaperna, d. v. s. Ro, nr(t) och Rr(t). Det regleringstekniska
problemet kan alltså i detta fall uppdelas i två separata oberoende
problern: l/ ett deterrninistisk
avrnarrisenL(t),ochrl^f :1.;,:il#ï*'F-itått#;$¡*".,i,*"î"iî
av systernets tillstånd på basis av observationer av utsignalerna .

Det regleringstekniska problern vi diskuterar är neycket snarlikt vissa
problern sorn uppträder inom den rnaternatiska ekonomin. Ett resultat
pårninnande om sats I har där givits det taland.e narnnet osäker s
ekvir¡a lensprincipen- Principen innebär, att i en situation där beslut
skall fattas under osäkerhet, förfares på fciljand.e sätt: från tillgäng_
liga data bestämmes ett "bästa't estirnat av tillstånd.et, beslutet göres
sedan sona om det estirnerad.e tillståndet vore det sanna tillståndet.
Sats 1 utgör såled'es en rigorös forrnulering av osäkerhetsekvivalens-
principea. observera de starka ford.ringar sorn erford.ras för att den
skall hålla: linearitet hos rnodeLlen, ad.ditiva etörningar, kvadratiskt
kriterium etc- Man kan r¿itt visa rned. hjärp av rnotexemper, att om
dessa antaganden ej är uppfylrda så är principen ej rängre giltig.

Det är instruktiwt att stud.era de olika termer sorn uppträder i uttrycket
for f<¡rlustfunktionens rninirnurnvärde, Ðen första termen i ekvation
(3'5) representerar d.et bidrag sorn orsakas av rned.elawikelsen i i¡¡i-
tialtillståndet- Den andra terrnen representerar bid.raget från stör-
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(3.8) ç

(3.9) -(to)

där

(r. r o)

med begynnelsevärdet

- tl -

ningen v(t) som påverkar systemet, och de två sista termerna represen-
terar bidraget till forlustfunktionen orsakat av estirnationsfel. Obser-
vera att de tre första terrnerna i (3.5) avtages med S(t; tr).

tr'ör att fullborda det problem sorn forrnulerades i avsnitt Z återstår nu
att finna rninsta rnedelkvadratestirnatet av x(t) baserat på observationer-
na av utsignalen, vilket är 'W'iener -Kolmogorovs välkåind.a filterproblern.
I vårt problem är d.etta delvis löst eftersom vi har en given representa-
tion av processen i form av ekvationerna (2.l) och (z .z), varígenom
vi undviker den stora svårighet sorn är förenad rned spektralfakto-
reringen och vi har:

Sats 2 (Katrnan)

Minsta rnedelkvadratestirnatet av x(t) baserat på d.e obser-
verade utsignalerna är lösning till differentialekvationen

(3.2) ¿i = F(t)î¿t + c(t)u(t)dt + K(t)[¿v(t) _ î¿r]

x(r)H

ûì

K(t) = e(t; r") HTr) Rz-l(t)

och P(t; to) ar covariansen rnatrisen för estirnatet (3.2).
Matrisen e(t; to) tillfredsställer foljand.e differentialekvation:

(r. rr) åf = r.P + PFr - eHrRr-l rte * Rr

R(:. tz) e(to; to)
o
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Ekvation (3.7) innebär att estimatet erhålles genom att integrera
systernekvationerna med en drivande funktion sorn beror på skillnaden
rnellan den observerade utsignalen y(t) och dess estimat f (t).

Matrisen K(t) anger den vikt sorn ges åt observationerna. I det skalära
fallet kan K(t) tolkas sorn kvoten mellan varianserna för estimations-
felet och mätfelet. Orn rnätfelet är stort, lagges såled.es liten vikt vid
observationerna.

observera den formella likheten rnellan r,(t), s(t; tr) och K(t), r(t; to)

Ekwationen vi.sar hur estirnationsfelet f<irändras rned. tiden. De två
första terrnerna visar hur variansen propagerar på grund av system-
ekvationerna, den tredje terrnen motsvarar den rninskni¡g soÍr er-
hålles genorn observationer av utsignaler, och den sista terrnen repre-
senterar ökning i estirnationsfelet på grr:nd av störningen v(t).
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F.YSIKA.LISK TOLKNING AV RESULTATEN

Vi har således forrnulerat och givit lcisningen till ett rnatematiskt
problern som innehåller flera av de faktorer sorn karakteriserar ett
praktiskt kontrollproblern. Resultaten skall nu ges en fysikalisk tolk-
ning. Det följer från satserna I och z, att, den databehandling sorn
erfordras för att beräkna kontrollsignalen från de observerade ut-
signalerna kan beskrivas rned ekvationerna

(+.r) aî = [r1t) - K(r) H(r)] I ¿t + c(t)u(t) dr + K(r) dy(t]

(4. z) ,r(t) - L(r) 1(t)

dar K(t) och L(t) är giwna av (z.zl, (:. ¡), (:. ro) och (3. rt).

tr'ör att realisera 1ösningen till problernet fordras såled.es komponen-
ter som löser differentialekvationen (¿. t) i reell tid.. Genorn att 1ösa
(¿. t) rekonstruerar vi således systernets tillstånd. från observationerna
av utsignalen. Denna operation, sorn väsentligen är ett tid.svariabelt
Wiener-filter, betecknas rned estirnator i blockschernat i Fig. 3. vi-
dare fordras kornponenter för att utföra rnultiplikationen (4.2). Âter-
kopplingskretsen består således av ett dynamiskt systern av samnaa
ordniig *) 

"orrl 
det ursprungliga systemet (Z.l).

Vi observerar att den dynarnik sorn erfordras i återkopplingskretsen
väsentligen består av en rnodell av det ursprungliga systernet; se

x) I princip fordras endast L(t) x för att beräkna kontrollsignalen; det
är således endast nödvändigt att rekonstruera r linjärkombinationer
av tillståndsvektorn för att erhålla detta. I.ör att genornfcira d.etta
fordras ofta rekonstruktion av alia komponenter av tillståndsvektorn.
r r¡ndantagsfall kan det dock göras rned färre kornponenter" Analy-
tiska kriterier för att avgöra detta finns tillgängliga.

ii
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speciellt ekvationerna {2. l) och (3. ?). Resultaten visar alltså hur
en modell av systemet skall utnyttjas för beståirnning av tillstånds -
vektorns komponenter.

Speciellt för tidsinvarianta system, d.v.s. tr', G, H, el, eZ, Rl, RZ
konetanta, rned tf = * - , så komrner under lärnpliga förutsättningar
r( och L att vara konstanta rnatriser. Ekvationerna (4. t) octr (+. z)
kan då tolkas sorn överfctringsfunktionen

v (p) - LoIpr - ¡. - KoH - cl,o] -1 Ko

dar vi traditionsenligt låter p beteckna derivationsoperatorn. Detta
exernpel visar tydligt relationen mellan Satserna I och Z och den klas-
siska regleri.ngstekniken. Observera att närvaron av rnånga insigna-
ler och rnånga utsignaler ej vållar någon extra korrplikation viå til.l-
lärnpning av Satserna L och Z. Vi kan således få en rnycket enkel tolk-
ning av kornpensationsteorin i den klassiska regleringstekniken: Korn-
pensationsnätets verkan kan tolkas sonl en estirnator sorn rekonstruerar
systemets tillstånd från utsignalen. Den¡ra tolkning innebär bl. a. att
orn det är möjligt att uppnå goda resul.tat rned en pIÐ regulator, d.v.s.
en kontroLlag av typ (l. l), så är uppenbarligen en rekonstruktion av
två kornponenter av tillståndsvektorn tillräcklig för att uppnå goda re-
sultat. Vidare utgör satserna en generalisering av den klassiska
kornpensationsteorin till tidsvariabla system rned rnånga insignal.er och
rnånga utsignaler.
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5.

- ls -

STABILITET SKRITERIER

Det optirnala systemets stabilitet skall nu diskuteras.
tionerna fOr det kompletta systernet kan skrivas

dar e(t) år ea "til'ienerprocess rned

e e(t) 0

cor' [e(t + rr) - e(t) j = R(t) . r¡

Vidare, låt

(s.s) dx = A(r) x dt

vata motsvarande fria (ostörda) system.

Rörelseekva-

(s. t a) dx = [F.(t) - c(r) L(r)] x d.r + c(r) L(r) i ¿t + d v(t)

(s.r ¡) d; = [r(t) -K(r) H(r)] r¿t+ dv(t) - K(r) dw(t)

där det totala systemets tilrstånd. representerats av x och r.

För att rnöjliggöra en stabilitetsdiskussion skall vi nu göra en awikelse
för att införa ett stab'itetsbegrepp som rärnpar sig vär för en stokas-
tisk differentialekvation av typ (5. l).

Betrakta den stokastiska d.ifferentialekvationen

(s.z) dx A(t)xdt*de
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ïnför

- 16 -

Definition
den stokastiska differentialekvationen (5. Z') säges vara
stabil i rnedel orn givet e > o,det$ ôlt ooch 6Z
sådana att

lln "(t) *r(r) ll 
. . t>t

o

otn

lln *(to) *r1to) ll . ôr

orrr

llalt¡ il . ôz

Stabilitet i medel är helt analogt rned begreppet totalt stabil eller stabil
under ständigt verkande störningar; se (ZO) ocln (ZZ).

Vi har följande
Sats

Den stokastiska differentialekvationen (5.2) är stabil i
rnedel orn rnotsvarande ostörda ekvation (5.3) är lik-
forrnigt asyrnptotiskt stabil.

Detta avslutar utvikningen och vi skali nu återgå till att studera syste-
rnet (5. l). Vi skall ge villkor för att systernet (5. t) ar sÞbilt i rnedel.
Vi noterar att rnatriserna K(t) och L(t) endast är definierade för
t < t < t.. För att d.iskutera stabilitet rnåste vi d.å utsträcka derasot
definition till godtycktigt stora värden av t. I detta avsnitt skall vi
därför antaga att t, = + co
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(5.4 b) = ¡r(t) - K(r) H(r) I ã

-t7-

är begrä.nsade och orn ekvationerna

Det följer nu att (5. t) är stabilt i rnedel om matriserna K(t) och L(t)

(s. + a) = ¡r(t) - c(t) L(t) I x
dx
a¡
dx
aî

är likforrnigt asyrnptotiskt stabilt. Vi har vidare

Sats 3

systemet (5. r) är stabilt i rned.er orn matriserna p(t, to) och
S(t; - ) a" begrä,nsad.e och positiv d.efinita för alla t.

Ðet finns ett flertal kriterier sona garanterar att rnatriserna p(t, to)
och S(t; .o ) ar begråinsade och positiv d.efinita.
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IMPLEMENTERING AV LOSNINGEN MED HJÄLP AV
EN STÏ.F.ERNÍASKTN. DIFT'ERENSEKVATIONER.

De beräkningar, definierade av ekvâtionerna (3.1)-(3. 4') þ.7)-(3.I¿1,
sorn fordras för att irnplernentera det optirnala systemet, är ofta så
ornfattande att deras genornförande kräver en sifferrnaskin. Vi skall
nu diskutera vilka konsekvenser det har och hur beräkningarna skall
organiseras. En av sifferrnaskinens fi¡ndarnentala egenskaper är att
den opererar diskret i tiden. Användandet av en sifferrnaskin rnedft¡r
således vissa restriktioner av de kontrollsignaler u sorn kan realiseras.
I praktiken användes ofta kontrollsignaler sorn är styckvis konstanta,
linjära, exponentiella etc. Motivet för detta är att rnan söker fi¿nktio-
ner sorn kan realiseras utan komplicerad utrusbring. En kontrollsignal.
sorn är styckvis konstant kan t. ex. erhålIas genorn att låta ett register
i sifferrnaskinen styra en hållkrets analog regulator e. dyl. Vi skall
därfor i det foljande endast studera det faIl, då kontrollsignalen är
styckvis konstant. x) Det tid.sintervall över vilket kontrollsignalen är
konstant kallas sarrrplingsintervall. Systernet kornrner således att ar-
beta på fciljande sätt. Den observerade utsignalen omvandlas till digi-
tal forrn. På basis av utsignalen beräknas den önskade insignalen en-
rigt (3. 2)-(3.5), (3.7)-(e. tz¡. ursignaten ornvandtas till anarog forrn.
Den ornvandlade signalen styr en hållkrets sorn håltrer ett konstant vär-
de, rnedan ett nytt mätvärde läses in och en rr)'kontrollsignal beräknats
etc. etc. Irnplernenteringsproblernet består nu i att finna ett program
för sifferrnaskinen sonß genomför räkningarna (3 . Z) - þ. 5), ß. ?')-(3. lZ).
En uppenbar metod att lösa detta problern är att under antagandet att
kontrollsignalen är konstant r¡nder sarnplingsintervallet göra differens -
approxirnationer av differentialekvationerna (3.3), (Z.ll, (:. f f) sarrrt
att prograrnrnera rnotsvarande differensekvationer. Detta förfarande
är dock ej entydigt och det är naturligt att fråga, vi.lken differens-

x) De situationer då kontrollsignalens variation över ett sarnplinge-
intervall kan representeras sorn 1ösningen till en linjzlr differential-
ekvation kan alltid transformeras till detta faltr; se t.ex. (34).

6
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(ó. 3 a)

(6. 3 b)

t

0 alla k

0 alla k

_t9_

approximation sorrr skall väljas för att vid givet samplingsintervall få
rrbästarr resultat i den rneningen att förlustfunktionen (2.9) blir så liten
sorn rnöj1igt. För att besvara denna fuâga observerar vi att antagand.et
orn styckvis konstant kontrollsignal innebär , att systernekvationerna
kan integreras explicit och vi erhålIer följande ekvation för tillstånde-
forandringen över ett samplingsintervall.

(6.r a) *(h.*l) = 0 (ro*r; to) x(ç) + r (kni; ï) "(h) + "r(t.)

(6. I b) "(\o*r) = e (k*t; to) x(to) + er(t¡)

där sarnplingsintervallen betecknats med (tO, \.*1) octr

(6.2 a) åî- o (t; to) = r(t) t (t; to) k L+r

o (tr; t¡)

(6.2 a) r (t; to) ,f' o (t; s) G(s) ds h. tk+ 
1

I
t

tk+

t

h

(6.2c) 0(tu*r; t) f H(s) ! (s; t) ds tk t t t tk+l
I

och .r(ç) och .r(ç) är sviter av normalfördelade stokagtiska
vektorer rned medelvärden

e e, (to)

n erÇ)

och covarians fi:nktione rna
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(6. l c)

(6.3 f)

(6.3 i)

e er(tu) ",T{t") = arr(to)

-20-

ô
ks

(6.3 d) e er(to) urT{t") = nrr(tn) ks
ô

ô(6. : e) n er(to) "rT{t") ksR zzftx)

där ô O" är Kroneckers delta, och

1
tt*

,r

L
tk

f
tt

*t t 
(k) Õ (L*lr .) Rr(") o rÇ*r; s) ds

(6.z e) *r,(ro) o (rr*r, 
") Rr(") o"Q.*r, s) ds

+l

tk+ t

J(6.3 h) Rzz(L) t e (to*r; 
") Rr(") e 

T(ro*r; 
") + Rr(s)J ds

tk

R TR, t (h) (tr)tz

Den ekvation sorn vi erhållit för "(\.) är baserad på antagandet att instru-
rnenter ingen rnedge r kontinuerlig r egistr ering av rnäts ignalen y(s)
samt att det tal som erhålles i sifferrnaskinens register efter filtre-
ringen är

tk+ l
(ó.rc) ,(rr+l)=J dv(")

h

Det finns naturligtvis rnånga andra rnöjligheter att introducera mätsig-
nalen, se t. ex. (Zl). Ofta kan utsignalen ej observeras kontinuerligt
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och

(6.+ a) v(ro, xo, Tt,u) = "t -t(t*) ao *1t*¡ * I

o,., (to) or, (to)

, 
(L) arz(

-zr -

utan rnätningar är endast rnöjliga vid diskreta tidpgnkter. Detta är
t. ex. fallet vid användtiog av analytiska instrurnent. De rnodifika-
tioner sorn erfordras för att handha dessa fall är triviala.

Under antagandet om styckvis konstant kontrollsignal kan uttrycket för
förlustfunktionen fcirenklas till

N-1 /*

("

(h

0
(t-

(L)

(\.)i) 
'"*, x

u l
(6.4 b) o(to)

(6.+ c) Or, (to) J o 
r ("; to) e, (") o ("; rr) d.s

Ltk+ r

tt

tk*

,r

\.

tt

,r
tk

1

(6.4 d) orr(to) = lr("; to) Qr(s) r ("; L) ds

(6.+ e) O,,(to) = arrTQ.)

(6. + t) arr(to) I rr1"; to) ar(s) r ("; h) + e¿ (s)] ds

Under antagandet att kontrollsigaalen är styckvis konstant, kan vi så-
ledes ornforrnulera kontrollproblernet på ftiljande sätt:

I+
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Problern:
Given är den stokastiska differensekvationen (6. l) och funk-
tionalen (6.a a). Finn en svit av vektor"t [ "(tr)J sådan att
(6.+ a) är rninirnurn. Värdet av u vid. tidpunkten l+l får
bero av ,(tr), 0 s s < k , d"v. s. av de rnätvärden sorn
erhållits i siffermaskinens register upp tilr tidpr.rnkten t1 .

Vi kallar detta problem det diskreta eller det I'sampladett problemet i
rnotsats till problemet i avsnitt Z, sorn hädanefter skalj. benärnnas d.et
kontinuerliga problemet. Det diskreta problernet är helt analogt med.
det kontinuerliga problernet och vi har förjande resultat.

Sats 4
Surnrnan (6.+ a) är rninirnurn för

(6.5)

(6.6)

,'(to) = - lq) i(to) , k = o, r, ..., N

där "(h) är betingade rnedelvärdet av x(t) med avseende
på observationerna eller rninsta medelkr¡ad.ratestim atet a,v

*(to) baserat på observationerna ,(tol, "&r) ..., z(fu), o.t
L(h) är en rxn rnatris givea av

L = [rTS(tr.+r;tN) r *ezz).l Ir"S(h*,;r¡¡)o+ezt]

och S(tO*t; tN) är en syrnrnetrisk rrxrì, rnatris som satis-
fie rar fciljande differ ens ekvation

(6.7) SfhrrN) =orS{to*r; t*) o-Lr I rr3(h*r; t*) | +ezzr.
L+ Q il

rned begynnelsevärdet
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+

\a

+ rr S(ro, \) n" + L
' i=o

tr [ Þ(t.; to) r,r(t ) t or(tr) +

-23-

(6.2 a) s(t*; t*) oo

Minirnalvärdet av surr¡.Tnan (6. 4 a) ar

(6.8) rnin v(u) tr l(rr*r; rN) Rrr(.i) + 'nT l(ro, t*) m t
11

IN-

I
i=0

N-1

¡ r(ri*r; ri)3(ri+r; ri) ¡ (ri+r; ri) 1 r,(tr)]

dar t(tr) är covariansrnatrisen för estirnationsfelet, d. v. s.

(6.s) ñ1to, to) = E [*(to) -;(tk)] t *(to) - â1to) J r

Sats 5
Mínsta rnedelkvadratestirnatet av -(h), d. v. s. av tillstånds-
vektorns värde vid tidpunkten tn, baserat på de observerad.e
utsignalerna "(tr), . .., "(h) är lösning till differens-
ekvationen

(6. ro a) î(tn*r) qQ.*l; 
L) 1(ro) * r Q.*r; L) "q.) +

+ K(ï+r) [ z(to*t) - â(tk+l)]

(6. ro o) â(h*r) o (h*r; ro) î1to)
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(6. ro c) (rx

0

r
0

Qrr

Qtz

o

R

2Z

R tz

med begynnelsevärdet

-24-

) rn
o

d ñftol betecknar rnxs rnatrisen

(6. t r) K

dar e(tr; to) är covariansrnatrisen för estirnationsferet.
Jarnfcir ekvation (6.6)- Matrisen e(tn; to) satisfierar
differ ens ekvationen

(6. rz a) ñ(tr*1, ) o ñ(tu; to) Õ " - ñGo) [ e ñ(to; to) e 
T + xrr|

AT

(tr. tÕ F(tk; to) e 
r + Rr¿ I t e ñf\., to) oT * nr, I 

-t

t

ñtfçl * Rr r
rned initialvärdet

$. tz u) r(to, to)

För att förenkla utskrivandet av formlerna i ovanståend.e satser har vi
utelärnnatargumentenförfunktionerna O, I ,g, ell, eLZ, eZ?,,
RIl, RlZ, RZZ . Argurnenten skall vara

o

R
o

1l

o (tr+l; tr)
r (h*r; h)
e (h*r; 

1.)
or r(h)
o, 

z 
(h)

arr(to)

n, , (tn)

Rrr(L)

nrr(to)Rzz
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Den fysikaliska tolkningen av dessa resultat är identisk rned den tolk-
ning som givits av det kontinuerliga problemet. Läsaren upprnanas att
såsorn en örming genornföra tolkningen av ekvationen i Sats 4 och Sats 5.

tr'oljande är några villkor sofi). garanterar att det existerar en entydig
J.ösning til1 det diskreta problernet.

Di Matriserna 0, f och

sekvenser av rnatriser
ekvationerna

0 är sådana att vi kan finna två
o(L) och n(to) sådana att differens-

DZ.

*(rr.*r) = [ Õ(ru*r; rk) - r (ï*r; rr.) A(tk)1 x(to)

*(tr*r) = [ 0(L+t; tk) - u(t,.) e(tr+r; rr.)¡ x(to)

är likforrnigt asyrnptotiskt stabila.

Matris erna

e(tr+r; tL) Þ¡to; ro) et(k*r;. L) + *rr(L)

och

+

är positiv definita fOr alla k

Observera att det första villkoret sorn garanterar att rninirnurn är ändligt
är strängare än rnotsvarande villkor för det kontinuerliga problernet,
rnedan det andra villkoret är avsevärt svagare.

De beräkningar sorn erfordras för att bestärnma kontrollsignalen u(t)
från de observerade utsignalerna består endast av.rnultiplikationer och
additioner och vi har således fått resultatet på en forrn, sorn är väl
lärnpad för prograrnrnering på en sifferrnaskin.

¡ t(ro*r; tr.) õ(to; t*) I (to*r; to) ou z 
(tk)
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där

7

-26-

VA.L AV SAMPLINGSTTD

Vi fann i föregående avsnitt att anväindningen av en sifferrnaskin fcir
irnplernentering av det optirnala systernet rnedför vissa inskråinkningar
av klassen av tillåtna kontrollsignaler. Vi skall nu i korthet diskutera
några irnplikationer av detta. Ur teoretisk synpunkt är d.et värt notera,
att restriktionen av tilIåtna kontrollsignaler ger rnildare regularitets-
krav, Ur praktisk synpunkt är frågan hur rnycket förlustfunktionen ökas
genom restriktionen av insignalen betydligt väsentligare. Denna fråga
är ingående behandlad i (a+) ocfr vi skall här endast sarnrnanfatta de
viktigaste resultaten.

Sats 5
Orn både det kontinuerliga och det diskreta problemet är
reguljärt, gäller

oì3* (to*r - tr) 0û- V då

Denna sats innebär således att differensen rnellan förlustfunktionens
värden i de diskreta och kontinuerliga fallen kan göras godtyckligt liten
genorn att välja samplingsintervallen tillräckligt små. Vi kan också
uppskatta skillnaden rnellan V och V och vi finner

1+ q,

där koefficienterna o , och o, beror av systerrrpararnetrarna. Spe

ciellt erhålles i det stationära deterrninistiska fallet

ts, n' + oþ3) 2

Vr o ?,' oVI

11o
1

h= 1î" (to*r - 1)
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TABELLUPPS LAGNING ELLER REELLTIDStsERJ'iKNING Av MATRT.
SERNA L(h) Kq). ADAPTIV ELIMINBRING AV TILLT'ÄLLIGTOCH

FELAKTIGA MÄTNINGAR.

Vi observerar att beräkningen av den optirnala kontrollsignalen kan
uppd.elas i två oberoende delar:

Beräknin g av rnatriserna i(to) och ñt ul från ekva-
tionerna (6.6), (6.7), (6.tt) och (ó. tZ).

Beräkning av kontrollsignalen rr(tO) från de observerade
utsignalerna enligt ekvationerna (6.5) och (6. l0).

DeL Z av beräkningen rnåste uppenbarligen göras i reell tid, allt efter-
sorn rnätvärden av systernets utsignal erhålles. Den första delen av
beräkningen kan därernot genornföras på förhand, eftersorn alla stor-
heter sorn erfordras är kända a priori, och resultaten kan lagras t. ex.
på rnagnetband. Den sifferrnaskin sorn ingår i regleringskretsen kan
sedan läsa in f,(ao) och ñfçi när d.e behövs och rnaskinen behöver
således endast 1ösa differensekvationen (6. t0) i reell tid.. Observera
speciellt att beräkningen av L-rnatrisen i reell tid är rnycket tidskrä-
vande eftersorn rekursionsforrneln (6. ?) för S-rnatrisen går baklänges
i tiden.

Det bör även noteras att en fullständig stokastisk rnodell av systernet
och dess orngivning är tillgänglig i systernet. Speciellt är sannolikhets-
fordelningen för utsignalen indirekt given via P-rnatrisen. Detta är
rnycket viktigt for rrrånga praktiska tillärnpningar. Det kan t. ex. inträf-
fa att rnätutrustningen upphör att fungera genom kornponentfel. I vissa
kerniska processer, där analytiska instrurnent användes, kan det rör-
system sorn användes för provtagning tillfälligt pluggas igen, etc. Det
är ytterst väsentligt att förhindra att de rnycket stora rnätfel, sorn kan
uppträda genoffr sådana rnekanisrner, ej tillåtes påverka beräkningen
av kontrollsignalen. Då sannolikhetsfördelningen av utsignalen är kä:rd,
kan rnan testa huruvida ett erhållet rnätvärde är rirnligt och förkasta
alltför osannolika rnätvärden.

8

1

7
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I och rned att rnätvärden förkastas är det ej rnöjligt afr a priori ge en

fullständig beskrivning av sannolikhetsstrukturen utan att införa en

rnodell för i¡rstrurnenteringens sporadiska sarnmanbrott. Detta rned-

för att beräkningen av K-rnatrisen måste rnodifieras. För att se vad
sorn skall ändras skall vi ge en fysikalisk tolkning av de olika terrner-
na i ekvation (6. lZ a).

o anger bidraget till P(ï*i;
från osäkerheten i *(t).

T
o

LÕ P(tk t )o

-ñCrol I o P(rk; to) er + Rzr]ñttrol anger rninskningen i covariansen
för estirnatet î(tf.+1) .eå grund a'r
den upprnätta utsignalen "(h+f ).

anger ökningen i covariansen för
estirnatet *1to*r) på gn:ndav
störningen e, (tO) sorn driver
proce s serr.

Orn ett rnätvärde förkastas, skall således terrnen

ñiroi ¡ s ñ(t*; to) 9t * *rr: ñrfçt

elirnineras och ekvation (6.L2 a) skall ersättas rned

tñ(r*,ro) Õt - ñ(ro) ¡ e ã(to; to) 0r + *rrlñt(ro) * Rrr

orn rnätvär de r Q.* i ) anvái¡rde s

oPÇ; to) ëT + R' orn rnätvärde r(rt*t) förkastas

R 1l

P(tr*r; tu) =

Eftersorn beräkningen av P-rnatrisen nu är beroende av de erhållna rnät-
värdena kan beräkningen ej genornföras a priori utan P-rnatrisen rnåste

reelttidsberäknas. Vi får således en öka<l fiexibilitet till priset av ett
rner kornplicerat systern.
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AUTOMATISK KONSTRUKTION AV OPTIMALA SYSTEM

Konstruktionen av ett optirnalt systern kan således reduceras till beräk-
ning av rnatriserna ñ(,o) och f(to) från ekvationerna (6.6'), (6.2),
(6. tt) och (6. 12). Dessa ekvationer har en forrn sorn väl lärnpar sig
för prograrnrnering på en sifferrnaskin och hela konstruktionsförfaran-
det kan således autornatiseras.

Två FORTR.A.N-prograûÌ

i. FIRST PROGRAM

SYNTHESIS OF LTNEAR SYSTEMS W'ITH
QUADRATIC CRITERIA

som" genornför syntesen på IBM 7090 har utvecklats. Programrnen kan
handha systern upp ti1l 12 ordningen. Det första prograrnmet, sorn är
specifikt för varje problern, beräknar den diskreta versionen av systern-
ekvationerna och 1äser irl de data sorn erfordras av det andra prograrn-
rnet på band.

Det andra programrnet sorn är universellt läser in systempararnetrarna
Q,l, g ,QorQ1 , QZ, Ro, Rl, R, sorn kan vara tidsvariabla från rnagnet-
band. Matriserna K, P, L och S sarnt förlustfunktionens värde beräk-
nas sed-an.

En beskrivning av dessa prograrn sarnt tillärnpningsexempel har givits
i (32) och (33).

Bestärnning av ett lärnpiigt sarnplingsintervall kan även rationaliseras.
I referens (:+) har vi givit två FORTR.A'N-prograrl, SAMPAS och
TSAMPN, sorn beräknar talen q i och g i för stationära system
rned konstant sarnpli.ngsintervall.

9

)
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SAMMANFATTNING OCH UTB LICKA.R

De fundarnentala antaganden sorrr ligger bakorn d.en presenterade teorin

Systernet är linjärt och tid.svariabelt.

Orngivningens verkan på systemet anges rned stör_
ningar som antages vara 'Wiener-processer.

systernpararnetrarna och störningarnas stokastiska
egenskaper är kända a priori.

Det första antagandet innebär i praktiken, att störningarna sor¡1 påver-
kar systernet är så srnå att systernet kan lineariseras.

Det andra antagandet är ej speciellt restriktivt. Det är t. ex. trivialt
att generalisera ti1I störningar sorn är stationära gaussiska processer
rned rationellt effektspektrurn. orn t. ex" störningen v har spektrum

AT

I

z

3

e
v

1

I + (l)'

så foljer av Karhunens representationssats (lz), att störningen v kan
representeras rned den stokastiska differentialekvationen

dv * vdt de

där e är en W'iener-process. Genorn att använda denna representation
sarnt att inkorporera v sorn en kornponent i til1ståndsvektorn har vi
således en beskrirming av systernet på forrnen (Z.I).

Det tredje antagandet är ganska restriktivt, då d.et ford.rar avsevärd a
priori-kunskap orn systernet och dess orngivning. . Det vore speciellt
önskvärt att relaxera de hypoteser sorn göres beträffande systernets
orngirrning.
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Vi skall visa hur antagandet orn att störningarna har rnedelvärdet noll
kan avlägsnas. Vi observerar först att orn rnedelvärd.esfunktionen är
känd så kan den alltid borttransformeras genorn,rett koordinatbyte. Vi-
dare noteras att orn rnedelvärdesfunktionen är konstant rnen okänd, kan
vi förfara på ftiljande sätt:

Antag t. ex.

E Av rrr

där In är en okänd konstant. Infor

z rn

så foljer att

och systernekvationen (2. 1) kan skrivas

h

0
dz
dr

f:X.(t =

(r
\o

*\

") )

dv

0 )
dr+ dt+0

v = v-rn

är en '\ü'iener -process rned rnedelvärdet noll. Vi har således åter ett
problern på standardforrn. Observera att det nya systernets tillstånds-
vektor är

x

z
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d-v- s- vi har i tillståndsvektorn inkluderat parametern z sorn karak-
teriserar orngivningen. Vid problernets 1ösning kornrner vi såled.es att
estirnera z, d.v. s. störningens rnedelvärd.e under det att processen
evolverar. Det är således ej nödvzindigt att a priori ha kännedorït 0111

störningens rnedelvärde, Vi har rned andra ord ett systern rned ad.aptiva
egenskaper.

Vi har ovan endast visat ett enkelt exernpel. En analog transforrnation
kan naturligtvis även genornföras i det fa11, då covariansfunktionen eller
systernpararnetrarna är okända. Detta leder ernellertid til| olinjära
systern, vars behandling fordrar andra hjalprnedel.
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u(t) y(t)

Fig. 1 lnsþnot - utsignol system
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a

v(t) w (t)

u (r) x(t)

Fig.2 Blockschemq för systemmodellen
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y(t)
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OMGIVNING

REGULATOR

SYSTEM ESTIMATOR
u(t)

a

y(t) r(t)

Fig. 3 Det optimolo systemets struktur
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r(t)y(t)

G(t )u (t)

Fig.4 Blockschemq för estimqtorn (Wiener fittret)
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