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Resumé

Denna rapport ger en 6versikt av linjar optimal stokastisk kontroll.
De fundamentala problemen formuleras och de centrala resultaten
gives, utan bevis men med utfdrliga fysikaliska tolkningar. Anvin-
dandet av siffermaskiner bide for syntes och implementering behand-
las. Vidare diskuteras ndgra praktiska problem forenade med det
optimala systemets realisering: val av samplingstid. reelltidsbe-
rdkning eller tabelluppslagning, adaptiv eliminering av tillfilliga mat-
fel.
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1. INLEDNING

Det fundamentala regleringstekniska systemproblemet kan formuleras

pa foljande sitt:

Givet 4r ett '"system'" som kan pdverkas genom kontroll-

eller insignaler. Information om systemet erhdlles genom

att observera dess utsignaler. Vidare antages att systemet
har ett definierat syfte. Problemet 4r att bestimma hur
den information om systemet som erhilles frin utsignaler -
na skall utnyttjas for att manipulera kontrollsignalerna pa

ett sidant s&tt att systemets syfte uppnés.

Vid en praktisk 1l6sning av ett systemproblem stidlls vi omedelbart in-

for foljande svérighet: Insignal-utsignal-relationen kan inte antas vara
exakt kdnd. Systemet kan t.ex. vara paverkat av storningar som inte

kan observeras. Systemparametrar ir ej kidnda med tillricklig noggrann-
het. Detta faktum utgér regleringsteknikens kirna och varje realistisk
problemlésning méste pi ett eller annat sitt ta h&nsyn till detta. Om
insignal-utsignal-relationen vore exakt kidnd, s3 skulle en fullt tillfreds-

stidllande 16sning vara att ange insignalen som en funktion av tiden.

De tidigaste analyserna av servosystem visade, att en kontrollstrategi

av typen
(1.1) u(t) = kly(t) +k, ?d—tz + k, [ y(s) ds

dar u(t) ar kontrollsignalen och y(t) ar instidllningsfelet, vid limpligt

val av koefficienter kl’ kZ och k3 kan ge forvdnansvirt bra resultat.

Det var t.ex. kant redan av Maxwell (23), att mycket sma instdllnings-
fel kunde erhillas genom att valja k3 tillrdckligt stor. Det observerades
dven att denna egenskap hos systemet dr oberoende av variationer i
Ssystemparametrarna. Denna grundid€ har sedan Maxwells tid varit
foremdl fér avsevird utveckling. En formalisering via operatorkalkyl

har givit upphov till metoder med vars hjdlp ldampliga virden pi koeffi-
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cienterna kl' k2 och k3 snabbt kan bestimmas. Dessa metoder, som
utvecklades under 1940-talet, ir vdsentligen grafiska och analytiska (10).
De limpar sig vil for enkla stationira system med en insignal och en
utsignal. Det har emellertid visat sig ytterligt svirt att anvinda dessa
metoder f6r komplicerade problem med ménga insignaler och manga
utsignaler. S3dana komplicerade problem férekommer allmint inom
processkontroll och rymdteknologi. Fo&r att 16sa dessa problem har
man s6kt andra vigar, som forutsitter att siffermaskiner anvindes
bdde f6r syntes och implementering av systemet. Dessa strdvanden

har medfért att regleringstekniken mer och mer borjat anvinda sig av
matematiska hjidlpmedel. Till en boérjan hade detta ocks3 som konse-
kvens att man avligsnade sig fran den fysilkaliska verkligheten och orea-
listiska resultat var ej ovanliga.' De forsta forsoken att formulera det
regleringstekniska problemet som ett variationskalkylproblem ledde
t.ex. till 16sningar som fordrade att samtliga tillstdndsvariabler kunde
métas eller rekonstrueras (2), (3), (12), (14), (26). Dessutom saknades
"dynamik" i dterkopplingskretsen k, = k3 =0iekv. (1.1). Det var
t.ex. ej mojligt att f8 den Maxwellska integratorn i dterkopplingskret-
sen. De resultat som erhélls var siledes ur praktisk synpunkt mycket
otillfredsstillande och de beméttes med avsevdrd kritik. En omsorgs-
full analys visar att orsaken till svirigheterna kan Sterforas pd-det
faktum, att man i de tidiga analyserna p& ett eller annat sdtt gjort an-
tagandet, att insignal-utsignal-relationen ir kidnd exakt. I detta fore-
drag skall vi introducera osikerhet i insignal-utsignal-relationen ge-
nom att antaga,. att systemet pdverkas av stokastiska stérningar samt

att de mitinstrument, som anvindes for att observera systemet, har

stokastiska mitfel.

Det problem som skall behandlas formuleras i avsnitt 2. Dess 16s-
ning ges i avsnitt 3 och resultaten tolkas fysikaliskt i avsnitt 4. Det
totala systemets stabilitet diskuteras i avsnitt 5. Den resterande delen
av foredraget behandlar diverse praktiska synpunkter fsrenade med
losningens implementering med hjilp av en siffermaskin. En differens -

ekvationformulering gives i avsnitt 6. I sektion 7 behandlas val av
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samplingstid. Iavsnitt 8 ges nidgra synpunkter péd reelltidsberikning
contra tabelluppslagning. Automatisk konstruktion av optimala system
har behandlats i sektion 9 och slutligen i avsnitt 10 ges nigra utblickar

och generaliseringar.

Detta foredrag dr avsett att ge en 6versikt av ndgra nya resultat.
Problemen formuleras och resultaten gives med fysikaliska tolkningar.

For hidrledningar och bevis hinvisas till referenserna.
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2; FORMULERING AV PROBLEMET

Betrakta ett system vars insignal-utsignal-relation 4r beskriven av

den stokastiska differentialekvationen

(2.1) dx(t) = F(t) x{t) dt + G(t) u(t) dt + dv(t)

(2.2) dy(t) = H(t) x(t) dt + dw(t)

dir systemets tillstdnd x(t) &r en n-vektor, insignalen u(t) dr en r-vek-
tor (r < n), utsignalen y(t) 4r en s-vektor (s < n), storningarna v(t)
och w(t) 4r n- respektive s-vektorer, F(t) 4r en nxn m;atris, G(t) ar

en nxr matris, H(t) 4r en sxn matris. Vi antar att elementen av matri-
serna F(t), G(t) och H(t) 4r begransade, kontinuerliga funktioner av t.
Systemets initialtillstdnd antages vara en normalférdelad stokastisk x)

variabel med

E x(to) = m
2. 3)
T _
cov x(to) x (to) = R
Vidare antages att storningarna v(t) och w(t) ir realisationer av Wiener -

processer (4), (25), d.v.s. stokastiska processer vars inkrement

(2.4) Av v(t+ h) - v(t)

(2.5) - Aw

w(t + h) - w(t)

dr oberoende och normalférdelade x) med

(2.6) E Av = 0 , E Aw =0
@.7) E Mv Avl = R/@)-h
. 8) E Aw Aw?! = R,(t) - h

x) Vi gér hir genomgdende antagandet att alla stokastiska funktioner &r
normalfsrdelade. Detta har som konsekvens att kontr ollagarna blix
linjiéra. En alternativ hypotes ir att postulera en linjir kontrollag
och endast andra ordningens statistik.
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dir Rl(t) och R, (t) &r ickenegativa symmetriska nxn resp. sxs matri-
ser. Det antages att elementen av Rl(t) och R, (t) 4r kontinuerliga

och begrinsade funktioner av tiden. In- och utsignalerna, d.v.s. u(t)
och ;r(t), dr fysikaliska storheter pd karakteristiska for systemet me-
dan systemets tillstind x(t) beror p4 det koordinatsystem som valts
for att beskriva systemet. Den stokastiska processen v(t) represente-
rar stéorningar som pdverkar systemet och den stokastiska processen

w(t) representerar mitfel.

Ekvationen (2.1) utsidger allts3, att den hastighet med vilken systemets
tillstdnd forindras 4r en linjir funktion av de aktuella virdena av syste-
mets tillstdnd, insignalen och stérningen. Ekvationen (2.2) innebir,"
att den utsignal som kan observeras dr en linjir funktion av systemets
tillstdnd. Observera att diven om vi antagit linearitet, s3 tilldter vi
sdvil systemets som stérningarnas egenskaper att vara funktioner av
tiden. Detta ger oss frihet att approximativt behandla olinjara system
genom att linearisera dessa kring en nominell 16sning. I praktiken er-

hdlles systemet (2.1), (2.2) ofta p3 detta sitt.

Systemets syfte skall nu definieras. L&t to och tf, to < tf £ @ |
vara givna tidpunkter, 14t u® (t) vara en integrerbar funktion definierad
pé (to , tf), vidare 13t x(t) vara en l6sning till den stokastiska diffe-
rentialekvationen med u(t) = u®(t) och med initialvirde x(to), vars sanno-

likhetsférdelning 4r normal med egenskaperna givna av (2.3). Bilda

t
o

2.9 Ve =E{xT ) Q x(tp) + {f[xT(s) Q,(s) x(s) +
+ uT(s) QZ(S) u(s) ] ds}

dir Q_, Q, (s) och Q, (s) 4r ickenegativa definita symmetriska matriser.
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Elementen av matriserna Ql(s) och Q, (s) antages vara kontinuerliga
och begridnsade. Symbolen E betecknar matematisk férvintan med av-
seende pd sannolikhetsfordelningarna av x(t ), v(t) och w(t). Storheten
V(°) kan fysikaliskt tolkas sisom medelforlusten for kontrollsignalen
u®. Systemets syfte anges nu vara att vilja u® s§ att virdet av V(u )
blir sd litet som mojligt. Det regleringstekniska problemet kan s3-

ledes formuleras p& féljande sitt:

Problem:

Bestim en kontrollsignal u(t) sidan att funktionalen (2.9)
dr minimal. Kontrollsignalens virde vid tidpunkten t fir
bero pi y(s), t, s s <t d.v.s. pd den observerade ut-

signalens vidrden upp till tidpunkten t.

For att erhdlla ett vildefinierat matematiskt problem skall vi ocksi

gora foljande antaganden:

Lg Matriserna F(t), G(t) och H(t) 4r s3dana att vi kan finna

tvd matriser A(t) och B(t) sidana att differentialekvationerna

% = [F(t) + G(t) A(t)] x
% = [F(t) + B(t) H(t) ] x

dr likformigt asymptotiskt stabila.

2. Matriserna Q, (t) och R, (t) &r positiv definita for alla
t € (to, tf).

Dessa antaganden 4r rent tekniska. Deét forsta garanterar att funktio-
nalen V(u) har ett dndligt minimum och det andra antagandet garante-
rar, att minimum erhdlles f6r en och endast en kontrollsignal.

Existens och entydighetsvillkoren kan dven anges pd manga andra sitt.
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3. LOSNING

Lésningen till det problem som formulerades i foregdende avsnitt ut-
gores av tvd satser. I detta avsnitt skall vi formulera dessa satser

och ge en fysikalisk tolkning av dem.

Sats 1

Funktionalen (2.9) 4r minimal for

(3.1) ult) = - L) R(t)

dir 2(t) ar betingade medelvirdet av x(t) med avseende p3
observationerna eller minsta medelkvadratestimatet av
x(t), baserat pi y(s), t, = s < toch L(t) 4r en rxn matris

given av

(3. 2) L) = Q, ') GT @) St te)

dar S(t; tf) dr en symmetrisk nxn matris, som &ir lsningen

till foljande differentialekvation

x)
(3. 3) -Ls=rTs+ SF -5GQ,” ' G's+q,

med initialvirdet

(3.4) S(tf, tf) = Q)

Minimum av funktionalen (2.9) ir
t

f
(3.5) min V(u) = = S(to, tf)m + f tr S(s; tf) Rl(s) ds +

t
o

te

ter S, tJR + [ tr Ps, t) LT(s) Q,(s) L(s) ds
£ 50" _
(o]

x) For att forenkla skrivarbetet har vi i denna formel utelimnat argu-
menten i matriserna S(t; to), F(t), G(t), Ql(t) och Q, (t).
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dir P(t) 4r covariansmatrisen f6r minsta medelkvadrat -

estimatet, d.v.s,

(-6)  Pl:t) = Elx() - 20))[x(t) - 2@)] T

Satsen innebir siledes att den optimala kontrollsignalen 4r en linjir
funktion av det frin de observerade utsignalerna beriknade minsta
kvadratfelsestimatet av tillstdndsvektorn. Observera att matrisen L(t)
som definierar den linjira funktionen #r oberoende av de stokastiska
egenskaperna, d.v.s. R, Rl(t) och R, (t). Det regleringstekniska
problemet kan alits8 i detta fall uppdelas i tvd separata oberoende

t estimationspro

problem: 1/ ett deterministiskt kontroll roE}em, g.v. S. bestimning
e em, d.v.s.
av matrisen L(t), och 2/pberikning av minsta medelkvadrate stimatet

av systemets tillstdnd p4 basis av observationer av utsignalerna -
Det regleringstekniska problem vi diskuterar ir mycket snarlikt vissa

problem som upptrider inom den matematiska ekonomin., Ett resultat

Péminnande om Sats 1 har dir givits det talande namnet osikerhets-

ekvivalensprincipen. Principen innebir, att i en situation dir beslut

skall fattas under osikerhet, forfares pd foljande sitt: frin tillging-
liga data bestimmes ett ""bista' estimat av tillstdndet, beslutet géres
sedan som om det estimerade tillstindet vore det sanna tillstdndet.

Sats 1 utgér siledes en rigorss formulering av osidkerhetsekvivalens -
principen. Observera de starka fordringar som erfordras for att den
skall hdlla: linearitet hos modellen, additiva storningar, kvadratiskt
kriterium etc. Man kan litt visa med hjilp av motexempel, att om

dessa antaganden ej ir uppfyllda s3 dr principen ej lingre giltig.

Det 4r instruktivt att studera de olika termer som upptrider i uttrycket
for forlustfunktionens minimumvirde. Den férsta termen i ekvation
(3.5) representerar det bidrag som orsakas av medelavvikelsen i ini-

tialtillstdndet. Den andra termen representerar bidraget frin stsr-
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ningen v(t) som pdverkar systemet, och de tvi sista termerna represen-
terar bidraget till forlustfunktionen orsakat av estimationsfel. Obser -

vera att de tre forsta termerna i (3.5) avtages med S(t; tf).

For att fullborda det problem som formulerades i avsnitt 2 dterstdr nu
att finna minsta medelkvadratestimatet av x(t) baserat pi observationer-
na av utsignalen, vilket 4r Wiener-Kolmogorovs vilkinda filterproblem.
I virt problem ir detta delvis 16st eftersom vi har en given representa-
tion av processen i form av ekvationerna (2.1) och (2. 2), varigenom

vi undviker den stora svirighet som 4r forenad med spektralfakto-

reringen och vi har:

Sats 2 (Kalman)
Minsta medelkvadratestimatet av x(t) baserat pi de obser-

verade utsignalerna idr lésning till differentialekvationen

(3.7) dk = F(t) Rdt + G(t) u(t) dt + K(t)[dy(t) - Jat]

(3. 8) | ¥ = Hit) %

med begynnelsevirdet
(3.9) x(to) = m
dir
|
(3.10) K(t) = P(t; to) H(t) R, (t)

och P(t; to) dr covariansen matrisen for estimatet (3. 7).
Matrisen P(t; to) tillfredsstiller fsljande differentialekvation:
dP T

: T -
(3.11) E—FP+PF - PH R2

1HP+R1

(3.12) P;t) = R
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Ekvation (3.7) innebidr att estimatet erh&lles genom att integrera
systemekvationerna med en drivande funktion som beror pi skillnaden

mellan den observerade utsignalen y(t) och dess estimat y(t).

Matrisen K(t) anger den vikt som ges dt observationerna. I det skalira
fallet kan K(t) tolkas som kvoten mellan varianserna for estimations-
felet och matfelet. Om mitfelet ar stort, ligges sdledes liten vikt vid

observationerna.
Observera den formella likheten mellan L(t), S(t; tf) och K(t), P(t; to).

Ekvationen visar hur estimationsfelet forindras med tiden. De tva
forsta termerna visar hur variansen propagerar pd grund av system-
ekvationerna, den tredje termen motsvarar den minskning som er-
hdlles genom observationer av utsignaler, och den sista termen repre-

senterar Skning i estimationsfelet pd grund av storningen v(t).
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4. FYSIKALISK TOLKNING AV RESULTATEN

Vi har sdledes formulerat och givit l6sningen till ett matematiskt
problem som innehdller flera av de faktorer som karakteriserar ett
praktiskt kontrollproblem. Resultaten skall nu ges en fysikalisk tolk-
ning. Det foljer frdn Satserna 1 och 2, att den databehandling som
erfordras for att berdkna kontrollsignalen frin de observerade ut-

signalerna kan beskrivas med ekvationerna
(4.1) & =[F(t) - K() H(t)] R dt + G(t) u(t) dt + K(t) dy(t)
(4.2) at) = - L) ) |
dir K(t) och L(t) ar givna av (3.2), (3.3), (3.10) och (3.11).

For att realisera losningen till problemet fordras siledes komponen-
ter som loser differentialekvationen (4.1) i reell tid. Genom att 16sa
(4.1) rekonstruerar vi siledes systemets tillstind frin observationerna
av utsignalen. Denna operation, som vdsentligen ir ett tidsvariabelt
Wiener-filter, betecknas med estimator i blockschemat i Fig. 3. Vi-
dare fordras komponenter for att utféra multiplikationen (4.2). Ater-
kopplingskretsen bestidr sdledes av ett dynamiskt system av samma

ordning %) som det ursprungliga systemet (2.1).

Vi observerar att den dynamik som erfordras i dterkopplingskretsen

visentligen bestir av en modell av det ursprungliga systemet; se

x) I princip fordras endast L(t) x for att berikna kontrollsignalen; det
dr sdledes endast nodviandigt att rekonstruera r linjarkombinationer
av tillstindsvektorn for att erhilla detta. For att genomfsra detta
fordras ofta rekonstruktion av alla komponenter av tillstindsvektorn.
I undantagsfall kan det dock géras med firre komponenter. Analy-

tiska kriterier for att avgdra detta finns tillgdngliga.
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speciellt ekvationerna (2.1) och (3.7). Resultaten visar alltsi hur
en modell av systemet skall utnyttjas for bestidmning av tillstinds-

vektorns komponenter.

Speciellt for tidsinvarianta system, d.v.s. F, G, H, Ql’ QZ’ Rl' RZ
konstanta, med tf = + @« , 38 kommer under limpliga férutsittningar
K och L att vara konstanta matriser. Ekvationerna (4.1) och (4. 2)
kan di tolkas som 6verféringsfunktionen -
Y(p) = - L°[pI-F - K°H - gL°] ~! k°
dér vi traditionsenligt 1ter p beteckna derivationsoperatorn. Detta
exempel visar tydligt relationen mellan Satserna 1 och 2 och den klas-
siska regleringstekniken. Observera att nirvaron av manga insigna -
ler och mdnga utsignaler ej villar nigon extra komplikation vid till-
limpning av Satserna 1 och 2. Vi kan siledes f3 en mycket enkel tolk-
ning av kompensationsteorin i den klassiska regleringstekniken: Kom-
pensationsnitets verkan kan tolkas som en estimator som rekonstruerar
systemets tillstdnd frdn utsignalen. Denna tolkning innebir bl.a. att
om det 4r mojligt att uppnd goda resultat med en PID regulator, d.v.s.
en kontrollag av typ (1. 1), s3 ir uppenbarligen en rekonstruktion av
tvd komponenter av tillst&ndsvektorn tillricklig f6r att uppnd goda re-
sultat. Vidare utgér satserna en generalisering av den klassiska
kompensationsteorin till tidsvariabla system med m&nga insignaler och

mdnga utsignaler.
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5, STABILITETSKRITERIER

Det optimala systemets stabilitet skall nu diskuteras. Rorelseekva-

tionerna f6r det kompletta systemet kan skrivas

(5.1a) dx = [F(t) - G(t) L{t)] x dt + G(t) L(t) x dt + d v{t)

(5.1b) dx = [F(t) - K(t) H{t)] ¥ dt + d v (t) - K(t) dw(t)

didr det totala systemets tillstind representerats av x och X,

For att mojliggéra en stabilitetsdiskussion skall vi nu géra en avvikelse
for att infora ett stabilitetsbegrepp som limpar sig vil f6r en stokas-
tisk differentialekvation av typ (5.1).

Betrakta den stokastiska differentialekvationen

(5.2) dx = A(t) x dt + de

dir e(t) 4r en Wienerprocess med

Eeft) = 0

covle(t+h) -e@)] = R(t) - nh
Vidare, 13t
(5. 3) dx = A(t) x dt

vara motsvarande fria (ostsrda) system.
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Infor
Definition

den stokastiska differentialekvationen (5.2) siges vara

stabil i medel om givet € > o, det X 61 > o och 62 > o,

sadana att

e x(t) XT(t) | <e t

v
(o

HE x(to) XT(tO) ” < 61

Ir@ 1l < s,

Stabilitet i medel &r helt analogt med begreppet totalt stabil eller stabil
under sténdigt verkande stérningar; se (20) och (22).

Vi har foljande
Sats
Den stokastiska differentialekvationen (5.2) 4r stabil i
medel om motsvarande ostérda ekvation (5. 3) dr lik-

formigt asymptotiskt stabil.

Detta avslutar utvikningen och vi skall nu dtergd till att studera syste-
met (5.1). Vi skall ge villkor fér att systemet (5.1) dr stabilt i medel.
Vi noterar att matriserna K(t) och L(t) endast &r definierade for

to K\S t < tf. For att diskutera stabilitet m3ste vi di utstridcka deras
definition till godtyckligt stora vdrden av t. I detta avsnitt skall vi

diarfor antaga att tf =+ =
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Det foljer nu att (5.1) 4r stabilt i medel om matriserna K(t) och L(t)

dr begrdnsade och om ekvationerna
dx _
(5.4a) = [F@t) -G LEIx

(5.4 b)

&8

= [Ft) - K(t) H{t) ] X
dr likformigt asymptotiskt stabilt. Vi har vidare

Sats 3
Systemet (5.1) dr stabilt i medel om matriserna P, t ) och

S(t ® ) &r begrinsade och positiv definita for alla t.

Det finns ett flertal kriterier som garanterar att matriserna P(t, t )

och S(t; = ) ir begrinsade och positiv definita.
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6. IMPLEMENTERING AV LOSNINGEN MED HJALP AV
EN SIFFERMASKIN. DIFFERENSEKVATIONER.

De ber&kningar, definierade av ekvationerna (3.1)-(3.4) (3.7)-(3.12),
som fordras for att implementera det optimala systemet, ir ofta s
omfattande att deras genomfdrande kriver en siffermaskin. Vi skall
nu diskutera vilka konsekvenser det har och hur berikningarna skall
organiseras. En av siffermaskinens fundamentala egenskaper ir att
den opererar diskret i ti\d\en. Anvindandet av en siffermaskin medfsr
sdledes vissa restriktioner av de kontrollsignaler u som kan realiseras.
I praktiken anvidndes ofta kontrollsignaler som &4r styckvis konstanta,
linjara, exponentiella etc. Motivet f6r detta dr att man ssker funktio-
ner som kan realiseras utan komplicerad utrustning. En kontrollsignal
som dr styckvis konstant kan t.ex. erhdllas genom att 1§ta ett register
i siffermaskinen styra en hdllkrets analog regulator e.dyl. Vi skall
darfor i det foljande endast studera det fall, d& kontrollsignalen ar
styckvis konstant. x) Det tidsintervall 6ver vilket kontrollsignalen ir

konstant kallas samplingsintervall. Systemet kommer siledes att ar-

beta pd féljande sidtt. Den observerade utsignalen omvandlas till digi-
tal form. P& basis av utsignalen beriknas den 6nskade insignalen en-
ligt (3.2)-(3.5), (3.7)-(3.12). Utsignalen omvandlas till analog form.
Den omvandlade signalen styr en hillkrets som hiller ett konstant vir-
de, medan ett nytt métvirde lises in och en ny kontrollsignal beriknats
etc. etc. Implementeringsproblemet bestdr nu i att finna ett program
for siffermaskinen som genomfsr rikningarna (3.2)-(3.5), (3.7)-(3.12).
En uppenbar metod att 16sa detta problem &4r att under antagandet att
kontrollsignalen 4r konstant under samplingsintervallet gora differens-
approximationer av differentialekvationerna (3.3), (3.7), (3.11) samt
att programmera motsvarande differensekvationer. Detta férfarande

dr dock ej entydigt och det 4r naturligt att frdga, vilken differens-

T am e R MR S R R e e e e S e R e e NS A R R MR A e e e R e e e e e e e T R R S e e e e S e e e s e e R A e e e e e

x) De situationer di kontrollsignalens variation 6ver ett samplings-
intervall kan representeras som ldsningen till en linjir differential-

ekvation kan alltid transformeras till detta fall; se t.ex. (34).
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approximation som skall viljas for att vid givet samplingsintervall 3§
""basta' resultat i den meningen att forlustfunktionen (2.9) blir s3 liten
som mdjligt. For att besvara denna frdga observerar vi att antagandet
om styckvis konstant kontrollsignal innebir, att systemekvationerna
kan integreras explicit och vi erhdller foljande ekvation fér tillstidnds-

féoréndringen 6ver ett samplingsintervall.

(6-1a) =l ) = g, ) x(4) + Tl s ) uly) + e ()

(6.1 b) 2ty 1) = 6 (5 ) x(t) + e, (t)

ddr samplingsintervallen betecknats med (tk, tk+1) och

(6.2a) S ot t) =F() ¥t t) S tst.
@(tk; tk) s I
t
(6.2 b) T (t;t) = f §(t; s) G(s) ds , e S St
tet1
(6.2¢)  8(t, 5t = J H(s)#(s; t)ds oSt St
t

och el(tk) och ez(tk) dr sviter av normalférdelade stokastiska

vektorer med medelvirden

(6.3 a) E el(tk) 0 alla k

|
o

alla k

(6.3 b) E eZ(tk)

och covariansfunktionerna
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(6.3¢) Eelt)e, ()

Ry () &4

(6.3d) Ee(t)e, () R,() 6,

(6-3e) Ee,lt)e, () = R,,(t) 8.,

dir 9§ ks AT Kroneckers delta, och

bt

H{ ¥ (5 S) R ()8 Tt ;) ds

(6.3 1) Rll(tk)

ter1

638 Rl = [ty o R i) 8T 5 o) as
k

Yerl

(6:38)  Ry,(5) = [ [oly,i )R (s)8 (5 8) + R,(s)] ds
b

. T

(6.31) R, (5) = R,T(t)

Den ekvation som vi erhdllit fér z (tk) dr baserad pd antagandet att instru-
menteringen medger kontinuerlig registrering av mitsignalen y(s)

samt att det tal som erhdlles i siffermaskinens register efter filtre-

ringen &ir
bl
6.1¢) =z(t,.)=] ay(s)

Det finns naturligtvis ménga andra méjligheter att introducera mitsig-

nalen, se t.ex. (27). Ofta kan utsignalen ej observeras kontinuerligt
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utan maitningar dr endast mojliga vid diskreta tidpunkter. Detta ir
t.ex. fallet vid anvindning av analytiska instrument. De modifika-

tioner som erfordras for att handha dessa fall ir triviala.

Under antagandet om styckvis konstant kontrollsignal kan uttrycket for
forlustfunktionen forenklas till
T

i Nz'l x(t,) x(t,)
(6.4 a) V(to, X s Tl’ u) = E{ x (tN) Qo x(tN) + N u(tk) Q(t.k) u(tk)
Q) Q)
(6.4 b) Q(tk) =
IR PPALY)
och
tet
T
(6.4¢) Q) = tj 87 (s; ) Q(s) 8(s; t) ds
K
“ke1
(6.4 4d) Ql?.(tk) = ,,r QT(S; tk) Ql(s) T (s; tk) ds
x
(6.4¢) Q, () = QIZT(tk)
bt
(6.41) Q,,() = tf [T 7 t) Qy(s) T (si ) +Q, (s)] ds
k

Under antagandet att kontrollsignalen 4r styckvis konstant, kan vi si-

ledes omformulera kontrollproblemet pi féljande sitt:
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Problem:

Given dr den stokastiska differensekvationen (6.1) och funk-
tionalen (6.4 a). Finn en svit av vektorer { u(tk)} sddan att
(6.4 a) 4r minimum. Virdet av u vid tidpunkten tk+1 far
bero av z(ts), 0<s s < k. ,» d.v.s. av de mitvirden som

erhillits i siffermaskinens register upp till tidpunkten t -

Vi kallar detta problem det diskreta eller det '"'samplade'' problemet i
motsats till problemet i avsnitt 2, som hidanefter skall benimnas det
kontinuerliga problemet. Det diskreta problemet ir helt analogt med

det kontinuerliga problemet och vi har fsljande resultat.

Sats 4

Summan (6.4 a) 4r minimum f6r
(6. 5) u(tk) = - L(tk) X(tk) ) k = 0’ 1’ e e ey N

dar x(tk) dr betingade medelvirdet av x(t) med avseende
pd observationerna eller minsta medelkvadratestimatet av
x(tk) baserat pd observationerna z(to), z(tl) cees z(tk), och

L(tk) 4r en rxn matris given av
T . L ~Tap .
(6. 6) L= [T S, ty) T +Q,,] [T St 15 tyy) & + Q,,]

och S(tk+1; tN) dr en symmetrisk nxn matris som satis-

fierar foljande differensekvation

(6.7 Sl ty) = ¢ Sl sty 2- LT [T TS, 60T +0,]-

L+ Qll

med begynnelsevirdet
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(6.7 a)

(6.8)

(6.9)

(6.10 a)

\ (6.10 b)

S(t = Q

Nt o

Minimalvirdet av summan (6.4 a) ar

-1

. ) S T &
min V() = {:0 tr S(ti+1’ tN) Rll(ti) + m S(to, tN)m+

N-1
N

+ tr §(to, t) R+ Lo otr {Bt; t) L ) [Q,(t,) +
i=0 voe '

* I‘T(ti+1; t)S by t) T (5 t) ] L)}

dir ff-l’(tk) dr covariansmatrisen f6r estimationsfelet, d.v.s.

ﬁ(tk, t) = E [x(tk) = %(tk)] L x(tk) - ,’;(tk)] T

Sats 5

Minsta medelkvadratestimatet av x(tk), d.v.s. av tillstdnds-
vektorns vdrde vid tidpunkten tk’ baserat pd de observerade
utsignalerna z(tl), cee, z(tk) dr 16sning till differens-

ekvationen

o) = o 5 x) + T ()i g) ulty) +

* Kl Laly,) - 26,,)]

2l )) = 8 (b5 ty) ()
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(6.10 c)

(6.11)

(6.12 a)

(6.12 b)

med begynnelsevirdet
x(to) = m

dir E(tk) betecknar mxs matrisen

-1

f{'(tk) = (8 5(tk; t) 8 T, R,100 ﬁ(tk; t.) 8T 4 R,, ]

dar P(tk; to) dr covariansmatrisen fo6r estimationsfelet.
Jimfor ekvation (6.6). Matrisen P(tk; to) satisfierar

differensekvationen

5 .t V= 6Dk -+ 15T & = i3
Ply s t)= eP(;t )l - Kit) [0 P(; t)e" +R,, ]

RT(tk) TRy

med initialvirdet

For att forenkla utskrivandet av formlerna i ovanstiende satser har vi

uteldmnat argumenten fér funktionerna ¢, T |, 8, Q Q5 Q,,;

Rll’ R

1z’

R,, . Argumenten skall vara

22
2 B 2ty s )
T = Tty t)
;] = 0 (i t)
Q) y Q)
Q2 = Q, ()
Q2 = Q2 ()
R = R ()
Rz = Rip(t)
Ry2 = Ryalt)
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Den fysikaliska tolkningen av dessa resultat dr identisk med den tolk-
ning som givits av det kontinuerliga problemet. Lisaren uppmanas att

sdésom en 6vning genomfsra tolkningen av ekvationen i Sats 4 och Sats 5.

Foéljande &r ndgra villkor som garanterar att det existerar en entydig

16sning till det diskreta problemet.

Dl1. Matriserna %, T och 8 &dr sd3dana att vi kan finna tv3
sekvenser av matriser A(tk) och B(tk) sddana att differens-

ekvationerna

x(y ) = Lelt s 6) - T (s t) Al) ] x(t)

*lerr) = Lelyegps ) - Bly) 8,5 501 x(t)

dr likformigt asymptotiskt stabila.

D2. Matriserna

17 ) Pl 1) 87 (s ) + Ryplh)
och

T - Pt - .
Do (hers B Sty 5y T ey )+ Qy, ()

dr positiv definita f6r alla k.

Observera att det forsta villkoret som garanterar att minimum ir andligt
dr strdngare dn motsvarande villkor f6r det kontinuerliga problemet,

medan det andra villkoret d4r avsevirt svagare.

De berédkningar som erfordras for att bestimma kontrollsignalen uf(t)
frdn de observerade utsignalerna bestir endast av multiplikationer och
additioner och vi har sdledes fitt resultatet pd en form, som ir vil

lampad f6r programmering pd en siffermaskin.
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VAL AV SAMPLINGSTID

Vi fann i foregdende avsnitt att anvindningen av en siffermaskin for
implementering av det optimala systemet medfér vissa inskrinkningar
av klassen av tilldtna kontrollsignaler. Vi skall nu i korthet diskutera
ndgra implikationer av detta. Ur teoretisk synpunkt ir det virt notera,
att restriktionen av tilldtna kontrollsignaler ger mildare regularitets-
krav. Ur praktisk synpunkt dr frdgan hur mycket fi:'orlustfuﬁ.ktionen okas
genom restriktionen av insignalen betydligt visentligare. Denna friga
ir ingdende behandlad i (34) och vi skall hir endast sammanfatta de

viktigaste resultaten.

Sats 5
Om badde det kontinuerliga och det diskreta problemet ar
reguljart, gdller

\7-'Vd§.max(t -t =0

2x (G - )

Denna sats innebédr sdledes att differensen mellan férlustfunktionens
vdrden i de diskreta och kontinuerliga fallen kan géras godtyckligt liten
genom att vdlja samplingsintervallen tillrickligt sm&. Vi kan ocksi
uppskatta skillnaden mellan V och V och vi finner

V - v

£ —— ' < > >
1+ o, v 1+ az, ay 0, o, 0

dir koefficienterna Ql och G'Z beror av systemparametrarna. Spe-

ciellt erhdlles i det stationira deterministiska fallet

a; = Bih2‘+o(h3) i=1, 2

dir

h = max (t
k

k1~ G
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TABELLUPPSLAGNING ELLER REELLTIDSBERAKNING AV MATRI-

SERNA L{t,) OCH K(t,). ADAPTIV ELIMINERING AV TILLFALLIGT

FELAKTIGA MATNINGAR.

Vi observerar att berdkningen av den optimala kontrollsignalen kan

uppdelas i tvd oberoende delar:

1. Beridkning av matriserna E(tk) och E(tk) fran ekva-
tionerna (6.6), (6.7), (6.11) och (6.12).

25 Berikning av kontrollsignalen u(tk) frdn de observerade

utsignalerna enligt ekvationerna (6.5) och (6.10).

Del 2 av beridkningen mdste uppenbarligen goéras i reell tid, allt efter-
som mitvidrden av systemets utsignal erhdlles. Den férsta delen av
berédkningen kan diremot genomféras pd forhand, eftersom alla stor-
heter som erfordras 4r kidnda a priori, och resultaten kan lagras t.ex.
pd magnetband. Den siffermaskin som ingdr i regleringskretsen kan
sedan lidsa in f(tk) och Ig(tk) nir de behdvs och maskinen behoéver
sdledes endast 16sa differensekvationen (6.10) i reell tid. Observera
speciellt att berdkningen av L-matrisen i reell tid &4r mycket tidskra-
vande eftersom rekursionsformeln (6.7) f6r S-matrisen gdr baklinges

i tiden.

Det bér dven noteras att en fullstdndig stokastisk modell av systemet
och dess omgivning &dr tillgdnglig i systemet. Speciellt 4r sannolikhets-
fordelningen fér utsignalen indirekt given via P-matrisen. Detta ir
mycket viktigt f6r manga praktiska tillimpningar. Det kan t.ex. intrif-
fa att mitutrustningen upphor att fungera genom komponentfel. I vissa
kemiska processer, dir analytiska instrument anvidndes, kan det ror-
system som anvidndes for provtagning tillfdlligt pluggas igen, etc. Det
dr ytterst visentligt att férhindra att de mycket stora méitfel, som kan
upptrédda genom sddana mekanismer, ej tillites pdverka berikningen

av kontrollsignalen. D& sannolikhetsférdelningen av utsignalen dr kind,
kan man testa huruvida ett erhdllet mitvirde dr rimligt och férkasta

alltfor osannolika maitviarden.
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I och med att médtvdrden forkastas dr det ej mojligt att a priori ge en
fullstdndig beskrivning av sannolikhetsstrukturen utan att infoéra en
modell for instrumenteringens sporadiska sammanbrott. Detta med-
for att beridkningen av K-matrisen maste modifieras. For att se vad
som skall dndras skall vi ge en fysikalisk tolkning av de olika termer-

na i ekvation (6.12 a).

T

% P(tk; to) % anger bidraget till P(tk+1; to)"

fr3n osidkerheten i %(t).

T

-K i =T A i : .
K(tk) [ 6 P(tk, to) 8- + R22]K (tk) anger minskningen i covariansen

f6r estimatet x(t pé grund av

+1)
den uppmaitta utsignalen =z (tk+1)'

R11 anger Okningen i covariansen f6r

0 A o
estimatet x(tk+ 1) pd grund av
stérningen e, (tk) som driver

processen.
Om ett mitviarde forkastas, skall sdledes termen
iy ~ T ~T
Kt ) [ o Plt; t )8 +R,, IK (1)

elimineras och ekvation (6.12 a) skall ersittas med

T

= T = ~ ~T
PP(t st ) &7 - K(t) L8 Plt,; t) 6" + RZZJK (t) + Ry

~

Pt t

k) = om maitvirde Z(tk+1) anvindes
@P(tk; to) 3T + R, om mitvirde z(t

k+1’
k+1) forkastas
Eftersom berikningen av P-matrisen nu ir beroende av de erhdllna mait-
virdena kan berikningen ej genomféras a priori utan P-matrisen mdaste
reelltidsberdknas. Vi fdr siledes en 6kad flexibilitet till priset av ett

mer komplicerat system.
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9. AUTOMATISK KONSTRUKTION AV OPTIMALA SYSTEM

Konstruktionen av ett optimalt system kan siledes reduceras till berik-
ning av matriserna f{(tk) och i(tk) frdn ekvationerna (6.6), (6.7),
(6.11) och (6.12). Dessa ekvationer har en form som val lampar sig
for programmering pd en siffermaskin och hela konstruktionsférfaran-

det kan sdledes automatiseras.

Tva FORTRAN-program
1. FIRST PROGRAM

23 SYNTHESIS OF LINEAR SYSTEMS WITH
QUADRATIC CRITERIA

som genomfér syntesen pd IBM 7090 har utvecklats. Programmen kan
handha system upp till 12 ordningen. Det f6rsta programmet, som ir
specifikt f6r varje problem, berdknar den diskreta versionen av system-
ekvationerna och liser in de data som erfordras av det andra program-

met pa band.

Det andra programmet som &dr universellt liser in systemparametrarna
®,T, 8, Qo'Ql , QZ’ Ro’ Rl’ RZ som kan vara tidsvariabla frdn magnet-
band. Matriserna K, P, L och S samt foérlustfunktionens virde berik-

nas sedan.

En beskrivning av dessa program samt tillimpningsexempel har givits

i (32) och (33).

Bestimning av ett lampligt samplingsintervall kan dven rationaliseras.
I referens (34) har vi givit tv FORTRAN-program, SAMPAS och
TSAMPN, som beridknar talen a i och B i for stationdra system

med konstant samplingsintervall.
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10. SAMMANFATTNING OCH UTBLICKAR

De fundamentala antaganden som ligger bakom den presenterade teorin

ar

1. Systemet dr linjirt och tidsvariabelt.

2 Omgivningens verkan p& systemet anges med stér-
ningar som antages vara Wiener-processer.

3. Systemparametrarna och stérningarnas stokastiska

egenskaper 4r kdnda a priori.

Det forsta antagandet innebir i praktiken, att stérningarna som piver-

kar systemet 4r sd smé& att systemet kan lineariseras.

Det andra antagandet 4r ej speciellt restriktivt. Det ir t.ex. trivialt
att generalisera till stérningar som &r stationira gaussiska processer

med rationellt effektspektrum. Om t. ex. stérningen v har spektrum

& = L
v 1 +w?

sd foljer av Karhunens representationssats (17), att storningen v kan

representeras med den stokastiska differentialekvationen
dv + vdt = de

ddr e &r en Wiener-process. Genom att anvinda denna representation
samt att inkorporera v som en komponent i tillstdndsvektorn har vi

sdledes en beskrivning av systemet ps formen (2.1).

Det tredje antagandet dr ganska restriktivt, d3 det fordrar avsevird a
priori-kunskap om systemet och dess omgivning. . Det vore speciellt
O6nskvidrt att relaxera de hypoteser som gores betridffande systemets

omgivning.
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Vi skall visa hur antagandet om att stdérningarna har medelvirdet noll
kan avlidgsnas. Vi observerar forst att om medelvirdesfunktionen &r
kind sd kan den alltid borttransformeras genom ett koordinatbyte. Vi-
dare noteras att om medelvirdesfunktionen 4r konstant men okind, kan

vi férfara pad foljande séitt:

Antag t. ex,

EAv = m*+*h

dir m &r en okind konstant. Infor

sd foljer att

dz

g - O

och systemekvationen (2.1) kan skrivas

dir

ar en Wiener -process med medelvidrdet noll. Vi har siledes dter ett
problem pd standardform. Observera att det nya systemets tillstdnds-

vektor ir
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d.v.s. vi har i tillstdndsvektorn inkluderat pParametern z som karak-
teriserar omgivningen. Vid problemets l6sning kommer vi siledes att
estimera z, d.v.s. storningens medelvirde under det att processen
evolverar. Det 4r sdledes ej nédviandigt att a priori ha kinnedom om
stérningens medelvirde. Vi har med andra ord ett system med adaptiva

egenskaper.

Vi har ovan endast visat ett enkelt exempel. En analog transformation
kan naturligtvis dven genomiforas i det fall, di covariansfunktionen eller
systemparametrarna d4r okidnda. Detta leder emellertid till olinjara

system, vars behandling fordrar andra hjilpmedel.
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Fig.1 Insignal - utsignal system.
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Fig.2 Blockschema for systemmodellen.
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Fig.3 Det optimala systemets struktur.
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Fig.4 Blockschema for estimatorn (Wiener filtret)




